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RESUMO

Neste trabalho, sdo investigados métodos baseados em férmulas fechadas para construg¢ao
de autovetores de transformadas discretas de Fourier definidas (i) sobre o corpo dos reais e (ii)
sobre corpos finitos. No primeiro caso, os métodos investigados, que empregam principalmente
as chamadas matrizes geradoras, foram utilizados na definicao de transformadas fraciondrias
discretas de Fourier (DFrFT) usando autovetores do tipo Hermite-Gaussiano (HGL). Com
respeito a esses autovetores, foi apontada a convergéncia de suas componentes para amostras das
fun¢des Hermite-Gaussianas continuas (HGF) correspondentes e foram propostas solugdes para
algumas restricdes relacionadas a sua constru¢do. A DFrFT proposta foi aplicada aos cendrios
de filtragem e de representacdo compacta de sinais no dominio fraciondrio e, nesses contextos,
apresentou beneficios com relacao a outras abordagens descritas na literatura. Em particular,
demonstrou-se que a DFrFT em questdo pode ser calculada de forma exata e aproximada
com complexidade aritmética de 50% a 80% menor que a de outras DFrFT baseadas na auto-
decomposicdo da matriz da transformada discreta de Fourier. Em relacdo ao estudo sobre corpos
finitos, foi apresentado um método, também baseado em matrizes geradoras, para construcio de
autovetores da transformada numérica de Fourier (FNT). Foi proposto um método para criacao
dessas matrizes a partir de parametros escolhidos; exemplos especificos foram apresentados. Foi
proposta uma metodologia, baseada nas referidas matrizes, para construcao de bases ortogonais
de autovetores da FNT, a partir das quais se pdde definir versdes fraciondrias dessa transformada.
A transformada fracionéria numérica definida foi entdo utilizada no cendrio de cifragem de
imagem, em que medidas para caracterizagdo de robustez a ataques criptograficos indicaram
seu potencial de uso pratico; comparacdes com diversos trabalhos correlatos existentes na
literatura revelaram beneficios do esquema proposto com relacio a flexibilidade e a seguranca,

por exemplo.

Palavras-chave: Transformada fraciondria de Fourier. Transformada fraciondria numérica de
Fourier. Autovetores do tipo Hermite-Gaussiano. Representacdo compacta de sinais. Cifragem

de imagens.



ABSTRACT

In this work, we investigate methods to construct closed-form eigenvectors of discrete
Fourier transforms defined (i) over the real field and (ii) over finite fields. Regarding the real-
valued case, we construct discrete fractional Fourier transforms (DFrFT) using the so-called
generating matrices and recently introduced closed-form Hermite-Gaussian-like (HGL) eigen-
vectors; we discuss the convergence of the components of such eigenvectors to samples of the
corresponding continuous Hermite-Gaussian functions (HGF) and propose solutions to deal with
some restrictions related to their construction. The proposed DFrFT is applied to the scenarios of
filtering and compact representation of signals in the fractional domain and, in these contexts, it
presents benefits when compared to other approaches described in the literature. In particular,
we have shown that the referred DFrFT, or its proposed rounded version, can be calculated with
arithmetic complexity 50% to 80% lower than other eigendecomposition-based DFrFT. In the
finite field framework, a method based on generating matrices for the construction of Fourier
number transform (FNT) eigenvectors is presented. We explain how to create such matrices from
chosen parameters and present illustrative examples. Based on these matrices, a methodology
to construct orthogonal bases of FNT eigenvectors is introduced and fractional versions of this
transform are defined. The defined fractional transform is then used in the image encryption
scenario, where metrics for characterizing the robustness of the scheme against cryptographic at-
tacks indicated its potential for practical usage; a comparison with several related works revealed

advantages of the proposed scheme regarding flexibility and security, for instance.

Keywords: Fractional Fourier transform. Fracional Fourier number transforms. Hermite-Gaussian-

like eigenvectors. Compact signal representation. Image encryption.
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1 INTRODUCAO

O campo de processamento digital de sinais sempre se beneficiou de uma estreita conexao
entre a teoria e aplicacdes praticas em novas tecnologias. O apelo para o uso de transforma-
das discretas em aplicagdes do processamento de sinais vem do fato de essas transformadas

possuirem algoritmos eficientes para o seu cdlculo e implementacdo possivel em sistemas
digitais (SCHAFER; OPPENHEIM, 1999; COOLEY; TUKEY, 1965).

A transformada discreta de Fourier (DFT, do inglés discrete Fourier transform) é o
mais conhecido exemplo de uma classe geral de transformadas de comprimento finito, cujas

expressoes de andlise e sintese, na forma unitdria, podem ser escritas, respectivamente, como

1 N—-1
Xk] == N 2 x[n]p[n]
€
1 N—-1
x[n] = —— S X[Klgeln], kn=0,1,...,N—1; (1.1)
\/N k=0 ’

as sequéncias ¢[n| se referem a uma base ortogonal, i.e.,
N-1
1 . 1, m=k,
— n n| =
§ 2 el { 0 moh

No caso da DFT, essa base € composta pelas sequéncias de exponenciais complexas,
e?™#k/N O uso de diferentes bases ortogonais nas expressdes dadas em (1.1) leva a definicdo
de outras transformadas como, por exemplo, a transformada de Walsh-Hadamard (ELLIOTT;
RAO, 1982), aplicdvel a codificacdo de imagens, reconhecimento de padrdes e filtragem (SUN-
DARARAJAN; AHMAD, 1998); a transformada de Hartley (BRACEWELL, 1983) usada,
entre outras aplicacdes, em sistemas de cifragem de imagens (LIN, 2013); a transformada do
cosseno (AHMED; NATARAJAN; RAO, 1974; RAO; YIP, 1990) vastamente utilizada em
padrdes de compressdo de imagens e video (WALLACE, 1992; MPEG, 1994; HEVC, 2013;
POURAZAD et al., 2012); e as transformadas wavelet (DAUBECHIES, 1990; SHENG, 2010),
ou ‘“ondaletas”, empregadas, por exemplo, em sistemas de compressdo de imagens como o
padrao JPEG 2000 (SKODRAS; CHRISTOPOULOS; EBRAHIMI, 2001).

O estudo das transformadas sobre corpos finitos teve inicio na década de 1970, quando
John M. Pollard apresentou o artigo “The fast Fourier transform in a finite field” (POLLARD,
1971). No referido trabalho, o matematico britanico trouxe a defini¢do da transformada de Fourier

sobre corpos finitos, enfatizando a existéncia de algoritmos rapidos para o seu calculo.
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Nesse contexto, € relevante lembrar que um corpo F, ou < F 4. >, € uma estrutura
algébrica composta de um conjunto F', que contém ao menos dois elementos, e duas operagdes
(I3

definidas (comumente chamadas de adi¢do “+” e multiplicacdo “.”), para a qual os seguintes
axiomas sio satisfeitos (BLAHUT, 2010):

(1) o conjunto F'e a operagdo de adi¢cao formam um grupo abeliano, < F, + >;

(i1) o conjunto F' é fechado sob a multiplicacdo e o subconjunto dos elementos ndo nulos de

F, juntamente com a operagao de multiplicacao, forma o grupo abeliano, < F™,. >;

(iii) a lei distributiva, (a 4+ b)c = ac + be, é vélida para todos a,b e ¢ pertencentes ao corpo.

Em um corpo, é convencional denotar a identidade da operagdo adig¢do por ‘0’; denotar o inverso
aditivo de a por —a; chamar de ‘1’ o elemento identidade da multiplicac¢do; e denotar o inverso
multiplicativo de a por a~!. Quando o corpo possui um nimero ¢ finito de elementos, é chamado
de corpo finito e é denotado por F, ou GF'(q) (do inglés Galois Field), em homenagem ao
matemético francés Evariste Galois (1811-1832) (BLAHUT, 2010).

Dependendo da caracteristica do corpo finito, as operagdes sobre um corpo [F, podem
envolver adicdes e multiplicacdes moédulo um nimero primo apenas; neste caso, a aplicagao
de operadores matematicos definidos sobre corpos finitos se mostra atrativa por nao requerer
operacOes de ponto flutuante. Além disso, as referidas operagcdes modulares podem ser imple-
mentadas com deslocamentos, reduzindo o esforco computacional para estes calculos (BLAHUT,
2010; TOIVONEN; HEIKKILA, 2006; AGARWAL; BURRUS, 1974; DESCHAMPS, 2009; DE
OLIVEIRA NETO; LIMA, 2018).

Embora o estudo das transformadas sobre corpos finitos possua vdrias particularidades
no seu desenvolvimento, geralmente ele € guiado pela existéncia de transformadas anédlogas
J4 definidas no corpo dos reais. Neste sentido, apds o trabalho de Pollard, versdes em corpos
finitos das transformadas cldssicas foram definidas e estudadas. Esse € o caso da transformada
de Hartley (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998a; CAMPELLO DE SOUZA; H. M. DE OLI-
VEIRA; KAUFFMAN, 2000), cujas aplicacdes incluem o projeto de sistemas de multiplexacio
digital, sistemas de multiplo acesso e sequéncias digitais para espalhamento espectral multinivel
(CAMPELLO DE SOUZA; H. M. DE OLIVEIRA; KAUFFMAN, 2000; DE OLIVEIRA; CAM-
PELLO DE SOUZA; KAUFFMAN, 1999; MIRANDA; DE OLIVEIRA, 2001; DE OLIVEIRA;
MIRANDA; CAMPELLO DE SOUZA, 2001). Por sua vez, a transformada wavelet sobre corpos
finitos foi apresentada na metade da década de 1990 (POOR, 1996), possuindo aplicabilidade em
cddigos corretores de erro e sistemas criptograficos (FEKRI et al., 2006; CHAN; FEKRI, 2004).

Em 2004, foi introduzida uma primeira transformada do cosseno sobre corpos fini-
tos (CAMPELLO DE SOUZA et al., 2004), a qual se baseia em fungOes trigonométricas
definidas sobre essas estruturas algébricas, sendo seguida pela publicacdo da transformada do
seno sobre corpos finitos (CAMPELLO DE SOUZA et al., 2005). A partir desses trabalhos,
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posteriores estudos apresentaram outros sete tipos de transformadas do cosseno e sete tipos de
transformadas do seno definidas sobre corpos finitos (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2011).
Foram investigadas, ainda, as autoestruturas dessa familia de transformadas (LIMA; CAM-
PELLO DE SOUZA; PANARIO, 2011) e, mais recentemente, propostos algoritmos rapidos
visando o seu calculo eficiente (LIMA, 2015; DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2018). Tais estudos
tém sido estimulados pela sua aplicabilidade em sistemas de marca d’agua fragil (CINTRA
et al., 2009) e esquemas de cifragem de imagens (LIMA; LIMA; MADEIRO, 2013; LIMA;
MADEIRO; SALES, 2015).

O estudo da autoestrutura das transformadas discretas sobre os reais (DICKINSON;
STEIGLITZ, 1982; CLARY; MUGLER, 2003; GUREVICH; HADANI, 2009) ampliou os
horizontes de aplicacio dessas ferramentas e originou novas linhas de pesquisa. Uma das linhas
atualmente em expansao € a das transformadas fraciondrias, as quais correspondem, basicamente,
a uma generaliza¢do em que se permite aplicar a um sinal poténcias ndo-inteiras do operador
associado as respectivas transformadas ordinarias (SEJ DIC; DJUROVIC; STANKOVIC, 2011;
BULTHEEL; SULBARAN, 2004; WEI; RAN, 2011). A aplicabilidade das transformadas
fraciondrias pode ser ilustrada por meio de trabalhos recentes da 4rea de processamento de sinais
de radar (ELGAMEL; SORAGHAN, 2011; SINGH; DATCU, 2013), processamento de sinais
geofisicos (MIAH; POTTER, 2014), processamento de imagens médicas (XU; WANG; CHEN,
2016), reconhecimento de padrdes (CHEN et al., 2014), entre outros. A transformada fraciondria
mais conhecida € a de Fourier, originalmente caracterizada no cendrio de sinais de varidvel

continua, mas também amplamente estudada em suas versoes discretas.

Um dos trabalhos de destaque relacionado a transformada discreta fracionéria de Fourier
(DFrFT, do inglés discrete fractional Fourier transform) é o desenvolvido por Pei e Yeh (PEI;
YEH, 1997), em que se empregou o conceito de matrizes comutantes da DFT bem como
resultados acerca de sua autoestrutura (DICKINSON; STEIGLITZ, 1982). Mais especificamente,

i2rnk/N

denotando por F a matriz da DFT de comprimento N, em que F'(k,n) = e~ , escreve-se

F = EAET,

em que as colunas da matriz E sao formadas por autovetores da matriz F e cujos autovalores for-
mam a matriz diagonal A. Assim, define-se o operador transformada fracionéria F* = EA°ET,
em que a € R (CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000). Devido a existéncia de diferentes formas
de expandir espectralmente a matriz F', dado que esta possui autovalores repetidos, diferentes
defini¢des para a DFrFT vém sendo apresentadas. Particular interesse existe em empregar auto-
vetores do tipo Hermite-Gaussiano em tal expansao, visto que esses seriam andlogos as fungdes
Hermite-Gaussianas continuas sobre as quais se expande o operador (integral) da transformada
de Fourier e se define, deste modo, a versdo fracionaria dessa transformada; uma DFrFT assim
construida seria, entdo, uma generalizacdo da DFT no mesmo sentido em que a FrFT corresponde
a uma generaliza¢c@o da transformada de Fourier ordinaria (PEIL; YEH, 1997; CANDAN; KUTAY;
OZAKTAS, 2000).
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Continuando o trabalho apresentado em (PEI; YEH, 1997), Candan et al. (CANDAN;
KUTAY; OZAKTAS, 2000) apresentaram uma nova defini¢cdo para a DFrFT, solucionando
algumas questdes tedricas deixadas no trabalho anterior e apresentando um novo método para
célculo dos autovetores da DFT também baseado na matriz comutante da DFT apresentada
em (DICKINSON; STEIGLITZ, 1982). Mais recentemente, Serbes e Durak-Ata apresentaram
uma nova forma para escolha e calculo dos autovetores a partir da matriz da DFT centralizada,

usando esse conjunto de vetores para definir uma transformada fraciondria discreta (SERBES;
DURAK-ATA, 2011).

Em 2009, Pei e Chang apresentaram uma forma sistemadtica para construir autovetores
da DFT utilizando uma matriz geradora, S, tal que a partir de um autovetor v, relacionado a
um autovalor )\, calcula-se outro autovetor v/ = Sv, relacionado ao autovalor N = \/2. No
mesmo trabalho, foi ainda apresentada uma nova matriz que comuta com a matriz da DFT,
STS (PEI; CHANG, 2009). Utilizando o trabalho anterior, em (PEI; CHANG, 2016), Pei e
Chang apresentaram aproximagoes para vetores Hermite-Gaussianos de ordens mais altas a partir
de uma generaliza¢ao do vetor Hermite-Gaussiano de ordem zero apresentado por Kong (KONG,
2008).

Também motivado por (KONG, 2008), o matemdtico Alexey Kuznetsov construiu um
novo algoritmo para o cdlculo dos autovetores da DFT a partir de férmulas fechadas. Ele,
inicialmente, demonstrou a convergéncia dos primeiros vetores gerados para as respectivas
funcdes Hermite-Gaussianas continuas (KUZNETSOV, 2015) e, em um trabalho posterior,
provou que a convergéncia € valida para todo o conjunto (KUZNETSOV; KWASNICKI, 2018).

Nos altimos anos, também foram definidas transformadas fraciondrias sobre corpos
finitos (PEI; WEN; DING, 2011; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2012; LIMA; CAMPELLO
DE SOUZA, 2013; LIMA; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2017; LIMA; CAMPELLO
DE SOUZA, 2016). Dentre as diversas abordagens empregadas com esta finalidade, merece
destaque aquela proposta por Lima e Campello de Souza em 2016, que, estendendo resultados
apresentados em (KUZNETSOV, 2015), descreve procedimentos sistemdticos para construcao
de uma base de autovetores da transformada numérica de Fourier', define uma transformada
fraciondria relacionada a esses autovetores e demonstra sua aplicabilidade em um esquema de
cifragem de imagens (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016). Diante do exposto, € motivacdo
para a escrita desta tese a possibilidade de contribuir com avangos na drea de transformadas
fraciondrias, visando, em particular, a caracterizac¢io de técnicas para constru¢ao de autovetores

de transformadas discretas de Fourier.

! A partir deste ponto, as transformadas de Fourier sobre corpos finitos serdo identificadas como transformadas

numéricas de Fourier. Essa terminologia é usualmente empregada quando transformadas definidas sobre corpos
finitos primos, e ndo sobre corpos de extensao, sdo consideradas; este € o caso que se assume na maioria dos
desenvolvimentos apresentados nesta tese. Além disso, este € o jargdo que costuma ser empregado na comunidade
de processamento de sinais, diferentemente do que acontece, por exemplo, na comunidade interessada em c6digos
corretores de erros, onde o uso de transformadas sobre corpos de extensdo € mais corriqueiro (BLAHUT, 2003;
BLAHUT, 2010).
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1.1 OBIJETIVOS

Objetivo geral:

O objetivo geral deste trabalho € desenvolver técnicas para construgdo de autovetores
de transformadas discretas de Fourier definidas sobre o corpo dos reais e sobre corpos finitos,
visando preencher lacunas tedricas relacionadas a caracterizacao dessas ferramentas matemadticas
e aplicar os métodos estudados na definicdo de novas transformadas fraciondrias sobre as

referidas estruturas algébricas.

Objetivos especificos:

Os objetivos especificos desta proposta sdo:

1. Sistematizar a construcao de autovetores da transformada discreta de Fourier a partir de
féormulas fechadas recentemente apresentadas na literatura (PEI; CHANG, 2016; KUZ-
NETSOV, 2015), visando fornecer solu¢des para lacunas tedricas deixadas nos respectivos
trabalhos;

2. Estender ao cendrio de corpos finitos técnicas originalmente aplicadas a construcdo de
autovetores da transformada discreta de Fourier, baseadas em matrizes geradoras (PEI;
CHANG, 2009; PEI; CHANG, 2016);

3. Empregar as técnicas para constru¢ao de autovetores das transformadas discretas investi-

gadas na obtencdo de bases para a definicdo de transformadas fraciondrias neste cendrio;

4. Propor algoritmos rdpidos para calcular de forma eficiente as transformadas fraciondrias
definidas a partir das bases mencionadas no objetivo especifico 3, comparando a sua
complexidade com a de algoritmos utilizados na computagao de transformadas fraciondrias
baseadas noutras abordagens (OZAKTAS et al., 1996; CANDAN; KUTAY; OZAKTAS,
2000; PEI; CHANG, 2009; PEIL; WEN; DING, 2011; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA,
2012; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2013; KUZNETSOV, 2015; LIMA; LIMA;
CAMPELLO DE SOUZA, 2017; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016);

5. Realizar uma investigacdo a respeito de cendrios em que as transformadas e os autove-
tores construidos sdo potencialmente aplicdveis. Estes cendrios incluem, por exemplo,

criptografia, representacdo compacta de sinais no dominio fracionério, comunicagoes, etc.
1.2 ESTRUTURA DO DOCUMENTO E CONTRIBUICOES
O documento esta estruturado da seguinte forma:

e No Capitulo 2, € apresentado o estudo sobre os métodos de constru¢cdao de autovetores

HGL da DFT a partir de férmulas fechadas. E investigada a relacdo entre os métodos
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dados em (KUZNETSOV, 2015; PEI; CHANG, 2016) e apresentadas solucdes para
lacunas teéricas deixadas no trabalho (PEI; CHANG, 2016). E apresentada uma familia de
matrizes geradoras e descrito como construir, empregando tal familia, a autobase HGL
da DFT proposta em (KUZNETSOV, 2015). Os conjuntos de autovetores considerados
sdo utilizados para definir transformadas fraciondrias discretas de Fourier; a aplicabilidade
dessas transformadas em cendrios praticos, como o da filtragem de sinais no dominio
fraciondrio de Fourier, é avaliada por meio de simulagdes computacionais. Os resultados

obtidos sdo comparaveis aqueles conseguidos empregando outras defini¢des da DFrFT.

No Capitulo 3, € introduzido um método com complexidade aritmética reduzida para o
célculo de uma das DFrFT definidas no Capitulo 2. A abordagem proposta explora as
propriedades dos autovetores HGL da DFT introduzidos no capitulo anterior, que sdao
usados para definir a DFrFT; além disso, uma estratégia de arredondamento que possibilita
diminuir ainda mais a complexidade aritmética do calculo da transformada € apresentada.
Até onde o autor dessa tese tem conhecimento, o nimero de multiplicagdes e o de adicdes
envolvidos no procedimento proposto s3o0 menores que quaisquer outros necessarios ao
célculo de uma DFrFT baseada na autodecomposi¢cdo da matriz da DFT. Mais especifi-
camente, tomando por referéncia o algoritmo proposto em (MAJORKOWSKA-MECH;
CARIOW, 2017), o nimero de adi¢des é reduzido em cerca de 50% e o de multiplica¢Ges
em até 65%. Os resultados sdo validados por meio de experimentos computacionais em
que a aplicacdo da transformada fraciondria na filtragem e na representacdo compacta de

sinais no dominio fracionario € considerada.

No Capitulo 4, € apresentado um método baseado em matrizes geradoras para a construcao
de autovetores da transformada numérica de Fourier (FNT, do inglés Fourier number
transform). Define-se uma matriz geradora especifica e, usando-a, demonstra-se como
construir uma base ortogonal de autovetores do tipo Hermite-Gaussiano da FNT, que
podem ser usados para definir uma transformada fraciondria numérica de Fourier (FrFNT,
do inglés fractional Fourier number transform). Em relacao a autobase construida, sao
discutidos os principais aspectos e sdo realizadas comparagdes com bases construidas
por outros métodos encontrados na literatura. Mais especificamente, a referida autobase
¢ obtida usando férmulas fechadas, nao possui ambiguidades acerca da ordenac¢do dos
autovetores e permite que se evitem, considerando certos parametros como comprimento
e caracteristica do corpo finito em que a respectiva transformada fraciondria é definida,

célculos em corpos de extensao.

No Capitulo 5, € descrito um esquema de cifragem de imagens baseado na transformada
fraciondria multiparamétrica numérica de Fourier (MFrFENT, do inglés multiple-parameter
fractional Fourier number transform). Para definir a MFrFNT, € introduzido um procedi-
mento sistemdtico para construcdo de uma base de autovetores da FNT com parametros

escolhidos. Testes para avaliar a robustez do sistema sdo realizados e os resultados sugerem
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que o esquema proposto pode resistir aos ataques criptograficos usualmente considerados
na literatura relacionada. Além disso, demonstra-se que o método proposto pode ser fa-
cilmente ajustado para lidar com diferentes tipos de imagem e que envolve um niimero
maior de parametros livres do que outras técnicas de cifragem de imagem que também se

baseiam em transformadas numéricas.

e No Capitulo 6, sdo revisitadas de forma sumaria as principais contribui¢des do traba-
lho, elencados possiveis desdobramentos desta tese em trabalhos futuros e listadas as

publica¢des relacionadas as investigacdes realizadas.

e No Apéndice A, sdo apresentadas as provas de algumas proposi¢des do Capitulo 2.
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2 TRANSFORMADA FRACIONARIA DISCRETA DE FOURIER BASEADA EM AU-
TOVETORES DO TIPO HERMITE-GAUSSIANO DA DFT

A transformada fraciondria de Fourier (FrFT, do ingl€s fractional Fourier transform) tem
sido aplicada em cendrios praticos relacionados a dptica, processamento de sinais, comunicagoes,
criptografia, mecanica quantica, etc. (NAMIAS, 1980; WEIMANN et al., 2016; LOHMANN,
1993; OZAKTAS; ZALEVSKY; KUTAY, 2001; LIU; SHERIDAN, 2013; ALMEIDA, 1994;
WEI; LI, 2016; LIMA; NOVAES, 2014; WANG et al., 2016; TAO; MENG; WANG, 2011;
ZHAQO et al., 2016c; LU; XIAO; WEI, 2016; PELICH et al., 2016). A FrFT para func¢des de
varidveis continuas ou, considerando o jargdo empregado na drea de processamento de sinais,
para sinais de tempo continuo, ¢ normalmente definida a partir da autodecomposi¢@o do operador
transformada de Fourier (FT, do inglés Fourier transform). Mais especificamente, em (CANDAN;
KUTAY; OZAKTAS, 2000), a FrFT é definida, para 0 < |a| < 2, por meio da integral

_ / Kot ) f (1)1,

K, (ta; t) = Kaeiﬂ'(tg cot(ar) —2tqt csc(or)+t2 cot(a))

em que

Y

a=ar/2e K, = e(Ti(msan(e)/4—a/2)/len(@)**) " picleo K,(tq,t) é definido separadamente
paraa = 0 e a = £2 como Ky(t,,t) = d(t, — t) e Kia(ts,t) = d(t, + t). A definicdo pode
ser estendida para fora do intervalo [—2, 2] notando que F4*¢f(t,) = F°f(t,) para qualquer

inteiro [. O niicleo € conhecido por possuir expansdo espectral

Ky(ta,t) = Zwk “iEk )y (8),

em que v (t) é a k-ésima fun¢do Hermite-Gaussiana, e ¢, denota a varidavel no dominio da
transformada fracionaria de Fourier de ordem fracionaria « (CANDAN; KUTAY; OZAKTAS,
2000). Com isso, utiliza-se as fun¢des Hermite-Gaussianas (HGF, do inglés Hermite-Gaussian
functions), que constituem uma familia canonica de autofuncdes da FT, diretamente no nticleo

da transformada fracionaria de Fourier.

Nas tultimas décadas, vdrias estratégias para o calculo digital da FrFT tém sido propos-
tas (OZAKTAS et al., 1996; PEI; YEH; TSENG, 1999; CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000;
PEIL; HSUE; DING, 2006; SANTHANAN; SANTHANAN, 2007; BHATTA; SANTHANAM,
2015; HANNA; SEIF; AHMED, 2004; SERBES; DURAK-ATA, 2011). Idealmente, um método
com tal propdsito deve preencher os seguintes requisitos: (i) aproximar numericamente a FrFT,
(i1) manter as propriedades da FrFT (ex. aditividade de indices e redugdo para FT quando a
ordem fraciondria € 1) e (ii1) possuir algoritmos répidos para o seu calculo. Provavelmente, o

método mais popular de cdlculo digital da FrFT € o proposto em (OZAKTAS et al., 1996), em
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que o nucleo da transformacgao € expresso como uma sucessio de operadores que podem ser
discretizados e eficientemente calculados. De forma geral, este método cumpre os requisitos (i) €

(ii1), mas falha em satisfazer o (ii).

A FrFT também pode ser calculada a partir de versdes discretas dessa transformada.
Neste caso, € definida a transformada fracionaria discreta de Fourier (DFrFT, do inglés discrete
fractional Fourier transform), que generaliza a transformada discreta de Fourier (DFT, do
inglés discrete Fourier transform) no mesmo sentido em que a FrFT generaliza a FT. Esta
classe de transformadas normalmente emprega a expansao espectral da matriz da DFT N-
dimensional, F = (F'(k,n)), cujo elemento na (k + 1)-ésima linha e na (n + 1)-ésima coluna é

F(k,n) = \/Lﬁe*i%r’m, k,n=0,1,...,N — 1,7 := v/—1. Esta expansio é expressa como

F = EAET, 2.1)

em que E € a matriz cujas colunas formam uma base ortonormal de autovetores da DFT para
o R¥, A é a matriz diagonal em que os elementos sdo os autovalores correspondentes da DFT
(ver a Tabela 1 (MCCLELLAN; PARKS, 1972)) e ET é a matriz transposta da matriz E. Isso

permite escrever
F* = EA°ET, (2.2)

que corresponde a matriz da DFrFT com ordem fraciondria a € R.

Logo, dado um vetor x de comprimento /N, com componentes z(n) € C, sua transfor-
mada fraciondria relacionada 4 ordem fracionéria a é o vetor X(* de comprimento N, com

componentes X (9 (k) € C, calculado por

X = Fex = EA“E"x. (2.3)

Tabela 1 — Multiplicidade dos autovalores da matriz N x N da DFT.

N 1 —1 -1 1
4L L+1 L L L—-1
4L+1 | L+1 L L L

4L+2 | L+1 L L+1 L
4L+3 | L+1 L+1 L+1 L

Fonte: (MCCLELLAN; PARKS, 1972)

O ponto-chave da abordagem descrita acima € obter o conjunto de autovetores da DFT
usados na matriz E. Para definir uma DFrFT que cumpra o requisito (i), os autovetores de-
vem ser versoes discretas andlogas das HGF continuas. Neste sentido, varios métodos visando
a construcao desses autovetores tém sido propostos (PEI; YEH; TSENG, 1999; CANDAN;
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KUTAY; OZAKTAS, 2000; PEI; HSUE; DING, 2006; SANTHANAN; SANTHANAN, 2007;
BHATTA; SANTHANAM, 2015; HANNA; SEIF; AHMED, 2004; SERBES; DURAK-ATA,
2011)". Estes métodos normalmente sdo baseados em matrizes comutantes com F, entre os quais
se encontra a bem conhecida matriz S e diversos tipos de matrizes tri-diagonalizaveis (PEI; YEH;
TSENG, 1999; CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000; PEI; HSUE; DING, 2006; SANTHA-
NAN; SANTHANAN, 2007; BHATTA; SANTHANAM, 2015). Outros métodos empregam
o Teorema Espectral para decompor a matriz F' e construir projecdes ortogonais das quais os
autovetores da DFT sdo obtidos (HANNA; SEIF; AHMED, 2004; SERBES; DURAK-ATA,
2011). Em ambas as abordagens (matrizes comutantes e decomposi¢do espectral), a construcao
dos autovetores depende de procedimentos com férmulas ndo-fechadas, que podem levar a perda

de acurdcia e indesejaveis efeitos numéricos.

Em publicacdes recentes, procedimentos para construcao dos referidos autovetores da
DFT a partir de férmulas fechadas tém sido desenvolvidos (KUZNETSOV, 2015; PEI; CHANG,
2016). Essas abordagens sdo baseadas na generalizagcdo do trabalho de Kong (KONG, 2008), em
que sdo apresentadas expressoes analiticas para os vetores HGL de ordem zero e de ordem um
para N = 4L+ 1. Mais especificadamente, em (KUZNETSOV, 2015), é descrito um método para
constru¢do de uma base ortonormal de autovetores HGL da DFT a partir de férmulas fechadas.
O autor demonstra que os primeiros oito autovetores convergem para as HGF correspondentes e
conjectura que os demais vetores também convergem; em publicacao posterior (KUZNETSOV;
KWASNICKI, 2018), os autores provam a convergéncia para todos os autovetores. Em (PEI;
CHANG, 2016), os autores empregam o vetor HGL de ordem zero (KONG, 2008) e o método
dado em (PEI; CHANG, 2009) para construir vetores HGL para N = 4L + 1; os argumentos
dados pelos autores para classificar estes vetores como HGL sdo equivalentes aos apresentados
em (KUZNETSOV, 2015). Contudo, nenhuma demonstrag@o sobre a possivel convergéncia para

as HGF continuas correspondentes € apresentada.

Neste capitulo, sdo investigadas caracteristicas dos autovetores HGL da DFT propostos
em (KUZNETSOV, 2015) e (PEI; CHANG, 2016); discute-se a convergéncia desses autovetores
e explica-se como estes autovetores podem ser usados para definir a DFrFT. Apés a Secdo 2.1,
que contém uma revisdo concisa de (KUZNETSOV, 2015) e (PEl; CHANG, 2016), descreve-se
a relacdo entre esses dois trabalhos e apresenta-se, nesse contexto, as contribui¢des do presente
trabalho.

1 Na Sec¢do 2.2, sdo caracterizados os autovetores HGL da DFT construidos de acordo
com (PEI; CHANG, 2016), esclarecendo aspectos relacionados a sua independéncia
linear e explicando como usé-los para obter uma base ortonormal. Também € introdu-
zida uma abordagem hibrida, combinando os métodos dados em (KUZNETSOV, 2015)

I Existe ainda uma recente abordagem em que uma DFrFT randdémica € definida (HSUE; CHANG, 2015a; KANG;
ZHANG:; TAO, 2015a; ANNABY; RUSHDI; NEHARY, 2016a); no entanto, os autovetores empregados nessas
técnicas nao sdo do tipo Hermite-Gaussiano, por isso ndo sdo considerados neste capitulo.
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e (PEL; CHANG, 2016). Esta nova abordagem permite utilizar o método das matrizes
geradoras (PEI; CHANG, 2009) para construir bases de autovetores HGL da DFT para
N =4L+ 3, N =4Le N = 4L + 2, casos nao cobertos por (PEIl; CHANG, 2016).

ii Na Secdo 2.3, é feita uma comparacdo em relagdo a aproximagao numérica entre as
HGF continuas e os vetores construidos na Secao 2.2 e os propostos em (KUZNETSOV,
2015) e (PEIL; CHANG, 2016). Também € introduzida uma nova matriz geradora, a qual €
utilizada para construcdo de autovetores HGL da DFT que aproximam as HGF continuas

melhor que as abordagem anteriormente descritas.

iii Na Secdo 2.4, uma familia de matrizes geradoras € definida. Utilizando essa familia de
matrizes e vetores sementes construidos segundo a abordagem descrita em (KUZNETSOV,
2015), é proposto um método para geracdo de uma autobase HGL da DFT. Além do mais,

€ provado que essa base ¢ a mesma apresentada em (KUZNETSOV, 2015).

iv Na Secdo 2.5, € descrito como utilizar os autovetores investigados nas se¢Oes anteriores
para definir uma DFrFT de acordo com (2.2). As DFrFT propostas sdo empregadas na
transformac@o de um sinal discreto padrao e na filtragem no dominio fraciondrio. Os
resultados sdo comparados com os obtidos por meio dos métodos dados em (OZAKTAS
et al., 1996) e (CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000). De forma geral, ¢ mostrado que os
métodos discutidos neste capitulo podem ser utilizados em cendrios praticos sem perdas

significativas de precisdo.

2.1 TRABALHOS RELACIONADOS

Recentemente, foram propostas duas interessantes abordagens para a construgdo de
autovetores HGL da DFT a partir de férmulas fechadas (KUZNETSOV, 2015; PEI; CHANG,

2016). Ambos os métodos sao baseados na generalizacdo do vetor f;, proposto em (KONG,

2008), cujas componentes fy(n), n =0,1,..., N — 1, sdo calculadas a partir de
2L
2T 2
n)= cos|{n— | —cos|{s— )|, 2.4
fo(n) :fL[H[ ( N) (NH (2.4)

para N = 4L + 1. De acordo com (KONG, 2008), o vetor f, pode ser visto como a contraparte
discreta da HGF continua de ordem zero basicamente devido a coincidéncia entre a forma do
vetor e aquela da fun¢do continua correspondente. Na sequéncia da secao, é explicado como o
vetor f; pode ser generalizado para produzir versdes discretas dilatadas de sinais Gaussianos

continuos, as quais sao utilizadas para cria¢ao de autovetores HGL da DFT.
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2.1.1 Autovetores HGL a partir de Combinacoes Lineares de Sinais Gaussianos Dilata-
dos Discretos

Em (KUZNETSOV, 2015), uma versao centralizada e unitaria da DFT foi utilizada, em

que um vetor x = (z(n)) é mapeado em um vetor X = (X (k)) de acordo com

1 —i2%kn
X (k) = \/—Nnezbvm(n)e N ke Iy,
emque [y :={-M+1,-M+2,...,—M+N}, M = [ %], A tnica diferenga entre a versio
centralizada e a ndo-centralizada da DFT € o conjunto dos valores dos indices n e k considerados
em cada transformada. Estes conjuntos de NV indices podem ser tratados de uma maneira ciclica,
ou seja, as duas transformadas sdo essencialmente a mesma. Para simplificar a notacdo e deixar
0 texto mais conciso, ndo serd mencionado explicitamente qual das transformadas estd sendo
considerada. O cdlculo de X pode ser expresso como X = Fx, em que a componente na
(k + M)-ésima linha e na (n + M )-ésima coluna da matriz de transformagdo F é dada por
Flk+Mn+M)= e~iNkn A abordagem considera o suporte proprio, supp(x), de um vector
x, que corresponde ao conjunto de todos os indices n € Iy tal que x(n) # 0. Isso é usado para

definir o comprimento de um vetor x como
[(x) :==max{m —n+1:m,n € supp(x)}.

Relaciona-se o comprimento de um vetor x e da sua DFT Fx por meio da inequagao
I(x)+1(Fx) > N + 1. (2.5)

A inequacgdo acima, que é uma contraparte discreta do principio da incerteza (DE OLIVEIRA,
2007), segue do Teorema 1 em (KONG, 2008). Em (KUZNETSOV, 2015), os vetores de simetria
par/impar que tém o valor [(x) + [(Fx) menor possivel sdo ditos dtimos e existem em nimero

dado pelo teorema a seguir.

Teorema 2.1. (KUZNETSOV, 2015) Assumindo que N > 3,
i. Se N =2K + 1, existem apenas K + 1 vetores pares ndo-nulos que satisfazem l(u) +

[(Fu) = N +1 e apenas K vetores impares ndo-nulos satisfazendo [(v) +1(Fv) < N +3.

ii. Se N = 2K, existem apenas K — 1 vetores pares ndo-nulos que satisfazem u(K) =
(Fu)(K) = 0el(u) +I(Fu) < N + 2 e apenas K — 1 vetores impares ndo-nulos
satisfazendo |(v) + [(Fv) < N + 2.

Em (KUZNETSOV, 2015), expressoes explicitas para os vetores descritos no Teo-
rema 2.1 sdo dadas para todos os valores de N. A seguir, descreve-se como construir esses

vetores para N = 4L + 1.
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Teorema 2.2. (KUZNETSOV, 2015)

i. Os vetores de simetria par {U,,}_p<m<y, descritos no Teorema 2.1 sdo dados por
2L 2 2w
m(n) = N2Ftm - — € Iy. 2.6
U (1) Sgﬂ {cos (nN> coS (s N)] ., nely (2.6)

ii. Os vetores de simetria impar {V,,} _<m<r—1 descritos no Teorema 2.1 sdo dados por

2
Um(n) 1= sen (nﬁﬂ) Um(n), n € Iy. (2.7)

Os vetores {W,,} —.<m<r € {Vim}-L<m<r+1 S@o linearmente independentes (LI).

Também ¢é definido em (KUZNETSOV, 2015), a sequéncia {S(k) }r>0 como se segue:
Definicao 2.1. (KUZNETSOV, 2015) A sequéncia {S(k) }r>0, € definida como
S(0) :=1,

k :
)
S(k) := 2 — k> 1.
(k) jlzll sen ( N) , parak >

Em que a sequéncia satisfaz:

i. S(k) = N,parak > N.

ii. S(k)S(N—k—1)=N,para0 <k <N — 1.

Examinando (2.6), verifica-se que u,, ¢ uma generalizacdo do vetor f; descrito por
Kong (KONG, 2008). Mais especificamente, para m = 0, uy é um multiplo escalar do vetor
fy dado em (2.4) (os indices n das componentes de uy devem ser calculados médulo N). Os
vetores u,, € v, descritos no Teorema 2.2 correspondem as versdes discretas dos sinais Hermite-
Gaussianos dilatados de ordem zero e um, respectivamente. Em (KUZNETSOV, 2015), €
mostrado que a DFT de u,, (resp. v,,), dada por Fu,, (resp. Fv,,), é o produto de u_,, (resp.
V_,—1) POr uma constante, que € precisamente determinada pelo autor. Combinando linearmente

esses vetores com suas DFT, constrdi-se a base dada a seguir.

Corolario 2.1. (KUZNETSOV, 2015) Os N vetores

W, =u,+Fu,, 0<m<L (2.8)
X =V +1Fv,, 0<m<J L—1, (2.9)
Ym = —Upni1 +Fuy, 0<m<L—1, (2.10)
Zyy = =V +1Fv,, 0<m< L—1, (2.11)

formam uma base de autovetores da DFT para o RY.
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A partir da base dada no Coroldrio 2.1, s@o construidos os seguintes vetores.

Defini¢io 2.2. Os N vetores {®P,, }o<m<ny—1 s30 definidos como Py, = Wy, Pupi1 = X

Do = Ym € Papisz = Zy,, emque {VNVm}OSmSL’ {im}ogmgL—l, {ym}ogmgL—l c {im}OSmSL—l

sao vetores unitdrios obtidos aplicando o algoritmo de Gram-Schmidt a {w,, }o<m<r, {Xm fo<m<r—-1,

{¥m o<m<r—1 € {Zm to<m<r—1, respectivamente.

Finalmente, os seguintes resultados sdo estabelecidos.

Teorema 2.3. (KUZNETSOV, 2015)

i. Osvetores {®,,}o<m<n—1formam a base ortonormal de autovetores da DFT para o RN
de modo que: paratodo)0 < m < N — 1, Fo,, = (—i)"®,,,

ii. Para0 <m <7,

1
_mex le" 2 (n) — Yy (en)| — 0 com N — +o0,

em que € :== /27 /N e 1, € a fungdo Hermite-Gaussiana continua de m-ésima ordem.

Outros resultados apresentados em (KUZNETSOV, 2015) sugerem a convergéncia no
Teorema 2.3 (ii) ndo restrita aos primeiros oito vetores. Além do mais, para0 < m < N — 1,0
vetor ®,,, deve ter exatamente m mudancas de sinal (CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000).

Se N = 4L + 3, os vetores pares {U,,} _r<m<r+1 € 0s vetores impares {V,, } _r<m<r

descritos no Teorema 2.1 sdo construidos a partir de

LA 2m 2m
U (n) =N2LT™ H {cos (nﬁ> — cos (SW):| , n€ Iy, (2.12)

s=L—m+2

e vy (n) := sen (n2X) un(n), n € Iy. Estes vetores e suas DFT sdo linearmente combinados

para formar a base de autovetores da DFT w,, = u,,.1 + Fu,,.;, 0 < m < L, x,, =
Vm+iFVma 0<m<L, Ym = _um+1+mlm+1> 0<m< L,ezy,= _Vm+1+iFVm+1a 0<
m < L — 1. A base ortonormal de autovetores HGL {®,,}o<n<n-1 € obtida por meio de

procedimento andlogo ao descrito na Defini¢ao 2.2.

Se N = 4L, os vetores pares {u,,}_r<m<r € 0s vetores impares {V,,}_r+1<m<r—1
descritos no Teorema 2.1 sdo construidos a partir de

L w2 et 27 27
Um(n) =N2-T"cos <nﬁ) H [cos <nN> — cos (SN>]’

s=L—m+1
—L+1<m<L, nely, (2.13)
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u_g(n) = 2L e vy,(n) := tan (n%) un(n), n € Iy. Estes vetores e suas DFT sdo entdo
combinados linearmente para formar a base de autovetores w,, = u,, + Fu,,,, 0 <m < L —1,
Wi = uL—i—2N%u_L,Xm =vVvp+iFv,, 0<m<IL—-1,y,=—u,1+Fu, 1, 0<m<
L—2,y, 1=—ug+ 2N%u,L €Zm = — Va1 +iFvy,1, 0 <m < L —2. Abase ortonormal
de autovetores HGL {®,, }o<n<n, mxn—1 € obtida por meio de procedimento andlogo ao descrito

na Defini¢do 2.2.

Se N = 4L + 2, os vetores pares {U,, } _r<m<r+1 € 0s vetores impares {v,,} 1 11<m<r,
descritos no Teorema 2.1 sdo construidos a partir de

2

U (n) =N2E " cos (n%)Z I_L[ [cos <”§\77r> — cos (Siz;)],

s=L—m+2

~L+1<m<L+1,necly, (2.14)

u_r(n) := 2L + 1 e vy (n) := tan (n%) um(n), n € Iy. Estes vetores e suas DFT sdo entdo
combinados linearmente para formar a base de autovetores w,,, = u,,+1+Fu,, 11,0 <m < L—1,
W = uL+1—|—2N%u_L, Xm =Vmt1 FiEv, 0<m < L-1y, = -, +Fu,q, 0
m< L—1,y,=—up + 2N%u,L €Zn = — Vi1 +1Fv,, 0<m < L —1. Abase
ortonormal de autovetores HGL {®,,, }o<m<n, mxn—1 € Obtida por meio de procedimento andlogo

ao descrito na Defini¢do 2.2.

2.1.2 Autovetores HGL usando Matrizes Geradoras

Em (PEI; CHANG, 2016), Pei e Chang generalizaram (2.4) definindo, para N = 4L + 1,

os vetores h,,,, m = 0,1,...,2L, cujas componentes sdo computadas de acordo com
2L
2 2
hm(n) = H [cos (n%) — cos (SWW>:| : (2.15)
s=m+1
paran =0,1,..., N — 1. Observa-se que h; = f; e, considerando (2.6), conclui-se que, para

—L<m<Lenc¢€ly,

hi—m(n (mod N)) = ;\‘[’;—gﬁ)n (2.16)

Em (PEIL; CHANG, 2016), € mostrado que
Fhm =Cm - h2L—m7

mas a constante ¢,, ndo € especificada.

Os autores denotam por N (x) o nimero méximo de zeros consecutivos em um vetor x

de N pontos, que € considerado 6timo se

N(x)+N(Fx)=N — 1. (2.17)
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A condi¢do dada em (2.17) é um complemento daquela derivada em (2.5) e aplicada em (KUZ-
NETSOV, 2015). Isso € ilustrado na Figura 1, em que versdes normalizadas dos vetores u, e
h; sdo plotadas e o critério de otimalidade é enfatizado. Os autores mostram que os vetores
h,, sdo 6timos de acordo com (2.17) e, além do mais, provam que estes vetores sao Unicos,
nao-negativos € mantém a propriedade de forma de sino. Estas caracteristicas, que imitam de
certa forma as caracteristicas dos sinais Gaussianos dilatados de tempo continuo, sdo entao

usadas como argumento para nomear os referidos vetores como fun¢des Gaussianas discretas.

Figura 1 — [lustracdo do comprimento de um vetor e niimero de zeros consecutivos, empregados
para definir os critérios de otimalidade em (KUZNETSOV, 2015) e (PEI; CHANG,
2016), respectivamente.

-
- {—J +1 comprimento

namero de zeros consecutivos
Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

Deste ponto em diante, os autores seguem passos completamente diferentes dos propostos
em (KUZNETSOV, 2015); eles ndo apresentam vetores andlogos a v,,,, descritos no Teorema 2.1
e construidos de acordo com o Teorema 2.2. Consequentemente, ndo € construida uma base de
autovetores da DFT para RY diretamente dos vetores h,,,. Por outro lado, Pei e Chang empregam
o método de matrizes geradoras (PEl; CHANG, 2009) para construcao de autovetores HGL da

DFT. Mais especificamente, uma matriz geradora é definida como:
Definicao 2.3. A matriz S, € definida como
Sa =v:F'AF + A, (2.18)

em que A é uma matriz que satisfaz FZAF? = \A.

Tais matrizes geradoras possuem a propriedade de que, se x € um autovetor da DFT com
autovalor A, entdo Sax € outro autovetor da DFT com autovalor 7% Ax. Este procedimento pode
ser repetido para gerar vdrios outros autovetores da DFT multiplicando poténcias da matriz Sa

pelo autovetor x, que funciona como um vetor semente.
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Com a proposta de gerar autovetores com suporte proprio compacto (comprimento menor
que o comprimento dos vetores, V), em (PEI; CHANG, 2016), os autores propdem usar o0 método
descrito acima utilizando a matriz diagonal A = T, cujo elemento na (n + 1)-ésima linha e na

(n + 1)-ésima coluna, n = 0,1,..., N — 1, ¢é

%)

A matriz T satisfaz F2?TF2 = —T e, escolhendo \2

T(n,n) = sen

= —i em (2.18), tem-se

IS

o]

S

SIS

N |-

[CIES

SIS .
RS

T
N |
N[
L

Portanto, se um autovetor semente x tem 2L zeros consecutivos, tal qual hy, entdo Sgx
terd pelo menos 2L — 2 zeros consecutivos, SQTX terd pelo menos 2L — 4 zeros consecutivos, e

assim por diante.

Em (PEI; CHANG, 2016), os autores argumentam que a matriz geradora

St=—iF 'TF+T (2.19)

aproxima o chamado operador de criacdo (FEYNMAN, 1998)

aT——i%—t
odt

que relaciona dois sinais Hermite-Gaussianos consecutivos por

V(1)
V2(m+1)

Isso é justificado pelo fato de que, desde que sen(t) ~ ¢ para ¢ pequeno, T aproxima a matriz

diagonal T = diag(0,1,2,...,—2,—1) proposta em (PEL; CHANG, 2009). Adicionalmente,

4
dt’

o operador transformada de Fourier e {2 € a varidvel no dominio da transformada). Isso é usado

¢m+1(t) - aT

iF~ITF aproxima o operador diferencial %, desde que F {%} = 142 no caso continuo (F denota
para investigar a conexdo entre os autovetores HGL construidos a partir do método das matrizes
geradoras utilizando S e os sinais Hermite-Gaussianos dilatados correspondentes. Finalmente,

os autores sugerem alguns cendrios de aplica¢do para o método proposto.
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2.2 CARACTERIZACAO DOS AUTOVETORES HGL DA DFT A PARTIR DE DE MATRI-
ZES GERADORAS

Como revisado na Se¢do 2.1.2, o método de matrizes geradoras pode ser usado recursi-
vamente para construir autovetores HGL de uma matriz N x N da DFT, N = 4L + 1. Isso é

alcancado usando-se gy = hj;, como autovetor semente e calculando, param = 1,2,..., N — 1,

8m = St8m-1- (2.20)
Como previamente explicitado, gy = h; € uma versao escalonada de ug (ver (2.16)). Consi-

derando (2.8), para m = 0, mostra-se que wy = 2uy (KUZNETSOV, 2015) e, além do mais,

o _ Wo
goll  [Iwoll

Up

Dy 2.21)

= W = =
ol

Uma relacdo andloga a (2.21) pode ser estabelecida para g;. Para m = 0, (2.9) fornece
Xg = Vg + iFVO. (222)

Do Teorema 2.2 (ii), é sabido que vy = Tuy e, desde que FT = —F~'TF? e Fuy = uy, (2.22)
pode ser reescrito como
Xp = Tuo + iFTuO = TUO — lF_lTF(Elo)
= (—ZF_ITF +T)u0 = STUO-

Além de que, tem-se

g1 _ Xo
gl [Ixoll

— %, = P, (2.23)

Relacdes andlogas a (2.21) e (2.23) ndo podem ser estabelecidas para g,,, e ¢,,, m = 2.3,..., N—
1. Isso significa que o conjunto de autovetores HGL derivado em (PEI; CHANG, 2016) nao é
simplesmente uma versao escalonada do derivado em (KUZNETSOV, 2015). Isso sugere a neces-

sidade de realizar uma caracteriza¢do mais completa do conjunto {g, }m—o1.... n—1. Resultados

.....

relacionados a tal caracterizacdo sdo desenvolvidos nas se¢des a seguir.

2.2.1 A Autoestrutura de St

A autoestrutura da matriz S+ estd relacionada com a independéncia linear do conjunto

{8m }m=01,. ~—1. Mais especificamente, os seguintes resultados podem ser considerados.

Proposicio 2.1. Se o conjunto {g, }m—o.1,.. n—1 € linearmente independente, o polindmio mi-

.....

nimo de S tem grau igual a N = 4L + 1.
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Prova. O conjunto {gm}m=o1.. n—1 € linearmente independente se e somente se

s dlyeeny

Co8o + 181+ - +cnv-18nv-1 =0,
cogo + c1S7go + - + CN—1S%_1g0 =0,
coll +e1Sg+--- + CN—lsg_l =0,

o que requer ¢,, = 0, m = 0,1,..., N — 1; 1 é a matriz identidade N x N. Tal requisito,
aplicado na ultima igualdade, implica que o grau minimo de um polinémio ndo-nulo cuja matriz
S+ é uma raiz é N = 4L + 1. n

De acordo com a Proposi¢do 2.1, a independéncia linear do conjunto {gm}mzo,l,..., N_1
requer a coincidéncia entre o polindmio minimo e o polindmio caracteristico de Sw. Isso
sugere uma investigac@o acerca do polindmio caracteristico de S+, a qual os seguintes fatos sdo

relacionados.

Proposicao 2.2. O determinante de S é det (S) = 0.

Prova. Ver Apéndice A. ]
Proposicio 2.3. Se m # 0 (mod 4), o trago de ST é tr (S%) = 0.

Prova. Ver Apéndice A. n

Os coeficientes do polindmio caracteristico de S,
pse(A) = by AN + by AT - b + by, (2.24)
podem ser expressos como (PENNISI, 1987)
by = (1), by_g=—(-1)"7,
by—2 = —% [y + (=1)V ],
by_3 = —% [bN_QTl + by 172+ (—1)N7'3] ey

1
bl — ——N 1 [bng -+ b37’2 + -+ bN—lTN—2 + (_1)NTN—1} )
1
by = -5 (0171 + boma + -+ + by_1Tv—1 + (—1)V7w]
= (—=1)" det(Ss) = 0,
em que 7, = tr (S%), m = 1,2,..., N. Combinando as expressdes para os coeficientes de

ps(A) e a Proposigdo 2.3, conclui-se que, param = 0,1,..., N, se m Z 1 (mod 4), b, = 0.

Além de que, (2.24) pode ser reescrito como

pST(A) - bN)\N + bN_4AN_4 —|— e _|_ blA

Isso permite inferir os seguintes fatos acerca dos autovalores da matriz S+:
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1. Zero é um autovalor simples de S+;

2. Devido 2 ndo-simetria® de S, seus outros autovalores sdo complexos, com parte real
diferente de zero (GOLUB; LOAN, 1996);

3. Desde que todos o coeficientes ndo-nulos de A_lpST()\) sdo aqueles relacionados a A",
m =0,1,..., L, se \; ¢ um autovalor de S, —\; também ¢ um autovalor de S. Isso
significa que um autovalor \; necessariamente determina mais trés autovalores, A7, —\; e

—A7; em que * indica o conjugado de um nimero complexo.

4. Seja {\j, \j, —A;, =Aih i =1,2,..., L1, L1 < L, o conjunto de autovalores distintos de

S+t. Se \; = ¢; + d;i, entdo escreve-se

Ly
by =Y 2u(—c) + ),
j=1
em que u; € a multiplicidade de \;. Entdo, uma das possibilidades que dd by_; = 0 é
C; = :l:dj,j = 1,2,...,L1.

Para N =4L+ 1, L =1,2,...,128, foram verificados computacionalmente os fatos
descritos acima, incluindo a verifica¢do de que todos os autovalores ndo-nulos de S sdo dnicos.
Isso € ilustrado na Figura 2, em que € mostrada a distribui¢do dos autovalores de S no plano
complexo, para N = 5,9, 13 e 17. Isso significa que, pelo menos para os valores de NV testados,
o polindmio minimo de S5 possui grau N e, além disso, de acordo com a Proposi¢do 2.1, o

conjunto {g, }m—o1....~—1 pode ser linearmente independente.

A independéncia linear do conjunto {g,, };n=0.1

yLyeeey

N-1,paraN =4L+1, L =1,2,... 128,
foi verificada computacionalmente. Isso teve que ser feito porque a condicao estabelecida pela
Proposicao 2.1 € necessdria, mas ndo suficiente. Neste caso, o autovetor semente gy = hy, é um
vetor ciclico de S (HOFFMAN; KUNZE, 1971). De outra forma, se g, fosse uma autovetor de
S+, por exemplo, mesmo que o polindmio minimo tivesse grau /V, o conjunto de autovetores

gerados seria linearmente dependente.

2.2.2 Ortogonalizando o Conjunto de Autovetores HGL

Embora o conjunto {g,, }m=o.1

IY SYPRN

~_1 seja linearmente independente, ele ndo é ortogonal.
Isso pode ser visto considerando Ey = {&um}m=01,..0. E—i = {84m+1}m=01,. -1, E_1 =
{84m+2}m=01...-1 € Ei = {84m+3}m=01,..1—1, 08 autoespagos relacionados aos autovalores
1, —2, —1 e = da DFT, respectivamente. Qualquer autovetor em F; ou E_; possui simetria par,
portanto, € ortogonal a qualquer autovetor em FE; ou £_;, que possui simetria impar. Qualquer

autovetor em F; pode ser expresso por €; = € + E, em que e e E sdo um vetor com simetria par

2 De fato, S5 € a soma entre uma matriz quase-simétrica e uma matriz diagonal.
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Figura 2 — Distribui¢@o dos autovalores de S+ no plano complexo, para (a) N = 5, (b) N =9, (¢)
N =13e(d) N = 17.
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Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

e sua DFT correspondente, respectivamente (MCCLELLAN; PARKS, 1972); autovetores em

L, podem ser expressos por e_; = e — E. Entdo, o produto interno entre e; e e_; €

(e1,e_1) = (e +E,e —E)
= (e,e) — (e,E) + (E,e) — (E,E)
= (e,e) — (Fe,Fe)=(e,e) — (e,e) =0.

Por outro lado, o produto interno entre dois autovetores sobre 0 mesmo autoespaco pode nao ser
zero. Isso sugere a aplicagdo de algum processo de ortogonalizacdo em cada autoespago. Apds
aplicar o algoritmo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt em F4, £_;, E_; e E;, sdo obtidos
os autoespacos Ei- = {g1, tm=o1,..., X = {&1ni1 tm=o1,..0-1: B = {&hniotm=o1,..01
e B = {&%,.3}m=01,.. 11, Tespectivamente, e a base ortonormal a {g;},—01,. n_1 de
autovetores HGL da DFT.

223 Caso N =4L + 3

Se N = 4L + 3, a constru¢do de um conjunto de autovetores HGL usando a matriz
geradora S requer considerar um autovetor semente um pouco diferente do empregado para
N = 4L + 1. Mais especificamente, deve-se usar o vetor gg = wy = u; + Fuy, em que u,
tem suas componentes calculadas por (2.12). Também, para N = 4L + 3, a independéncia
linear do conjunto {gm}m:0717,,_, ~N—1, construido de maneira andloga a explicada no comeg¢o da
Sec¢do 2.2, requer a coincidéncia entre o polindmio minimo e o polindmio caracteristico de S¢
(Proposigdo 2.1); neste caso, também tem-se det (Ss) = 0 (Proposigdo 2.2) e tr (S%) =0, se

m # 0 (mod 4) (Proposi¢ao 2.3). Isso permite expressar o polindmio caracteristico de S+ por

Ps(A) = by AN + by AN T b A+ by
= by AN by g AV T b3
= MOy by g AT b A - by),
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e concluir que zero € um autovalor de S com multiplicidade 3. Os outros fatos relacionados aos

autovalores de St sdo andlogos aos estabelecidos para N = 4L + 1.

Para N =4L + 3, L =1,2,...,128, foi verificado computacionalmente que os autova-
lores ndo-nulos de S sdo tnicos. Isso significa que, pelo menos para os valores testados de IV,
o polindmio minimo de S5 € gs_(A\) = A™*ps_()), sendo s € {0, 1,2}. De fato, verifica-se que
Gs(A) = ps_(A), iss0 &, s = 0 e, portanto, {g, }m=o,1,..,n—1 pode ser um conjunto linearmente
independente. Para os valores mencionados de /V, a independéncia linear foi comprovada por

métodos computacionais. Enfim, apds a ortonormaliza¢do do conjunto {g,,}m=01.. n_1 de

acordo com o processo descrito previamente, € obtido o conjunto ortonormal de /N autovetores
HGL da DFT {g-} =01, N_1-

by

2.24 Caso N par

Comparado com os casos prévios, se N € par, fatores adicionais tém que ser considerados
para constru¢cdo de um conjunto ortonormal de autovetores HGL usando o método de matrizes
geradoras. Primeiramente, para N = 4L e N = 4L + 2, deve-se usar como autovetores semente,
respectivamente, g, = Uy, cujas componentes sao calculadas por (2.13), e gg = wo = u; + Fuy,
em que u; tem suas componentes calculadas por (2.14). Das Proposi¢des 2.2 e 2.3, que também
sdo validas para N par, mostra-se que o polindmio caracteristico de S tem zero como um
autovalor com multiplicidade 4 e 2, para N = 4L e N = 4L + 2, respectivamente. Também se
verificou computacionalmente que, para N = 2K, K = 2,3, ...,256, os autovalores ndo-nulos
de S+ sdo simples e o polindmio minimo de cada uma das matrizes coincide com seu polindmio

caracteristico.

Embora a autoestrutura de S+ para N par seja, em certo sentido, andloga aquela para
N impar, no caso par, a constru¢ao de um conjunto de autovetores HGL da DFT precisa levar
em conta particularidades da autoestrutura da DFT: se N = 4L, as dimensdes dos autoespagos
relacionados aos autovalores 1, —i, —1 e ¢ sdo, respectivamente, L + 1, L, L e L — 1; se
N = 4L + 2, as dimensdes dos autoespagos relacionados aos autovalores 1, —z, —1 e ¢ s@o,
respectivamente, L.+ 1, L, L+ 1 e L (ver Tabela 1, p. 25). Devido a isso, poder-se-ia inicialmente

gerar o conjunto {g, }m=o.1

Ly

~, que € linearmente dependente, e remover o vetor g _1, COmo
uma tentativa de obter um conjunto linearmente independente e consistente com as dimensdes
dos autoespacos mencionadas acima. Contudo, observa-se que tal remocao de vetor ndo causa

efeito na independéncia linear do conjunto {g;, }m-o.1

slyesy

N, Uma vez que o vetor gy, que pode
ser visto como o “causador” dessa dependéncia, e o vetor gy _; sdo relacionados a autovetores

diferentes.

Neste trabalho, € proposta a seguinte solu¢do para a restricao discutida acima: os primei-

ros autovetores do conjunto serdo construidos de acordo com o método descrito na Se¢do 2.1.1
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para N =4Lou N =4L + 2, 1iss0 é,

g0 = Wo, 81 =Xo, 82=Yo, 83=7Zp 84— Wi.

Os vetores restantes sdo construidos de acordo com g, = S%_A‘gm,l, m = 5,6,...,N.O
conjunto { gm}m:4757__, ~ pode ser linearmente independente, desde que contenha no maximo
N + 1 vetores gerados ciclicamente. Apds a exclusdo do vetor gy _; do conjunto e unindo o
resultado com {g;,, }:n—0.1.2.3, que contém vetores que ndo foram ciclicamente gerados, obtém-se

yLy&sy

o conjunto nao-ortogonal e possivelmente linearmente independente {g,, }m—0.1

Ly

N,m#N—-1. De
fato, para N = 2K, K = 2,3,...,256, foi computacionalmente verificado que o conjunto
formado € linearmente independente. Dai, aplica-se a ortonormaliza¢do para obter o conjunto

completo de N autovetores HGL da DFT {g-},,—0.1... N, mzN—1-

2.3 COMPARACOES NUMERICAS E UMA MATRIZ GERADORA DE ORDEM MAIS
ALTA

Nesta secdo, sdo apresentados varios resultados que permitem avaliar o quanto os auto-
vetores HGL considerados neste trabalho aproximam amostras dos sinais Hermite-Gaussianos
continuos. Mais especificamente, sdo considerados os conjuntos de autovetores HGL provenien-
tes de (KUZNETSOV, 2015) e (PEIL; CHANG, 2016), e também a versao ortogonalizada dos
ultimos, que € caracterizada na Secdo 2.2. Deve-se lembrar que os m-ésimos vetores obtidos por
meio desses métodos sdo respectivamente denotados por P,,,, g,, (foram considerados vetores

normalizados) e g

Na Figura 3, sdo plotadas as componentes dos primeiros oito autovetores dos conjuntos
mencionados, para N = 201, junto com o sinal Hermite-Gaussiano continuo correspondente.
Observa-se que nao hé diferencas significativas entre os trés métodos. Contudo, isso ocorre
porque foram considerados autovetores de baixa ordem. Se o grafico para m = 7 for examinado
em detalhes (Figura 3h), observa-se que algumas componentes de g; parecem se derivar de
17(t) mais que as componentes correspondentes de ®; e g+>. Esta tendéncia € reforgada se for
considerado m = 16, como mostrado na Figura 4; as componentes de g4 claramente se desviam

de 114(¢) mais que as componentes correspondentes de @6 € gi;.

O desvio entre as componentes dos autovetores HGL e as amostras dos sinais Hermite-
Gaussianos continuos correspondentes pode ser também visualizado a partir do gréfico do erro
médio quadratico, para m = 0,1,..., N — 1, como na Figura 5. Nesta figura, se v€ que os
vetores g- produzem o melhor resultado, pelo menos para m variando de 0 a 110; em geral, este
resultado é observavel para m variando de 0 para um nimero préximo de N /2. Na mesma figura,
observa-se um crescimento e decrescimento na curva relacionada a g--. Uma possivel explicagdo

para o fendmeno € o fato do suporte proprio dos vetores g, mudar de N — 2 para /N, quando

3 Embora na versdo impressa deste trabalho possa ser dificil identificar certas nuances das figuras, na versio

digital, que possibilita aumentar as figuras, estas diferencas se tornam mais perceptiveis.
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Figura 3 — Amostras dos autovetores HGL ®,,, ([J), g,, (O) e g; (x),para N = 201, e os sinais
Hermite-Gaussianos continuos correspondentes ,,,(t) (linhas), m =0, 1,...,7, no

intervalo n = —60, —59, ..., 59, 60.
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Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

m = | N/4] — 1 muda para m = | N/4]. Isso pode impactar no processo de ortogonalizagdo
do referido conjunto de vetores, sendo este fato verificado para todos os valores de /N testados.
Para autovetores de ordem mais alta (m > %), o erro médio parece ndo seguir uma tendéncia, e
nenhum dos métodos para construcao de autovetores se destaca dos outros. Se for considerado
N # 4L + 1, resultados similares sdo observados. Como exemplo, na Figura 6 sdo mostradas as
componentes dos oito primeiros autovetores HGL para N = 256, junto com os sinais Hermite-
Gaussianos continuos correspondentes; ja na Figura 7, também para N = 256, € plotado o erro

médio entre as componentes dos autovetores HGL e amostras dos sinais Hermite-Gaussianos
continuos correspondentes.

Embora uma prova formal da convergéncia dos autovetores HGL a amostras dos sinais
Hermite-Gaussianos correspondentes ndo esteja disponivel, com base em evidéncias numéricas,
€ razodvel conjecturar que tal convergéncia € verdadeira. Um modo conciso de ilustrar este fato

€ considerando o erro médio quadratico entre as componentes de um dado autovetor HGL e
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Figura 4 — Amostras dos autovetores HGL @15 (L), g16 (O) € g1i6 (x),para N = 201,eo0
sinal Hermite-Gaussiano continuo correspondente 1);4(¢) (linha), no intervalo n =
—60, —59,...,59,60.
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Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

Figura 5 — Raiz do erro médio quadratico entre os autovetores HGL ®,,, g,,, &, para N = 201
e amostras dos sinais Hermite-Gaussianos continuos correspondentes 1, (), em que
m=20,1,...,200.
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Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)
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Figura 6 — Amostras dos autovetores HGL @, ((J), g,, (0) € &= (x), para N = 256, €
amostras dos sinais Hermite-Gaussianos continuos correspondentes ,,,(¢) (linhas),

m =0,1,...,7,nointervalo n = —60, —59, ..., 59, 60.
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Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

amostras do sinal Hermite-Gaussiano continuo correspondente para varios valores de N. Na
Figura 8, isso € feito para o autovetor de ordem m = 24, para N = 20R+ 5, R=1,2,...,20.
Na figura, observa-se com clareza que o erro se aproxima de zero a medida que N cresce;
aparentemente, esta caracteristica independe da ordem do autovetor HGL considerado. Por outro
lado, a taxa de convergéncia muda de acordo com o método de construcio do autovetor HGL que

estd sendo avaliado. Mais precisamente, a convergéncia dos autovetores HGL ortogonalizados

g1 parece ser mais rapida que a dos outros dois métodos.

2.3.1 Uma Matriz Geradora de Ordem mais Alta

Como explicado na Sec¢do 2.1.2, diferentes matrizes geradoras podem ser empregadas
para produzir recursivamente autovetores da DFT; se for desejado que as componentes desses

autovetores aproximem amostras das fun¢des Hermite-Gaussianas continuas, o vetor semente
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Figura 7 — Raiz do erro médio quadrético entre os autovetores HGL ®,,, g,,, g‘fn e amostras
dos sinais Hermite-Gaussianos continuos correspondentes 1, (t), para N = 256,
m=20,1,...,256, m # 255.
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Figura 8 — Raiz do erro médio quadrético entre os autovetores HGL ®o4, g4, g2l4 e amostras
do sinal Hermite-Gaussiano continuo correspondente 1o4(t), para N = 20R + 5,
R=1,2...,20.
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deve ser g, e a matriz geradora deve aproximar o operador de criagdo. Neste sentido, usa-se, por
exemplo, a matriz diagonal A = T, cujo elemento na (n + 1)-ésima linha e na (n + 1)-ésima

coluna,n=0,1,..., N —1,¢

ﬁmm:%Fm4}%>—m(ﬁ%ﬂ.

Utilizando %, que satisfaz F2TF? — —T e, em (2.18), utilizando ’y% = —i, é obtida a matriz

geradora

S-= —iF 'TF + T,

em que
9 8 _L 1 _8
12 12 12 12
_8 g 8 _1 1
12 12 12 12
1 8
5 —13 0
. _1: o 1
iFITF = 5
8 1
12 12
1 8 8
—13 -z 0 1
8 1 1 _8
| 12 12 2 12 ]

A matriz iF~'TF corresponde a versdao matricial da aproximagao de quarta ordem da
primeira derivada (LYNCH, 2005):

df (x) - 18f(x —2) = 8f(x — 1)+ f(z) = 8f(x + 1) + 18f(z + 2)

dx 12

continuo discreto

A autoestrutura de S= € similar a de S#, que foi analisada na Se¢do 2.2.1. Desde que o autovetor
semente g, possui 2K zeros consecutivos, g, = S?go tera 2K — 4 zeros consecutivos, gy =
S%go terd 2K — 8 zeros consecutivos, € assim por diante. Tal nimero de zeros consecutivos
€ comunicado para a versdo ortonormalizada de cada autovetor. Na Figura 9, como esperado,
observa-se que o conjunto de autovetores HGL de 201 pontos g,,, construidos usando i aproxima
as amostras dos sinais Hermite-Gaussianos continuos correspondentes melhor que os construidos
usando T. Isso também & valido para os demais valores de N. Naturalmente, tal aproximagcio
pode ser melhor se forem consideradas aproximacdes de ordem mais alta para a primeira derivada

na defini¢do da matriz geradora.

2.4 UMA FAMILIA DE MATRIZES GERADORAS DE AUTOVETORES HGL DA DFT

Nesta sec¢do, € introduzida uma familia de matrizes geradoras de autovetores da DFT.
Além disso, é mostrado que, se um conjunto especifico de autovetores € utilizado como autoveto-

res semente, uma base de autovetores HGL da DFT € obtida. Mais especificamente, mostra-se
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Figura 9 — Erro RMS entre os autovetores g,,,, construidos utilizando as matrizes geradoras T e

T, e amostras dos sinais Hermite-Gaussianos continuos correspondentes ),, (t), para
N =201,m=0,1,...,200.
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Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

que essa base de autovetores HGL da DFT € a proposta em (KUZNETSOV, 2015), no entanto,

construida de uma forma recursiva mais simples.

Seja {C,, }o<m<n—1 um conjunto de matrizes diagonais definidas por

2mn

C,, = diag <2czos (Tm>>, nely, 0<m<IN-—-1,

as quais satisfazem F2C,,F? = C,,. Entdo, se v é um autovetor de F com autovalor ), ve,, =

Sc,, v também € um autovetor de F' com o mesmo autovalor .

Na sequéncia desse texto, wg, Xg, Yo € Zo denotam os primeiros autovetores dos autoespa-
cos relacionados aos autovalores 1, —z, —1 e ¢ de F, respectivamente, obtidos de (KUZNETSOV,
2015); #{ A} indica a multiplicidade do autovalor A. A partir deste ponto, serdo descritos os
resultados para N = 1 (mod 4). Resultados semelhantes para os outros valores de N sdo

encontrados de forma semelhante.

Definicao 2.4. Seja cy = wy, ¢; = X, C2 = yg € c3 = 7. O conjunto de autovetores da DFT
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{cm }o<m<n—1 € obtido a partir de

Cim = Sc,, €0, m=1,2,..., #{1} — 1,
Cimi1 = Sc,,c1, m=1,2, ... . #{—i} -1,
Cimi2 = Sc,,C2, m=1,2 ... #{-1} -1,
Cam+s = Sc,,Cc3, m=1,2, ... #{i} — 1.

Na Defini¢do 2.4, cada subconjunto {Cym 41 fo<m<{(—i)i}—1 € COMposto por autovetores
relacionados aos autovalores (—i)!, 0 < [ < 3. O teorema mostrado a seguir é a principal

contribui¢do desta secao.

Teorema 2.4. O conjunto {c;: }o<m<n_1, obtido apds a ortonormalizagdo de cada um dos
subconjuntos de autovetores construidos usando a Definicdo 2.4, é a base de autovetores HGL
da DFT {®,, }o<m<n-1 descrita em (KUZNETSOV, 2015).

O Teorema 2.4 pode ser provado demostrando que os autovetores de cada subconjunto
construido a partir da Defini¢do 2.4 sdo combinagdes lineares dos vetores que compdem 0s
autoespacos da base descrita em (KUZNETSOV, 2015) (antes do processo de ortogonalizacdo).

Para demostrar isso, primeiramente os vetores {c, }o<m<ny—1 sS40 renomeados como

{W:n}ogmg(#{l}—l) = {C4m}0§m§(#{1}—1)7
{x0 bocme{-it-1) = {Cam+1 bocme@{-i}-1),
{Y;n}OSmS(#{fl}fl) = {C4m+2}0§m§(#{71}71)7

{20 Yocm<#iy-1) = {Camr3to<m< i) -1)-

Além do mais, os lemas descritos a seguir sdo importantes para a continuidade da prova

do Teorema 2.4.

Lema 2.1. Os vetores do conjunto {c,, }o<m<n—1 podem ser expressos como

w, = C,,wo+ FC,,wy,
x, = C,xo + 1FC,,Xo,
Y = Cmyo — FChyo,

z, = C,zq — iFC,,2.
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Prova. Desde que w!,, é um autovetor da DFT associado com o autovalor 1, tem-se

w,, = Sc,, Wo,emque Sc,, = F'C,F+C,,

/
w/ =F'C,,Fw,+ C,,wo,
Fw/ =F(F 'C,Fw,+ C,wo) = C,,Fw, + FC,,wy,
w, = C,,wo+ FC,,wy.
A provaparaX,,,y'! ez  segue os mesmos passos. |

Lema 2.2. Os vetores C,,u,, e C,,v,, n < m, podem ser expressos respectivamente como

Cmun = Upin T Umppn—1Umiyn—1 T -+ Qply, (2.25)

Cmvn = Viin + QOmgn—1Vmin—1 + - + QpVp, (2.26)

em que 0s {a fn<g<min—1 SA0 constantes.

Prova. Assume-se que m = n + 1 e considera-se o fato de que

o () = (2 cos (2;—’“) ~ 9cos (W)) 1 (),

conforme demonstrado em (KUZNETSOV, 2015). A ultima equacdo pode ser reescrita como

um(k) = (C1(k) = em)tm-1(F), (2.27)
em que Cy, (k) = 2 cos (3%Fm) e e, = 2 cos (W) Além do mais,

Cr(k)um—1(k) = upm (k) + emtim_1(k) (2.28)
e, desde que vy, (k) = sin (%) u,, (k), tem-se que

C1(k)vm_1(k) = vp(k) + emvm_1(k). (2.29)

Similarmente, para m = n + 2, obtém-se que

um(k) = (C1(k) — ) (C1(k) — em-1)um—2(k)
= (Ca(k) — Cr(k)(em + €m—1) + emem_1 + 2)tm_2(k).

Se usada a identidade trigonométrica

cos(a) cos(b) = %(cos(a +b) + cos(a — b)), (2.30)
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escreve-se a seguinte igualdade:

U (k) =(Ca(k) — C1()(em + €m-1) + Emem1 + 2)tm_a(k).

Usando (2.28) na tltima igualdade, tem-se

U (k) = Co(k)tupm—2(k) — (em + €m—1)(Um—1(k) + emtm—2(k)) + (€mem—1 + 2)um—2(k),

Co(k)um—o(k) = um(k) + (€m + €m—1)tum—1(k) + (emem—1 — 2)Um—_2(k).

Aplicando recursivamente o produto de dois cossenos (2.30) e (2.28) (resp. (2.29)), C,,u,, (resp.

C.. Vi), n < m, podem ser escritos em termos dos vetores do conjunto {Uy},<k<min (resp.

{Vk }n<k<min), como mostrado em (2.25) (resp. (2.26)). [ |

Proposiciio 2.4. Seja d, = N~25(2L + 2n). Para 0 < n < 2L, (i) dnd_,, = 1 e (ii) dy = 1.
Prova. (i) Para 0 <n < 2L, tem-se
dpd_, = N"28(2L + 2n)N~2S(2L — 2n)
= N7'S(2L + 2n)S(2L — 2n).

Utilizando a substituicdo k = 2L+ 2n e o fato que S(k)S(N —k—1) = N (KUZNETSOV,
2015), obtém-se

dpd_p = N'S(k)S(N —k—1)=N"'N=1.

(ii) Para0 <mn < 2L, usando S(k)S(N —k —1) = N com k = 2L, conclui-se S(2L) = N
Além do mais, dy = N"2S(2L) = N"2 N2 = 1.

1
2 .

|

Proposicdo 2.5. Seja 6, = N"25(2L + 2n+1). Para 0 < n < 2L, 6,0_,_1 = 1.
Prova. Pode-se escrever

600 -n1=N2S(2L+2n+1)N"28(2L —2n— 2+ 1)

= N'S2L +2n+1)S(2L —2n — 1).

Usando a substituicdo k = 2L + 2n + 1, tem-se

620 1 =N"T'S(k)S(N—k—1)=N"'N=1.

|

Expressdes para wy, Xg, ¥o € Zo podem ser reescritas usando d,, (Proposi¢do 2.4) e 9,
(Proposicao 4.4) como

wo = Ug + doug = 2uy, Xo = Vo + doV_1,

Yo = —u +dju_y, Zo = —Vo + 0pV_1.
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Usando o Lema 2.1, y/ pode ser reescrito como

Y;n = CmYO - FCmYO
= Cm(—u1 + dlu,l) — FCm(—u1 + dlu,l).
Usando (2.25) na dltima igualdade, obtém-se

y;n = - (um+1 +apy, + -0+ 041111)—‘—

+ di(Wn—1 + B2 + -+ Sju_y)+
—F(—(wps1 + apuy, + - +aqgug) +
+ di(Wno1 + Bm—2Um_p + -+ + B_1u_y)),

Y == Wna1 — QU + (d] — Q)W + -+ F
+ (diBe — ax)uy + -+ + difoug + di a1+
—F(—uy, — apuy, + (dy — @)W + -0+
+ (diBe — ag)uy + -+ + difoug + dif1uy).

Implementando a multiplicacdo por F na segunda parte da equacdo acima, obtém-se

/

Vi = — Wil — QU + (d] — Q) Wpeg + -+ -+

+ (diBe — agp)uy + -+ + difoug + di a1+

+ dp1U 1 — Qpdp gy, + -+

— (1B — ag)dpu_g + - - + di fodoug + diB_1d_1uy.

Utilizando a Proposicao 2.4(i) e 2.4(ii), os termos relacionados u; e u_g, 0 < k < m, podem

ser agrupados em

Vo, =(—Wmi1 + dpu_p1) — (= + dpu_p,)+
s (di By — ag) (—ay + dpug) +
st (difr — o) (ag — dyuy) + (d1Sy — d15)ue+
+ (dif_1u_y — fquy),
vy =(—Wni1 +dpu_pm_1) — Qp(—uy, + dpu_,)+
s (da B — ag)(—ug + dpug )+
ot (g = B — diB)(—w + dyuy),
Yo =Ym = nYm-1+ -+ (d1fr1 — Q1) yrt
~ (a1 = B — diB)yo.

Na dltima equagdo, o vetor y, € expresso como a combinagdo linear dos vetores

{¥x }o<k<m-. Usando os resultados intermedidrios, e utilizando passos andlogos aos apresen-

tados, obtém-se resultados equivalentes para os vetores w, , x, e z . Assim conclui-se a prova
do Teorema 2.4.

|
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2.5 TRANSFORMADA FRACIONARIA DISCRETA DE FOURIER BASEADA EM AUTO-
VETORES HGL DA DFT OBTIDOS POR FORMULAS FECHADAS

Como descrito anteriormente, uma transformada fraciondria discreta de Fourier pode
ser definida por meio da expansao espectral da matriz da DFT de dimensao N, F. Usando esta
metodologia, escreve-se a matriz da DFrFT com ordem fraciondria a € R como em (2.2). Nesta
secdo, € investigado o uso dos conjuntos ortogonais de autovetores HGL, oriundos dos métodos
previamente estudados neste trabalho, como colunas da matriz E em (2.2). De acordo com as
evidéncias apresentadas na Se¢do 2.3, tais autovetores aproximam amostras de sinais Hermite-
Gaussianos e, portanto, € esperado que as DFrFT correspondentes aproximem numericamente
a FrFT. Adicionalmente, os referidos autovetores HGL sdo construidos a partir de expressoes
fechadas e a DFrFT correspondente se conforma as principais propriedades da FrFT (aditividade

de indices e reducdo a transformada ordindria quando a ordem fraciondria € igual a 1).

Os autovetores HGL empregados em (2.2) s@o os construidos usando a abordagem de
combinagdes lineares, {®P,,, }o<m<n—_1, € aquela obtida a partir da ortonormaliza¢do do conjunto
construido usando o método de matrizes geradoras, {g:- }o<n<n_1. Com o intuito de ilustrar
os resultados produzidos por estas DFrFT, estas transformadas foram aplicadas a um pulso
retangular discreto padrdo, como mostrado na Figura 10. Para comparar os resultados obtidos
usando estas abordagens da DFrFT, também foram calculadas a transformada do pulso retangular
por meio dos métodos propostos em (OZAKTAS et al., 1996) e (CANDAN; KUTAY; OZAKTAS,
2000).

Na Figura 10, foi usado N = 315 e foi esbogada a magnitude da DFrFT do pulso retan-
gular discreto para a € {0,25,0,50,0,75,1,00}. Inspecionando as Figuras 10a — 10c, observa-se
que os graficos produzidos usando os autovetores {g:- }o<,n<n_1 (método de matrizes geradoras)
e aqueles obtidos usando (OZAKTAS et al., 1996) e (CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000)
sd0 bem proximos; por outro lado, o grafico produzido usando-se os autovetores { P, Fo<m<n—1
(método de combinagdes lineares) exibe pequenos desvios dos mencionados anteriormente,
bem como pequenas flutuacdes em intervalos em que as outras abordagens sdo predominante-
mente planas. Estas diferencas, que refletem em algum sentido no erro médio quadratico que
foi discutido na Secdo 2.3, podem ser consequéncia do fato de os autovetores ®,,, possuirem
suporte proprio mais compacto que os autovetores g e os dados em (CANDAN; KUTAY;
OZAKTAS, 2000); noutras palavras, um grande nimero de componentes consecutivas ®,,(n) de
®,,,m=0,1,...,N — 1, paran emtorno de | 5| (mod N), é zero, enquanto que as amostras
dos sinais Hermite-Gaussianos correspondentes ¢,,(t), m = 0,1,..., N — 1, sdo ndo nulas. Isso
¢ ilustrado na Figura 11, em que as componentes nulas dos autovetores ®,, de 21 pontos e g,
m =20,1,...,20, bem como suas simetrias sdo enfatizadas. Se a = 1,00, todas as abordagens
produzem o mesmo resultado (ver Figura 10d), isso é, a DFT de um pulso retangular. De qualquer

forma, ap6s o célculo do erro entre cada DFrFT considerada na Figura 10 e a amostra da FrFT
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Tabela 2 — Raiz do erro médio quadratico entre amostras da FrFT continua e as DFrFT conside-
radas na Figura 10.

a 0,25 | 0,50 | 0,75 | 1,00
Ozaktas (OZAKTAS et al., 1996) 0,0357 | 0,0364 | 0,0451 | 0,1426
Candan (CANDAN; KUTAY: OZAKTAS, 2000) | 0,0366 | 0,0381 | 0,0453 | 0,1426
(g1 0,0359 | 0,0379 | 0,0495 | 0,1426

{®,.} 0,0400 | 0,0472 | 0,0510 | 0,1426

Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

continua de um pulso retangular®, nfio foi verificado nenhuma diferenca significativa entre os

métodos, como indica a Tabela 2.

Outra maneira de comparar as diferentes abordagens da DFrFT € considerar a aplicagdo
no cendrio de filtragem no dominio fraciondrio. Com este proposito, para 0 < ¢ < 40, adicionou-

se a um sinal Gaussiano

_ (¢t—30)2

x(t) =e 2 (2.31)
o sinal chirp

c(t) = O,lei(%_%).

O sinal resultante foi entdo discretizado com um frequéncia de amostragem f, = % Hz; este
valor foi escolhido para produzir um sinal de tempo discreto com 315 amostras. Desta maneira,
as mesmas DFrFT empregadas para calcular a transformada do pulso retangular puderam ser
utilizadas. Apds aplicar a DFrFT, o sinal resultante no dominio fracionario foi multiplicado por

um filtro rejeita-faixa. Por fim, a DFrFT inversa correspondente foi aplicada.

Na Figura 12a, é mostrado o sinal Gaussiano adicionado do sinal chirp. Nas Figuras 12b
e 12c, para cada abordagem da DFrFT considerada previamente nesta secdo, sdo mostrados
respectivamente o sinal no dominio fracionério antes e depois da multiplicagdo pelo filtro rejeita-
faixa; a ordem fraciondria usada foi a = 3,100 para todas as abordagens da DFrFT, exceto para
aquela baseada nos autovetores ®,,,, que utiliza a = 3,088. Tal diferenca foi empiricamente
imposta por prover um resultado melhor que o usando a = 3,100. Mesmo assim, os resultados
obtidos pelas outras abordagens parecem mais precisos € contém menos flutua¢des. Por outro
lado, os resultados obtidos usando a abordagem de combinacdes lineares apresentou alguns
desvios em relacdo ao resultado correto. Contudo, como mostrado na Figura 12d, os sinais

Gaussianos filtrados exibem uma forma satisfatdria para todas as abordagens da DFrFT. Esta

4 A forma integral da FrFT foi aproximada por um somatério com um nimero de termos consideravelmente maior

que N = 315 (OZAKTAS et al., 1996).
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Figura 10 — Magnitude da DFrFT de 315 pontos de um pulso retangular de tempo discreto; as
transformadas foram definidas usando quatro diferentes abordagens: Candan (CAN-
DAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000), Ozaktas (OZAKTAS et al., 1996), {®,,} e

{&}.

() (b)

14

170

— { o} ===- Candan [50] — { P} ===- Candan [50]
- {g#} ....... Ozaktas [62] - {gﬁl ....... Ozaktas [62]

'\

— {on} -==- Candan [50] — {on} ===- Candan [50]
—-= {g,} Ozaktas [62] — = {gl} e Ozaktas [62]

Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

conclusdo € ratificada por meio do cdlculo da razdo sinal-ruido (SNR, do inglés signal-to-noise
ratio) para cada uma das curvas mostradas na Figura 12d, usando como referéncia o sinal

Gaussiano (2.31); todos os valores de SNR ficaram em torno de 210 dB.

Os resultados que foram descritos acima também podem ser apreciados obtendo a
distribui¢do de Wigner dos sinais nos dominios original e fracionario (LOHMANN, 1993). Isso
€ possivel devido ao fato da aplicagdo da transformada fraciondria de Fourier corresponder a
uma rotacao da distribuicao de Wigner, o que permite estimar a ordem fraciondria necessaria
para aplicar a filtragem. Na Figura 13a, € mostrada a distribui¢ao de Wigner do sinal Gaussiano
adicionado do sinal chirp. O sinal Gaussiano € relacionado a elipse com aspecto achatado; o
sinal chirp corresponde predominantemente aos pontos azuis claros e escuros em torno da elipse.

Na Figura 13b, para cada abordagem da DFrFT, € mostrada a distribui¢cdo de Wigner do sinal no
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Figura 11 — Ilustracdo enfatizando a simetria e as componentes nulas dos autovetores construidos
utilizando (a) combinagdes lineares e (b) o método de matrizes geradoras (N =
21). Cada linha esta relacionada a um autovetor; os quadrados representam suas
respectivas componentes.

() (b)

dN-1 = n gn L — n
- s . - o -
T eixo deisimetria T T eixo deisimetria T

N+1 ' N+1 N+1 ' N+1

[ AU bt N [ 1... PP B S N
[ S A i =

[l componente ndo nula [l componente ndo nula
[] componente nula [] componente nula
O] componente nao nula simétrica ] componente ndo nula simétrica

Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

dominio fraciondrio. Idealmente, a ordem fraciondria usada para cada DFrFT deve prover uma
separacdo da elipse que representa o sinal Gaussiano do conteddo relacionado ao sinal chirp por
meio de uma linha vertical imaginaria. O resultado de tal separacdo € mostrado na Figura 13c, e
na Figura 13d, é apresentada a distribuicdo de Wigner do sinal Gaussiano recuperado no dominio
original. Comparando estas figuras, a maior distin¢do relacionada as diferentes abordagens da
DFrFT € a pequena deformacao na elipse relacionada ao sinal Gaussiano, quando € aplicada a
abordagem de combinagdes lineares. No entanto, isso ndo parece crucial para recuperar o sinal

Gaussiano com uma forma aceitdvel (ver Figura 18d).

Embora as DFrFT definidas nesta secao aproximem numericamente a FrFT e obedecam
suas propriedades, algoritmos sistemadticos para o cdlculo rapido dessas transformadas ainda ndo
estdo disponiveis. Isso significa que, a primeira vista, multiplicar F'* por um vetor /NV-dimensional
requer O(N?) operagdes aritméticas. Contudo, é factivel presumir que algumas peculiaridades
dos autovetores HGL podem ser exploradas para desenvolver algoritmos com complexidade
reduzida para valores especificos de N (poténcias de dois, por exemplo). Tal possibilidade se
deve basicamente a simetria dos autovetores e ao fato de que varias componentes desses vetores
serem nulas (especialmente se for utilizado o método de combinagdes lineares, como mostrado

na Figura 11). Detalhes sobre a factibilidade desta ideia sdo discutidos no Capitulo 3.
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Figura 12 - Filtragem de sinais por meio da DFrFT: (a) dominio original; (b) dominio fraciona-
ri0; (c) dominio fraciondrio apds a filtragem rejeita-faixa; (d) dominio original do
sinal filtrado; usando quatro diferentes abordagens: Candan (CANDAN; KUTAY;
OZAKTAS, 2000), Ozaktas (OZAKTAS et al., 1996), {®,,} € {g-}.
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Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

2.6 CONSIDERACOES

Neste capitulo, foram investigadas propriedades dos autovetores do tipo Hermite-Gaussiano
construidos por férmulas fechadas. Vérios aspectos acerca do método de matrizes geradoras para
construcdo destes autovetores foram esclarecidos e paralelos entre esta metodologia e a proposta
em (KUZNETSOV, 2015) foram tracados. Combinando estes métodos, um procedimento sis-
temdtico para construcao de bases de autovetores HGL para qualquer valor de /V foi proposto
e varios resultados numéricos foram apresentados e analisados. Estes resultados sugerem que
as componentes de tais autovetores HGL aproximam amostras dos sinais Hermite-Gaussianos
continuos correspondentes e, portanto, seu uso na expansao espectral da matriz da DFT per-
mite fracionarizar este operador de maneira andloga a utilizada na definicao da FrFT. Ainda,
foi apresentada uma familia de matrizes geradoras e, empregando-a, foi proposto um método
recursivo para constru¢do da autobase HGL da DFT dada em (KUZNETSOV, 2015). Por fim, na
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Figura 13 — Distribui¢do de Wigner do sinal no: (a) dominio original; (b) dominio fraciona-
ri0; (c) dominio fraciondrio apds a filtragem rejeita-faixa; (d) dominio original do
sinal filtrado; usando quatro diferentes abordagens: Candan (CANDAN; KUTAY;
OZAKTAS, 2000), Ozaktas (OZAKTAS et al., 1996), {®,,} € {g-}.
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Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017)

Secao 2.5, as DFrFT apresentadas s@o aplicadas e seus resultados sao discutidos e comparados

com defini¢des cldssicas encontradas na literatura.
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3 CALCULO DA TRANSFORMADA FRACIONARIA DISCRETA DE FOURIER
COM COMPLEXIDADE ARITMETICA REDUZIDA

Como descrito no Capitulo 2 desta tese, a transformada fraciondria de Fourier (FrFT, do
inglés fractional Fourier transform) tem sido vastamente investigada e empregada em varias apli-
cacdes (OZAKTAS; ZALEVSKY; KUTAY, 2001; WEIMANN et al., 2016; LIU; SHERIDAN,
2013; WEI, LI, 2016; LIMA; NOVAES, 2014; WANG et al., 2016; TAO; MENG; WANG, 2011;
ZHAO et al., 2016c; LU; XIAO; WEI, 2016; PELICH et al., 2016). Esta transformada corres-
ponde a uma generalizacdo da respectiva transformada ordindria, em que poténcias ndo-inteiras
do operador transformada de Fourier podem ser consideradas. Neste contexto, uma questao
central diz respeito ao calculo digital eficiente da transformada. O método mais popular para
computar a FrFT digitalmente é o proposto em (OZAKTAS et al., 1996), em que a transformada
¢ aproximada por uma sucessdo de operadores discretos cuja aplicacdo a um sinal envolve
complexidade aritmética O(N log(N)), no entanto existem limitagdes quanto 2 manutengdo das

propriedades da FrFT (ver texto introdutério do Capitulo 2).

Outra possibilidade € a definicao da transformada fraciondria discreta de Fourier, DFrFT,
em que se obtém um operador matricial F*, a € R, em que F € o operador DFT em sua forma

matricial como descrito no Capitulo 2.

Isso € normalmente feito considerando a autodecomposicao de F, que permite escrever
F* = EA°ET. (3.1)

Na equacdo acima, se E for uma matriz ortogonal tendo em sua k-ésima coluna um autovetor
HGL da DFT, o produto da matriz F'* por um sinal possui resultado numericamente proximo
ao obtido quando comparado ao resultado obtido pelo cédlculo da FrFT (de tempo continuo) do
mesmo sinal. Na verdade, existem vdrias outras abordagens para definir uma DFrFT (PEI; YEH;
TSENG, 1999; HANNA; SEIF; AHMED, 2004; HANNA; SEIF; AHMED, 2006; HANNA;
SEIF; AHMED, 2008; HANNA, 2012; SERBES; DURAK-ATA, 2011). Em particular, se a
expansao espectral em (3.1) for empregada com uma autobase de autovetores que nao sejam
HGL (PEI; WEN; DING, 2008; HSUE; CHANG, 2015a; KANG; ZHANG; TAO, 2015a;
ANNABY; RUSHDI; NEHARY, 2016a), a aproximacao a transformada de tempo continuo nio
€ provida; nestes casos, embora a transformada obtida tenha interesse para aplicag¢des (tais como
cifragem de imagem, por exemplo), ela ndo corresponde a uma versao discreta verdadeira da
FrFT.

Existem duas principais abordagens para constru¢do de autovetores HGL da DFT. A
primeira é a baseada em matrizes comutantes com a matriz F' e depende de férmulas ndo-
fechadas (CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000; PEI; HSUE; DING, 2006; SANTHANAN;
SANTHANAN, 2007; HANNA; SEIF; AHMED, 2008; PEI; WEN; DING, 2008; WEI et
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al., 2011; WEIL LI, 2014; SERBES; DURAK-ATA, 2011; BHATTA; SANTHANAM, 2015;
CANDAN, 2007); neste caso, mesmo se for assumido que os referidos autovetores sdo gerados
off-line (ou seja, sdo gerados anteriormente ao seu uso, de forma que o esforco necessario
para o seu célculo ndo interfere na complexidade aritmética), o produto da matriz da DFrFT
resultante F* por um vetor envolve O(N?) operagdes aritméticas (PEI; CHANG, 2016). A
segunda abordagem € baseada em expressoes analiticas (de férmulas fechadas) combinada com
o método das matrizes geradoras (KONG, 2008; KUZNETSOV, 2015; DE OLIVEIRA NETO;
LIMA, 2017; KUZNETSOV; KWASNICKI, 2018; DE OLIVEIRA NETO; LIMA; PANARIO,
2018a), que foi descrita no Capitulo 2; também neste caso, a estrutura da matriz da DFrFT
resultante F* ndo favorece sua multiplicagdo por um vetor com complexidade sub-quadratica.
Por outro lado, tem-se observado que algumas propriedades dos autovetores gerados utilizando a
abordagem em questdo permite calcular a DFrFT correspondente com consideravel redugdo da
complexidade aritmética; isso se deve principalmente ao nimero de componentes dos referidos
autovetores cujos valores sdo zero, o que resulta num nimero menor de adi¢cdes e multiplicacdes

requeridas para o calculo da transformada.

Neste capitulo, serd introduzida uma metodologia que utiliza a caracteristica mencionada
acima para computar com complexidade aritmética reduzida a DFrFT baseada na autodecompo-
sicdo do operador da DFT ordindria' de um vector x cujas componentes sdo nimeros complexos.
Em vez de considerar particularidades da estrutura da matriz e atacar diretamente o problema
de realizar o produto F“x, a abordagem descrita neste capitulo considera primeiramente a mul-
tiplicagéio sequencial a esquerda de x por E”, A® e E. E demonstrado que a complexidade
multiplicativa do método proposto é similar a apresentada em (MAJORKOWSKA-MECH;
CARIOW, 2017)?, sendo, de forma geral, um pouco menor. Por outro lado, a complexidade
aditiva € reduzida para menos da metade da do algoritmo proposto em (MAJORKOWSKA-
MECH; CARIOW, 2017). Além disso, € introduzida uma estratégia de arredondamento que
reduz consideravelmente o nimero de multiplicacdes requeridas pelo método proposto, sem
comprometer o desempenho do ponto de vista pratico (como mostrado na Sec¢do 3.2, p. 69); para
N = 512, por exemplo, o nimero de multiplicacdes necessdrias € reduzida para um ter¢o do

original.

As contribui¢des contidas neste capitulo sdo sumarizadas a seguir:

1 Nas Secoes 3.1.1 e 3.1.2, é explicado como as simetrias, 0 suporte proprio compacto e as
componentes repetidas dos autovetores HGL da DFT podem ser explorados para reduzir o

numero de multiplicacdes e adi¢des necessarias para o calculo da DFrFT correspondente;

A partir daqui, este método serd referenciado apenas como “DFrFT baseada em autodecomposicdo” por questdes
de sintese.

2 Partindo da literatura especializada, o método dado em (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017) € o que
requer a menor complexidade aritmética para o calculo da DFrFT baseada na autodecomposi¢@o do operador
ordindrio. Por isso, ao longo deste capitulo, esta € a principal referéncia usada para comparacgao dos resultados
alcangados com o método proposto neste trabalho.
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ii Na Secdo 3.1.3, é introduzida a estratégia de arredondamento baseada no fato de que,
quando N cresce, varias componentes dos autovetores HGL da DFT possuem valores
muito proximos a zero e, assim, podem ser tratadas como zero para prop0sitos praticos.

Isso também reduz a complexidade aritmética envolvida no célculo da DFrFT;

iii Na Secdo 3.1.4, é explicado como contar o nimero de operacdes aritméticas necessarias

para aplicar o método proposto;

iv Na Secdo 3.1.5, sdo comparados os resultados providos pelo método proposto e por outros
métodos encontrados na literatura para o cdlculo da DFrFT baseada na autodecomposicio.
Se nenhum arredondamento for feito, a técnica proposta requer um nimero de multipli-
cagdes um pouco menor e metade ou menos do nimero de adi¢des quando comparada
com o até entdo mais eficiente método (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017).
Se a estratégia de arredondamento discutida na Se¢do 3.1.3 for aplicada, até 65% das

multiplicacdes podem ser evitadas;

v Na Secdo 3.2, os resultados sdo validados a partir de experimentos computacionais em que
a filtragem e a representacdo compacta de sinais no dominio fraciondrio sdo considerados.
Verifica-se que, mesmo quando a estratégia de arredondamento € utilizada, o desempenho
da DFrFT aplicada nao € comprometido. Particularmente, € demonstrado que, em cendrios
em que a busca de uma ordem fraciondria ideal tem que ser realizada, o nimero de

multiplicacdes e adi¢des pode ser reduzido em até 80%.

3.1 CALCULO DA DFRFT COM COMPLEXIDADE ARITMETICA REDUZIDA

Nesta se¢do, € introduzido o método proposto para o cédlculo eficiente da DFrFT descrita
na Secdo 2.5, definida empregando a base de autovetores construida segundo o método descrito
na Secdo 2.4. E considerada a expansio espectral da matriz F*, como mostrado em (3.1), e é
contado o niimero de multiplicacdes e adi¢des necessérias para obter X(), a DFrFT de um vetor

de entrada x cujas componentes sao nimeros complexos, por meio da realizacao do produto
X@ = (EA“ET)x.

Na expressio acima, tem-se que x é sequencialmente multiplicado a esquerda por ET, A% e E,

produzindo os vetores intermedidrios

x =ETx, (3.2)
x" =A%/, (3.3)
X@ = Ex” (3.4)

o ponto-chave do método proposto € considerar algumas propriedades dos autovetores HGL da

DFT da autobase {®,, }o<m<n_1, que sdo estabelecidas e discutidas a seguir.
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3.1.1 Simetrias e Suporte Proprio Compacto

E bem conhecido o fato de que qualquer autovetor da DFT possui simetria par ou
simetria impar. Mais especificadamente, autovetores relacionados aos autovalores 1 e £: sdo,
respectivamente, de simetria par e de simetria impar (MCCLELLAN; PARKS, 1972). Se esta
propriedade for considerada, o calculo do produto escalar entre um vetor de {®,,, }o<m<ny—1 €0
vetor de entrada x, que é a multiplicaciio entre uma coluna de E? e x no produto matriz-vetor
x' = ETx em (3.2), pode ser realizado utilizando cerca de N/2 multiplicagdes. Esta propriedade
também pode ser utilizada no produto matricial X(* = Ex” em (3.4), em que um efeito similar
em termos de multiplicagdes salvas é conseguido. Operacdes de adi¢do também sdo salvas devido
a simetria dos autovetores, porque algumas adi¢des entre termos simetricamente posicionados de

x e X" podem ser pré-calculadas.

Devido a desigualdade (2.5), os autovetores {®,, }o<m<n—1 tem o que é conhecido como
suporte proprio compacto. No contexto deste trabalho, isso significa que estes autovetores come-
cam e terminam com sequéncias de componentes nulas, entre as quais aparecem as componentes
nao-nulas. Este fato € ilustrado na Figura 14, em que as componentes nao-nulas de cada um dos
autovetores HGL da DFT de comprimento N = 16 sdo representadas como quadrados brancos

ao longo do eixo n; a simetria de cada vetor também é representada. Em geral, se ®,,, possuir

simetria par, o nimero de componentes ndo-nulas é, no maximo’,

nonzero(®,,,) = 2| (N +m +2)/4] + 1;
Se ®,,, possuir simetria impar, tal nimero €, no maximo,
nonzero(®,,) = 2| (N +m + 2)/4].

Combinada com a simetria, esta propriedade permite economizar ainda mais operacdes aritméti-
cas nos produtos matriciais (3.2) e (3.4). Para ser mais preciso, o calculo do produto escalar entre

um autovetor de simetria par ®,, e um vetor de entrada x pode ser realizado usando no maximo
I((N+m+2)/4] +1 (3.5)
multiplicacdes; similarmente, se ®,,, possuir simetria impar, este nimero €

(N +m +2)/4]. (3.6)

3.1.2 Componentes Repetidas

Deixando as simetrias a parte, verifica-se que alguns autovetores ®,,, = [, (n)], n €

Iy, possuem componentes com valores absolutos repetidos. Isso também pode ser levado em

3 As excegdes sdo os vetores Py_o e Dy_1, para os quais tem-se nonzero(®,,,) = N; estes casos serdo tratados

separadamente ao longo do desenvolvimento.
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Figura 14 — “Imagem” da matriz ET, N = 16, em que simetrias e componentes nulas dos
autovetores HGL da DFT podem ser observadas.

Do — [] componente
. ndo nula

[ componente

nula
[] componente
ndo nula
simétrica
: |
On_1 — [T N
1 eixo desimetria 0
N+1 N+1
—{%J T —{TJFJ +N

Fonte: Produzido pelos autores.

consideracao para reduzir a complexidade aritmética envolvida nos produtos matriciais em (3.2)
e (3.4). Por exemplo, considere os seguintes vetores para N = 8, que sdo escritos no formato

transposto para melhor visualizagdo®:

[ 0,168278385 | [ 0,353553391 |
0,574538345 —0,500000000
0,168278385 0,353553391

of _ | 0475963149 | . | 0,000000000
2 0,168278385 | = ° —0,353553391
0,574538345 0,500000000
0,168278385 0,353553391

| 0,000000000 | | 0,000000000 |

Desde que ¢o(—3) = ¢2(—1), ao invés de requerer 4 multiplicagdes, o produto (Po, x) requer 3
multiplica¢des. Uma reducéo similar pode ser realizada no cdlculo de (®3, x), porque ¢3(—3) =
—¢3(—1). Essa caracteristica é também observada para valores maiores de N. Para, por exemplo,
N = 128, tem-se ¢123(2) = ¢123(60).

Adicionalmente, considerando-se o formato peculiar de ®_; e $_o (ver Definicdo 2.4,
p. 45). Com excecdo da dltima componente, isto é, a (—M + N)-ésima componente, os refe-
ridos vetores sdo formados por componentes com o0 mesmo valor absoluto de sinal alternado.

Novamente, como exemplo, os autovetores &g e ¢, para N = 8 sdo ilustrados como dito

4 Embora as componentes dos autovetores sejam exibidas com nove casas decimais apenas, elas sio na verdade

armazenadas no formado de ponto flutuante com precisdo dupla, isso €, 11 e 52 bits sdo usados para o expoente
€ a mantissa, respectivamente.
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Tabela 3 — Autovetores ®,,, que t€m componentes nado-nulas com valores repetidos (simetrias a
parte) e o respectivo nimero de componetes ndo-nulas com valores absolutos distintos

d,,.
N m dm
8 2,376,7 3725272
16 2,3,7,11,13,14,15 5,3,5,5,5,2,2
32 2,3,27,29,30,31 9,8,9,9,2,2
64 3,7,11,59,61,62,63 16,17,18,17,17,2,2
128  123,125,126,127 33,33,2,2
256 251,253, 254, 255 65,65,2,2
512 507,509,510,511 129,129,2, 2
Fonte: Produzido pelos autores.
anteriormente:
[ 0,310937912 ] [ 0,214883126 |
—0,310937912 0,214883126
0,310937912 —0,214883126
of — —0,310937912 | oT — 0,214883126
0 0,310937912 7 ’ —0,214883126
—0,310937912 0,214883126
0,310937912 —0,214883126
0,568527312 0,822664388

Esta caracteristica, que também € verificada para valores maiores de N, permite calcular o

produto de ®5_; ou P _5 por x usando apenas 2 multiplicacdes.

Com base na discussdo acima, foi realizada uma busca, para N = 2k 3 <k <9, como
a intencdo de encontrar todos os autovetores com componentes repetidas (simetrias a parte).
Denotando por Ry o conjunto de indices de tais autovetores para um dado N, o nimero d,,
de componentes ndo-nulas de ®,,,, m € Ry, com valores absolutos distintos foi calculado. O
resultado, que € mostrado na Tabela 3, € considerado em secdes futuras deste capitulo, uma
vez que a quantidade d,,, corresponde ao nimero de multiplica¢des necessarias para realizar o

produto (D, x).

3.1.3 Questoes Relacionadas a Precisao

A execucdo do método para geracdo da autobase HGL da DFT {®,, }o<,,<y_1 mostrada
na Sec¢do 2.4 requer considerar alguns aspectos de precisdo numérica. Isso ocorre principalmente
devido ao fato do método envolver operagdes de natureza recursiva (por exemplo, 0 processo
de ortogonalizacdo), que sdo susceptiveis ao acimulo de erros de arredondamento; obviamente,
isso se torna critico a medida que N cresce. Por esta razdo, o célculo off-line para geracao dessa

autobase é realizado empregando aritmética de multipla precisdo’. Isso garante uma correta
5

Os autovetores sdo gerados no SageMath, que possui uma biblioteca interna que lida com aritmética de multipla
precisao.
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construcao dos autovetores, que podem conter componentes cuja magnitude ¢ muito préxima de

Zero assim como componentes cujas magnitudes sao muito proximas entre Si.

Para ilustrar esta caracteristica, considere o autovetor @, para N = 512 (ver Figura 15).
Devido a (2.5), € sabido que ¢y(n) € zero nos intervalos —255 < n < —129 e 129 < n < 256.
Contudo, observando a Figura 15a, tal sequéncia de componentes nulas parece se estender até
quase a parte central do eixo horizontal, em que o sinal Gaussiano discreto cresce e decai. Esta
percepcao equivocada € produzida devido ao fato de que ®( possui componentes muito proximas
de zero, isso pode ser visto na Figura 15b. Uma caracteristica similar pode ser observada para
autovetores ®,,, m # 0, embora perca forca a medida em que m cresce; isso ocorre porque o
comprimento do autovetor se torna cada vez maior e os autovetores HGL da DFT possuem mais

variagOes abruptas entre componentes consecutivas.

De qualquer forma, a questdo da precisdo aritmética pode ser explorada para reduzir a
complexidade aritmética envolvida nos produtos matriz-vetor em (3.2) e (3.4); neste caso, 0 que
se propde fazer € simplesmente arredondar os valores das componentes dos autovetores em uma
certa casa decimal. A primeira consequéncia de tal procedimento € que o comprimento do vetor
ird diminuir; componentes que estdo na borda do suporte proprio do autovetor, mas que possuem
valores muito proximos de zero, podem se tornar efetivamente zero apds o arredondamento.
Entdo, o nimero de operagdes envolvendo o produto matriz-vetor pode ser reduzido. Como
segunda consequéncia, apds o arredondamento, componentes ndo-nulas que possuem magnitudes
muito proximas entre si podem assumir o mesmo valor; neste caso, elas podem ser tratadas como
componentes repetidas, que, como explicado na Secdo 3.1.2, também podem ser exploradas
para reduzir a complexidade aritmética. Na Figura 16, sdo providas “imagens” da matriz E”,
N = 512, antes e apos o arredondamento; o efeito das componentes zeradas dos autovetores
HGL da DFT pode ser visto observando as regides em branco (componentes ndo-nulas) e em
preto (componentes nulas) ao longo das linhas da Figura 16a, Figura 16b e Figura 16c para
matriz ndo-arredondada, arredondada na nona casa decimal e arredondada na terceira casa
decimal, respectivamente; na ultima, os pontos pretos dentro da regido com contorno em forma
de pardbola representam as varias componentes que ndo-estao na fronteira do suporte préprio
do autovetor, mas que foram zeradas apds o arredondamento (veja a visdo ampliada da area

quadrada selecionada da figura).

Naturalmente, dependendo do qudo rigoroso o arredondamento proposto € aplicado,
isso pode trazer efeitos indesejaveis. As versdes arredondadas dos autovetores @, podem
nao ser um autovetor da DFT para um certo nivel de precisdo; consequentemente, a versao
arredondada do conjunto {®,, }o<m<n-1 pode nio ser uma autobase ortogonal da DFT, ou nem
mesmo uma base. Desta maneira, a aplicagdo da transformada correspondente, identificada
deste ponto em diante como DFrFT arredondada proposta, em um dado cendrio prético pode
ndo prover a acurdcia necessaria. Para um dado N, a tarefa é escolher uma casa decimal em

que as componentes dos autovetores podem ser arredondadas, fornecendo uma redugdo nao
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Figura 15 — Componentes do autovetor &, (N = 512) nos intervalos (a) —255 < n < 256
e (b) —130 < n < —106; em (b), componentes nulas sdo identificadas por circulos
brancos.

(a)

025 &

02

0.15

0.1

0.05

0 = . . . . . . . . .
=250 =200 -150 -100 =50 0 50 100 150 200 250

35
3.5663 x 108~

i 5.9049 x 10 5.6465 x 10~

-130 =125 =120 -115 -110

Fonte: Produzido pelos autores.

negligencidvel na complexidade aritmética do célculo da transformada e sem o comprometimento
do desempenho da transformada quando o processamento de um dado sinal € realizado para um

proposito especifico. Estas premissas sao consideradas nas se¢des seguintes desse capitulo.

3.1.4 Nuamero de Multiplicacoes e Adicoes

Nesta secao, é quantificado o impacto que as propriedades e estratégias discutidas nas
Secoes 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3 tém na redugdo da complexidade aritmética envolvida no calculo

da DFrFT considerada neste trabalho. Para ilustrar como isso € realizado, sdo inicialmente



64

Figura 16 — Imagens da matriz EY, N = 512, para (a) matriz sem arredondamento, (b) com
arredondamento na nona casa decimal e (c) com arredondamento na terceira casa
decimal; regides pretas e brancas representam componentes nulas e nao-nulas,
respectivamente.

(@) (b)

©

Vista ampliada da area quadrada
selecionada a esquerda.

Fonte: Produzido pelos autores.

fornecidos detalhes acerca do célculo da DFrFT para N = 8, para a qual se tem

0 A B C B A 00
0O D E 0—-E -D 00
F G F H F G F 0

gr_| I J - 0 I J -10
K L M N M L K 0|
O P Q@ 0-Q —P -0 0
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T -T T -T T -T TU
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em que
A=01434, B=04896, C —006924, D — —04082,
E=-05774, F=0,1683, G =0,5745, H = —0,4760,
I =-0,3536, J = —0,5000, K =0,5734, L = 0,0805,
M = —0,2985, N =0,3888, O = —0,6124, P = 0,2887,
Q =-0,2041, R =0,3109, S =0,5685, T = —0,2149,
U = 0,8227:

também se tem
A = ding (D A3 - A,

emque A\l =1, \% =73 paral < n < 6,e\2 = e 125,

O niimero de multiplica¢des necessdrias para calcular X’ = E7x como em (3.2) é o
nimero de componentes nao-nulas de E com valores absolutos distintos, isso €, 21 (neste passo,
tem-se a multiplicacdo de um nimero real por um complexo); este também é o nimero de
multiplicacdes necessdrias para o célculo de X(*) = Ex” como indicado em (3.4). O produto
x" = A’ em (3.3) requer 7 multiplicag¢des entre dois nimeros complexos (a multiplicagdo
por A\j = 1 € trivial). Pode ser verificado que o nimero de adi¢des complexas necessdrias para
obter x’ € igual 22; este ndmero é alcancado contando-se o nimero de elementos nao-nulos
com valores distintos em cada vetor (linhas de ET), pré-computando adi¢des x(n) + x(—n),
n = —3,—2, —1, e observando que o numero de adi¢des pode ser reduzido ainda mais quando
componentes com valores repetidos sdo levadas em considerag@o (ver Secao 3.1.2). O nimero de
adi¢cGes complexas necessdrias para realizar Ex” é 24; isso pode ser verificado observando que,
uma vez que o produto da n-ésima linha de E, n = 0, 1, 2, por x” é calculado, o produto entre
a (8 — n — 2)-ésima linha de E e x” pode ser obtido utilizando apenas uma adi¢do. Também é
pré-calculado Rx(3) + T'z(4), entdo mais trés adicdes sdo necessdrias para calcular X (¥(0) e

uma adicdo a mais é necessdria para calcular X (9)(4).

Assumindo que (i) uma multiplicacio entre uma nimero real e um complexo € realizada
usando duas multiplicagdes reais, (ii) uma multiplicacdo entre dois nimeros complexos €
realizada usando trés multiplicagdes reais e cinco adi¢gdes reais, e (iii) uma adi¢do entre dois

nimeros complexos € realizada usando duas adi¢des reais, conclui-se que

Ms =2 x (21 +21) +3 x 7 =105

Ag=5xT+2x22+2x24=127 (3.7)

multiplicacdes e adi¢des reais, respectivamente, sdo necessarias para calcular a transformada;
o termo 5 X 7 em (3.7) corresponde ao nimero de adi¢Oes reais necessarias para calcular as

multiplicagdes entre nimeros complexos em x” = A*X’.



66

A complexidade multiplicativa My para calcular a DFrFT de /V pontos pode ser obtida
considerando (3.5), (3.6) e a possivel ocorréncia de componentes repetidas (ver Secdo 3.1.2 e
Tabela 3); também € considerado que o produto matriz-vetor em (3.3) requer /N — 1 multiplica¢des
complexas. Em geral, tem-se

Mpy=2x2XY mps ([(N+m+2)/4] +1)+2%x2XD> mups [(N+m+2)/4]

(3.8)
+2x2x 3 g dm+3x (N —1).

Por simplicidade, a férmula da complexidade aditiva € derivada a seguir considerando
apenas as componentes repetidas em ¢y _5 e Py _1, e negligenciando o que pode ocorrer em
outros autovetores (ver Tabela 3); isso nao deve ter um impacto significativo na complexidade
aritmética total do método proposto. Denotando por A’y o nimero de adigdes reais para obter

x' = ETx, tem-se

Ay =2x2x (F-1)+2x Y . ((N+m+2)/4])

(3.9)

+2 X Z m;l}l\;)i[‘i (|_(N+m+2)/4J - 1) +2
Em (3.9), o primeiro termo é relacionado ao pré-cilculo de z(n) + z(—n), n = —N/2 +
1,...,—1; o segundo e terceiro termos sao relacionados ao nimero de elementos ndo-nulos com

valores absolutos distintos (simetrias sao consideradas, mas as repeti¢des sdo exploradas como
explicado na Se¢do 3.1.2 apenas para m = N — 1). Uma vez que 2'(N/2 — 1) é calculado,
x'(N/2) pode ser calculado com uma adi¢do complexa a mais (as duas adi¢des reais no final da

dltima equacdo). O nimero de adi¢des reais vindas de x” = A%x’ é

A% =5x% (N —1). (3.10)

Finalmente, denotando por A’ o nimero de adigdes reais necessarias para obtengdo de

X(@) = Ex”, tem-se

AL =2x6+2x 12644k — 1) +2 x (N — 1) x ([(N +2)/4])

(3.11)
+2(5-1)+2.

Em (3.11), o primeiro termo € relacionado ao cdlculo do produto entre a 0-ésima coluna
de ET (0-ésima linha de E) e x”. Isso também inclui uma adi¢io necessaria para realizar
o produto entre a (N — 2)-ésima coluna de ET e x”, assim, uma adi¢dio é necessdria para

pré-calcular

On-2(N/2)z"(N/2 = 1) + ¢n/2(N/2)x" (N = 1);
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0 somatorio no segundo termo conta o nimero de adi¢cdes necessarias para calcular o produto
entre an-ésima,n = 1,2,..., N/4—2, coluna da E” e x” (¢ incluida uma adi¢fio necessaria para
calcular o produto entre a (N — n — 2)-ésima coluna de E” e x); no terceiro termo, é contado o
nimero de adi¢des necessdrias para realizar o produto entre a n-ésima, n = N/4—1,... N/2-2,
coluna de E* e x” (¢ incluida uma adigdo necessdria para realizar o produto entre a (N —n — 2)-
ésima coluna de E” e x); por fim, no quarto e quinto termos, sao contados, respectivamente, o
nimero de adi¢des necessarias para realizar o produto entre a (N/2—1)-ésimae a (N —1)-ésima

coluna de E” e x”. Assim, o total de adi¢des reais necessdrias para o cdlculo da DFrFT é

Ay =Ay + A% + A (3.12)

Se a estratégia de arredondamento descrita na Secdo 3.1.3 for empregada, as férmu-
las (3.8) e (3.12) ndo podem ser usadas para obter a complexidade aritmética envolvida no
calculo da DFrFT correspondente. Isso € devido ao fato que tal estratégia produz um decréscimo
no suporte de alguns autovetores, por anular componentes cujo valor absoluto era bem préximo
a zero antes do arredondamento. Como néo € possivel prever o quanto o suporte do vetor serd
diminuido, dada a casa decimal em que o arredondamento € realizado, recorreu-se a um programa
de computador para contar o nimero de multiplicagdes e adi¢Oes necessérias para calcular a
DFrFT arredondada. De qualquer forma, premissas similares as que tém sido consideradas nesta
secdo sdo empregadas em tal contagem. Mais especificamente, o nimero de multiplicacdes
para calcular a transformada continua relacionado ao nimero de componentes ndo-nulas com
valores absolutos distintos na versao arredondada de E (componentes repetidas, simetrias a parte,
também sdo consideradas), o nimero de adi¢des pode ser obtido considerando os pré-célculos

que foram observados nesta secdo e assim por diante.

3.1.5 Anadlise Comparativa

Nesta secdo, sdo apresentados os nimeros de multiplicacdes e adi¢des necessdrias para
calcular a DFrFT proposta para vérios valores de NV e € realizada a compara¢do com os niimeros
requeridos por outros métodos. Além da complexidade envolvida no cédlculo exato da transfor-
mada (sem arredondamento), foi considerado o envolvido na versio arredondada da transformada
(cujo arredondamento em diferentes casas decimais € indicado). Também € considerado o célculo
de uma DFrFT baseada em autodecomposi¢do pelo método direto, o método dado em (PEI;
YEH, 2001)° e a proposta em (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017); este tltimo método

é, até entdo, o método com menor complexidade aritmética documentado na literatura.

Os referidos nimeros sdo mostrados nas Tabelas 4 ¢ 5. A complexidade multiplicativa

do método proposto (sem arredondamento) € préxima da apresentada em (MAJORKOWSKA-

6 O método dado em (PEI; YEH, 2001) é baseado no cdlculo da DFrFT de comprimento [N por meio do célculo de
uma transformada fraciondria do cosseno e uma transformada fracionéria do seno com comprimentos N/2 + 1 e
N/2 — 1, respectivamente.
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Tabela 4 — Nuimero de multiplicacdes reais necessarias para o calculo da DFrFT de N pontos
utilizando diferentes abordagens (os nimeros entre parénteses indicam a casa decimal
em que foi realizado o arredondamento).

N direto PEI! M-M?  proposto proposto (arredondamento)

8 192 117 102 105 -
16 768 417 390 377 -
32 3072 1593 1542 1521 -
5.997 (42)
64 12288 6249  6.150  6.093
5.625 (32)
23. a
128 49152  24.777 24.582 24473 3.385 (42)
19.749 (32)
88.397 (42)
256 196.608 98.697 98.310  98.073
59.297 (32)
15.317 (42
512 786.432 393.993 393.222 392.729 315.317 (42)
139.653 (32)

L(PEL;, YEH, 2001).
2(MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017).

Fonte: Produzido pelos autores.

MECH; CARIOW, 2017), sendo, em geral, um pouco menor. Por outro lado, a complexidade
aditiva € reduzida para menos de metade da necessaria em (MAJORKOWSKA-MECH; CA-
RIOW, 2017). Em relacdo a transformada arredondada proposta, sdo apresentados nas tabelas os
nimeros para arredondamentos efetuados na quarta e terceira casas decimais apenas. A razao
para isso € que, para valores altos de /V, é observado que a mudanca entre as diferencas relativas
entre a complexidade multiplicativa associada ao arredondamento nessas duas casas decimais e
a associada ao célculo da transformada exata € mais perceptivel. Por exemplo, o nimero de mul-
tiplicagdes da DFrFT arredondada proposta na quarta e terceira casas decimais respectivamente
correspondem aproximadamente a 90% e 60% de Mysg; para N = 512, os referidos nimeros
correspondem aproximadamente a 80% e 36% de M. Estas reducdes sao significativas, uma
vez que o custo computacional de um algoritmo é normalmente concentrado na realizacdo de
operacdes de multiplicacdo. Também se verifica que o procedimento de arredondamento produz
significativa reducdo na complexidade aditiva apenas se uma unica casa decimal for preservada
(até 90% de redugdo para N = 512). Sdo mostradas nas Figuras 17a e 17b, as porcentagens
que representam os numeros de multiplicagdes e adicdes necessdrias para calcular a DFrFT
arredondada, para arredondamento em diferentes casas decimais, em relacdo ao valor para o

célculo da transformada proposta sem arredondamento.
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Tabela 5 — Numero de adi¢des reais necessarias para o calculo da DFrFT de N pontos utilizando
diferentes abordagens (os nimeros entre parénteses indicam a casa decimal em que
foi realizado o arredondamento).

N direto PEI! M-M?  proposto proposto (arredondamento)
8 432 279 270 131 —
16 1.760 987 990 455 -
32 7.104 3.747 3.774 1.691 —
6.395 (42)
64 28.544 14.643  14.718 6.459
6.339 (32)
24.531 (42)
12 114.432 . A1 25.211
8 3 57.939  58.110 ) 24.251 (32)
95.199 (42)
2 458.24 230.547 230.91 .
56 58.240 30.547 230.910  99.579 04.143 (32)
372.967 (42)
12 1.833.984 919.827 920.574 771
b) 833.984 919.8 920.5 395.7 368.827 (32)

NPEL; YEH, 2001).
2(MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017).

Fonte: Produzido pelos autores.

3.2 SIMULACOES COMPUTACIONAIS

Nesta secao, sao consideradas duas aplicacdes da DFrFT: filtragem e representagcao
compacta de sinais no dominio fracionério de Fourier (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017,
DE OLIVEIRA NETO; LIMA; PANARIO, 2018a; SERBES, 2017). O propésito desta se¢ao
€ validar, por meio de simulagdes, o emprego da transformada considerada ao longo deste
capitulo (incluindo a versdo arredondada) em tais cendrios; mais especificamente, a inten¢ao é
mostrar que € possivel utilizar a DFrFT calculada com complexidade aritmética reduzida sem

comprometimento de desempenho.

3.2.1 Filtragem no Dominio Fracionario

Para avaliar a aplicabilidade da DFrFT proposta no cendrio de filtragem no dominio
fracionario, € considerado o sinal Gaussiano
_ (t—30)2
x(t)y=e 20 | 0<t<A40,

ao qual o sinal chirp

c(t) = O,lei(%_%)

¢ adicionado. O sinal resultando é entdo amostrado com frequéncia f, = % Hz, produzindo um

sinal de tempo discreto com N = 256 amostras. Apos aplicar a DFrFT, € realizada a multiplicagdo
por um filtro rejeita-faixa no dominio fraciondrio. Por fim, a DFrFT inversa correspondente é

aplicada e a diferenga entre o sinal reconstruido e a versdo de tempo discreto de x(t) é medida
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Figura 17 — (a) Relac@o entre o nimero de multiplicagdes necessdrias para o calculo da DFrFT
arredondada e a ndo arredondada propostas; (b) a mesma relacio para o nimero de

adicdes.

multiplicagdes (proposto arredondado) x 100 %

adi¢des (proposto arredondado) x 100 %

multiplicagdes (proposto)

adi¢des (proposto)

100

(a)

80 +

60 ¢

W01 o N=64

- N=128
200 | O N=256
O N=512

0
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

casa decimal em que o arredondamento ¢ realizado

40

@ N=64
&+ N=128
20 | O N=256
O N=512

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

casa decimal em que o arredondamento ¢ realizado

Fonte: Produzido pelos autores.

pela raiz quadrada do erro médio quadritico (RMSE, do inglés root-mean-square error). E
usada como referéncia a DFrFT que utiliza a autobase HGL da DFT definida em (CANDAN;
KUTAY; OZAKTAS, 2000), que € identificada como Candan-DFrFT e cujo célculo pode ser
realizado usando o algoritmo proposto em (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017), por

exemplo. Poderiam ter sido escolhidos como referéncia, diferentes abordagens da DFrFT;

contudo, embora tais escolhas poderiam trazer alguma melhoria na performance em termos de

acuricia, a complexidade aritmética envolvida no cdlculo da transformada, que é o aspecto que

mais interessa a este trabalho, no melhor dos casos nao mudaria. Também foi realizado o mesmo

procedimento empregando a DFrFT proposta (versdes exata e arredondada), cujo cdlculo pode

ser realizado com complexidade aritmética reduzida como explicado na Secdo 3.1.

Na Figura 18a, € mostrado o sinal Gaussiano somado ao sinal chirp. Nas Figuras 18b
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Tabela 6 — Filtragem no dominio fraciondrio de Fourier: RMSE e complexidade aritmética
relacionada a reconstrugdo de um sinal Gaussiano de comprimento N = 256 apos a
remo¢do de um sinal aditivo chirp por meio de uma filtro rejeita-faixas.

DFrFT RMSE* Multiplicagdes (x10%) Adigdes (x10*)
Candan-DFrFT 0,0170 9,8310 23,0910
proposta 0,0102 9,8073 9,9579
proposta (arred. 62)  0,0102 9,4793 9,6367
proposta (arred. 3%)  0,0106 5,9297 9,4143

*Para servir de referéncia, o RMSE para o sinal antes da filtragem ¢é 0,0873.
Fonte: Produzido pelos autores.

e Fig. 18c, sdo mostrados respectivamente os sinais no dominio fraciondrio antes e apds a
multiplicacdo por um filtro rejeita-faixa; além do resultado alcangado utilizando a Candan-
DFrFT para a = 3,100, sdao mostrados nessas figuras os resultados obtidos para a DFrFT
proposta, para a = 3,088, apds o arredondamento na sexta e terceira casas decimais. A curva
para a DFrFT proposta exata ndo € mostrada porque ela nao é visualmente distinguivel da DFrFT
arredondada proposta na sexta casa decimal. Como mostrado na Figura 18d, a forma do sinal
Gaussiano reconstruido € satisfatdria para todos os casos. Esta conclusao € ratificada pelo calculo
do RMSE para cada uma das DFrFT utilizadas, que possuem valores claramente menores quando
comparados com o valor do RMSE do sinal antes da filtragem (ver Tabela 6) e cujas diferencas
parecem ser devido a menores ou maiores flutuagdes que ocorrem em intervalos em que o sinal

recuperado deveria ser zero.

Na Tabela 6, também sdo dadas as complexidades aritméticas envolvidas no célculo de
cada uma das DFrFT comparadas. O primeiro ponto de destaque nos valores apresentados é
o nimero de multiplicacdes necessdrias para aplicar a filtragem usando a DFrFT arredondada
proposta na terceira casa decimal, que € em torno de 40% menor que a requerida por todas as
outras transformadas. Em segundo lugar, observa-se que o niumero de adi¢des envolvidas no
calculo da DFrFT proposta (com e sem arredondamento) € menos da metade do que € necessario
na abordagem do Candan quando calculada pelo algoritmo dado em (MAJORKOWSKA-MECH;
CARIOW, 2017). Em resumo, conclui-se que a DFrFT proposta pode ser utilizada para fil-
tragem do sinal em questdo; este procedimento envolve menor complexidade aritmética do
que as outras DFrFT baseadas em autodecomposicao calculadas por meio do algoritmo dado
em (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017).

3.2.2 Representacio Compacta no Dominio Fracionario

Como segundo exemplo de aplicagdo, € considerada a representacdo do sinal em forma

compacta no dominio fraciondrio, que tem sido ttil na restauragdo de sinais (SERBES; DURAK-
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Sinal filtrado por meio da transformada fraciondria discreta de Fourier: (a) dominio
original; (b) dominio fracionario; (c) dominio fracionario apos a filtragem rejeita-
faixa; (d) dominio original apds a filtragem rejeita-faixa. Preto: Gaussiana + chirp
em (a), e sinal Gaussiano (d); azul: Candan-DFrFT (CANDAN; KUTAY; OZAK-
TAS, 2000); vermelho: DFrFT proposta (arredondada na 6% casa decimal); verde
pontilhada: DFrFT proposta (arredondada na 3% casa decimal).
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Fonte: Produzido pelos autores.

ATA, 2009), amostragem esparsa (BU et al., 2015), estimag¢do de taxa chirp (ZHENG; SHI,
2010), e andlise tempo-frequéncia (LU; XIAO; WEI, 2016; NGUYEN et al., 2017; SEJDIC;
DJUROVIC; STANKOVIC, 2011), por exemplo. Aqui € revisitada a aplicacdo do método da
menor norma (MNM, do inglés minimum norm method) proposto em (SERBES, 2017), que

permite achar a ordem fraciondria 6tima ap. que leva um sinal de interesse para um dominio

fraciondrio de Fourier em que sua representacdo seja a mais compacta possivel. Utiliza-se

como medida de compactagdo a norma-/;; é adotada uma estratégia de busca de modo que o

menor nimero possivel de transformagdes precisem ser calculadas. A norma-/; de um vetor

v = [0(0),...

,U(N — 1)] é definida em (SERBES, 2017) por:

b =3 fo(m)].
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O sinal utilizado nos experimentos € o chirp de duas componentes dada por

S(t) — Aoeiﬂ(mot2+2f0t) + Aleiﬂ(m1t2+2f1t)’

em que my = 0,1 e my = 0,4 so as taxas de chirp, fo = 0,1 e f; = —0,1 so as frequéncias de
deslocamento, e Ay = 1 e Ay = 1 sdo as amplitudes complexas. O sinal s(t) é amostrado para
produzir o sinal de tempo discreto de comprimento N = 512. As configuracdes para a aplicacio
do MNM sdo as mesmas usadas na Secao III.A de (SERBES, 2017), entdo, 55 transformadas
fraciondrias de Fourier sdo calculadas até que se encontre a ordem fraciondria 6tima. Na Tabela 7,

sdo mostrados os resultados do MNM aplicado em trés diferentes modos:

i E usada a Candan-DFrFT (CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000);
ii E usada a DFrFT proposta;

iii E usada a DFrFT arredondada proposta (na terceira casa decimal) para realizar a busca e,
uma vez que a ordem fraciondria 6tima € encontrada, a versao exata da mesma transformada
¢ usada para calcular a transformada do sinal, tendo como objetivo assegurar uma melhor

reconstru¢do do sinal.

Na tabela, observa-se que, embora as ordens fraciondrias 6timas encontradas por meio do MNM
sdo relativamente préximas entre si, a norma-¢; no dominio da DFrFT proposta (modos (ii) e
(ii1)) ¢ menor que a no dominio da Candan-DFrFT (modo (i) acima); de qualquer forma, em todos
0s casos, 0 objetivo de representar o sinal de forma mais compacta foi claramente alcancado.
Em particular, € notdvel o que fato que, mesmo quando a busca pela ordem fraciondria 6tima é
realizada usando a transformada arredondada (modo (iii) acima), € encontrado um valor quase
igual ao encontrado quando comparado com a respectiva transformada ndo arredondada (modo
(i) acima). Na Figura 19, em que a magnitude quadratica do sinal s(t) é plotada para o sinal
no dominio original e no dominio fracionério utilizando a ordem fraciondria 6tima encontrada,

tem-se uma nog¢ao visual do resultado alcancado.

Uma vez que a DFrFT considerada no modo (i) pode ser calculada usando o algoritmo
dado em (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017), o nimero correspondente ao total de
multiplicacdes e adi¢des envolvidas na aplicagdo do MNM pode ser calculado, para N = 512,

usando as Tabelas 4 e 5. Tais nlimeros sdo respectivamente dados por

55 x 393.222 =~ 2,1627 x 107

55 x 920.574 =~ 5,0631 x 107.

Diferentemente da transformada empregada no modo (i), a DFrFT proposta usada nos modos (ii)
e (iii) permite pré-calcular o produto entre ET (ou sua versdo arredondada) e o sinal a ser trans-

formado, como em (3.2), e para cada ordem fraciondria avaliada durante o processo de busca s@o
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Tabela 7 — Aplicacao do método da norma minima para o sinal chirp bi-componente usando (i)
Candan-DFrFT (CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000) calculada pelo algoritmo
dado em (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017), (ii) DFrFT proposta ndo arre-
dondada e (iii) uma combinacdo entre a DFrFT proposta com e sem arredondamento
(o arredondamento foi realizado na terceira casa decimal).

Modo  agy. ~ Norma-¢; Multiplicagdes (x107)  Adigdes (x107)

(1) 1,1861  377,9506 2,1627 5,0631
(i1) 1,1141  317,7685 1,1037 1,1151
(i)  1,1185  317,7684 0,4344 1,0792

*Como referéncia, a norma-¢; do sinal no dominio original (tempo) é 681,3125.
Fonte: Produzido pelos autores.

necessdrias novas operacoes aritméticas apenas no cdlculo dos produtos matriz-vetor (3.3) e (3.4).
Esta estratégia prové uma economia de aproximadamente metade das multiplicacdes e adi¢des
contada na Secdo 3.1.4. Mais especificamente, com base nas explicacOes dadas e considerando
os termos nos somatorios em (3.8) e (3.12), sdo obtidos os numeros de multiplicacdes e adi¢oes

aplicando o MNM no modo (ii) respectivamente como

195.598 + 55 x 197.131 &~ 1,1037 x 107

196.608 + 55 x 199.163 ~ 1,1151 x 10" .
De forma andloga, o MNM aplicado no modo (iii) requer
69.060 + 55 x 70.593 + 392.729 ~ 4,3444 x 10°
multiplicacdes e
183.136 + 55 x 185.691 + 395.771 ~ 1,0792 x 107

adicoes. A partir dos resultados mostrados acima, que também sao mostrados na Tabela 7,
conclui-se que cerca de 50% das multiplicacdes e 78% das adi¢Oes sdo economizadas, se 0
MNM for aplicado no modo (ii) ao invés do modo (i); se 0 modo (iii) for usado, comparando
com o modo (i), cerca de 80% das multiplicacdes e 79% das adi¢des sdo salvas. Isso sugere que
a DFrFT arredondada proposta pode ser utilizada durante a busca da ordem fraciondria 6tima no
MNM, provendo beneficios significativos do ponto de vista de complexidade computacional e

velocidade.

3.3 CONSIDERACOES

Neste capitulo, foi introduzido um método para calculo eficiente de uma transformada

fraciondria discreta de Fourier baseada na autodecomposi¢ao do operador da transformada de
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Figura 19 — Magnitude quadrética do sinal chirp bi-componente no dominio original (tempo) e
no dominio fraciondrio utilizando o método da menor norma.

T T T T

60 1 DFrFT proposta |
Candan-DFrFT [50]
50 + dominio original (tempo) .

Fonte: Produzido pelos autores.

Fourier ordinéria. Esta abordagem prové uma significativa redu¢cdo na complexidade aritmética,
quando comparada com outros métodos do estado-da-arte, sendo aplicdvel em determinados
cendrios praticos. Foi demonstrado que a transformada proposta pode ser aplicada empregando
uma estratégia de arredondamento das componentes dos autovetores do tipo Hemite-Gaussiano
usados para definir a transformada, permitindo uma economia de 50% a 80% no nimero de
multiplicacdes e adi¢des envolvidas no referido calculo, ao mesmo tempo em que um desempenho

satisfatorio é mantido.
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4 AUTOVETORES DO TIPO HERMITE-GAUSSIANO DA TRANSFORMADA NU-
MERICA DE FOURIER A PARTIR DE MATRIZES GERADORAS

A transformada numérica de Fourier (FNT, do inglés Fourier number transform) tem
sido vastamente estudada nas ultimas décadas. Aplicacdes que envolvem esta transformada
incluem cdlculo rapido de convolugdes sem erros de arredondamento, cifragem de imagem,
comunicacdo multiusudrio, cddigos corretores de erro e processamento de sinais no domi-
nio cifrado (AGARWAL; BURRUS, 1974; RUBANOV et al., 1998; BOUSSAKTA; HOLT,
1999; SONG et al., 2014b; TOIVONEN; HEIKKILA, 2006; LIMA; LIMA; MADEIRO, 2013;
LIMA; MADEIRO; SALES, 2015; ZHAO et al., 2016a; PEDROUZO-ULLOA; TRONCOSO-
PASTORIZA; PEREZ-GONZALEZ, 2017). Mais recentemente, transformadas numéricas fracio-
ndrias de Fourier (FrFNT, do inglés fractional Fourier number transform) tém sido apresentadas
na literatura (PEl; WEN; DING, 2011; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2012; LIMA; CAM-
PELLO DE SOUZA, 2016; LIMA; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2017). Assim como
ocorre com as transformadas fracionérias definidas sobre o corpo dos complexos ou dos reais,
a FrFNT € normalmente baseada na expansao espectral da matriz da transformada ordinéria

correspondente. Seja F' a matriz da FNT, a sua expansao espectral ¢ dada por
F = EAET,

em que E é uma matriz quadrada cujas colunas sdo formadas por um conjunto ortonormal
de autovetores de F e seus respectivos autovalores estdo dispostos na matriz diagonal A. A
autoestrutura da FNT € andloga a da DFT (BIRTWISTLE, 1982; MCCLELLAN; PARKS, 1972);
seus autovalores sdo {1, —1,7, —i}, em que i* = —1 (mod p), em que p € um primo {mpar, € as
multiplicidades dos autovalores dependem do valor de N como mostrado na Tabela 8. A matriz

da FrENT pode ser obtida entao como
F*=EA“E", (4.1)

em que a ordem fraciondria € denotada por a = 2, emque a; € Z e ay € Z*.
a2

Tabela 8 — Multiplicidade dos autovetores da matriz da FNT N x N.

N #1y # #HE) #H
AL [L+1 L L L1
AL+1 | L+1 L L L
AL+2 | L+1 L L+1 L
AL+3 | L+1 L+1 L+1 L

Fonte: (BIRTWISTLE, 1982)
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Existem diferentes formas de construir um conjunto ortonormal de autovetores da FNT
para ser usado como colunas da matriz E (PEI; WEN; DING, 2011; LIMA; CAMPELLO DE
SOUZA, 2012; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016). Normalmente, estes métodos sao
extensdes para corpos finitos de abordagens primeiramente apresentadas no corpo dos reais (PEI;
WEN; DING, 2008; CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000; KUZNETSOV, 2015). Em parti-
cular, Lima e Campello de Souza apresentaram um método para construcao de autovetores do
tipo Hermite-Gaussiano (HGL) da FNT a partir de férmulas fechadas (LIMA; CAMPELLO
DE SOUZA, 2016). O trabalho € a contraparte em corpos finitos da abordagem apresentada
em (KUZNETSOV, 2015). A partir de combinacdes lineares de vetores Gaussianos dilatados, o
método produz autovetores HGL da FNT que podem ser dispostos numa ordem especifica como
colunas da matriz E. Deste modo, esta abordagem evita ambiguidades e gera uma base unica de
autovetores da FNT que € usada para definir a FrFNT e empregada pelos autores em um sistema

de cifragem de imagens.

Em (PEIL; CHANG, 2009), Pei e Chang propdem um método de matrizes geradoras para
constru¢do de autovetores da DFT. Em (PEI; CHANG, 2016), o método de matrizes geradoras €
utilizado para construir autovetores HGL da DFT utilizando uma matriz geradora especifica. No
Capitulo 2, sdo removidas algumas restricdes da metodologia apresentada em (PEl; CHANG,
2016) e sdo apresentados dois métodos para constru¢do de uma base de autovetores HGL da
DFT (DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017; DE OLIVEIRA NETO; LIMA; PANARIO, 2018a).

Neste capitulo, € apresentado o método das matrizes geradoras para construgdo de
autovetores da FNT e indicado como escolher alguns de seus parametros para obter-se uma base
de autovetores do tipo Hermite-Gaussiano. Além do mais, € mostrado que essa base coincide
com o conjunto obtido em (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016). Utilizando a abordagem
descrita neste capitulo, este conjunto pode ser gerado a partir de apenas quatro vetores sementes

e dispensa a computagdo prévia dos vetores Gaussianos dilatados mencionados anteriormente.

Ap6s essa introdugao, na Se¢do 4.1, sao apresentadas algumas definicdes matematicas
necessarias para o entendimento do método proposto. Nas Se¢des 4.2, 4.3 e 4.4 sdo dadas as

principais contribui¢des deste capitulo, como elencado a seguir.
i Na Secao 4.2.1, o método de constru¢ido de autovetores da FNT a partir de matrizes
geradoras € apresentado;

i1 Na Sec¢ado 4.2.2, é apresentado um novo algoritmo para constru¢do da base proposta
em (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016).

iii Na Secdo 4.3, € mostrado um exemplo especifico para ilustrar a construcdo da base a partir

de matrizes geradoras; € usada essa base na defini¢cdo da FrFNT.

iv Na Secao 4.4, sdo discutidos aspectos relevantes do método proposto comparando com as

outras técnicas encontradas na literatura.
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v Na Sec¢do 4.5, é apresentado um resumo do capitulo.

4.1 PRELIMINARES MATEMATICAS

Nesta se¢do, sdo dadas algumas defini¢cdes matematicas que sdo necessdrias ao longo

deste capitulo.

4.1.1 Transformada numérica de Fourier centralizada

Neste trabalho, foi considerada a versdo centralizada da transformada numérica de

Fourier.

Definicio 4.1. Seja x uma sequéncia de N pontos, cujas componentes x(n) estio em um corpo
finito IF,,, em que p € um primo impar; a transformada numérica de Fourier de x € calculada

modulo p por

1

X(k) = = > aw(n)a ™, kely, (4.2)
neln

B

em que a € F, é um elemento com ordem multiplicativa denotada por ord(cr) = N, X é uma
sequéncia de N-pontos cujas as componentes X (k) estdo sobre F, e Iy := {—M + 1, —M +
2, —M N}, M=|N].

4.1.2 Funcoes trigonométricas sobre corpos finitos

Definicdo 4.2. Seja ( € F, um elemento com ordem multiplicativa ord(() = N. O seno

€ 0 cosseno sobre corpos finitos de um arco relacionado com ( sdo computados médulo p,

respectivamente, por
S

sen¢(z) == T cos¢(z) :

¢"+C”

= 4.3
5 (4.3)
emquezr =0,1,...,0rd(¢) — 1 ei? = —1(mod p) (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998b;

LIMA; CAMPELLO DE SOUZA; PANARIO, 2011).

4.1.3 Autovetores do tipo Hermite-Gaussiano da transformada numérica de Fourier a
partir de féormulas fechadas

Nesta secdo, sdo sumarizadas algumas contribui¢cdes de (LIMA; CAMPELLO DE
SOUZA, 2016). Utilizando as fung¢des trigonométricas mostradas na Definicao 4.2, os autores

definiram a sequéncia S, como a seguir.
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Definiciio 4.3. Seja o € F, um elemento com ord(a) = N, ( = Jaeord(() = 2N . A
sequéncia S¢(k) é definida por S;(0) :==1e

k
Se(k) =[] 2senc(n), k> 1. (4.4)
n=1

Proposicio 4.1. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016) A sequéncia S (k) satisfaz as seguintes
propriedades:
(i) S¢(k) =0, parak > N;

(ii) S¢(k)S¢(N —k—1)=N,para0 <k <N — 1.

Além disso, em (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016), descreve-se como construir os
conjuntos de vetores u e v a partir da sequéncia S¢ para todos os valores de N. Como ilustracdo,

sdo0 mostrados a seguir as expressoes para N = 4L + 1.

Teorema 4.1. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016) Para N = 4L + 1, os vetores com
simetria par {0, }_r<n<1 € os vetores com simetria impar {v,}_p<n<p—1 Sdo construidos

como.

1. un(k) := S¢(3L+n+ k)S:(3L +n — k), k € Ix. Estes vetores formam um conjunto

linearmente independente e satisfazem

Fu; = U; = N"'25.(2L + 2j)u_;. (4.5)

2. vp(k) = sen¢(2k)Sc(3L +n + k)S:(3L +n — k), k € Iy. Estes vetores formam um

conjunto linearmente independente e satisfazem

Fv; =V, =—iN"25(2L +2j + 1)v_;_1. (4.6)

combina-se linearmente esses vetores com suas FNT, construindo a base indicada a

seguir.

Corolario 4.1. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016) Os N vetores

w, =u, + U,, 0<n<L,
X, =V, +1V,, 0<n<L-1,
Yn = —Upp1 + Upg, 0<n<L-1 e

Z, = —V, +1V,, 0<n<L-1,
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formam uma base de autovetores da FNT.

Uma base ortonormal € construida aplicando o algoritmo de Gram-Schmidt aos conjuntos

{Wy o<n<is {XnYo<n<i—15 {¥n to<n<i—1 € {Zn }o<n<r_1, formando os conjuntos {w; }o<,<z,

{xt}ocn<r 1, {¥Etocn<r_1 € {2z} }o<n<r_1. Estes vetores sdo organizados como @4, = w.,

0§n§L7®4n+1:XyJ;,OSnSL_19®4n+2:y#aOSTLSL_17e©4n+3:Z7J{’

0 <n < L — 1, produzindo a base ortonormal de autovetores da FNT {(I)#L}Ogmg N—1-

Embora neste texto apenas estejam transcritas as expressoes para N = 4L+ 1, os autores
de (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016) mostram no artigo o procedimento para constru¢ao
da base para todos os valores de /N. Como esta abordagem € uma extensao do método descrito
em (KUZNETSOV, 2015), eles nomearam estes vetores como autovetores HGL da FNT.

4.2  AUTOBASE DA TRANSFORMADA NUMERICA DE FOURIER A PARTIR DE MA-
TRIZES GERADORAS

Nesta secdo, € apresentada a principal contribui¢io deste capitulo.

4.2.1 Matrizes para geracao de autovetores da FNT

A seguir, € introduzido o conceito de matrizes geradoras para constru¢io de autovetores
da FNT. Este método € uma extensdo para corpos finitos do algoritmo descrito em (PEI; CHANG,
2009) para constru¢do de autovetores da DFT.

Seja F a matriz da FNT de N pontos e A uma matriz quadrada N x N que satisfaz
F2AF? = vA, em que 7y é uma constante. A matriz geradora S o é definida como

Sa =7:F'AF + A 4.7)

e satisfaz a seguinte propriedade:

Proposicao 4.2. Se x é um autovetor da FNT com autovalor A, entdo X' = S X também é um

1
autovetor da FNT com autovalor Ay = 72 ).
Prova. Desde que F* é a matriz identidade, tem-se o seguinte desenvolvimento:

Fx' = F(Sax)

F(v:F'AF + A)x

(y2AF + FA)x = (y2AF + F'F?AF*)x

= (Y2AF + F'yAF?)x = (v?A + F 'yAF)Fx
72 (A +72F 'AF)Fx = 778 A\, x

Y2 AX.
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Isto é, a partir de autovetores sementes, constrdi-se outros autovetores com autovalores co-
nhecidos. Na secdo seguinte, é descrito como construir uma autobase HGL ortogonal da FNT

utilizando uma matriz geradora especifica.

4.2.2 Base de autovetores HGL da FNT a partir de matrizes geradoras

Seja C a matriz diagonal cujo elemento na (k 4+ M )-ésima linha e na (k + M )-ésima
coluna é dado por 2 cos,(k), k € Iy, em que a € [F, tem ordem multiplicativa ord(a)) = N e
Iy ={-M+1,-M+2,...,—M + N}, M = [ ¥ ]. Desde que C satisfaz F2CF? = C,
Sc = F7ICF + C é a matriz geradora dada por

2co8a(—M + 1) 1 0
1 2coso(—M + 2) 1
Sc = 0 1 2 cosy(—M + 3)
i 1 0 0 2co84(—M + N) |

em que M = | M.

Definicio 4.4. Seja {gy = wo, g1 = X0, 82 = Yo, 83 = Zo} uma conjunto de vetores semente.
O conjunto {g,, }o<m<n—1 de autovetores HGL da transformada numérica de Fourier é construido

aplicando recursivamente a matriz geradora S como se segue:

n=1,2,.. #{1} -1,
n=1,2, .. #{—i} —1,
n=1,2 .. #{-1} -1,
n=1,2,..,#{i} -1,

Bian = ch4(n71)7
Zint1 = Sc8i(n-1)+1,
8in+2 = ScBimn-1)+2,

8in+3 = Sc8i(n—1)+3

em que #{1}, #{—i}, #{—1} e #{i} sdo as multiplicidades dos autovetores 1, —i, —1 e i,

respectivamente, como mostrado na Tabela 8.

Teorema 4.2. O conjunto {g.-}o<m<n_1 obtido aplicando o algoritmo de Gram-Schmidt a cada
um dos subconjuntos construidos usando a Defini¢do 4.4 é uma versdo escalonada do conjunto
{¢m-Yo<m<n—1 proposto em (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016).

A prova do Teorema 4.2 requer alguns lemas descritos a seguir. A prova se desenvolve
mostrando-se que € possivel escrever os vetores construidos utilizando o algoritmo proposto
na Defini¢cdo 4.4 como uma combinacao linear dos vetores dos conjuntos {Wn}ogng(#{l}_l),
{xnYosnz{-iy-1) {¥ntosnz#{-13-1) € {Zn}o<n<(#(i}—1)- De fato, apenas a prova para N =
4L + 1 é apresentada, uma vez que a prova para os demais valores de N segue os mesmos passos.
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Primeiramente, os vetores do conjunto {g, }o<,<n—1 s30 renomeados para

{W, Yo<n<@(1}-1) = {8 Yo<nz(#(1)-1);

{X;}ogng(#{—i}—l) = {g4n+1}0§n§(#{—i}—1)v

{Y;}ogné(#{fl}fl) = {8an+2to<n<({-13-1);
{ZoYosns 1) = {Bunrstosnsin-1)-

Além do mais, os seguintes resultados sdo necessdrios:

Lema 4.1. Os vetores do conjunto {gm, }o<m<n—1 podem ser escritos em fungdo da matriz C de

acordo com

—Cw, ,+FCw/, |,

w/, =Scw/, , =F 'CFw/, , + Cw/_,,

/
Fw/, =F(F 'CFw/, , + Cw/, ) = CFw/,_, + FCw/_,,
Aw, W, = CAyr W, | +FCw,_,,
w, =Cw,_, + FCw,_,
A prova para X, y! e z. segue os mesmos passos. |

Da definicdo dos vetores u,, € v,, no Teorema 4.1, pode-se renomear d,, € 9,, como

d, = N"25:(2L + 2n), (4.8)

8, = N728:(2L + 2n + 1). (4.9)
Proposicao 4.3. Para 0 < n < 2L, d, satisfaz,

(i) dnd—n =1,

(ii) doy = 1.
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Prova. Utilizando a Propriedade 4.1(ii) da sequéncia S¢, isso é, S¢(k)S¢(N —k —1) = N,
tem-se

(i) Para 0 < n < 2L, usando (4.8):
dpd_p, = N72S:(2L 4 2n) N2 S¢(2L — 2n) = N™'S¢(2L + 2n)S¢ (2L — 2n).
Aplicando a substituicdo k = 2L + 2n, tem-se

dpd_p = N'Sc(k)S¢(N —k—1)=N"'N=1.

(ii) Para 0 < n < 2L, usando a Propriedade 4.1(ii), S;(k)S:(N — k — 1) = N, e aplicando
a substituicdo k = 2L,

Sc(2L)S¢(2L) = N, S.(2L) = N=.

Entdo, dg = N~ 25:(2L) = N"2Nz = 1.

Por outro lado, ¢,, definido em (4.9) satisfaz a seguinte propriedade:
Proposicao 4.4. Para 0 <n < 2L, 0,0_, 1 = 1.

Prova. Considerando-se o desenvolvimento a seguir:

0nb-n1 = N"25:(2L+2n + 1)N"25:(2L — 2n — 2+ 1)
= N7'S¢(2L + 2n + 1)S¢(2L — 2n — 1).

Dai, aplica-se a substituicdo k = 2L + 2n + 1, obtendo-se como resultado

600 1 =N"'S:(k)S¢(N —k—-1)=N"'N=1.

Substituindo (4.8) e (4.9) nas expressdes para w,,, X,,, ¥, € Z,, tem-se

W, = U, + dnu—’m
Xp = Vp + 6nv—n—17
Yn = —Upy1 + dnu—n—b

Zy = —Vp+ 0pV_pn_1.
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Utilizando o Teorema 4.1, escreve-se u,, como uma func¢do de u,,_;, uma vez que u,, (k)

satisfaz

Sc(3L +n+k)Se(3L +n — k) =

=2sen; (3L+n+k)2sen BL+n—k)Sc(3L+n—1+4+k)Sc(BL+n—1—k)
= 2sen; (3L +n + k) 2sen; (3L +n — k) u,—1(k)

= (2cos¢ (2k) — 2 cos¢ (2(3L 4+ n))) up—1(k).

Renomeando C(k) = 2cos¢ (2k) = 2cos, (k) € ¢, = 2cos¢ (2(3L +n)) = 2cos, (3L + n),

pode-se escrever u,, como uma fung¢io de u,,_,
un (k) = [C(k) — cplun—1(k) e C(k)up_1(k) = un(k) + crun—1(k).

Um argumento similar também se aplica para v, (k); escrevendo as expressdes na forma vetorial,

obtém-se para u, e v,

Cunfl =u, + Uy, CVn,1 = Vp + CrVp-1. (410)

. . L . ’ - .
A partir daqui, serd descrito como escrever w,, como fun¢@o do conjunto {w;, }o<;j<n.

Primeiramente, usa-se o Lema 4.1 para mostrar o cason = 1:
! I !
w, = Cw, + FCw,.
!
Desde que w, = w, tem-se

Wll = CWO + FCWQ = C(llo + d()llo) + FC(UO + dQllo).

Utilizando as Propriedades 4.3(i) e 4.3(ii) e aplicando (4.10), tem-se

2(Cug + FCuy)
2[(u; + crug) + F(ug + ciug)] = 2[(u; + c1ug) + (dyu_q + c1douy)]
2[(111 —+ dlll_1> + (Clllo —+ Cldouo)] = 2W1 + 201W0.

/
Wy

Aplicando um procedimento andlogo, chega-se nas expressdes para x}, y] e z}, obtendo

x| = X1 + (€1 + 0o + co)Xo,
Y1 =y1 + (c2 + co)yo,

zy =21 + (¢1 — 0o + o) Zo-

Continuando, w, ;,1 < n < (#{1} — 1), pode ser escrito como uma combinaco linear

dos vetores {w }p<j<,—1 como

/

Wpo1 = ﬁn—lwn—l + Bn—QWn—Q + -+ ﬂlwl + BOW(M
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em que {3, }o<j<n—1 sdo constantes. Novamente, utilizando o Lema 4.1, escreve-se

w, =Cw,_, + FCw,_,
=C(Bn-1Up_1 + Bn2Up_o + -+ frug + 280up + frdiu_y
+ 0t Buadn 20 pio + Buo1dn1upy1)
+FC(Bn1y1 + Bnoly oz + -+ Biuy + 2600 + frdiu,
+ o Bradn—2U o + Bpo1dp_1u_pq1).
Utilizando (4.10) e aplicando a FNT no segundo termo do lado direito da expressao acima

(FCw,,_,), agrupa-se os termos relacionados a u; e u_;, 0 < j < n, como se segue:
W, =Bn1(Wn + dpu_y,) + [Bu16n + Bu2 + Bu1conio)(Wao1 + dpuppq)
+ -+ Bilem + cjnr) + B + Biadjad_j)(u; + dju_y)
+ -+ [Brea + 260 + Prcol(wr + diu_y) + 2801 + Birdi](ug + doug).
Entdo, expressa-se w,, como fungdo do conjunto {w, }o<j<n:
W, = B 1Wp 4 [Bu16n + Bn2 + Bu1coni2l Wi

+ -+ [ﬂj(Cj_H + C_j_|_1) + 6]‘_1 + ﬂj_;.ldj_,_ld_j]wj
+ -+ [Bica + 260 + Bicolwi + [2B0c1 + Sidi]wo.

O mesmo procedimento pode ser aplicado para os demais valores de N, assim como

parax),y! ez, . Deste modo, apds aplicar o algoritmo de Gram-Schmidt, tem-se

VA 1
Wn - /Bn—lwn’
A 1
Xn - ﬁn—lxna
1L 1
Yn - ﬁnflyn7

1L 1
Zn - /anlsz

para0 <n < (#{j} —1),emque j € {1, —i, —1, i}. Isso completa a prova do Teorema 4.2.
|

O método para construgio da autobase HGL da FNT {g= }o<,,<n_1 pode ser resumido

nos passos descritos na Tabela 9.

4.3 UM EXEMPLO

Nesta secdo, é dado um exemplo ilustrativo no qual autovetores HGL da FNT sao
contruidos de acordo com o método proposto neste capitulo. Seguindo os passos sumarizados na

Tabela 9, escolhe-se p = 73, a« = 2, ( =41 e N = 9 (passo 1). A sequéncia

Se = {1,67,24,7,3,43,46,35,9}
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Tabela 9 — Resumo da construgdo da autobase HGL da FNT a partir do método de matrizes
geradoras.

1. Escolher as constantes:
poo, (=, N=4L+1,M = [¥H| Iy={-M+1,...,.—M+ N}
2. Construir a sequéncia Sg(k), 1<kE<N-1:
Sc(0) =1, Sc(k) = TTne,y 2seng(n).
3. Construir os vetores {uy }_1<n<1 € {vp}_1<n<0, k € In:
un (k) = S¢(3L +n + k)S¢(3L +n — k) ,Fu,, = U, = N"V/28:(2L + 2n)u_,,
v (k) = sencu, (k) ,Fv, =V, = —iN"Y28:(2L + 2n + 1)v_,_;.

4. Construir os autovetores semente:

go=up+Up,g =vog+iVg,g2=—-u; +U;,g3 =—vg+1iVy.

5. Construir a matriz geradora S, k € Iy :
C(k+ M,k + M) =2cos,(k), Sc=F'CF+C.

6. Construir a autobase {g, fo<m<n—_1:

84n = ScBu(n—1)s 8in+1 = SC84(n—1)+1> 84n+2 = SCB4(n—1)42> 84n+3 = SCB4(n—1)43-

7. Obter {g; }o<m<n—1 aplicando o algoritmo de Gram-Schmidt ao conjunto {g, }o<m<n—1-

Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA; PANARIO, 2018b).

¢ construida (passo 2, Tabela 9), assim como os vetores (passo 3, Tabela 9)

u,;=[0 70 26 65 24 65 26 70 0
w=[0 0 27 45 72 45 27 0 0],
w=[0 0 0 49 57 49 0 0 0]
vy =[0 5 57 57 0 16 16 68 0],
vo=[0 0 62 17 0 56 11 0 0

Tais vetores sdo plotados na Figura 20. Nesta figura, as amostras dos vetores sdo plotadas de
maneira a enfatizar a simetria de cada vetor, embora em corpos finitos ndo seja possivel classificar
um ndmero como sendo “positivo” ou “negativo”. Neste sentido, levando em consideracao o
simétrico aditivo médulo 73, € facil notar na figura que os vetores {u, }_1<n<1 € {Vy}_1<n<o

possuem simetria par e impar, respectivamente.

Os autovetores semente g,,, n = 0,1,2, 3, sdo construidos de acordo com o passo 4

(Tabela 9) e sao dados por

go=1[0 0 54 17 71 17 54 0 0],
gr=1[0 23 3 31 0 42 70 50 0],
go=1[0 27 58 23 19 23 58 27 0],
gs=[0 23 25 70 0O 3 48 50 0.



87

Figura 20 — Vetores: (a) u_1, (b) ug, (¢) uy, (d) v_y, e (e) v.

oU_1| o} ° Ug 709 [1§] 70}

N J

Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA; PANARIO, 2018b)

A matriz geradora S¢, construida de acordo com o passo 5 (Tabela 9), € dada por

48 1 0 00 0O 0 0 1

172 1 00 0 0 0 O

0 159 10 0 0 0 O

0 0 139 1 0 0 0 O

Sc = 0o 0o 0 1.2 1 0 0 O
0o 0 0 013 1 0 0

0 0 0 00 153 1 0

0o 0 0 00 O 1 72 1

1 0 0 00 O 0 1 48

Usando Sc e os autovetores semente, a autobase {g,, }o<m<s € construida de acordo com o passo
6 (Tabela 9). Apés a ortogonalizacdo desses vetores (passo 7, Tabela 9), é obtida a autobase

{g-Yo<m<s, cujos vetores sdo

gr=[0 0 54 17 71 17 54 0 0],
gr=[0 23 3 31 0 42 70 50 0,
gy =[0 27 58 23 19 23 58 27 0,
gr=[0 23 25 70 0 3 48 50 0],
gr=[0 54 30 50 61 50 30 54 0],
g =123 19 52 68 0 5 21 54 50],
gr =[27 66 54 44 14 44 54 66 27,
gr=[23 4 34 33 0 51 39 69 50],
5 =1 ]

54 58 1 63 30 63 1 58 54].

o]
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Figura 21 — Autovetores: (a) gp, (b) gi, (¢) g5, (d) g1, (e) g1, () g, (2) g7, (h) g+, e (i) g5 .
(b)
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Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA; PANARIO, 2018b)

Estes vetores sdo plotados na Figura 21. Também nesta figura, observa-se a simetria par ou impar
dos vetores com indices pares ou impares, respectivamente. Os autovetores HGL podem ser
dispostos como colunas da matriz E em (4.1) e, dada uma ordem fraciondria a, a matriz F* da

FrENT correspondente € obtida. Considerando, por exemplo, as matrizes F¢, para a = % ea=

tem-se

o7
21
45
22
62
34
37
63

9

3
I

21
32
71
18
72
21
37
41
63

45
71
29
41
20
21
25
37
37

22
18
41
67

4
23
21
21
34

62
72
20

4
26

4
20
72
62

34
21
21
23

4
67
41
18
22

37
37
25
21
20
41
99
71
45

63
41
37
21
72
18
71
32
21

63
37
34
62
22
45
21
57

~Ne
w

IS

1
3°
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67 60 15 3 56 57 52 30 22
60 36 42 48 48 0 42 70 30
15 42 44 65 60 13 28 42 52
3 48 65 28 46 53 13 0 57
o6 48 60 46 4 46 60 48 56
57 0 13 53 46 28 65 48 3
02 42 28 13 60 65 44 42 15
30 70 42 0 48 48 42 36 60
22 30 52 57 56 3 15 60 67

3
I

Na Figura 22, sdo plotadas as FrFNT dos vetores

Xs=[0 00 0 1 0 0 0 0],
Xe=[0 0 1 1 1 1 1 0 0,
Xe=[0 0 0 0 1 1 1 1 1],

calculadas utilizando F2 e F3. As referidas transformadas sio dadas por

Xg%):[@‘z 72 20 4 26 4 2 72 62,

xE Zppa 0020 10 1 10 20 0 54,

x) Z 50 15 67 30 38 6 17 68 61],

X(g%):[56 48 60 46 4 46 60 48 56,

x() =37 34 64 50 70 50 64 34 37,
)

x =[71 44 49 23 68 44 7 15 55].

4.4 DISCUSSAO

Nesta secdo, sdo discutidos alguns aspectos importantes do método proposto neste capi-
tulo e do conjunto de autovetores HGL da FNT {g:- }o<,,<x_1. Primeiramente, sdo levantadas
possibilidades relacionadas a complexidade aritmética envolvida no cdlculo da FrFNT definida
utilizando o referido conjunto. Em sequéncia, sdo apresentadas propriedades do método de

matrizes geradoras, comparando com outras abordagens no mesmo contexto.

4.4.1 Complexidade aritmética

A primeira vista, a complexidade do calculo de uma FrENT definida utilizando a autobase
proposta neste capitulo € O(N?). Contudo, conjectura-se que uma complexidade menor pode
ser obtida aplicando o método dado em (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017). Este
método depende basicamente das simetrias da matriz de transformacao e, embora tenha sido

desenvolvido para o célculo da DFrFT, € possivel estender o algoritmo para o cendrio dos corpos
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1 1
Figura 22 — Vetores: (a) x4, (d) X € (g) Xy; respectivas FrtFENT para a = %: (b) X§2 >, (e) XSVQ)

e X eparaa =1 @ XY, 0 x{ e iy x{Y.

(a) (b) (c)
1 1
Xs e * XE 70 * X§ 70F
0sl 6 60 0 60
50 50 F
0.6
40 40
30 30
0.4 3
20 20
0.2}
10F 10F
® ® 9
e 0o @ | o oo oo
4 3 2 1 1 2 3 4 4 3 2 1 2 3 4 4 3 2 A 1 2 3 4
(d) (e) ()
® o 19 o o 1 1
Xw X2 70 X3 709
osl w 60 w 60 |
50 50f
0.6 20 a0}
04l 30 30f
20 20f
0.2} I
T 10 T 10f
b SR I s SIS SIS T 4 3 2 A 1 2 3 4
(g (h) ()
9 © © o o 1 1
Xu X2 ° 70 F ° ® X3 70¢
u 60 u 60}
08|
50 F sob
osr 40g 40}
04l 30 30
20F 20F
o2t T 10 x 10 T
. o o o * ?
43 2 1 1 2 3 4 4 3 2 1 1 2 3 4 4 3 2 a1 1 2 3 4

Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA; PANARIO, 2018b)

finitos. No intuito de fornecer uma ilustragdo preliminar de tal possibilidade, considera-se a
matriz F2 da FrFNT construida no exemplo da Secdo 4.3. Sua versdo nio-centralizada' F2 pode

ser escrita como

[ b c d e f f e d ¢

c g h v 53 k I I m

d hn o q r r s 1
. e 1 o0 t L uwov or |1
Fe=|f j q |l w z u r k|,

fk ru x w | q 7

e L r v u L t o 1

d | s r r q on h

cm L1l k 5 i h g

emqueb =26,c=4,d=20,e="T72,f =62,9g =67, h =41,1 = 18,5 = 22, k = 34,
[l =21,m =23,n=259,0="T1,q =45, r = 37,s = 25,t = 32, u = 63, v = 41,

1 O método proposto em (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017) considera transformadas ndo-centralizadas,
que podem ser obtidas aplicando um deslocamento circular nas linhas e colunas da matriz da transformada
centralizada.
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w=57ex =9. A simetria de F2 e o fato de que ela apresenta apenas 22 entradas distintas
podem ser explorados com o intuito de efetuar eficientemente o produto entre esta matriz € um
vetor cuja FrFNT deseja-se calcular (a estratégia pode ser similar a apresentada no Exemplo
1 de (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017) e explicada na Sec¢do 4 do mesmo artigo).
Mais precisamente, deve-se poder efetuar este produto utilizando no méximo 41 multiplicacdes
e 56 adi¢des em [F;3 (ver Tabela 4 em (MAJORKOWSKA-MECH; CARIOW, 2017)). Por outro
lado, o método direto requer 81 multiplicacdes e 72 adicoes.

A possibilidade descrita acima ainda necessita de maiores estudos, isto deve ser parte de
um trabalho futuro. A extensdo de outras estratégias, como a descrita em (LIU et al., 2014), para
corpos finitos ndo parece ser tdo clara, devido ao fato de que algumas operacdes ndo devem ter um
equivalente em corpos finitos (multiplicacdo por sinal chirp, por exemplo). De qualquer forma,
diferentemente da DFrFT, as aplica¢des da FrENT envolvem apenas aritmética com nimeros
inteiros. Isso permite implementar em casos especificos multiplicacdes por meio de adi¢des e
deslocamentos de bits (ver por exemplo (BLAHUT, 2003; BLAHUT, 2010; DE OLIVEIRA
NETO; LIMA, 2018)).

4.4.2 Propriedades e comparacoes com outros autovetores da FNT

Na Secdo 4.2.1, é demonstrado que o método de matrizes geradoras pode ser usado
recursivamente para constru¢ao de autovetores da FNT. A partir da escolha da matriz A satisfa-
zendo F2AF? = vA e um autovetor semente, autovetores da FNT, relacionados a autovalores
possivelmente diferentes, podem ser obtidos. Os autovetores gerados podem constituir uma base
que pode ser utilizada na definicdo da FrENT (esta possibilidade assim como um sistema de
cifragem de imagens € descrito no Capitulo 5). Na Secdo 4.2.2, € demonstrado que, se A = Ce
autovetores especificos sdo escolhidos, € obtida a autobase HGL da FNT apresentada em (LIMA;
CAMPELLO DE SOUZA, 2016). Neste contexto, é relevante listar algumas das proprieda-

des do método, indicando quando eles sdo especificamente relacionados com o conjunto HGL

{gfn}ogmg\r—l!

1. O método de matrizes geradoras utiliza férmulas fechadas e ndo requer, por exemplo, o

emprego de algoritmos para achar raizes de polindmios sobre corpos finitos;

2. Diferentes conjuntos de autovetores da FNT podem ser obtidos modificando a matriz
geradora utilizada, assim como os vetores semente. Consequentemente, se 0 conjunto

obtido for uma base, diferentes FrFNT podem ser definidas;

3. Autovetores com componentes em corpos de extensdo podem ser evitados, escolhendo ma-
trizes geradoras e autovetores semente com componentes apenas em I,,. Isso significa que
todas as operacdes envolvidas na geracdo dos autovetores sdo feitas utilizando aritmética

modulo p;
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4. A autobase HGL da FNT {g= }<,,<y_1 contém vetores com sequéncias de componentes
nulas em suas extremidades, o que pode ser visto como uma espécie de suporte proprio
compacto®. Isso pode ser titil no desenvolvimento de algoritmos rdpidos para geracdo

dessas autobases e do cédlculo das FrFNT correspondentes;

5. Os vetores {g-}o<n<ny_1 sdo0 claramente ordenados. Isso evita ambiguidades relacionadas
a sequéncia em que eles sdo arranjados como colunas da matriz E em (4.1), quando uma
FrENT especifica € definida.

Os autovetores da FNT obtidos a partir do método das matrizes geradoras podem ser
comparados com aqueles construidos usando outras duas técnicas. Em (PEI; WEN; DING,
2011), os autores estenderam para corpos finitos o método descrito em (PEI; WEN; DING,
2008), que € baseado nas sequéncias de Legendre generalizadas completas (CGLS, do inglés
complete generalized Legendre sequences); em (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2012), o
método apresentado em (CANDAN; KUTAY; OZAKTAS, 2000) € estendido para corpos finitos
e os autovetores sdo derivados empregando uma matriz que comuta com a matriz da FNT®.
Na Tabela 10, uma comparacdo entre os métodos é sumarizada; os aspectos considerados
na tabela, basicamente, levam em consideragdo as propriedades 1-5 descritas anteriormente,
indicando quando elas sdo satisfeitas pelos métodos comparados. O método descrito em (LIMA;
CAMPELLO DE SOUZA, 2012), por exemplo, ndo utiliza férmulas fechadas para construc¢io dos
autovetores da FNT, envolvendo algoritmos para encontrar raizes de polindmios (caracteristicos)
sobre um corpo finito; se essas raizes estiverem num corpo de extensao, sao obtidos autovetores
cujas componentes também pertencem a um corpo de extensdo. O calculo de uma FrENT definida
utilizando tais autovetores requer uma aritmética de maior complexidade que a calculada sobre
um corpo base. Dados IV e a € I, a técnica descrita em (PEI; WEN; DING, 2011) produz um
Unico conjunto de autovetores (ndo-HGL) da FNT; isso significa que, diferentemente do que é
verificado pelo método proposto neste capitulo (ver propriedade 2), o inico parametro livre na

FrENT baseada na abordagem CGLS € a ordem fracionéria a.

4.5 CONSIDERACOES

Neste capitulo, foi descrito um método para construcao de autovetores da transformada
numérica de Fourier utilizando matrizes geradoras. Foi proposto um algoritmo para construcao

de uma base de autovetores do tipo Hermite-Gaussiano da FNT partindo de uma matriz gera-

2 Ver o vetor gy na Segdo 4.3, por exemplo; ele possui dois zeros consecutivos em suas extremidades e, além do

mais, seu suporte tem comprimento 5. Em geral, se N = 4L + 1, o vetor gg- tem suporte igual a 2L + 1. O
suporte cresce com m para {g:- }1<m<n—s5, alcangando seu maximo, isso &, N, para {g; } v —a<m<n_1 (ver
vetores {g;- }1<m<s no ja mencionado exemplo).

3 Em (LIMA; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2017), outra transformada fraciondria numérica de Fourier é
apresentada. No entanto, a abordagem emprega fungdes de matrizes e ndo requer a construcéio de autovetores da
matriz da transformada ordindria correspondente. Este é o motivo pelo qual ela ndo foi considerada na andlise
comparativa feita nesta secdo.
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Tabela 10 — Comparagdo entre os diferentes métodos de construg¢do de autovetores da FNT.

Proposto | PEI' | LIMA?
Os autovetores sdo de férmula fechada X X
Dados N e a € I, diferentes conjuntos de autovetores podem ser construidos X
Autovetores em corpos de extensdo podem ser evitados X X
Autovetores HGL da FNT podem ser obtidos x* X
Os autovetores podem ser ordenados sem ambiguidades X X
Autovetores de suporte préprio compacto podem ser obtidos x*

*Estas propriedades sdo satisfeitas pelo conjunto {g;- }o<m<n_1 gerado pelo método proposto.
L(PEI; WEN; DING, 2011).
2(LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2012).

Fonte: (DE OLIVEIRA NETO; LIMA; PANARIO, 2018b)

dora especifica e foi provado que esta base € uma versao escalonada do conjunto apresentado
em (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016).
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5 PROJETO DE UMA TRANSFORMADA FRACIONARIA MULTIPARAMETRICA
NUMERICA DE FOURIER E SUA APLICACAO EM CIFRAGEM DE IMAGENS

Nas tultimas décadas, diversas técnicas voltadas para seguranga da informac¢ao multimidia
tém sido desenvolvidas (LI et al., 2008; DEB et al., 2013; LEE; TSAI 2014; CHEN et al.,
2016; QIAN; ZHANG, 2016; BOYADIIS et al., 2017; WU et al., 2017; ZHANG et al., 2017;
GE; QIAN; WANG, 2018; LIU; LIN; YUAN, 2018). Neste contexto, vérias investigacdes
tém tido como foco a constru¢do de esquemas de cifragem de imagem, muitas das quais sao
baseadas nas chamadas transformadas fracionarias (PEI; WEN; DING, 2008; PEI; HSUE,
2009; KANG; ZHANG; TAO, 2015b; HSUE; CHANG, 2015b; LIU et al., 2015; ANNABY;
RUSHDI; NEHARY, 2016b; TAO; MENG; WANG, 2010; PEI; HSUE, 2006; KANG; TAO;
ZHANG, 2016; TAO; LANG; WANG, 2009; KANG; MING; TAO, 2018; KANG; TAO, 2018;
LIU; LIU, 2007; SINGH; SINHA, 2008; LIU et al., 2012; LANG, 2012; RAN et al., 2014;
LANG, 2015; ELHOSENY et al., 2016; ZHAO et al., 2016b; LI et al., 2015; VAISH; KUMAR,
2017). A seguranca desses sistemas € relacionada com a ordem fraciondria, que pode ser
escolhida de acordo com uma chave secreta. Transformadas numéricas também desempenham um
papel importante neste cenario (LIMA; LIMA; MADEIRO, 2013; LIMA; MADEIRO; SALES,
2015; MIKHAIL; ABOUELSEOUD; ELKOBROSY, 2017); elas sao exploradas principalmente
devido a alta sensibilidade a pequenas modificagdes nos operandos, caracteristica inerente
das operagdes aritméticas modulares, o que € interessante do ponto de vista criptografico.
Em particular, alguns esquemas de criptografia sdo baseados em transformadas fraciondrias
numéricas (PEI; WEN; DING, 2011; LIMA; NOVAES, 2014; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA,
2016; LIMA; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2017), e transformadas multiparamétricas
fraciondrias, definidas sobre os reais ou complexos (PEI; HSUE, 2006; KANG; TAO; ZHANG,
2016; TAO; LANG; WANG, 2009; KANG; MING; TAO, 2018; KANG; TAO, 2018), em que a
tinica ordem fraciondria € substituida por um vetor com muiltiplas ordens fraciondrias usadas

como chave secreta.

Ao contrério do que ocorre em algumas definicdes da DFrFT (ver Capitulo 2), em certos
cendrios praticos, a busca por uma defini¢do da transformada que aproxime numericamente a
transformada fraciondria continua ndo € necessdria. Isso € verificado, por exemplo, na defini¢cdo
de transformadas fraciondrias randomicas discretas. Nesta classe de transformadas fraciondrias
discretas, que também tem sido empregada em esquemas de cifragem, um conjunto de autovetores
com varios parametros escolhidos € usado para definir a transformada (PEI; WEN; DING, 2008;
PEI; HSUE, 2009; KANG; ZHANG; TAO, 2015b).

Neste capitulo, € apresentado um novo algoritmo para definir uma classe de autovetores da
transformada numérica de Fourier; esses vetores s@o entdo usados para definir uma transformada

fraciondria multiparamétrica numérica de Fourier (MFrFNT, do inglés multiple-parameter
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[fractional Fourier number transform). O algoritmo proposto emprega o conceito de matrizes
geradoras, originalmente apresentado para construcao de autovetores da DFT (PEIL; CHANG,
2009; PEI; CHANG, 2016; DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2017). Ao longo do Capitulo 4,
¢é explicado como este conceito de matrizes geradoras pode ser estendido para o cendrio de
corpos finitos, permitindo a construcio de autovetores da FNT (DE OLIVEIRA NETO; LIMA;
PANARIO, 2018b). Aqui, € introduzido um método para criagdo das referidas matrizes a
partir de parametros escolhidos e, usando essas matrizes, ¢ dado um procedimento sistematico
para construcdao de uma base ortogonal de autovetores da FNT empregada na definicdo da
MFrFNT. Esta transformada multiparamétrica € entdo usada como o nucleo de um esquema
de cifragem de imagem, que também inclui um estagio de embaralhamento de pixels baseado
na transformacao de Arnold. Comparando com outros esquemas de cifragem de imagem que
empregam transformadas numéricas, o método proposto envolve um nimero de parametros
livres substancialmente maior e conta com uma transformada fraciondria definida apenas por

meio de férmulas fechadas.

O restante do capitulo € organizado como segue.

1 Na Sec¢do 5.1, sdo apresentadas algumas definicdes matematicas necessdrias no decorrer
do trabalho.

ii Na Sec¢@o 5.2, € descrito o método usado para construgdo da base de autovetores ortogonais
da FNT utilizada na defini¢do da MFrFNT. Um novo algoritmo para definir matrizes
geradoras a partir de parametros € apresentado, tendo como &nfase o nimero de elementos
que se pode escolher. A partir dessas matrizes, € apresentado um método para constru¢cao

de uma base ortogonal de autovetores da FNT.

iii Na Secdo 5.3, € introduzido o esquema de cifragem de imagens baseado na MFrFNT; sdao

descritas suas caracteristicas assim como 0s passos necessarios para cifragem e decifragem.

iv Na Secdo 5.4, sdo mostrados os resultados das simulagdes feitas para avaliar a robustez
do sistema proposto. Isso é feito utilizando métricas encontradas na literatura relacio-
nada (LIU; LIU, 2007; SINGH; SINHA, 2008; LIU et al., 2012; LANG, 2012; RAN et al.,
2014; LANG, 2015; ELHOSENY et al., 2016; ZHAO et al., 2016b; LI et al., 2015; VAISH;
KUMAR, 2017; PEI; WEN; DING, 2008; PEI; HSUE, 2009; TAO; MENG; WANG, 2010;
HSUE; CHANG, 2015b; LIU et al., 2015; KANG; ZHANG:; TAO, 2015b; KANG; TAO;
ZHANG, 2016; ANNABY; RUSHDI; NEHARY, 2016b; PEI; HSUE, 2006; PEI; WEN;
DING, 2011; LIMA; NOVAES, 2014; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016; LIMA;
LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2017; MIKHAIL; ABOUELSEOUD; ELKOBROSY,
2017; LIMA; LIMA; MADEIRO, 2013; LIMA; MADEIRO; SALES, 2015; ECRYPT 11,
2012; TAO; LANG; WANG, 2009; WU; NOONAN; AGAIAN, 2011).
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v Na Secdo 5.5, é explicado como o esquema pode ser ajustado para diferentes tipos de

imagem.

vi Na Secdo 5.6, algumas consideragdes sobre o capitulo sdo apresentadas.

5.1 PRELIMINARES MATEMATICAS

Nesta se¢ao, sao apresentadas algumas defini¢des relacionadas a trabalhos anteriores que

serdo uteis ao logo deste capitulo.

5.1.1 Transformada fracionaria numérica de Fourier

A expansao espectral da matriz F da FNT é dada por
F = EAE",

em que E é uma matriz quadrada cujas colunas formam um conjunto ortogonal de autovetores de
F e a matriz diagonal A ¢é formada pelos autovalores correspondentes. A autoestrutura da FNT é
andloga a da DFT (MCCLELLAN; PARKS, 1972; BIRTWISTLE, 1982); logo, seus autovetores

sdo {1,—1,i, —i}, em que i> = —1 (mod p), com multiplicidades mostradas na Tabela 8, p. 76.

Outra forma de escrever a expansao espectral de F' é
F = EDAE", (5.1

em que E é uma matriz quadrada cujas colunas formam um conjunto ortogonal de autovetores
de F, os respectivos autovalores sdao os elementos da diagonal da matriz diagonal A, e D é
uma matriz diagonal cujos elementos sdo o inverso do quadrado da norma dos autovetores
correspondentes na matriz E. Esta abordagem ¢é apresentada em (LIMA; CAMPELLO DE

SOUZA, 2016) e evita que os elementos da transformada caiam sobre um corpo de extensdo '.

A partir de (5.1), defini-se a matriz da FrFNT como
F® = EDAE”, (5.2)
em que a é a ordem fraciondria, e a = ZE’, beZecelZ*.

5.1.2 Transformada fracionaria multiparamétrica numérica de Fourier

Transformadas fraciondrias multiparamétricas t€m sido definidas sobre o corpo dos
reais (KANG; TAO; ZHANG, 2016; PEI; HSUE, 2006; TAO; LANG; WANG, 2009). Em tais

abordagens, a ordem fraciondria € substituida por um vetor de ordens fraciondrias. Sobre corpos

! Isso poderia ocorrer porque a operagio de radiciaco, necesséria & normalizacio dos autovetores, nio é fechada

emIF,.
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. . . . bs .
finitos, seja a um vetor de ordens fraciondrias com componentes a; = 2, 1 < j < N, em que
J

b; € Z e c; € Z*. Os elementos de a sdo os expoentes de cada um dos elementos da diagonal de

A, isso €,
0 0
A 0 )\ng 0
0 0 - AWy

A transformada fraciondria multiparamétrica numérica de Fourier (MFrFNT, do inglés multiple-

parameter fractional Fourier number transform) de um vetor x € entdo definida por
X® = F2x = EDA*E"x. (5.3)

5.1.3 Construcao de autovetores da FNT a partir de sequéncias randomicas

Um algoritmo conhecido para construcao de autovetores da DFT emprega vetores com
simetria par para gerar autovetores relacionados aos autovetores 1 ou —1, e vetores com simetria
impar para gerar autovetores relacionados com os autovalores 7 ou —i (MCCLELLAN; PARKS,
1972). E possivel usar uma estratégia similar para construir autovetores da FNT com autovalores
desejados (BIRTWISTLE, 1982).

Seja d. um vetor com simetria par com componentes d.(k) € F,, k € In, e FNT dada
por D, = Fd,; seja d, um vetor com simetria fmpar com componentes d,(k) € F,, k € Iy, e
FNT dada por D, = Fd,. Constréi-se autovetores v; da FNT relacionados com os autovalores
j€{1,-1,i,—i},em que i* = —1 (mod p), por meio de (MCCLELLAN; PARKS, 1972)

Vi :de_'_De? V_1 :de_Dea
V; = do — ’iDO, V_; :do + ’iDO.

Por sua vez, pode-se construir vetores de /N pontos com simetria par ou impar a partir de

N-1

sequéncias randdomicas com = elementos, se N é impar, ou % — 2 elementos, se N é parz.

5.1.4 Transformada de Arnold

A transformada de Arnold I' é uma transformacao linear sobre os indices x e y de
um pixel /(z,y) de uma imagem I (ARNOLD; AVEZ, 1968; SVANSTROM, 2014), em que
0<z<N,0<y<N,emque N, e N, sao os nimeros de linhas e colunas da imagem,
respectivamente. Isto é, se a transformacao for aplicada nos indices x e y de um pixel I (z, y), sdo

obtidos novos indices = e y' relacionados a nova posi¢io do pixel T (x/, y/). Esta transformacao

2 Estes valores podem ser facilmente definidos observando os graus de liberdade na construcdo de um vetor com

simetria par ou {mpar.
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Figura 23 — (a) Imagem teste. Imagem teste apds aplicar a transformada de Arnold com: (b)
1,(c)2,(d) 3, (e) 4, () 5, (2) 6, (h) 7 iteragdes.

(d) (e)

R 7/

Fonte: Produzido pelos autores.

¢ definida por

T T 11 T
HERCEERRCE

e sua inversa I' ! € dada por

T 1 x mo _ 2 -1 T mo
o = [ 23 [ e

em que /N é o numero de linhas e colunas da imagem (neste caso, € assumido que a imagem
possui 0 mesmo nimero de linhas e colunas). Esta transformacao pode ser aplicada recursiva-
mente, resultando em uma imagem mais embaralhada (ARNOLD; AVEZ, 1968; SVANSTROM,
2014). Nas Figuras 23b-23h sdo mostradas versdes embaralhadas da imagem teste mostrada na
Figura 23a, que possui dimensdes de 512 x 512 pixels, utilizando a transformada de Arnold
com 1,2, ...,7 iteragdes, respectivamente. A imagem teste € constituida de 16 subimagens de
128 x 128 pixels. Cada subimagem ¢é formada por pixels que possuem um dnico valor, contudo,
este valor € diferente para cada uma das subimagens. Iste € feito para mostrar que os pixels de
cada uma das subimagens sdo espalhados por todas as outras subimagens apds 3 iteracdes da
transformada de Arnold. Esta propriedade € usada no esquema de cifragem de imagens proposto

na Secdo 5.3.

5.2 METODO DE MATRIZES GERADORAS PARA CONSTRUCAO DE AUTOVETORES
DA FNT

No Capitulo 4, foi apresentado o conceito de matriz geradora de autovetores da FNT,
mostrou-se que, dados uma matriz geradora Sy = fy% F~!AF+ A e um autovetor v, o vetor v/ =
Sav também € um autovetor da FNT com autovalor conhecido, podendo esse procedimento ser
repetido recursivamente. Utilizando o algoritmo descrito na Secdo 5.1.3 constréi-se autovetores
semente com autovalores desejados. Adicionalmente a isso, nesta secdo, € apresentado um
método para construcio da matriz A que serd utilizado para definir um algoritmo para geragao

de um conjunto ortogonal de autovetores da FNT.
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5.2.1 Método de construcio de uma matriz geradora

Para definir uma matriz geradora S 5, € necessario determinar uma matriz A que satisfaca

F?AF? = 7A. (5.4)

Analisando (5.4), vé-se que os elementos de F2 sdo dependentes do comprimento N ser

par ou impar, de acordo com

00 ... 0
0

para N =2P + 1le

00 ... 0
00 ... 10
Fiov=|1 & .- SR
1 0
_O 1_
para N = 2P.

Além do mais, a expressdo (5.4) apenas reorganiza os elementos da matriz A. Mais
precisamente, se B = F2AF?, os elementos b, de B sdo dependentes dos elementos a,, ,, de
A,emquen,me {1,2,..,N};se N =2P + 1, tem-se

bn,m = Q(N4+1)—n,(N+1)—m> (55)

e, se N = 2P, tem-se

s sen=N e m=N,
n,N—m =N N,
b — An, N se n e m# (5.6)
AN —nm, sen#N e m=N,
AN-nN-m, S€NF#N e m#*N

Esta dependéncia restringe o nimero de elementos de A que podem ser escolhidos.
Como existem duas expressoes para by, ,,,, (5.5) e (5.6), o nimero M4 de elementos de livre
escolha também possui duas expressoes.
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52.1.1 CasoN =2P +1

As relacdes entre as matrizes A e B, expressas em (5.5), podem ser usadas para definir A.
Em (5.7), como exemplo, € apresentada uma matriz 5 X 5 em que as letras a a h s3o os elementos

que podem ser escolhidos para v = +£1:

a b| c| d e
b g| h ~d
A= c g| 0]l~vg ~c |- (5.7)
d yh|~vg|~vf b
| ye yd | ye| vb va |

Em (5.8), é mostrado B = F?AF? para a matriz A em (5.7). Como desejado, tem-se que

B =1A:

[ va b | ve | vd e
Y vf g |yh d

B=] 79| 0] g c|. (5-8)
vd hiog| f b
e d b a

De maneira mais geral, seja m; o numero de elementos que € possivel escolher na
j-ésima linha da matriz A. Pode-se escrever o nimero M4 de elementos independentes de uma

matriz A N x N por
N

MA = ij.
j=1

Para uma matriz A como a apresentada em (5.7), tem-se m; = N elementos livres na
primeira linha, ms = m; — 2 = N — 2 elementos livres na segunda linha e assim por diante até
alinha j = (N — 1)/2. Entdo, tem-se

N-1

My =225 (N=2(-1)
(5.9)

(N+3)  (N-1) __ N242N-3
2 2 - 4 :

52.1.2 Caso N =2P

A matriz A para N par pode ser definida seguindo a mesma estratégia usada para N

impar, para v = +1. Em (5.10), como exemplo, € mostrada a matriz 6 X 6 em que as letras de a
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a [ sdo os elementos que podem ser escolhidos:

a b| c¢| d el k

b f| g| h ~d

0l vg ~vc| O
d vhivg|vf 0| A

vye ~yd | yc| vb vya | vk
t 31 0|y | O

o
NS

(5.10)

Em (5.11), é mostrada a matriz B = F?AF? para a matriz A apresentada em (5.10). Como

desejado, tem-se que B = vA:

ya b | ye|vd e | vk
Yo vf|vg | yh  d| Al

p_|2c 9l 09 ¢ 0 (5.11)
vd  h| g| f b| I
e d| c| b a| k
yo 3| O g ¢} O

Extrapolando para um matriz A 4 a partir de (5.10), observa-se que a submatriz
formada pelas NV — 1 primeiras linhas e as N — 1 primeiras colunas possuem a simetria mostrada
em (5.7). Entdo, desde que % elementos podem ser escolhidos na dltima coluna e na dltima

linha, tem-se

N—2\ N24+4N —12
): + : (5.12)

MA:i(N—l—Q(j—l))+2( . ;

5.2.2 Construcao de uma autobase ortogonal da FNT

Nesta secdo, um algoritmo para constru¢do de uma base ortogonal de autovetores da

FNT ¢é proposto utilizando a matriz geradora S, definida como descrito na Secdo 5.2.1 para

v =1.

Definicao 5.1. Seja {ey = vi, €1 = v_;, & = v_1, €3 = Vv;} um conjunto de autovetores
semente, em que 0s autovetores v; sdo construidos como descrito na Se¢ao (5.1.3). O conjunto
de autovetores da FNT {e,, }o<m<n_1 € construido aplicando recursivamente a matriz geradora

S A como:

e4n:SAe4(n—1)> n= 17277#{1}_17
€int1 = SAe4(n—1)+17 n = 17 27 ) #{_Z} - 17
€int2 = SAe4(n—l)+27 n = 17 27 ) #{_]—} - ]-7

€4n4+3 = SAe4(n71)+37 n = 17 27 e #{7’} - 17
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em que #{1}, #{—i}, #{—1} e #{i} sdo as multiplicidades dos autovalores 1, —i, —1 e i,

respectivamente, mostrados na Tabela 8, p. 76.

O conjunto ortogonal {et}o<,n<n_1 € construido aplicando o algoritmo de Gram-

Schmidt em cada um dos autoespagos

{e4n}0§n§#{l}—17 {e4n+1}0§n§#{—i}—17 {e4n+2}0§n§#{—1}—1 € {e4n+3}0§n§#{i}—1-

E necessdério verificar se os vetores do conjunto construido na Defini¢do 5.1 sdo linearmente
independentes (LI). A verificacio pode ser feita checando se {eL}OSmS ~N—1 contém algum vetor
nulo. Se a condicdo de independéncia linear for satisfeita, usa-se o conjunto {el}ogmg N—1 COMO

colunas de E.

Os passos do algoritmo proposto estdo sumarizados na Tabela 11.

Tabela 11 — Algoritmo para constru¢do de uma autobase da FNT.

PASSO \ DESCRICAO

1 Definir uma matriz A seguindo o algoritmo da Se¢do 5.2.1, para v = 1, e usa-la para definir a
matriz geradora Sy = F~1AF + A.

2 Usar o algoritmo da Segdo (5.1.3) para construir os autovetores semente {eg, €1, €2, €3 }, Cujos
autovalores sdo 1, —i, —1 e i, respectivamente.

3 Usar recursivamente S o para construir o conjunto {e,, }o<m<n—1 como descrito na Defini-
¢ao5.1.

4 Aplicar o algoritmo de Gram-Schmidt em cada um dos autoespacos e verificar se o conjunto
{ei: Yo<m<n—1 € LL Se nio for, repetir os passos 2, 3 e 4.

Fonte: Produzido pelos autores.

5.3 ESQUEMA DE CIFRAGEM DE IMAGENS BASEADA NA 2D-MFRFENT

O sistema de cifragem de imagens baseada na transformada multiparamétrica definida
em (5.3) € descrito nesta se¢do. Este sistema cifra imagens em tons de cinza com dimensdes de
512 x 512 pixels, codificados em 8 bits por pixel (bpp). A flexibilidade do sistema para trabalhar

com diferentes tipos de imagens (diferentes dimensdes e codificacdes) € abordada na Se¢do 5.5.

5.3.1 Uma MFrFNT sobre 5,

No sistema proposto, € utilizado p = 2% + 1 = 257. Uma vez que o comprimento
da transformada utilizada no sistema de cifragem € 128, é escolhido @ = 13, que satisfaz
ord(a) = 128, para construir a matriz F' da FNT em (4.2). Para construir a matriz geradora Sa,
foi utilizado A = C, em que C é um matriz diagonal cujos elementos na (k + M )-ésima linha e

na (k + M)-ésima coluna sdo dados por 2 cos, (k), k € Iy, como definido na Se¢do 4.2.2.
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Tabela 12 — Passos necessdrios para cifragem e decifragem de uma imagem pelo método pro-

posto.
PASSO \ CIFRAGEM DECIFRAGEM

1 Dividir a imagem original I de 512 x 512 | Dividir aimagem I de 512 x 512 pixels, em
pixels, em 16 subimagens com 128 x 128 | 16 subimagens com 128 x 128 pixels: I/m,
pixels: L, ., 0 <7, ¢ < 3. 0<rc<3;.

2 Aplicar a 2D-MFrFNT em cada uma das su- | Aplicar a 2D-MFrFNT em cada uma das subi-
bimagens: I' . = F2I, .F27 0 <7, ¢ < 3. magens: 12, = Fad I;J‘,FadT, 0<7rec<3,

l em que ag = —a (mod p).

3 Construir a imagem intermedidria I* usando | Construir a imagem intermedidria I usando
as subimagens I} e 0<re<3. as subimagens If e 0<rec<3.

4 Realizar o embaralhamento dos pixels de I' | Realizar o desembaralhamento dos pixels de
correspondente 2 aplicacdo da transformada | I? correspondente 2 aplicacdo da transfor-
de Arnold com 3 iteragdes, gerando a imagem | mada de Arnold inversa com 3 iteracdes, ge-
intermedidria I2. rando a imagem intermedidria I*.

5 Dividir I em 16 subimagens 128 x 128 cada, | Dividir I* em 16 subimagens 128 x 128 cada,
I2.,0<r,c<3. II..0<rc<3.

6 Aplicar novamente a 2D-MFrFNT a cada | Aplicar novamente a 2D-MFrFNT a cada uma
uma das subimagens: I, = F2I2 F27 | das subimagens: I, . = FaaI! Faa” 0 <
0<rc<3. r,c < 3,em que ag = —a (mod p).

7 Construir a imagem cifrada I’ usando as subi- | Construir a imagem decifrada I usando as
magens I;’C, 0<rec<3. subimagens I, ., 0 <7, ¢ < 3.

Fonte: Produzido pelos autores.

A sequéncia gerada randomicamente

d =[170, 141, 171, 0, 29, 115,168, 131, 50, 216, 92, 52, 154, 127, 118, 244, 146, 228, 6,
52, 222, 80, 120, 112, 216, 247, 121, 27, 228, 139, 83, 86, 171, 23, 207, 84, 190,
190, 39, 182, 202, 28, 251, 220, 192, 177, 21, 247, 168, 1,224, 163, 255, 239, 41,
161, 61, 208, 53, 108, 58, 12, 149]

¢ usada para obter o vetor com simetria par d. e o vetor com simetria impar d, usados para

construir os vefores semente {€, }o<n<3.

Utiliza-se o algoritmo apresentado na Segdo 5.2.2, para construgio do conjunto {e:: }o<,n<n_1

usado na defini¢do da matriz F# EDAET. Neste caso, a é o vetor de ordens fraciondrias
com componentes a; = i—j para 1 < j < 128. No sistema, valor de c; € fixado em ¢; = ¢ = 64,
de modo que a = %b e o vetor b € a chave secreta do esquema. Em outras palavras, o vetor b é
formado por cada um dos numeradores b; de cada um dos elementos do vetor a. Assumindo que
cada componente b; corresponde a um niimero inteiro de 0 a 63, a chave b possui 128 x 6 = 768

bits.
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5.3.2 Esquema de Cifragem e Decifragem

Os passos necessdrios para cifragem e decifragem de uma imagem sdo apresentados

L . .. r o, . . ~ .
na Tabela 12, em que I é uma imagem original, I € a imagem cifrada, e I' e I? sdo imagens
intermedidrias. As subimagens usadas nos passos intermedidrios sdo obtidas por uma divisao da

imagem original como mostrado na Figura 24.

Figura 24 — Subimagens L, ., 0 < r,¢ < 3, de uma imagem 1.

N

Ne

Fonte: Produzido pelos autores.

5.4 EXPERIMENTOS E ANALISES DE SEGURANCA

Nesta secao, os testes realizados para caracterizar o esquema proposto e avaliar a sua
seguranca sdo apresentados. Foi utilizado o SageMath® para implementar o esquema de cifra-
gem e foram utilizadas nos testes imagens padrdo de tamanho 512 x 512 pixels em tons de
cinza (DATASET..., ). Nas Figuras 25a-25e sao mostradas as imagens originais: I,, I, I., I
e I.; nas Figuras 25f-25j, sio mostradas suas respectivas versdes cifradas, I, I, I, T, e I..
Nas secoes seguintes sdo mostrados os testes realizados no sistema de cifragem proposto tendo
como base os testes encontrados na literatura relacionada (LIU; LIU, 2007; SINGH; SINHA,
2008; LIU et al., 2012; LANG, 2012; RAN et al., 2014; LANG, 2015; ELHOSENY et al., 2016;
ZHAO et al., 2016b; LI et al., 2015; VAISH; KUMAR, 2017; PEI; WEN; DING, 2008; PEI;
HSUE, 2009; TAO; MENG; WANG, 2010; HSUE; CHANG, 2015b; LIU et al., 2015; KANG;
ZHANG:; TAO, 2015b; KANG; TAO; ZHANG, 2016; ANNABY; RUSHDI; NEHARY, 2016b;
PEIL; HSUE, 2006; PEI; WEN; DING, 2011; LIMA; NOVAES, 2014; LIMA; CAMPELLO DE

SOUZA, 2016; LIMA; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2017; MIKHAIL; ABOUELSEOUD;

3 SageMath é um framework open source escrito na linguagem de programagdo Phyton. Mais informacdes podem
ser encontradas em: <http://www.sagemath.org/>.


http://www.sagemath.org/
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Figura 25 — Imagens: (a)-(e) originais; (f)-(j) cifradas.

() ® () ® @

Fonte: Produzido pelos autores.

ELKOBROSY, 2017; LIMA; LIMA; MADEIRO, 2013; LIMA; MADEIRO; SALES, 2015;
ECRYPT II, 2012; TAO; LANG; WANG, 2009; WU; NOONAN; AGAIAN, 2011; KANG;
MING; TAO, 2018; KANG; TAO, 2018).

5.4.1 Analise estatisticas

Uma anélise preliminar do esquema pode ser feita pela observacao do histograma das
imagens antes e apOs a cifragem (ver Figura 26). Analisando estes histogramas nota-se que,
independentemente do histograma da imagem original, Figuras 26a-26e, o histograma da imagem

cifrada correspondente possui aspecto proximo ao de uma distribui¢do uniforme, Figuras 26f-26j.

Informagdes adicionais podem ser adquiridas pelo cdlculo do coeficiente de correlagao
entre pixels adjacentes da imagem. Seja x,, o valor do n-ésimo pixel, y,, o valor do n-ésimo pixel
adjacente, P o nimero total de pixels da imagem, e £/(x) o valor esperado para um pixel, dado
por

1 P
B(x) = 5 > .
n=1

O coeficiente de correlacdo entre dois pixels adjacentes = e y, em que essa adjacéncia pode ser

horizontal, vertical ou diagonal, € dado por

cov(z,y)
T = var(z)var(y)’
em que
P
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Figura 26 — Histogramas: (a)-(e) imagens originais; (f)-(j) imagens cifradas.

(a) (b) (©)
B “ _J st Lt st uthi Mot
() (@ (h) i)

Fonte: Produzido pelos autores.

1

var(z) = 2

Z@n - E(I))z

(d)

(e)

E esperado que o coeficiente de correlagdo de uma imagem original seja préximo de 1. Por

outro lado, € desejavel que o coeficiente de correlagdo entre os pixels da imagem cifrada seja

proximo de 0. Na Tabela 13, sdo mostrados os valores calculados para cada um dos coeficientes

de correlacao para as imagens I, I, I, I; e I, assim como para as suas respectivas versoes

cifradas. Como desejado, o valor para cada uma das imagens cifradas € préximo de zero com

pelo menos duas casas decimais.

Tabela 13 — Coeficiente de correlagao dos pixels das imagens originais (7,,) € 0 correspondente
das imagens cifradas (r;y); (v), (h) e (d) sao relacionados a adjacéncia vertical,
horizontal e diagonal, respectivamente.

Metric I, I, I. I I
Tay(h) 0,96261 0,95982 0,96176 0,75450 0,98748
r;y(h) 0,00293 0,00119 0,00124 —0,00084 —0,00089
T3y (V) 0,89325 0,96793 0,95938 0,86947 0,97151
r;y(v) 0,00356 0,00162 0,00021 0,00281 —0,00284
Ty (d) 0,88093 0,93160 0,93819 0,72204 0,96103
r (d) 0,00263 —0,00045 —0,00308 0,00257 0,00397

Fonte: Produzido pelos autores.

5.4.2 Robustez a ataques diferenciais

Para avaliar a robustez do esquema em relacdo a ataques diferenciais € necessdrio

comparar imagens cifradas geradas a partir de imagens originais minimamente diferentes. Neste
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caso, € desejavel que as imagens cifradas sejam consideravelmente diferentes. Para medir essa
diferenca sdo utilizadas duas métricas: o taxa do numero de pixels modificados (NPCR, do inglés
number of pixels change rate), e a intensidade média de mudanca unificada (UACI, do inglés
unified average changing intensity) (WU; NOONAN; AGAIAN, 2011). Sejam I' (n, k) e I" (n, k)
os valores dos pixels na (n,k)-ésima posicdo das imagens cifradas I' e I", respectivamente, com
as imagens originais correspondentes diferindo em apenas um bit menos significativo (LSB, do

inglés least significant bir) de um dos pixels da imagem. Seja D(n, k) definido como

0, I'(n,k)=1"(nk),

1, caso contrério.

D(n,k) = {

As métricas NPCR e UACI sdo definidas como

2ons D0, k)

NPCR =
N, x N,

x 100%

UACI = x 100%,

1 > |1 (0, k) = I"(n, k)|
N, x N, p—1

em que N, e N, sdo o nimero de linhas e colunas, respectivamente.

Nos testes realizados, para cada uma das imagens originais I, I, I., I; e I., foram
geradas 100 imagens modificadas. Estas imagens modificadas diferem da imagem original
apenas no LSB de apenas um pixel da imagem escolhido aleatoriamente. Utilizando a versao
cifrada da imagem original I' e a versdo cifrada da imagem modificada correspondente I" sdo
calculados 0 NPCR e o UACI para cada uma das 100 imagens modificadas. Na Tabela 14, sdo
mostrados os valores mdximos, minimos e médios para o NPCR e o UACI para as imagens I, I,
I., I, e I.. Observa-se que os valores sdo préximos aos valores desejados: NPCR = 99,61% e
UACI ~ 33,46% (WU; NOONAN; AGAIAN, 2011); mais especificamente, dentro dos valores
limites indicados nas Tabelas I e II de (WU; NOONAN; AGAIAN, 2011) para imagens em tons

de cinza de dimensdes 512 x 512 com um grau de significancia (significance level) de 0,001.

5.4.3 Espaco de chaves e sensibilidade da chave

O espaco de chaves de um sistema de cifragem precisa ser grande o suficiente para tornar
o ataque por forca bruta impraticdvel. No sistema proposto, cada componente da chave secreta,
os elementos do vetor b, € uma palavra de 6 bits. Como o vetor b possui 128 elementos, a

chave secreta possui 768 bits, que € consideravelmente maior que o valor minimo sugerido na
literatura (ECRYPT II, 2012).

Além de calcular o tamanho da chave secreta, € necessario verificar a sensibilidade da
chave, sendo desejavel que esta seja alta. Para isso, pode-se cifrar a imagem original com a chave
secreta

b=[6 6 13 .. 56 .. 24 24 44],
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Tabela 14 — Valores minimo (min.), madximo (max.) e médio (avg.) do NPCR e do UACI obtidos
nos experimentos.

Médida I, I, I, Iy I.
NPCR
avg. 99,60950 99,61103 99,61015 99,61189 99,61077
min. 99,58649 99,58687 99,58000 99,58343 99,57161
max. 99,64523 99,64523 99,63875 99,63493 99,64943
UACI
avg. 33,44647 33,50081 33,45211 33,46131 33,45628
min. 33,32290 33,41306 33,34930 33,34606 33,35870
max. 33,55878 33,57132 33,55477 33,56346 33,58874

Fonte: Produzido pelos autores.

por exemplo, e decifrar a imagem com uma chave com um bit de erro:
b'=[6 6 13 .. 57 .. 24 24 44].

Nos testes realizados, foi utilizada uma chave gerada randomicamente para cifrar as imagens
originais e a mesma chave com o LSB modificado de uma das componentes do vetor b. A
Figura 27 mostra os resultados: nas Figuras 27a-27e, sdo mostradas as imagens decifradas com
a chave errada, Ig, IZ, I'c', Ig e Ig, respectivamente, e nas Figuras 27f-27j sdo mostrados seus
respectivos histogramas. Como desejado, observa-se que, se mudado apenas um bit menos
significativo de uma das componentes da chave secreta, ndo é possivel ter acesso a nenhuma

parte da imagem original ou informacdo sobre a chave secreta.

A avaliagdo pode ser complementada pelo cédlculo do NCPR, introduzido na Secdo 5.4.2,
entre a imagem original e imagem decifrada correspondente com uma chave com um bit de erro.
A partir da chave correta, foram geradas 128 chaves com um bit errado, modificando o LSB de
cada uma das componentes do vetor chave b. Isso é, a primeira chave errada em um bit é gerada
modificando o LSB da primeira componente do vetor b, b;; a segunda chave com um bit de erro
¢ gerada modificando o LSB de b,, e assim por diante. Na Tabela 15, sdo mostrados os valores
minimos, maximos € médios do NPCR calculado para cada uma das imagens I, I, I., I; e
I. e as respectivas 128 versdes decifradas com as chaves com um bit de erro. Como desejado,
todos os valores sdo préximos a 99.61% (acima do valor limite indicado na Tabela I em (WU:;
NOONAN; AGAIAN, 2011) para imagens em tons de cinza de dimensdes 512 x 512 com um
grau de significancia de 0,001).

5.4.4 Entropia Normalizada

Dado que p € o nimero de diferentes valores que um pixel pode assumir no dominio

da transformada empregada no presente esquema de cifragem, denota-se por /V,, 0 nimero de
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Tabela 15 — Valores minimo (min.), maximo (max.) e médio (avg.) do NPCR obtido no experi-
mento de sensibilidade da chave.

NPCR I, I, I. I, I.
avg. 99,61189 99,61127 99,61140 99,60979 99,61109
min. 99,57275 99,57314 99,58191 99,57657 99,58344
max. 99,64409 99,63913 99,64294 99,64027 99,63493

Fonte: Produzido pelos autores.

Figura 27 — Imagens decifradas com uma chave com um bit de erro: (a)-(e) imagens; (f)-(j)
histogramas.

(a) (b) () (d) (e)

® (2 (h) @ @

Fonte: Produzido pelos autores.

pixels que assumem um valor especifico n, 0 < n < p — 1, por Ny o total de pixels da imagem.

A entropia da imagem ¢é calculada por

O valor resultante da entropia pertence ao intervalo [0; log,(p)].

Como os valores dos pixels das imagens originais se encontram no intervalo [0,255] (8
bpp) e os das imagens cifradas em [0,256], para comparar de forma equanime suas entropias, €

usada a versao normalizada definida por

F:

log, p

e pertence ao intervalo [0; 1].

E desejdvel que cada pixel da imagem cifrada tenha a mesma probabilidade de assumir

qualquer um dos valores possiveis. Neste caso, a entropia normalizada terd um valor préximo
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Tabela 16 — Entropia normalizada das imagens originais (H), das imagens cifradas correspon-

dentes (H ), e das imagens decifradas com uma chave com um bit de erro (H).

Metric I, I, I. I, I,
H 0,95334 0,83412 0,75162 0,91910 0,93003
Fl 0,99990 0,99991 0,99992 0,99991 0,99991
FN 0,99991 0,99992 0,99991 0,99992 0,99993

Fonte: Produzido pelos autores.

de 1. Na Tabela 16, sio mostrados os valores calculados da entropia normalizada para as
imagens originais (H), cifradas (H ) e decifradas com uma chave com um bit de erro (H )
(ver Secdo 5.4.3). Como desejado, os valores da entropia normalizada sdo proximos a 1 para as

versoes cifradas e decifradas com uma chave errada.

5.4.5 Robustez a ataques classicos

As investigacoes realizadas sugerem que o esquema proposto € resistente aos ataques
de texto-claro conhecido (imagem original conhecida) e texto-claro escolhido (imagem original
escolhida). O adversdrio poderia, por exemplo, escolher uma imagem cujas subimagens cor-
respondessem a matriz identidade, com o intuito de tentar revelar a matriz F'# da transformada
que é dependente da chave secreta (Passo 2, Tabela 12). Contudo, desde que o adversério nao
tem acesso 2 imagem intermedidria I' (Passo 3, Tabela 12), que, na sequéncia, segue para um
estagio de permutagdo (Passo 4, Tabela 12) e para a segunda rodada de transformacdes (Passo
6, Tabela 12), esta estratégia € reduzida ao caso de ataque por forca bruta e a possibilidade de
sucesso € consideravelmente reduzida. A seguranca do esquema pode ser aumentada ainda mais

combinando permutacdes e transformacdes de maneiras diferentes.

5.5 FLEXIBILIDADE DO ESQUEMA

Nas secOes anteriores, foi apresentado o esquema proposto e suas partes. Nesta secao,
para demonstrar a flexibilidade do sistema, € descrito como suas partes podem ser ajustadas para
tratar tipos especificos de imagens. Entre as possibilidades, ¢ mostrado como mudar o tamanho
da chave e como usar o esquema para cifrar imagens com diferentes tamanhos. Além disso,
0 esquema proposto é comparado com outros sistemas de cifragem de imagem que utilizam

transformadas fracionarias.

5.5.1 Flexibilidade do tamanho da chave secreta

Foi mostrado na Secdo 5.4.3 que o esquema proposto utiliza uma chave de 768 bits, que

€ grande o suficiente para resistir contra ataques por forca bruta (ECRYPT 11, 2012). Contudo,
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Tabela 17 — Métricas obtidas nos experimentos para o esquema trabalhando com uma chave
secreta de 128 bits.

Medida I, I, I. I, I,
Ataque Diferencial
NPCR
avg. 99,61277  99,61010  99,61106  99,61263  99,61130
min. 99,58839  99,58878  99,58267  99,58420  99,58725
max. 99,64447  99,64142  99,63684  99,64523  99,63989
UACI
avg. 33,44941  33,45314  33,47074  33,46356  33,44975
min. 33,34999  33,36303  33,35508  33,35961  33,32841
max. 33,56247  33,54445  33,56679  33,57181  33,53861
Sensibilidade da Chave (NPCR)
avg. 99,61156  99,61047  99,60995  99,60955  99,60708
min. 99,58534 9958191 9957771  99,57542  99,57428
max. 99,64638  99,63684  99,64066  99,63837  99,65362
Coeficiente de Correlacao
r;y(h) 0,00389 0,00371 —0,00082  0,00009 —0,00462
r;y(v) —0,00425 —0,00175 0,00104 —0,00145 —0,00431
r;y(d) —0,00641  0,00063 0,00073 —0,00225 —0,00121
Entropia Normalizada
" 0,99992 0,99991 0,99991 0,99992 0,99992
" 0,99991 0,99991 0,99991 0,99992 0,99999

Fonte: Produzido pelos autores.

este tamanho de chave pode ser muito grande para alguns cendrios préticos; ela pode ocupar, por
exemplo, muito espaco de memoria para ser salva em aplica¢des de baixo custo, ter um tempo
de transmissdo proibitivo etc. Este problema pode ser solucionado pelo uso de menos bits para
representar os elementos do vetor chave secreta b. Isso €, cada elemento b;, 1 < j < N, pode
ser representado por uma palavra de £ bits, 1 < k < 6. Consequentemente, a chave terd um
tamanho de £ x 128 bits.

De qualquer forma, deve-se evitar utilizar um elemento b; = 0, porque, neste caso,

0
tem-se A7, = 1, o que pode representar uma fraqueza do sistema. Equivalentemente, deve-se
1+bj
.

apenas evitar que a; = % = 0. Para k£ = 1, por exemplo, isso pode ser feito usando a; =
Neste caso, ainda se tem um bit por elemento do vetor chave b, que € b; € {0, 1}, embora os
valores efetivos usados no esquema se encontrem no conjunto {1, 2}. Para mostrar a forga do

esquema modificado, sdo mostradas na Tabela 17 as métricas obtidas para o esquema para k = 1.
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Figura 28 — (a) Imagem no formato DICOM. (f) Histograma da imagem DICOM. Para os
esquemas modificados para usar p = 65537 e p = 1153, respectivamente: (b)
e (g) imagens cifradas; (c) e (h) histogramas da imagens cifradas; (d) e (i) imagens
decifradas com uma chave com um bit de erro; (e) e (j) histogramas das imagens
decifradas com uma chave com um bit de erro.

(a) (b) (© (d) (e)

® ® (b

Fonte: Produzido pelos autores.

5.5.2 Imagens de tipos e tamanhos diferentes

Embora imagens com dimensdes 512 x 512 e com 8 bpp sejam comuns em cenarios
praticos, existem varios padroes de imagem. Entdo, € interessante mostrar que o esquema
proposto pode ser facilmente modificado para lidar com diferentes tipos e tamanhos de imagem.
Imagens coloridas no padrao RGB, por exemplo, sdo compostas por 3 camadas, cada uma sendo
responsdvel por representar a intensidade de uma das cores R(ed), G(reen) ou B(lue) (vermelho,
verde ou azul em inglés, respectivamente). Para este tipo de imagem, apenas € necessario realizar
cifragem/decifragem em cada uma das camadas da imagem. A mesma estratégia pode ser

utilizada para outros padrdes de imagem multicamada.

Por outro lado, para imagens cujos pixels sdo codificados em n-bits com n > 8§, sdo
necessarias maiores modificacdes. Por exemplo, imagens no padrao DICOM (DICOM..., )
possuem cada pixel codificado em uma palavra de 16 bits. Uma modificacdo possivel para o
sistema € a utilizacdo de p = 2'¢ + 1 = 65537; consequentemente, cada pixel cifrado sera
codificado em uma palavra de 17 bits. Como um exemplo, o esquema foi modificado para cifrar
a imagem com 1024 x 1024 pixels no formato DICOM mostrado na Figura 28a. Foi empregado
p = 65537, o = 13987 com ord(«r) = 128, A = C e 0 mesmo vetor d para construir 0s
autovetores sementes para obter a MFTFNT de 128 pontos usada no esquema. A imagem original

¢ dividida em 64 subimagens nos passos de transformacao.

Para garantir que no passo de embaralhamento os pixels de cada uma das subimagens

sao espalhadas por todas as outras subimagens, € utilizado o embaralhamento correspondente
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a aplicacdo da transformada de Arnold com 5 iteracdes. Nas Figuras 28b-28e, sdo mostrados
os resultados para o esquema de cifragem modificado. Nas Figuras 28b e 28c, tem-se a versao
cifrada da imagem e seu histograma; a versao decifrada com uma chave com um bit de erro e

seu histograma sdo mostrados na Figura 28d e 28e, respectivamente.

Em cendrios praticos, imagens DICOM podem usar menos que os 16 bits para codificar
cada pixel (ver o histograma na Figura 28f). Por exemplo, na imagem testada, cada pixel usa
apenas 10 bits. Entdo, € possivel utilizar um primo p menor que 65537 no esquema, permitindo
reduzir o numero de bits necessarios para codificar a imagem cifrada. Pode-se usar, por exemplo,
p = 3% x 27 4+ 1 = 1153. Neste caso, o esquema seria implementado com N = 64, o = 943

com ord(a) = 64, ¢ = 32, a transformada de Arnold com 5 iteracdes, A = C e

d =[8, 864, 879, 639, 658, 589, 110, 450, 457, 271, 457, 656, 732, 652, 72, 392, 598,
404, 547, 299, 532, 844, 520, 630, 891, 991, 749, 658, 51, 156]

usado na construcao dos autovetores semente. Como resultado, cada pixel da imagem cifrada é
codificado em uma palavra de 11 bits, ao invés dos 16 bits da imagem original ou os 17 bits da
solucdo prévia. Os resultados sao mostrados nas Figuras 28g-28j. Nas Figuras 28¢g e 28h, sdo
mostrados a imagem cifrada e seu histograma; a imagem decifrada com uma chave com um bit

de erro e seu histograma sdo mostrados nas Figuras 28i e 28j, respectivamente.

5.5.3 Comparacao com métodos existentes na literatura

Na Tabela 18, sao apresentados concisamente os valores das medidas consideradas na
andlise do sistema proposto; elas sdo comparadas com as obtidas por algoritmos de cifragem de
imagem encontrados na literatura e que também sao baseados em transformadas fraciondrias (LIU
et al., 2015; ANNABY; RUSHDI; NEHARY, 2016b; KANG; MING; TAO, 2018; KANG;
TAO, 2018; LIMA; LIMA; MADEIRO, 2013; LIMA; MADEIRO; SALES, 2015; MIKHAIL;
ABOUELSEOUD; ELKOBROSY, 2017; LIMA; NOVAES, 2014; LIMA; CAMPELLO DE
SOUZA, 2016; LIMA; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2017). Nota-se que o método proposto

possui resultados entre os melhores mostrados na tabela.

Além do mais, diferentemente dos esquemas baseados em transformadas definidas sobre
o corpo dos reais ou complexos (LIU et al., 2015; ANNABY; RUSHDI; NEHARY, 2016b;
KANG; MING; TAO, 2018; KANG; TAO, 2018), o esquema proposto neste trabalho nao
necessita de um estagio de arredondamento e sendo livre de erros de precisdo. Esta propriedade,
que se deve ao fato de todas as operacdes no algoritmo proposto serem feitas utilizando aritmética
modular apenas, tem duas consequéncias: (1) se a chave estiver correta, a imagem original é
perfeitamente recuperada a partir da imagem cifrada correspondente; (ii) a imagem cifrada
possui apenas componentes inteiras usando um nimero de bits por pixel igual ao que € usado

para representar a imagem original®. Isso elimina a necessidade de empregar estratégias de

4 Se p = 257, por exemplo, como considerado na Se¢do 5.3 and 5.4, as imagens cifradas também podem ser

113,
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preservacdo de realidade (ndo ter como resultado uma imagem com componentes complexas) e
truncamento, e evita alta taxa de bits na representacdo das imagens cifradas. Finalmente, quando
comparado com as abordagens definidas sobre corpos finitos (LIMA; LIMA; MADEIRO, 2013;
LIMA; MADEIRO; SALES, 2015; MIKHAIL; ABOUELSEOUD; ELKOBROSY, 2017; LIMA;
NOVAES, 2014; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016; LIMA; LIMA; CAMPELLO DE
SOUZA, 2017), o sistema proposto possui possui medidas semelhantes, quando ndo melhores, e
traz o estudo sobre a flexilidade em relacdo ao comprimento da chave, as dimensdes da imagem

e ao tipo de codificacdo, que ndo é abordado nas referéncias comparadas.

5.6 CONSIDERACOES

Neste capitulo, foi introduzido um método baseado em matrizes geradoras para construir
uma base ortogonal de autovetores da FNT a partir de parametros escolhidos. Foi mostrado como
definir uma matriz geradora, apontando o nimero de elementos livres, que podem ser escolhidos,
e como, utilizando esta matriz, pode-se construir uma base ortogonal. Esta autobase € usada para
definir uma transformada fraciondria multiparamétrica numérica de Fourier que € empregada em
um esquema de cifragem de imagem. Utilizando métricas encontradas na literatura, foi avaliada
a robustez do sistema proposto; os resultados sugerem que o sistema pode ser utilizado em

cenarios praticos.

representadas usando 8 bpp, como nas imagens originais; alguns poucos bits adicionais seriam suficientes para
indicar a presencga do pixel 256.
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6 CONCLUSOES

No presente trabalho, foram investigados métodos baseados em féormulas fechadas para
construgdo de autovetores de transformadas discretas de Fourier definidas sobre o corpo dos
reais e sobre corpos finitos; entre os referidos métodos, receberam énfase aqueles que empregam
matrizes geradoras, a partir das quais diversos resultados foram derivados e para os quais varias

aplicacdes foram apresentadas. As contribui¢des desta tese s@o sumarizadas a seguir:

1. Foram investigadas propriedades dos autovetores da DFT do tipo Hermite-Gaussiano cons-
truidos por férmulas fechadas. Varios aspectos acerca do método de matrizes geradoras
para construcao destes autovetores (PEI; CHANG, 2009; PEI; CHANG, 2016) foram
esclarecidos e paralelos entre esta metodologia e a proposta em (KUZNETSOV, 2015)

foram tracados.

2. Combinando os métodos apresentados em (PEI; CHANG, 2016) e (KUZNETSOV, 2015),
um procedimento sistemdtico para construcio de bases de autovetores HGL para qualquer

valor de IV foi proposto e vérios resultados numéricos foram apresentados e analisados.

3. Uma familia de matrizes geradoras foi proposta e foi mostrado como utilizd-la para
construir, de maneira mais simples, os autovetores apresentados em (KUZNETSOV,
2015).

4. Os autovetores HGL construidos foram utilizados na expansado espectral da matriz F' da
DFT e permitiram definir um operador fracionario F'* correspondente que representa uma

versdo discreta do operador transformada fraciondria de Fourier (FrFT).

5. A fracionarizacdo acima mencionada foi aplicada no cenério de filtragem de sinais no domi-
nio fraciondrio; mostrou-se que os resultados obtidos sdo compardveis aqueles resultantes

do uso de outras abordagens encontradas na literatura.

6. Foi introduzido um método para o célculo eficiente de uma transformada fracionaria
discreta de Fourier baseada na autodecomposi¢cao do operador transformada de Fourier
ordindria. Esta abordagem prové uma significativa redu¢do na complexidade aritmética,
quando comparada com outros métodos do estado-da-arte, sendo aplicdvel em determina-

dos cendrios praticos.

7. Foi demonstrado que a transformada proposta pode ser aplicada empregando uma estratégia
de arredondamento das componentes dos autovetores do tipo Hemite-Gaussiano usados
para defini-la, permitindo uma economia de 50% a 80% no nimero de multiplicacdes
e adi¢des envolvidas no referido cdlculo, ao mesmo tempo em que um desempenho

satisfatorio € mantido.
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Os métodos propostos para o célculo eficiente da transformada (com e sem arredonda-
mento) foram empregados nos cendrios praticos de filtragem e representagdo compacta
de sinais no dominio fraciondrio. Os resultados indicaram que os métodos podem ser

aplicados sem que o desempenho da transformada seja afetado de forma significativa.

Foi apresentado um método de matrizes geradoras para constru¢do de autovetores da

transformada numérica de Fourier.

Foi definida uma matriz geradora especifica Sc e foi mostrado como, a partir dessa matriz,
cria-se a base de autovetores do tipo Hermite-Gaussiano da FNT proposta em (LIMA;
CAMPELLO DE SOUZA, 2016).

Foi apresentado um algoritmo para criagdo de matrizes geradoras a partir de parametros
escolhidos. Foi apresentado um procedimento sistematico, que utiliza as referidas matrizes

para a construcdo de uma base ortogonal de autovetores da FNT.

A base de autovetores mencionada foi entdo utilizada para definir uma MFrFNT; como
exemplo de aplicacdo, foi proposto um esquema de cifragem de imagens. Utilizando
medidas para testes de robustez encontrados na literatura, foi mostrado que o esquema tem

potencial para ser empregado em cendrios praticos.

TRABALHOS FUTUROS

A seguir, sdo elencados possiveis desdobramentos do trabalho apresentado:

Apesar dos Capitulos 2 e 3 abordarem o uso da DFrFT proposta nos cendrios de filtragem e
representacdo compacta de sinais no dominio fraciondrio, outros cendrios relacionados, por
exemplo, as dreas de processamento de sinais, comunicacdes, cddigo corretores de erro e
criptografia podem ser avaliados (NAMIAS, 1980; WEIMANN et al., 2016; LOHMANN,
1993; OZAKTAS; ZALEVSKY; KUTAY, 2001; LIU; SHERIDAN, 2013; ALMEIDA,
1994; WEIL; LI, 2016; LIMA; NOVAES, 2014; WANG et al., 2016; TAO; MENG; WANG,
2011; ZHAO et al., 2016c; LU; XIAO; WEI, 2016; PELICH et al., 2016).

Encontram-se sob avaliacdo técnicas para melhorar a estratégia de arredondamento, pro-
posta no Capitulo 3, para obter uma melhor relacio entre precisdo e complexidade aritmé-
tica da aplicacdo da transformada; o arredondamento pode ser realizado, por exemplo, em

diferentes casas decimais para diferentes componentes de autovetores HGL.

Atualmente, também tem sido considerada a possibilidade de desenvolver arquiteturas de
hardware para a DFrFT proposta e a avaliacdo de seu desempenho em cendrios distintos

dos apresentados neste trabalho.
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e As transformadas numéricas possuem uma vasta gama de aplicacdes além da cifragem
de imagem, logo, € interessante estudar o uso das transformadas fracionarias numéricas
propostas no Capitulo 4 em cendrios tais como processamento de sinais no dominio
cifrado (PEDROUZO-ULLOA; TRONCOSO-PASTORIZA; PEFEZ-GONZALEZ, 2017),
geracdo de sequéncias de espalhamento para canais de acesso multiplo (SONG et al.,
2014a), marca d’4gua fragil (CINTRA et al., 2009), entre outros.

e Assim como ocorre para transformadas fraciondrias definidas sobre o corpo dos reais
(ou complexos), também € de interesse propor arquiteturas de hardware para o calculo
eficiente das respectivas transformadas definidas sobre corpos finitos (BLAHUT, 2010;
DE OLIVEIRA NETO; LIMA, 2018).

e A extensdo do método de matrizes geradoras para outras transformadas numéricas, tais
como a transformada de Hartley (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998a) e as transforma-
das trigonométricas (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2011) encontra-se sob avaliacdo.
Este estudo terd como apoio trabalhos semelhantes sobre o dominio dos reais (FIGUEI-
REDO; LIMA; DE OLIVEIRA NETO, 2017a; FIGUEIREDO; LIMA; DE OLIVEIRA
NETO, 2017b; LIMA; DE OLIVEIRA NETO; FIGUEIREDO, 2018; DE OLIVEIRA
NETO; LIMA; PANARIO, 2018a).

6.2 ARTIGOS RELACIONADOS A TESE

Nesta secdo, sdo listados os artigos publicados e submetidos ao longo do desenvolvimento
deste trabalho. As publicacdes sdo apresentadas em ordem cronoldgica e os trabalhos cujo

conteudo € diretamente relacionado a esta tese sdo marcados em negrito.

Trabalhos publicados em periédicos

e DE OLIVEIRA NETO, J. R.; LIMA, J. B. Discrete fractional Fourier transforms
based on closed-form Hermite-Gaussian-like DFT eigenvectors. IEEE Transactions
on Signal Processing, v. 65, n. 23, p. 6171 - 6184, Dec 2017.

e LIMA, J. B.,; DE OLIVEIRA NETO, J. R.; FIGUEIREDO, R. B. A unified approach for
defining random discrete fractional transforms. Optik, v. 165, p. 388 — 394, 2018. ISSN
0030-4026.

e DE OLIVEIRA NETO, J. R. de; LIMA, J. B.; PANARIO, D. A generating matrix
method for constructing Hermite-Gaussian-like number-theoretic transform eigen-
vectors. Signal Processing, v. 152, p. 189 - 196, 2018. ISSN 0165-1684.

e GONDIM, M. A. A; DE OLIVEIRA NETO, J. R.; LIMA, J. B., Steerable Fourier number
transform with application to image encryption. In: Signal Processing: Image Commu-

nication. Aceito para publicacdo em 17 de Janeiro de 2019.
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Trabalhos publicados em anais de eventos

e FIGUEIREDO, R. B. D.; LIMA, J. B.; DE OLIVEIRA NETO, J. R. Matrices generating
eigenvectors for constructing fractional trigonometric transforms. 40th International
Conference on Telecommunications and Signal Processing (TSP 2017), Jul 5-7, 2017,

Barcelona, Spain.

e FIGUEIREDO, R. B. D.; LIMA, J. B.; DE OLIVEIRA NETO, J. R. Matrizes geradoras de
autovetores para construcio de transformadas de Hartley fraciondrias. XXXV Simpésio
Brasileiro de Telecomunicacoes e Processamento de Sinais (SBrT 2017), Sep 3-6,
2017, Sao Pedro, Brazil.

e DE OLIVEIRA NETO, J. R.; LIMA, J. B.; PANARIO, D. A family of matrices for
generating Hermite-Gaussian-Like DFT eigenvectors. In: 2018 IEEE International
Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing (ICASSP). Apr 15-20, 2018.
p. 4379-4383, Calgary, Canada.

e DE OLIVEIRA NETO, J. R.; LIMA, J. B. Hardware architectures for computing 8-point
cosine number transform. In: 2018 IEEE International Symposium on Circuits and
Systems (ISCAS). May 27-30, 2018. Florence, Italy.

Resumos expandidos publicados em anais de eventos

e DE OLIVEIRA NETO, J. R.; LIMA, J. B.; PANARIO, D. Matrices for generating
eigenvectors of number-theoretic transforms. 2017 Sth Global Conference on Signal
and Information Processing (GlobalSIP 2017), Nov 14-16, 2017, Montreal, Canada.

Trabalhos submetidos a periodicos

e DE OLIVEIRA NETO, J. R.; LIMA, J. B.; PANARIO, D., The design of a novel
multiple-parameter fractional number-theoretic transform and its application to
image encryption. In: IEEE Transactions on Circuits and Systems for Video Tech-
nology. submetido em 22 de agosto de 2018.

e DE OLIVEIRA NETO, J. R.; LIMA, J. B.; DA SILVA JR,, G. J.; CAMPELLO DE
SOUZA, R. M., Computation of an eigendecomposition-based discrete fractional
Fourier transform with reduced arithmetic complexity. In: IEEE Transactions on
Signal Processing. submetido em 21 de novembro de 2018.
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APENDICE A — PROVAS DAS PROPOSICOES 2.2 E 2.3

PROVA DA PROPOSICAO 2.2

Seja P a matriz

V2lo o olo oo 0]
0
P=v21 1] 1 ,
1| -1
i 0|1 —1_

que satisfaz P = PT = P~!. A transformagdo de similaridade PSP ™! produz a matriz (A.1),
em que S,, = sen (nzﬁ) O determinante de PSP ™!, que € dado pelo produto dos elementos das

suas antidiagonais, é det(PSsP ') = 0. Desde que det(P) = det(P~!) = 1, necessariamente
tem-se det (S5) = 0.

PROVA DA PROPOSICAO 2.3

Relembremos as seguintes propriedades do tragco de uma matriz:

Propriedade A.1. Sejam A e B matrizes N x N, os indices 1,5 = 1,2,..., N os elementos na
1-ésima linha e na j-ésima coluna, e 3 uma constante (HAZEWINKEL, 2001), tem-se:

PS-P! = 0 Swatsz 3 (A1)

2 DN |
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Wnn
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i tr(AB) = tr(BA);
ii tr(A + B) =tr(A)+ tr(B);
iii tr(BA) = ptr(A)

iv tr(ABT) = > j(A o B); ;, em que o denota multiplicagdo elemento a elemento.

Em geral, o Teorema Binomial pode ser usado para expandir poténcias da soma de duas
matrizes apenas se estas matrizes comutarem; o que ndo € o caso das matrizes —iF'TF e
T. Contudo, desde que ndo se esteja interessado em calcular S™, e sim tr (Sg™), devido a

propriedade A.1(i), pode-se escrever

tr (S§™) = tr [(—iF '"TF +T)"]

m

3 (Z}) (—iFTE)" T

k=0

= tr

(A.2)

Devido a propriedade A.1(ii), tr (S&") pode ser avaliado considerando o trago de cada termo do

somatorio na dltima equagdo. Sao entdo analisados os seguintes casos:
i. m é impar
a) k é impar: usando as propriedades A.1(iii) e A.1(iv), e observando que
1mn\m—k _1am—k
(F TF) =F"'T 'F

e T = T, o traco try do k-ésimo termo do somatério em (A.2) € dado por
m N— _1m=m—Fk —k
trk:(k)(—z) kZJKF IT F)O(T )]

. . o _ —ky o
Desde que m — k € par, todos os elementos da diagonal principal de F IT""F sdo
uma constante nao nula denotada por . Portanto, a dltima equag@o pode ser escrita

como
m N =k
J

) . =k N
Os elementos ao longo da diagonal principal de T formam uma sequéncia com

. ., —k
simetria impar. Portanto, tem-se » | ; ijj =0etr, =0.

b) k € par: pode-se proceder de forma anédloga ao caso anterior. Contudo, sendo m — k
, 71_’fn*k ~ . . . . . ~

agora impar, F~'T F € uma matriz cujos elementos na diagonal principal sio
- =m—k =k .

todos nulos. Entdo o produto elemento a elemento (F_le F) o (T") dd a matriz

nula e, portanto, try = 0.
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ii. m =2 (mod 4)

a) k é impar: sendo m — k impar, € possivel demonstrar que tr; = 0 de uma maneira

andloga a aplicada no caso ii.b).

b) k é par: assumindo que k = 47 e escrevendo m = 4s + 2, tem-se (—i)"* =
(_Z')4(s—r)+2 —_1le

try, = (TZ) (—1)tr [(F—IT“(S’”“F) Tﬂ .

Observa-se que try é cancelado por tr,, x, o (m — k)-ésimo termo do somatério
em (A.2), que € obtido se for assumido que k£ = 4r + 2. Mais especificamente, tem-se
(_Z>m7(m7k‘) _ (_Z'>4r —1le

tT,, = <TIZ) tr [(FflTMF) T4(s—r)+2] .

Desde que FIT'F =FT F!, adltima equacdo torna-se

e = (1 )or [T R) T = -

Isso fornece tr(S7;) = 0.
iii. m =0 (mod 4)

a) k é impar: este caso € andlogo ao caso ii.a) e fornece try = 0.

b) k € par: assumindo que k£ = 4r e escrevendo m = 4s, tem-se no k-ésimo termo
do somatério em (A.2), tem-se (—i)" % = (—4)*>~") = 1. Por outro lado, no
(m — k)-ésimo termo do somatério em (A.2), tem-se (—i)™~ (M%) = ()4 = 1,
Entéo, diferentemente do caso ii.b), em vez tr;, e tr,,_;, serem cancelados, eles sdo
somados, de modo que tr(S%) # 0. Similarmente, assumindo que k = 4r + 2, no
k-ésimo termo do somatério em (A.2), tem-se (—4)" % = (—i)**7)=2 = —1 e, no

(m — k)-ésimo termo, tem-se (—i)™~ ("% = (—)+2 = _]_ Isso leva & mesma

conclusio do caso em que k = 4r.
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