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RESUMO

O trabalho desenvolvido nesta Tese versa sobre a drea de Processamento de Sinais por meio
de transformadas definidas sobre corpos finitos. A principal ferramenta usada € o tridngulo de
Pascal definido sobre o corpo finito GF'(p). Uma nova transformada baseada neste tridngulo de
Pascal, a transformada numérica de Pascal, € introduzida e suas propriedades sdo investigadas.
A estrutura do tridngulo de Pascal modular é explorada de forma unica nesta Tese, revelando
novas propriedades. Uma nova familia de codigos de bloco lineares multiniveis baseada em tal
transformada, os cédigos de Pascal, é definida. A construcao de novas transformadas definidas
em corpos finitos baseadas em familias conhecidas de cédigos corretores de erros € investigada.
Em particular as transformadas numéricas de Hamming e de Golay, as quais se baseiam nos
respectivos codigos corretores de erros, sdo introduzidas. Um caso especial € considerado, a
saber, a versdo ciclica destas transformadas, e suas propriedades sdo investigadas. A estrutura
de autossimilaridade da matriz do triangulo de Pascal modular é considerada, e uma aplicacao
das transformadas introduzidas nesta Tese, como uma ferramenta de pré-processamento para
cifragem de imagens, é sugerida. Algoritmos rdpidos para a computagdo da transformada

numérica de Pascal sd@o propostos.

Palavras-chave: Triangulo de Pascal. Transformadas numéricas. Transformada numérica de

Pascal. Transformada de Hamming. Transformada de Golay. Cifragem de imagens.



ABSTRACT

The work developed in this thesis concerns signal processing by means of finite field transforms.
The main tool used in the research is Pascal’s triangle defined over the finite field GF'(p). A new
transform based on this Pascal’s triangle, the Pascal Number Theoretic Transform, is introduced
and its properties are investigated. The structure of the modular Pascal’s triangle is exploited
uniquely, revealing new properties. A new family of multilevel linear block codes based on such
transforms, the Pascal Codes, is defined and its parameters determined. The construction of new
finite field transforms based on established families of error correcting codes is investigated. In
particular, the Hamming number-theoretic transform and the Golay number-theoretic transform,
which are based on the respective error correcting codes, are introduced. A special case is
considered, namely, the cyclic version of these transforms, and its properties are investigated.
Pascal’s triangle self-similarity structure is investigated and a possible application, concerning
image encryption, is considered. Fast algorithms for computing the Pascal Number Theoretic

Transform are proposed.

Keywords: Pascal’s triangle. Number-theoretic transforms. Hamming transforms. Golay trans-

forms. Image encryption.
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1 INTRODUCAO

Uma das principais razdes de se pesquisar transformadas numéricas € o fato de se
obter uma precisao “infinita”, ou seja, para tais transformadas nio existe o chamado erro de
arredondamento ou truncagem, uma vez que toda a aritmética se efetua no conjunto dos nlimeros
inteiros. Neste sentido, sempre que se define alguma transformada, € natural perguntar: “Existe
uma versao numérica para a mesma?”’ A proxima pergunta natural é: “Existe uma forma eficiente
de se calcular tal transformada, explorando-se as propriedades da estrutura matematica que lhe
da suporte?” A resposta a esta segunda pergunta nos leva ao mundo dos algoritmos rapidos.
Assim, encontramos versdes numéricas de transformadas originalmente definidas no continuum
(Transformada de Fourier, Transformada de Hilbert, Transformadas do seno e do cosseno,
Transformada de Hartley, etc.) e transformadas definidas diretamente sobre os corpos finitos,
tal como a Transformada de Pascal apresentada aqui. As versdes numéricas, em geral, sdo
definidas de modo a preservar as mesmas propriedades de suas versdes continuas. Seja como
for, qualquer transformada deve sempre (de alguma forma) traduzir o problema a ser resolvido
em um problema mais simples de ser tratado. Assim, alguma transformada projetada para se
resolver um determinado problema pode se mostrar ineficiente na solu¢do de um outro problema.
Por exemplo, a Transformada de Fourier ndo € a ferramenta adequada quando se deseja explorar
a resolucdo temporal/frequencial, para isto existem as transformadas Wavelets (DEOLIVEIRA,
2007) e a Transformada de Gabor (Short Time Fourier Transform) (GABOR, 1946). Uma questdo
relevante, de um modo geral, é a complexidade aritmética (entendida aqui como o nimero de
multiplicacdes e adi¢des) necessdria ao calculo da transformada. Muitos algoritmos eficientes
tém sido desenvolvidos visando reduzir esta complexidade aritmética. Estes algoritmos eficientes
implementados em Processadores Digitais de Sinais (DSP), em FPGA ou em circuitos integrados
de aplicacdo especifica (ASIC), permitem o desenvolvimento de equipamentos capazes de
processar informagdes em tempos “tdo curtos” que podemos considerar o processamento como
sendo feito em tempo real. Desta forma, uma tomografia computadorizada, por exemplo, é
realizada e observada “instantaneamente” na tela de um monitor permitindo ao operador julgar
se as imagens obtidas sdo adequadas ou ndo, e entdo efetuar os ajustes necessarios a obtengao

dos detalhes requeridos no exame.

Transformadas definidas sobre corpos finitos t€ém sido empregadas tanto na drea de
processamento digital de sinais, quanto nas dreas de codigos corretores de erros e criptografia,
entre outras (POLLARD, 1971), (SOUZA; FREIRE; DEOLIVEIRA, 2009), (LIMA; LIMA;
MADEIRO, 2013).
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1.1 UM POUCO DE HISTORIA: UMA LINHA DO TEMPO

Hoje sabe-se que Gauss desenvolveu um algoritmo similar! a transformada répida de
Fourier (FFT, do inglés Fast Fourier Transform) para o célculo dos coeficientes da série finita
de Fourier em 1805 (HEIDEMAN; JOHNSON; BURRUS, 1984). E interessante perceber aqui
que este trabalho de Gauss antecede, inclusive, ao préprio trabalho de Fourier sobre andlise
harmonica (1807). Aparentemente, Gauss ndo teria avaliado a complexidade computacional de

seu algoritmo.

Em 1971, J. M. Pollard (POLLARD, 1971) definiu a primeira transformada sobre um
corpo finito. No artigo de Pollard, € abordada a computacdo da convolugdo de sequéncias longas

de inteiros por meio de aritmética modular.

Em 1972, C. M. Rader (RADER, 1972) prop0s a transformada numérica de Mersenne

cuja computagdo, em certos casos, s6 requer adi¢des e deslocamentos ciclicos.

Em 1974, R. C. Agarwal e C. S. Burrus (AGARWAL; BURRUS, 1974) definiram a
transformada numérica de Fermat cuja computacdo, em certos casos, também nao envolve

multiplicacdes, apenas adi¢des e deslocamentos ciclicos.

Em 1993, (CAIRE; GROSSMAN; POOR, 1993) introduziram a transformada wavelet

sobre corpos finitos.

No inicio dos anos 1980, Victor Namias (NAMIAS, 1980) introduziu a transformada

fracionaria de Fourier.

Em 1998, (SOUZA et al., 1998) introduziram a transformada de Hartley em um corpo
finito apresentando suas principais propriedades e apontando possiveis aplicagdes para a mesma.
Na defini¢do desta transformada foi empregada a recém introduzida trigonometria sobre corpos
finitos (PASCHOAL; SOUZA; DEOLIVEIRA, 1993). A importante familia de transformadas
sobre GF'(p) quando p é um primo de Mersenne foi considerada. Para tais transformadas, o
comprimento de bloco € uma poténcia de 2 e isto possibilita a utilizacdo de algoritmos rapidos

de base 2 para sua computacgao.

Em 2004, (SOUZA et al., 2004) introduziram a transformada numérica do cosseno

usando trigonometria sobre corpos finitos.

Em 2005, (SOUZA et al., 2005) introduziram a transformada numérica do seno. O caso
em que p € um primo de Mersenne foi considerado o que permite a utilizacdo de algoritmos

répidos de base 2 para sua computacao.

Em 2008, (LIMA, 2008) completou a familia de transformadas trigonométricas esten-
dendo para 16 o nimero de transformadas trigonométricas sobre corpos finitos conhecidas até

entdo (trés).

' O algoritmo de Gauss corresponde 4 FFT de Cooley-Tukey com dizimacdo na frequéncia.
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Em 2012, (LIMA; SOUZA, 2012) introduziram a transformada fracionaria de Fourier

usando conceitos de trigonometria sobre corpos finitos.

Em 2013, (LIMA; LIMA; MADEIRO, 2013) introduziram as transformadas fracionarias

do cosseno e do seno a partir da transformada fraciondria de Fourier.

Em 2014, Kak (KAK, 2014) introduziu a transformada numérica de Hilbert sugerindo

aplicacdes na drea de criptografia.

Em 2015, P. Lima et al. (LIMA, 2015) introduziram a transformada fracionéria de Hartley,
a qual se baseia em fun¢des de matrizes sobre corpos finitos. Foi desenvolvida uma aplicacdo em

cifragem de imagens para demonstrar a flexibilidade e aplicabilidade de tal transformada.

Em 2015, (PASCHOAL; DEOLIVEIRA; SOUZA, 2015) introduziram a transformada
numeérica de Pascal considerada neste trabalho, usando como base a matriz de Pascal sobre o
corpo finito GF'(p).

A Tabela 1 lista as transformadas de corpo finito conhecidas na literatura.

Tabela 1 — Transformadas Sobre Corpos Finitos

Transformada Aplicacdo Sugerida
Transformada de Fourier (1971) Codif. de Canal e Processamento Digital de Sinais
Transformada Numérica de Mersenne (1972) | Processamento Digital de Sinais
Transformada Numérica de Fermat (1974) Processamento Digital de Sinais
Transformada Wavelet (1993) Codif. de Canal e Processamento Digital de Sinais
Transfiormada de Hartley (1998) Codificacdo de Canal e Multiplexagdo Digital
Transformada do Cosseno (2004) Multiplexacdo Digital e Marca ddgua
Transformada do Seno (2005) Marca dagua
Transformadas Trigonométricas (2008) Codif. de Canal, Criptograf. e Multiplexacdo Digital

Transformada Fracionaria de Fourier (2012) Codificag¢do de Canal e Criptografia
Transformada Fraciondria do Cosseno (2013) | Criptografia e Multiplexagdo Digital
Transformada Fracionaria do Seno (2013) Criptografia e Multiplexagao Digital
Transformada Numérica de Hilbert (2014) Criptografia
Transformada Fracionaria de Hartley (2015) | Criptografia
Transformada Numérica de Pascal (2015) Criptografia

As transformadas do cosseno e do seno na Tabela 1 sdo conhecidas como transformadas trigo-
nométricas e s6 foram definidas ap6s a introducao de uma trigonometria sobre corpos finitos
(PASCHOAL; SOUZA; DEOLIVEIRA, 1993)(SOUZA et al., 1998).

1.2 CONTEUDO DA TESE
No Capitulo 2 introduzimos os preliminares matematicos necessdrios ao desenvolvimento
dos conceitos abordados nesta Tese.

No Capitulo 3 sdo introduzidas novas rela¢cdes na matriz de Pascal modular (PASCHOAL;
SOUZA; OLIVEIRA, 2018), especialmente tteis na determinacao de propriedades da Transfor-
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mada Numérica de Pascal (TNP). A fatorac@o das matrizes de Pascal de determinadas ordens,

por meio de um produto de Kronecker, é apresentada.

No Capitulo 4 a transformada numérica de Pascal (TNP) é definida, suas principais
propriedades sd@o enumeradas e o algoritmo de fatoracdo de Cholesky é empregado para a
determinacao da transformada inversa (PASCHOAL; DEOLIVEIRA; SOUZA, 2015). Diversas
proposicdes sdo enunciadas, com suas respectivas provas, discute-se a estrutura da matriz de
Pascal adotada na defini¢ao da TNP e, finalmente, introduz-se uma defini¢do de periodicidade
para a matriz de Pascal infinita. Esta estrutura estd relacionada ao comportamento autossimilar
da matriz de Pascal que, por sua vez, conecta a matriz de Pascal a teoria dos fractais. A ordem da
matriz de Pascal Py é determinada e expessOes matematicas para os autovalores associados a

matriz de transformacdo da TNP de comprimento N = p" e suas multiplicidades sdo obtidas.

No Capitulo 5 sdo apresentados algoritmos rapidos para a computacao da transformada
numérica de Pascal (PASCHOAL; SOUZA, 2017).

No Capitulo 6 sdo apresentadas aplica¢des da transformada numérica de Pascal. Introduz-
se a familia de cddigos corretores de erros de Pascal a partir da definicao da transformada
numérica de Pascal, de acordo com a técnica introduzida por Campello (SOUZA; FREIRE;
DEOLIVEIRA, 2009). Os parametros de alguns c6digos sao determinados. Sdo introduzidas as
transformadas numéricas de Hamming e Golay a partir dos respectivos cddigos corretores de
erros, usando a mesma técnica. Algumas propriedades destas novas transformadas sio discutidas.
Apresenta-se a utilizacdo das mesmas como uma ferramenta de pré-processamento para a

cifragem de imagens.

No Capitulo 7 apresentamos as conclusdes deste trabalho e as sugestdes para trabalhos

futuros.

O Apéndice A contém o cédigo fonte em Mathematica® dos programas usados para se

obter as matrizes de paridade dos cddigos de Pascal sobre corpos finitos.

O Apéndice B contém uma anélise comparativa das transformadas de Hamming e de
Golay, definidas nesta Tese, como possiveis ferramentas em aplicacdes de cifragem de imagens

por meio de um script em Matlab® cuja listagem encontra-se no Apéndice C.

O Apéndice C contém a listagem dos programas, desenvolvidos em Matlab®, usados

para o processamento de imagens por meio das transformadas definidas nesta Tese.

O Apéndice D contém o cédigo fonte do programa em Matlab® usado para desenvolver

os chamados tapetes de Pascal.

1.3 CONTRIBUICOES

As principais contribui¢cdes desta Tese sao

a) Demonstragdo de novas relagdes na matriz de Pascal modular (Cap. 3).
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b) Defini¢do da transformada numérica de Pascal (TNP) e andlise de suas propriedades (Cap.
4).

¢) Andlise da autoestrutura da matriz de transformacao da TNP (Cap. 4).

d) Construcao de algoritmos rapidos para a computacdo da TNP (Cap. 5).

e) Definicdo da familia de c6digos corretores de erros de Pascal (Cap. 6).

f) Definicdo das transformadas numéricas de Hamming e de Golay, obtidas a partir dos
respectivos cédigos corretores de erros (Cap. 6).

g) Andlise da aplicabilidade das transformadas numéricas introduzidas na Tese como uma

ferramenta de pré-processamento na cifragem de imagens (Cap. 6).
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2 PRELIMINARES MATEMATICOS

Transformadas definidas sobre corpos finitos t€m sido aplicadas em diversas dreas da En-
genharia Eletronica, tais como criptografia (LIMA; LIMA; MADEIRO, 2013), processamento de
imagens (CINTRA et al., 2009), multiplexacao digital (DEOLIVEIRA; SOUZA; KAUFFMAN,
1999), (SOUZA; OLIVEIRA, 2006) e codificacdo de canal (SOUZA; FREIRE; DEOLIVEIRA,
2009), (FREIRE, 2009), dentre outras areas.

Neste capitulo € feita uma breve introdugao a teoria dos corpos finitos. Posteriormente,
apresentamos a matriz de Pascal adotada neste trabalho, o método de fatoracdo de Cholesky'
((CONTE; BOOR, 1980), (EDELMAN; STRANG, 2004)) e exploramos algumas propriedades

desta matriz.

2.1 CORPOS FINITOS

Corpos finitos foram introduzidos por Evariste Galois [x25/10/1811;131/05/1832] em
1830 na sua prova da inexisténcia de solucdes por radicais para equacgdes algébricas de grau

maior do que 4.

Definicao 1. Um corpo < F,®,® > ¢ uma estrutura matemdtica formada por um conjunto F e

duas operagoes, aqui denotadas ® e ®, obedecendo aos seguintes axiomas:

(a) A estrutura < F,@® > é um grupo Abeliano.
(b) A estrutura < F' — {0}, ® > é um grupo Abeliano.
(c) Sea, bec e F entdo

(D) Qc=(a@c) Do),
cQ(aDb) = (cQa) D(c D).

Por uma questdo de simplificacdo de notagdo, iremos nos referir ao conjunto F como

sendo o proprio corpo. Ademais, denotamos a ® b e a @ b por a+b e ab, respectivamente.

Definicao 2. Um corpo formado por um niimero finito de elementos é chamado corpo finito;
caso contrdrio, ele é chamado de corpo infinito. A quantidade de elementos de um corpo é

chamada de cardinalidade do corpo ou ordem do corpo.

Teorema 1. S6 existem corpos finitos de ordem igual a uma poténcia de um primo (MCELIECE,
1987).

Definicao 3. A caracteristica de um corpo finito F' é o menor niimero inteiro positivo m tal que,

para qualquer elemento a € F, ndo nulo, tem-se

' André-Louis Cholesky [x15/10/1875;131/08/1918] foi um cartégrafo francés. A fatoracio de Cholesky é muito
util na resolucao de problemas de ortogonalizacdo de sinais.
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ma:g+a+~--+g:O, emF.
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Exemplo 1. O conjunto F' = Z5 = {0, 1,2, 3,4}, munido das operagdes de adi¢do e multiplica-

¢do modulo 5, é um corpo finito de ordem 5 e caracteristica 5.

Definicao 4. A ordem multiplicativa de um elemento a € F' é o menor niimero inteiro positivo r

tal que a”" = 1.

De uma maneira geral, Z, = {0, 1,--- ,p—1}, o conjunto dos inteiros médulo p, munido
das operacdes de adi¢do e multiplicagdo médulo p, forma o corpo finito denotado por GF'(p)

(do inglés Galois Field ou Campo de Galois).

Os corpos finitos de ordem p™ sdo chamados de corpos de extensao do corpo base G F'(p).
Os elementos de G F'(p™) podem ser representados por (MCELIECE, 1987)

(a) m — uplas de elementos de GF'(p);
(b) Polinémios, sobre GF'(p), de grau menor do que m;
(c) Poténcias de um elemento primitivo do corpo, isto €, um elemento cuja ordem multiplica-

tiva é p™ — 1.

A representacdo em (c) facilita a implementacdo da operacao de multiplicacdo em um
corpo de extensdo. As operagdes usadas no corpo GF(p™) sdo adi¢do e multiplicagdo médulo

um polindmio p(x). Este polindmio precisa atender a algumas condigdes.

Definicdo 5. O polinémio irredutivel p(x) de grau m sobre GF(p) é dito pertencer ao expoente
e, quando este for o menor inteiro positivo tal que p(x) divida (z¢ — 1). Quando e = (p™ — 1),
p(x) é chamado polinémio primitivo (MCELIECE, 1987).

Polindmios primitivos permitem a representacao dos elementos de um corpo finito por
meio de poténcias de um elemento do corpo, chamado de elemento primitivo (representacio da
letra (¢)).

Exemplo 2. Construgdo do corpo GF(23). Para representarmos os elementos deste corpo
como poténcias de um elemento o € GF (23), precisamos de um polinémio primitivo, ou seja,
precisamos de um polinémio irredutivel sobre GF(2) de grau m = 3 que pertenga ao expoente
23 — 1 = T. Vamos representar este polinomio por w(x). Um polinémio que atende a estes

requesitos é (x) = x® + x + 1. Se a é uma raiz de 7(x) sobre GF(23), entdo
mla)=a’+a+1=0=a’=a+1. (2.1)

Outra forma de representar os elementos deste corpo, sem a necessidade de se ter um

polinémio primitivo, é por meio do conjunto de todos os polindomios com coeficientes sobre
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GF(2) de grau menor ou igual a 2, isto é,
0,1,z,z+ 1,22 22+ 1,22+ z, 2>+ + 1. (2.2)

A Tabela 2 lista os elementos do corpo GF(23) construido usando-se o polinémio

primitivo w(x).

Tabela 2 — Representacdes dos elementos do corpo G F(23).

Poténcias de o« | Representacao Binaria | Representacao Polinomial
* 000 0
a’ 001 1
@ 010 x
o? 100 x?
ad=a+1 011 r+1
at=a 4+« 110 >+
a®=a*+a+1 111 > +r+1
ab=ao*+1 101 2 +1

2.2 MATRIZES DE PASCAL

Existem, pelo menos, doze defini¢cdes para a matriz de Pascal (BIRREGAH; DOH;
ADJALLAH, 2006). Neste trabalho adotamos a matriz de Pascal apresentada na Defini¢do 6.

Definicao 6. A matriz de Pascal de ordem N, denotada por Py, é a matriz quadrada de

elementos
[Pn];s & Clige (2.3)

em que C’f 11, denota a combinagdo de (1 + k), tomada i a i. Quando N — oo, a matriz é

denominada matriz de Pascal infinita e é denotada por P..

Definicao 7. Uma matriz A é dita ser positiva definida quando

(a) A matriz A é simétrica;

(b) 27 - A-x >0, para todo x # 0.

Quando N < oo, Py € simétrica positiva definida, podendo ser decomposta como o
produto de uma matriz triangular inferior por uma matriz triangular superior. Existem vérias
formas de efetuar tal decomposi¢ao, por exemplo, elimina¢ao de Gauss, decomposi¢ao PLU,
decomposicao de Crout, decomposicdo LR, decomposi¢do QR, decomposi¢do de Cholesky, entre
outras (CONTE; BOOR, 1980). Aqui usamos a decomposi¢ao de Cholesky, pois a matriz de
Pascal é uma matriz positiva definida e este € um método eficiente neste caso (EDELMAN;

STRANG, 2004). A decomposicao de Cholesky é um caso especifico da decomposi¢cao LU,
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que, por sua vez, ¢ uma variante do método de elimina¢do de Gauss. No chamado método de

Cholesky tem-se
Py = Ly - Ly, (2.4)

em que Ly € a matriz de elementos L;; dados por

Ck >k
Lyp=14 0 =" 2.5)
0, se i<k.

Mostra-se que, para todo IV, a fatoracdo de Cholesky € sempre possivel e que os elementos
da diagonal principal de Ly sdo todos iguais a 1 (EDELMAN; STRANG, 2004), (LV; HUANG;
REN, 2009), consequentemente, o determinante de Py € igual a 1. Mostra-se também que os
autovalores das matrizes Py e Py 1§30 reais e positivos (BACHER; CHAPMAN, 2004).

2.3 O METODO DE CHOLESKY

Aqui ndo iremos deduzir o método de Cholesky, por existir vasta literatura sobre o
mesmo (CONTE; BOOR, 1980), (CALL; VELLEMAN, 1993), (EDELMAN; STRANG, 2004).

Os elementos L;;, da matriz triangular inferior, pelo método de Cholesky, sao dados por:

(i) Termos na diagonal principal

Loo = +/Poo, (2.6)
Ly, = (2.7)
emquek=1--- N —1
(i) Termos fora da diagonal principal
Ljo = pjo/ Loo, (2.8)
j—1
= > o LgiLy;
Ly, = 24 —— (2.9)

3J
Exemplo 3. Considere a matriz de Pascal de ordem 5,

111 1 1]
1 2 3 4 5
Ps=|1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
| 1 5 15 35 70 |

A decomposicdo de Cholesky da mesma é obtida seguindo-se os passos:
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(a) Escreva a matriz a seguir, colocando apenas os elementos da diagonal principal e a

primeira coluna (todos iguais a 1),

&
I
_ =
o oo~ o
O 0~ o o
O~ o o o
_ o o o o

(b) Construa as outras linhas observando que os elementos faltantes podem ser obtidos a

partir dos elementos iniciais, usando-se a relacdo de Stiefel diretamente; ou seja

Ch =ty 1 O

e — -
1 0000
1 1000
Ls=1]11 2100
1 3310
| 146 4 1
Portanto,
11 1 1 1] 1 0000][1 11 11]
1 2 3 4 5 1 1000 012 3 4
Ps=1|13 6 10 15 |=Ls-Lf=]1 2 1 0 0 0 0136
1 4 10 20 35 1 3310 00014
| 1 5 15 35 70 | | 14641100001 |
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3 NOVAS RELACOES NO TRIANGULO DE PASCAL MODULAR

Neste capitulo apresentamos novas relacdes no triangulo de Pascal modular que serdao
especialmente uteis na determinacdo de propriedades da transformada numérica de Pascal (TNP)

a ser definida no Capitulo 4 desta Tese.

3.1 A MATRIZ DE PASCAL MODULAR

A Transformada de corpo finito introduzida nesta Tese, no Capitulo 4, usa a matriz de

Pascal modular definida a seguir.

(p)

Definicao 8. A matriz de Pascal modular sobre G F (p), denotada por Py;’, é a matriz quadrada

de ordem N, de elementos

[PJ(\P]M 2 ii—i-k (modp).

No restante desta Tese a matriz de Pascal modular serd chamada simplesmente de matriz

de Pascal e representada por Py.

Proposicao 1. Se p é um niimero primo, entdo, C;H =0 (modp),t=0,1,2---,1—1e
1=1,2,--- ,p— 1.

Demonstragdo. Considere o cdlculo de C .

o p+t) p+t)p+t—1) - (p+t—i+1)(p+t—i)
PRl (p 4+t =) ilp+t—1)

O O +t—1) - (pHt—i+1)

pHt — - .

7!

Entao,
dC = p+t)p+t—1)--(p+t—i+1).

Como 0 <t <7 — 1, percebe-se que o lado direito da expressao anterior ¢ um multiplo de p.

Resulta, entdo, que
(p+t)p+t—1)---(p+t—i+1)=0 (modp),

ou seja,
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ilCly, = 0 (mod p)

e, portanto, p|i! ou p]C’;',H. Se pli!, entdo, p|j para algum j tal que 1 < j < i < p — 1, 0 que ndo

¢ possivel. Portanto, p|CI§ ¢ € o resultado segue.

]

Proposicao 2. A matriz de Pascal, definida sobre G (p), cuja ordem N é igual a p, € triangular
superior, em relagcdo a sua diagonal secunddria.

Demonstragdo. Por defini¢do, o elemento [Pyl , da matriz de Pascal ¢ dado por Cl . Os
elementos abaixo da diagonal secunddria sdo tais que i + k > N (= p), ouseja, i + k = p + t,

para algum ¢ tal que 0 < ¢ < k — 1. Portanto, para estes elementos, podemos escrever
i otk o~k
ik = Cpte - = Gy

e, da Proposicdo 3.1, o resultado segue. 0

Proposicdo 3. A matriz de Pascal Py, em que N = L - p, sobre o corpo finito GF (p), pode ser
obtida a partir do produto de Kronecker Py = P, ® P,, em que P, e P, sdo matrizes de Pascal

de ordem L e p, respectivamente.

Demonstragdo. Pela definicdo do produto de Kronecker, tem-se que os elementos da matriz
A® B, em que A é uma matriz m X n e B é uma matriz p X ¢, sdo obtidos multiplicando-se cada
elemento da matriz A pela matriz B, obtendo-se assim uma matriz de ordem mp x nq. Como
as matrizes de Pascal sdo quadradas, tem-se m = n = L e p = q. Entdo, a matriz resultante do

produto de Kronecker possui ordem Lp. Considere o produto de Kronecker F’;, ® F,, em que

11 R | 11 1
R R
Lokt e ol Lot o
Tem-se,
P, P, .- P,
nen_ | O A
'Pp .Cfilpp o .CzLLilsz

Sejam 7 e s os indices que identificam os blocos formados pelas copias da matriz 2, mul-

tiplicada pelos termos binomiais de Pr. Entdo r,s = 0,1,...,L —1e [P],s = C/.,. A
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matriz Py = P, ® P, é formada pelos elementos obtidos pela multiplicagio C. +SC€+3, em que
/z'\,} =0,1,...,p — 1. Note que os indices das linhas (z) e das colunas (j) da matriz Py s@o dados

por

i=1+rp, j=7+sp,

em que! r = VJ es = VJ . Assim,
p p

(r+s)! [(i+])—(r+s)p]

P P . = r ;,Z\ N = .
(P& By)iy = O j(mOd p) gl (i —rp)l(j — sp)!

i+

Deseja-se provar que

(PLQP,)i; = (TTTS!S)! : [((iitjzp; ((;jj;ﬁ]! = Cy,;(modp). (3.1

Fixando os valores de r e s, a prova € feita por inducao em ¢. Por simetria, a prova por inducao
em j é semelhante.

i) Passo Base: i = 0 = r = 0. Entao

(0+s)! [(0+7) — (0+ 5)p]!
0ls! (0 —0p)!(j — sp)!

=1=CY,, (3.2)

i1) Passo da Inducao:

(i+14) = (r+)p (r+s)! [(i+5)=(r+s)p]

PrQ®P,)it1, = , , : . 33
(PL@ Pp)ig (i+1—rp) rls! (i —rp)l(j — sp)! (3-3)
Supondo que a equagdo (3.1) é verdadeira, entdo
((+1+) = +9p v _
(PLQ Bp)iv1,; = i+ 1—rp) Gy = CJ;H (mod p). (3.4)
]

Esta proposi¢do possui consequéncias que resultam das propriedades do produto de
Kronecker; a saber, se A e B sdo duas matrizes quaisquer, entdo (ZHANG, 2017)

(a) Se A e B s@o matrizes triangulares superiores (inferiores), entdo A ® B é uma matriz
triangular superior (inferior).

(b) Se A e B sao matrizes simétricas, entao A ® B é uma matriz simétrica.

(c) Se A e B s@o matrizes positivas definidas, entdo A ® B é uma matriz positiva definida.

(d) Se A possui autovalores \; (¢ = 1,--- ,n) e B possui autovalores 3;(j = 1,--- ,m), entdo

A ® B possui autovalores \;[3;.

' |z] denota a fungo piso de .
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(e) Associatividade: AQ BRC = (A®B)®C = AQ(BQC().

Exemplo 4. Considere a matriz Py sobre GF(3),

111111111
120120120
100100100
111222000 P, P, P
Pb=|120210000]|=|Dnr 2P 0P
100200000 Py OP; 0P
111000000
120000000
(10000000 O
111 11
=1 20|®|120]|=PRP,.
100 10

Da mesma forma, nota-se que Py = P, @ Ps, Pig = P ® P5. Assim, por meio das propriedades

do produto de Kronecker, podemos escrever

P18:P6®P3:<P2®P3)®P3:P2®(P3®P3):P2®P9~

Note que o resultado do Exemplo 3.1, juntamente com a propriedade (d) do produto de
Kronecker, mostra que € possivel encontrar os autovalores das matrizes de Pascal Pg e F, sobre

GF(3), por meio dos autovalores das matrizes de Pascal P, e Ps, sobre GF'(3).

Proposiciio 4. Se a matriz de Pascal P,, sobre GF(p), possui todos os autovalores sobre GF(p),
entdo, a matriz de Pascal P, possui px autovalores sobre GF (p) e py autovalores sobre um
corpo de extensdo, em que x e y sdo as quantidades de autovalores de Pj, sobre o corpo base e

sobre o corpo de extensdo, respectivamente.

Demonstragdo. A propriedade (d) do produto de Kronecker, garante que os autovalores de Py,
sdo obtidos a partir do produto dos autovalores de P, pelos autovalores de F,. Assim, como

todos os autovalores de P, estdo sobre GF'(p), o resultado segue. ]

Proposicio 5. Se a matriz de Pascal P,, sobre GF (p), possui todos os autovalores sobre GF'(p),

entdo, a matriz de Pascal P,, em que v = p™, sobre GF(p), também possui todos os autovalores

sobre GF(p).
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Demonstragdo. Pela Proposicao 3, Pym = P,Q P,®---® F,. Como os autovalores de P,
pertencem a GF'(p), entdo, pela Propriedade de Associatividade do produto de Kronecker,

resulta que os autovalores de P,m pertencem a GF'(p). [

m_1

Proposicao 6. Se § = a(pIH ), em que o é um elemento primitivo do corpo de extensdo
GF(p™), entdo B € GF(p).

Demonstragéo. Note que 3P~ = oP"~1) = 1, Portanto, 3 € GF(p). O

Corolario 1. Os elementos 3%, em que k = 1,2,--- | p — 1 pertencem a GF(p).

Demonstracdo. Como as poténcias de um elemento no corpo base estdo no corpo base, € 0s
elementos do corpo base possuem ordens que sdo divisores de (p — 1), segue-se que 3* €
GF(p),k=1,2,--- ,p— 1. O

521

Exemplo 5. Considere o corpo finito GF(5%). O elemento 3 = o 5T) = af deste corpo estd
no corpo base, ou seja, GF(5). Ademais, de acordo com o Coroldrio 1, os elementos a*?, a'® e
a?* também estdo no corpo base. Em verdade, estes elementos assumem valores diferentes no
corpo base, dependendo do polinomio primitivo escolhido para definir a aritmética do corpo.
Assim, para w(z) = 2% + 21 + 3 tem-se a® = 3, a'? = 4, a'® = 2 e o®* = 1. Por outro lado,

param(z) = 2> +x + 2tem-se a® =2, a2 =4, a® =3 ea® = 1. [

Proposicao 7. Se 7(z) é o polindmio gerador de GF(p™), entdo, pelas relacées de Girard
pode-se identificar qual o valor da primeira poténcia do elemento primitivo que se encontra no

corpo base, a saber

8=al57) = (1) (0). (3.5)

Demonstragdo. Seja m(x) = apx™ + a1 2™ ' + -+ + a1x + ag o polindmio gerador de
GF(p™), em que a,, = 1. Entdo se « e os seus conjugados sdo as raizes de 7(z), pelas relagdes

de Girard tem-se

ac? o = (1) = (=1)"x(0),

e o resultado segue. [

Exemplo 6. Considere N = 54 = 18 x 3. Portanto, sobre GF(3), Psy = Pig® Pj e, assim,
os autovalores de Ps4 sdo obtidos pelo produto dos autovalores de Pyg pelos autovalores de
Ps. As raizes distintas do polinomio caracteristico associado a Pig estdo sobre o corpo de
extensdo GF(9) e sdo o e o, ambas com multiplicidade 9. Todas as raizes do polinémio

caracteristico associado a Ps estdo no corpo base. Logo, todos os autovalores de Ps, estdo no
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corpo de extensdo. Os autovalores de Py, sdo: o e o, ambos com multiplicidade 27. Note
que para N = 54 x 54 = 4 x 3% ndo podemos escrever Psyys4 = Psy ® Psy. Em verdade, pela
propriedade (d) do poduto de Kronecker, Psyyx54 = Py ® Pss. Como Ps tem todos os autovalores
sobre o corpo base, entdo, Pss possui todos os autovalores no corpo base. Da mesma forma,
Py possui todos os autovalores no corpo base. Portanto, Psyy54 possui todos os autovalores no

corpo base. ]

Proposicio 8. Se p é um niimero primo, entdo, C;mrt = 0 (modp), t =0,1,---,i—1e
i=1,2,- ,p — 1.

Demonstragdo. Note que C', . ,(modp), t =0,1,--- ;i—1ei=1,2,--- ,p" — 1 corresponde

pr+t
aos valores da matriz P, que se encontram abaixo da diagonal secundéria. Mas, podemos
escrever

Pr=P,®P,® - ®P,

Portanto, de acordo com a Proposi¢do 1 e em func¢do da propriedade (a) do Produto de Kronecker,

vista anteriormente, o resultado segue. O]

Proposicao 9. A matriz de Pascal, definida sobre GF (p), cuja ordem N é uma poténcia de um

niimero primo, p, tem todos os elementos abaixo de sua diagonal secunddria iguais a zero.
Demonstragdo. O resultado segue diretamente a partir da Proposi¢ao 8. [

3.2 SOBRE A ESTRUTURA DAS MATRIZES DE PASCAL

Uma observacao mais atenta revela que algumas linhas da matriz de Pascal possuem um

padrao repetitivo. Por exemplo, considere a matriz de Pascal de ordem N = 16, sobre GF'(2),
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(11111 111111111711]
10101010101010710
1100110011001100
1000100010001000
1111000011110000
1010000010100000
110000001 1000000
p_|1000000010000000
1111111100000000
1010101000000000
1100110000000000
10001000000000O00O0
1111000000000000
1010000000000000
11000000000000O00O0
(100000000000000O

e observe as oito primeiras linhas.

Definicao 9. Dizemos que uma dada linha da matriz de Pascal de ordem N é periodica de
periodo t quando nesta linha forem identificados exatamente N/t periodos, em que N/t € N* e
1<t< NJj2

Proposicao 10. Se P é a matriz de Pascal infinita (P, ), sobre GF (p), entdo

(a) Todas as linhas sdo periodicas e os periodos das mesmas sdo sempre poténcias da
caracteristica do corpo.

(b) Existem exatamente ¢(p*) linhas de periodo p*, em que k € N e ¢(-) denota a fungdo de
Euler (BURTON, 2006).

(c) O periodo da linha i é p(logp i ,em que [ - | denota a funcdo teto.
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11...10000...000000
< A v

P (p?—p)

Figura 1 - ’Invasio de zeros.”
Fonte: O autor.

Demonstragdo. Observe a matriz de Pascal infinita sobre GF'(p),

11 1 .1 1 1 |
1 2 3 ... .p—1p=0 1 p
1 3 6 .. C &, 1
Po=|1 Chy Ciy - Cis Chy Ciyy Clpn Chp
1 0 0 0 0 1
1 1 1 2 2 2

A primeira linha de P, possui periodo igual a 1, conforme Defini¢do 9. Observe que existem, em
seguida, (p — 1) linhas de periodo igual a p. A dltima linha de periodo igual a p é a p-ésima linha
(100 ...00). Devido a relagdo de Stiefel (RS), a (p + 1)-ésima linha tem periodo p?. Observe que
a dltima linha de perfodo p* serd a linha composta por 1 seguido por (p? — 1) zeros. Considere
a (p + 1)-ésima linha. Observe que ocorre uma “invasao” de zeros nas linhas seguintes até se
chegar a linha 10000. . .0, contendo (p* — 1) zeros. Porém, em algum ponto anterior, temos uma

sequéncia de p uns seguidos por (p® — p) zeros.

A primeira linha de periodo p? possui p zeros no seu final. A “invasdo de zeros” comeca
da linha seguinte e vai até a linha mostrada na Figura 1. Neste ponto, tem-se (p — 2) blocos
de tamanho p que serdo “invadidos” mais (p — 1) posi¢des do bloco mais a esquerda mais 1
(correspondente a primeira linha de perfodo p?) até se chegar na tltima linha, a saber 10000. .. 0
composta por 1 seguido por (p*> — 1) zeros. Assim, o nimero de linhas de periodo p? € [(p —
2)p+ (p—1)] + 1 =p? — p = ¢(p*). Vamos usar indugdo finita para mostrar que o nimero de
linhas de perfodo p' é dado por ¢(p").

Passo Base: i = 1, tem-se (p — 1) linhas de periodo p,

Passo da Indugdo: Supor que para i = k, existam ¢(p*) linhas. A primeira linha de periodo p*+!
¢ formada por p blocos de tamanho p”* preenchidos todos com uns. A tltima linha de periodo
pk+l é formada por um bloco de tamanho (p**! — 1) contendo um 1 a esquerda e (p**! — 1)

zeros 2 direita. Entdo, a quantidade de linhas de periodo p*+! é

(p—2)p" + (p" — 1) +1=p"" = p* = o(p").
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Observe que devido a relagdo de Stiefel, os periodos sdo sempre poténcias da caracteris-

tica. Observe as linhas e seus respectivos periodos mostrados na Tabela 3 a seguir.

Tabela 3 - Linhas da matriz de Pascal, seus perfodos e [log,, linha].

Linha | Periodo | [log, linha]|
1 1 0

2 p—1 ﬂogp 21 =1

| 30 | [lgp] =1
p+1 | o(») 2
P’ 925‘(}9.2) 2

Observe que cada bloco periédico possui 0 mesmo indice. Assim, todas as linhas de periodo p
possuem o indice 1, todas as linhas de periodo p? possuem indice 2, e assim por diante. Logo o

periodo da linha ¢ é p[logp i, O

Proposicao 11. Se P é a matriz de Pascal de ordem N, Py, sobre GF (p), entdo

(a) Nem todas as linhas sdo periddicas. Os periodos das linhas peridodicas sdo sempre
poténcias da caracteristica do corpo.

(b) Se existe uma linha de periodo p*, entdo existem exatamente ¢(p*) linhas de periodo p~,
em que k € N.

(c) Sempre que M DC(N,p) = 1, o niimero de linhas periddicas e o niimero de periodos

. ~ . . L. L . v . L, 1 N
distintos sdo, ambos, iguais a 1. Caso contrdrio, o niimero de linhas periodicas é pL og, 5 | .

Demonstragdo. A letra (a) ja foi provada anteriormente. Diferentemente da matriz infinita,
apenas algumas linhas apresentam periodicidade. Note que a matriz de Pascal de ordem NV é
uma matriz simétrica. Assim, se existir alguma linha de determinado periodo, entdo, todas as
linhas correspondentes a este periodo estdo na matriz de Pascal de ordem N. Pela Defini¢do 9, o
periodo deve ser um divisor da ordem da matriz de Pascal de ordem NN e por (a) os periodos sdao
sempre poténcias da caracteristica do corpo. Entéo, quando M DC(N, p) = 1, resultaque p { V.
Assim, o tnico perfodo possivel é p° = 1. [

Exemplo 7. Na matriz Pig, a linha 11001100 - - - € periodica de periodo t = 4. Observe que as
linhas tém periodo conforme a Tabela 4. Note também que, pela Defini¢do 9, podemos afirmar

que todas as linhas a partir da nona linha ndo sdo periodicas. ]
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Tabela 4 — Periodos das linhas da matriz de Pascal de ordem 16, obtidos a partir da Proposi-

cao 11.
Linha () | Periodo (%)
1 1
2 2
3 4
4 4
5 8
6 8
7 8
8 8

Exemplo 8. Considere a matriz Pig sobre GF(3),

1111111111111 111171
12012012012012¢01220
10010010O01O0O01O0O0T1O0TO
1112220001112 222000
1202100001 20210000O0
1002000O0O01O0O020O0O0O0O0
1110000O0O0O11T1QO0O0O0O0O0O0
1200000O0O0120O00O0O0O0O0
P — 10000O0OO0OO0OO0O1TO0OO0OO0OOO0OO0OO0OO®O
1 1111111122222 722722
1201201202102 10210O0
1001001O0O02002¢002¢00O0
11122200022 2111000
1202100002101 2¢0000O0
1002000O0O02001O0O0O0O0O0
1110000O0O0222000O00O0O00O0
12000000O02100O0O0O0O0°O0
| 1 00000O0O0CO0O20000000O0 0,

O numero de linhas de periodo 1 é ¢(1) = 1, o ndmero de linhas de periodo 3 € ¢(3) = 2e o
nimero de linhas de periodo 3% é ¢(3%) = 6. |

Proposicao 12. Em se tratando das matrizes de Pascal sobre GF(2), escrevendo-se a ordem da

k, se m=0,

kE+1, se m#0.

matriz como N = 2% - (2m + 1), entdo
O numero de periodos = {

Demonstracdo. Observe que os periodos devem ser divisores de N (menores do que V). Para
m = 0, os valores de t estabelecidos pela Defini¢io 9 sdo 2°, 2!, --. | 2¥~1 Portanto, existem k
periodos. No caso em que m # 0 podemos considerar todas as poténcias de 2 no intervalo de 0

até k; ou seja, k + 1 poténcias. O
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Exemplo 9. Considere a matriz de Pascal Pyg sobre GF(2),

t1111111111111111111111111111

1010101010101 010101010101010

1100110011001 100110011001100

1000100010001 000100010O0O01O0O0O0

11110000111 10000111100001111

10100000101 00000101000001O010O0

110000001 1000O00OO0O0O01100O0O0O0OO0OT1TT1O0O0

100000O0O010O0O00OO0OO0O0O1O0O0OO0O0O0OO0OO0O1TO0O0OO

1111111100000O0O0OO0O111111110000

1010101000000000101010100O0O0O0

1100110000000000110011000O0O0GO0

1000100000O0OO0OO0OO0OO0OO0O10O0O01TO0O0OO0OO0OO0OO0OOQO

11110000O00O0O0O0O0O0OO0OO0O1111000O0O0O0O0°O

10100000000O0O000O00101O0O0O0OO0OO0OO0OO0OGO0O
11000000000O0O0O0O00O0011O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0O

10000000O00OO0OO0O0OO0O0OO01O0O0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O

1111111111111111000000000O0¢O0GO0
1010101010101 01000000O000O0O0O0O0
1100110011001 10000000O0O00O0O0O0O0
1000100010001 000O0OO0OO0OO0O0O0OO0OO0OO0O0O®O0O
11110000111 100000O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O
10100000101000O0O0O0O0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O
11000000110000O00O0DO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0O
1000000O0O10O0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOO0OO0OO
1111111100000000O0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0O
10101010000000O0O0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0O
1100110000000O0OO0O0O0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O
1000100000OO0OO0OO0OO0O0OO0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO

P28:

Ora, 28 = 22(2 -3 + 1); portanto, tem-se k + 1 = 3 periodos cujos valores sdo 1, 2 e 4. Logo, o

1+1+2=4

dicas da matriz é ¢(1) + ¢(2) + ¢(4)

6

de linhas peri

2

numero

A estrutura periddica da matriz de Pascal pode ser explorada no sentido de se obter algo-

ritmos rapidos e também ser associada a algoritmos que explorem a natureza fractal do triangulo

de Pascal, no sentido de produzir, por exemplo, antenas multibandas, tal como ocorre com a

antena baseada no tridngulo de Sierpinski (MOHANAMURALIM; SHANMUGANANTHAM,

2012).

3.3 NOVAS RELACOES NA MATRIZ DE PASCAL MODULAR

Proposicao 13. (Hockey Stick modular)

(mod p).

i+1
Ci+r+1

itk =

7

2

k=0
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Demonstragdo. Existem diversas provas para esta propriedade do tridngulo de Pascal usual (ndo
modular), que também se verifica na matriz de Pascal adotada aqui. Até onde saibamos, a prova
apresentada nesta proposicao, para o triangulo de Pascal modular, € original. A prova € por

inducdo em 7.

Passo Base: Parar =1,

Z +k—1jL Z+1)—Z+2_Czlill+1

Passo da Inducdo:

r+1

7 7 i+1
§ +r+1 + E Cz-i-k C; i+r+1 + Cz+r+1
k=0

Note que

(i+r+1)!  ((+r+1)

ATCES IR S T

C+ D)@ +r)+(r+1D)E+r+1)!
(i + D)!(r +1)!

i i+1 _
C +r+1 + CZ+T+1

:(i+r+2)(z—|—r+1).: (i +7+2)! _ i
(i + D)!(r+ 1)! (i + D)!(r + 1)! 2
]
Proposicao 14.
gC’i _{ 1 (modp), se i=p—1,
itk — .
prs 0 (mod p), se i#p—1.
Demonstragdo. Pela Proposicao 13, tem-se que
Z ik = O;i; (mod p).
Casol:t=p—1.
(p—1)
Zoz]; Dk = Clopy
em que
p o Cp—1! (2p-1)(2p—2)---(2p—(p—1))p!
o p-1!' @p-1DEp—2)---(2p—(p—1)p!

@D = pllp— 1)1 pl(p —1)!
_@p-1@2p—2)---(p+1)
(p—1)! '
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Note que (2p — 1)(2p—2)---(p+1)=(p—1)(p—2) --- (1) (mod p) e o resultado segue.

Caso2:0< 1< p—2.

Pela Proposi¢do 1, o primeiro elemento nulo na linha ¢ da matriz de Pascal modular de

ordem p ocorre na coluna p — ¢. Entdo, pela Proposicao 13, tem-se

p—i—1

Z 7?+k O:i_lp i—1)+1 OH_I =0 (I’I’LOdp)
k=0

Proposicao 15.

Demonstragdo. Parai =p — 1,

(p—1) _ (1)
Coppy-i = Cpny = 1

Para 0 <7 < p — 2, a prova € por inducao em .

Passo Base: 71 = 0,

oy (2p—2)
2mt= e (p =Dl -1

Mas, note que
(2p=2)'=(2p—=2)(2p—3) - (p+ Dp(p — 1)!

ooy _ (20 =2)2p—3)--(p+Lp
2=y (p—1)! '

Como M DC(p, (p — 1)!) = 1, entdo, pelo Lema de Euclides (BURTON, 2006), segue-se que

c-n _ (2p=2)@p—3)---(p+1)p
2= (»—1)!

= kp =0 (mod p).

Passo da Indugdo: Assumindo que

e observando que




entao

w-ny  __ (2p—1)—0)
G b T -1 -
em que
2p-1)-t=Q2rp-1)-9Cprp-1) -+ 1))
€

(p=D—==(p-1D)—-(p—1) - @GE+1)L
Assim, resulta

2r-1)-92p-1) - GE+1)!
(p—=DUp—1)=((p—1) = @+ 1)
_ (2(p—1) =) (r—1)
T -1 ) ey

(-1 _
Cpr—l)—i -

ou seja,

(1) _(p=1)—1) 1)
CQ(pfl)f(iJrl) - (2<p . 1) . Z) C2(p71)7i'

Mas, por hipétese,

Note que o termo

(p—1)—1)
2(p—1) =)

€ ndo-nulo, médulo p, para a faixa especificada. Resulta

c =0 (mod p).

Proposicao 16.

p—1

i w1
Z ik = Cgpyy_i(mod p).
k=0

Demonstragdo. Pelas Proposicdes 14 e 15, o resultado segue imediatamente.

39
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Proposicao 17.

’ 1
Z ik ]Jrk—C’p (H—]) (mod p).

Demonstragdo. A prova € feita por indug¢do em 7. A prova por inducdo em j € similar.

Passo Base: 1 = 0,

Z ]+k Z jt+k _Cg(;l—l)—j

pela Proposigado 16.

Passo da Inducdo: Vamos assumir que

i _ (p—1)—1
Z LGl = Oy (a4 (mod p).

Entao, fazendo-se 7 + 1 =t em

pb—
_ i+1 J
S = E :Cz—l-k—i-lcj—i-k
k=0

tem-se
p—1
_ t o~ 1 1)—i—1
S=>» Cj. Cj+k Cop (tﬂ ) (mod p) = pp - (1)1 (modp).
k=0
Note que o resultado acima € vélido para¢ = 0,1, -- ,p — 2. Assim, precisamos verificar o

resultado paraz = p — 1. Se v = p — 1, entdo 7 + 1 = p. Portanto,

p—
_ i+1 J p
S = E :Cl+k+10]+k 2 :Ck+p Jj+k-
k=0

Mas, Cy,, = 1 (mod p) e assim

p—1
5= Z Clsw
k=0
em que pela Proposicao 14,

17 SC .]:p_]-a
Sc-{b e

se j#p— 1

Portanto,



cp—1-i

2(p—1)—(i+7) (mod p) = C(p_l)_(p_l) (mod p) = Cg =1

2(p—1)—2(p—1)

e o resultado segue.
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4 A TRANSFORMADA NUMERICA DE PASCAL

4.1 CONCEITOS BASICOS

O triangulo de Pascal tem sido utilizado em aplica¢gdes envolvendo Processamento
de Sinais (GARCIA-UGALDE; PSENICKA; JIMENEZ-SALINAS, 2011), (GUDVANGEN;
BUSKERUD, 1999), Processamento de Imagem (GOODMAN; ABURDENE, 2006), Andlise
Numérica (ACETO, 2005), Antenas Fractais (ROMEU; SOLER, 2001), entre outras areas.

Neste capitulo apresenta-se a Transformada Numérica de Pascal (TNP), baseada na
versdo modular do tridngulo de Pascal, introduzida em (PASCHOAL; DEOLIVEIRA; SOUZA,
2015). Algumas possibilidades de aplicagdo desta transformada incluem, por exemplo, (1) a
defini¢do de novos cddigos corretores de erros, (2) a cifragem de imagens e (3) o projeto de

antenas fractais.

Defini¢do 10. A Transformada Numérica de Pascal da sequéncia v = (vy,--- ,Un_1), V; €
GF(p), é asequéncia V= (Vo,V1,--- ,Vn_1), Vi € GF(p), em que

N-1
Vi 2 Cly v (mod p). (4.1)
=0

Em formato matricial, escreve-se V' = Puv, em que os elementos da matriz P sdo

[P]; x = C},. O par transformado da TNP é denotado por v <> V.

Exemplo 10. Considere a TNP de comprimento 5, sobre GF (5), dada por

Vi 1 111 17w
Vi 1 2340w
Vi=|Ve|=]13100]]uw
Vs 1 400 0] v
Vil [ 1000 0] | v

A TNP da sequéncia v = (1,2,3,4,0) é a sequéncia V= (0,0,0,4, 1).



43

Teorema 2. (Transformada Inversa) A TNP inversa da sequéncia V= (Vy, ..., Vy_1),

Vi. € GF(p), é a sequéncia v = (vg, ...,un_1),v; € GF(p), em que

=2

—1 N-1
(=)™ > CiCk| Vi (mod p). (4.2)
j=Mazx(i,k)

i~
S
I
e
I
(en)

Demonstragdo. Seja Py = Ly - Uy a matriz de Pascal de comprimento N, fatorada pelo método
de Cholesky. A partir desta fatoragdo, tem-se Py' = Uy' - L. Mas, sabemos que, pelo método
de Cholesky, Uy = L%. Portanto, resultaem Py' = (LL)™!- L', em que

_ (=1)=kCF, se i >k,
L., = ! 4.3
[ N L’k { 0, se i <k. )

A demonstracio da relacdo anterior € relativamente simples e usa como argumento o fato
de que a inversa de uma matriz triangular inferior (superior) é também uma matriz triangular

inferior (superior). Entdo, resulta em

[Py'],, = (—1)"** Z cict (4.4)
, j=Max(i,k)
e o resultado segue. O

Proposicao 18. As componentes da sequéncia VV podem ser escritas em fungcdo da componente

Vo e dos valores da sequéncia v = (vg, vy, -+ ,uy_1) por meio de

N—-2 k
1=0

Vit+1, 4.5)

em que

Vo=> v (4.6)

Demonstragdo. Partindo-se da relagdo de Stiefel, temos que
7«+/€ O+k 1+ il—‘rk—l? 221’27
Multiplicando-se ambos os membros por v;, resulta em

7 -
Ciovi = Clip v+ Cipyvi, =12,

1

N-1

E +kvz = E +k 10 + E k-1 Vi-

=1
Mas, note que

Vg + g +k 1Vi = Vi1
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e, portanto,

Vie=Vi1 + Z CZH% 1Yi-

Aqui, podemos fazer a mudanca de indices ;7 = ¢+ — 1, para obter
Vie=Vio1 + Z +5Vj+1-

Vejamos agora os valoresde Vi, k=1,2,3,---,

N-2

Vo—i-z +1U]+1 Vo + Z U]+17

7=0

N-2
1 . .
=Vi+ Z I v =Vi+ 5 Z;(] +2)(7 + Dvjta,
]:
N—-2 N-2 ,. .
. J+2)+1)
Vo=V + Z(] + Doj + o U

j=0 =0

.

Vamtot 3 [+ )+ TEIED

Note que a soma interna pode ser escrita como

. G+2)(G+1)
G+ + 45— = Z Tir

e, entao,
=W+ Z Z 4| Vj+1-
Por indugdo, chega-se a
N-2
Vi=Vo+ ) Z v, k=12,
7=0 Lr=j+1

Para uma TNP cujo comprimento é um nimero primo, observa-se que

(a) A TNP de um impulso é uma constante.

(b) A TNP de uma constante é um impulso deslocado.

(¢) Uma dada componente V, depende apenas das componentes v;, 0 < i <p—1—k.

(d) A inversa da matriz P, € triangular inferior em relacdo a diagonal secunddaria. Seus
elementos sdo os mesmos de P, porém aparecem refletidos em relac@o a esta diagonal.

(e) A soma dos elementos das linhas de F,, com exce¢do da ultima linha, € congruente a zero

modulo p.
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(f) As complexidades aditiva e multiplicativa para se computar a TNP sdo, respectivamente,

p(p—1 p(p+1)
A =22y = 2D
2 2
Note que a complexidade aritmética, entendida aqui como a soma das complexidades aditiva e

multiplicativa, vale A(p) + M(p) = p°.

4.1.1 Decompondo um vetor na base de Pascal

Uma vez que as linhas da matriz de Pascal modular P, sdo linearmente independentes,
as mesmas formam uma base do espaco vetorial formado por todas as p” p-uplas sobre GF'(p),
chamada base de Pascal e denotada por B,,. Neste contexto, o problema de decompor um vetor
arbitrario b, sobre GF(p), na base de Pascal equivale a encontrar o vetor a tal que b = P,a, ou

seja, o vetor a pode ser obtido por meio da TNP inversa.

Exemplo 11. Considere o problema de decomposi¢do do vetor b = (by, by, ..., by) na base de

Pascal Bs. Este problema é equivalente a

111117 a bo
1 2340 a by
1 3100 |a]|=]b
1400 0] as bs
1000 0] [a] | ba]

Resolvendo-se o sistema de equacoes deste exemplo, chega-se a

ag = by,

ay; = 4bs + by,

ag = by + 3b3 + by,

az = 4by + 3by + 2b3 + by,
ay = by + by + by 4 b3 + by,

ou seja
[0 000 17]/[b]
00041 by
a=P'b=10 01 3 1 by
043 21 bs
1111 1| by

Observa-se que a matriz inversa pode ser obtida diretamente da matriz Ps por meio de uma
rotagdo. Este resultado é vdlido para qualquer matriz P,, sobre GF(p), tal como descrito na

Proposicdo 20 mais adiante.
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4.2 PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA NUMERICA DE PASCAL
P1: Linearidade. Se v <> V e u <> U, entdo, para quaisquer «, 5 € GF(p),

av + Bu < oV + GU.
Demonstragdo. A prova segue diretamente da definicdo da TNP. 0

P2: Deslocamento no Tempo. Considere a sequéncia b = (bo, by, - -+ ,by_1), em que b; = v;_,.

Entdo b <+ B, em que

N—-1-m

Z Ccrr v (mod p).

i=—m

Demonstragdo.

z b= z i

Fazendo » — m = j, resulta em
N—-1-m N—-1-m

N—-1

i ) o Jj+m i+m
E CikViem = E C]+k+m = E: Cz+k+m
=0

j=—m i=—m

P3: Impulso. A TNP da sequéncia 6[n| = [10---00] é a sequéncia V' = [VpV; -+ Vy_q], em
que Vi =1, Vk.

Demonstragdo. Partindo-se da prépria defini¢do da transformada, tem-se que

N-1

Vi = Z Cerkvi (mod p).

=0
Mas, note que apenas vy # 0. Assim, resulta imediatamente que

N-1

Vi =Y _ Clyvi=Coypvo = 1.

=0

]

P4: TNP de uma linha da matriz P,. A TNP da linha /; da matriz F,, sobre GF(p), é a linha
p — 1 — 7 invertida.
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Demonstragdo. Considere a TNP da sequéncia é[n — i = (0,---,0,1,0,---,0). A partir da
definicao da TNP, verifica-se que

TNP(Sn —i]) =1,

em que /; é a i-ésima linha da matriz F,. Uma vez que a matriz de transformacdo da TNP possui

ordem igual a 3, conforme Proposic¢ao 20 provada mais adiante, resulta que
TNP ' (§[n —i]) = TNP(l,).

Assim, como as linhas da matriz P;l sdo as linhas da matriz P, escritas de forma inversa e
refletidas em relagdo a linha central, ou seja, a linha ¢ da matriz P, € levada na posicdop — 1 — 1

e escrita de forma inversa. Usando notacdo polinomial, resulta
TNP(ZZ(ZL’)) = C(]p_llp_l_i([ﬂ_l).
[

P5: Constante. A TNP da sequéncia constante unitaria v = (1,1,---,1) é a sequéncia V' =

7z

(VoVi-+-Vyn_1]emque V), = C]’i,fk (mod p).Para N = p, a sequéncia V}, = C]’ka ¢ um impulso

deslocado.

Demonstragdo. Percebe-se aqui que
Z Ciopvi = Z e = O+ Co + Chp + -+ Gy

O somatério anterior corresponde a soma das diagonais do tridngulo de Pascal, cujo resultado é

Cot Copi +Chp+ o+ O = G
Portanto, resulta em

Para N = p, observe que

Vi=Cly=CMl=0(modp),k=0,1,--- p-2

conforme Proposicdo 8. Para £ = p — 1, pode-se escrever

r-1' _ @Zp-DEp—-2)---pp-1)
pl(p—1)! pl(p—1)! '

p 1=

Entao,
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2p—1)@p=2)--(p+lp _@2p-1@2p—2)---(p+1)

_
Vo-1= 1-2--(p—1)-p - 1-2---(p—1)

Reduzindo-se o numerador médulo p, resulta

1 . (p _
Vo1 = dp) =
p—1 1 . (p . (mO p)
O
P6: Convolucio Linear. A TNP da convolugdo das sequéncias v = (vg, vy, ,Un_1) € U =
(ug,uy - -+ ,uy_1) corresponde a sequéncia Wy em que

=2

2N—

E z—i—kul T

=0

I
=)

r

Demonstragdo. Sabe-se que a convolucao linear discreta de duas sequéncias € dada por
w(n) =v(n) *xu(n) = Z Vil —i.
i

Aqui vamos considerar u[n] e v[n] sequéncias de mesmo comprimento N e definidas apenas

para indices positivos. Neste sentido, tem-se que

2N—2 N-—1
W (k) = TNP(v(n Z Lk > vty k=0,1,2-- 2N -2,
r=0

Comou;_, =0, 1—r<0oui—7r>N,entdo

N-1 2N—-2

E (%% E +kuz T

]

A Proposicdo P6 mostra que a TNP da convolucéo linear entre as sequéncias u[n| e
v[n| corresponde a soma das transformadas numéricas de Pascal da sequéncia u[n] deslocada e

ponderada pela sequéncia v[n].

Exemplo 12. Considere a TNP sobre GF(5) da convolugdo entre as sequéncias v[n] = (1,2, 3)
e uln] = (4,0,1). A convolugdo entre v[n|] e un| é a sequéncia win] = (4,3, 3,2, 3) cuja TNP

vale (0,4,1,1,4). Vejamos a TNP da sequéncia u[n] e de suas versoes deslocadas.

1111 1] [4] [o]
12340 0 2
13100 1|=1]0],
14000 0 4
1 0000] [0 [4]
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11111 0 0
1 2340 4 2
13100 0l=12],
14000 1 1
1 0000] [0 [oO]
1111 1] [o] TJo]
1 2340 0 0
13100 41=14
14000 0 0
1 0000] [1] [o0]

Efetuando a soma ponderada pela sequéncia vin| = (1,2, 3), resulta

+2- +3-

[S—y

= ke O N O

O = NN O

S O = O O
|

= o= = s O

P7: TNP da Convolucio Ciclica entre as linhas da matriz P,.

Teorema 3. A TNP da convolugdo ciclica, sobre GF(p), das linhas l; e l; da matriz P,, em sua

forma polinomial, é dada por

(0...0), sei+j+1<np,
TNP(i(2) ®, 1j(2)) = { o

Nip—irj+1n(x™Y),  caso contrdrio.

Demonstragdo. Inicialmente, mostra-se que a convolucdo ciclica entre as linhas /; e [; da matriz

P, é dada por

(0...0), seit+j<(p—1),
L ®,l; = M
(i+j+1)(mod p), €aSO contrarlo.

Escrevendo-se as linhas ¢ € j como polindmios, tem-se
i(z) & Cl 4+ 2Ct | + 22Cl, + ...+ 2P
i =L i+1 “+2 T p—1

li(z) & C)+aCl | +2°Cl,+ ...+ 2P 0.

A convolugdo ciclica entre a sequéncia formada pelos elementos da linha ¢ e a sequéncia formada

pelos elementos da linha j corresponde a sequéncia associada ao produto dos polindmios /;(z)
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e l;(z) reduzidos médulo (2P — 1). Assim, se grau(l;(x)l;(x)) < p entdo ndo haverd reducdo

modular e, portanto, o resultado serd dado pelo produto (ndo-nulo) /;(x)l;(z). Isto ocorre quando
ou seja,
1+7+1>p.

Assim, se montarmos uma tabela com todas as possiveis convolugdes ciclicas entre as linhas da
matriz de transformagdo F,, iremos observar que na diagonal secunddria e abaixo dela, teremos

apenas convoluc¢des ndo-nulas. Por outro lado, se © + j + 1 > p, entdo

i+j+1>p—1,
p—2<i+7,
(p—1-di)+(—-1-7) <p.

Portanto, o grau do polindmio obtido pelo produto dos polinémios /;() por [;(z) € menor do
que p e, assim, ndo hé redu¢do modular e o produto é nao-nulo. Logo, a convolucdo é nao-nula

se, e somente se, 7 + j + 1 > p. Finalmente, observe que

(1 =)™ 2y ZCI’f -
Mas,
o =+ D= (+2)]...[p— (@ +k)p— (@ +k+ D)
P Kp—(i+k—+1)]
_ (DA +E) 2+ 1)
N k! il
( )Cz+k
Portanto,

p—1—1

(L—2)" 7 = (~1)'Clu(—2)* = li(x),

k=0
em que [;(x) é o polindmio que representa a i-ésima linha da matriz de Pascal. Note que, na

matriz P, [, »(z) = (1 — x); assim,

() = [Lyoa(a)) "

Este € um resultado marcante, pois mostra que qualquer linha da matriz de Pascal P, pode ser
obtida como uma poténcia da linha [,_,; ou seja, a linha [, contém toda informag@o necessaria

para se construir a matriz [, funcionando como uma linha geradora da matriz.
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Como estamos considerando 7 + j + 1 > p, podemos escrever i+ j + 1 = p+r, em

que 0 < r < p — 1. Assim, a convolugdo entre as linhas 7 e 7 pode ser obtida do produto

L(2)(x) = (Lp—a(2))P " 7 (lpa (@) = (yg(x)) P DI H7D)
(ZP*Q(x))(pilir) = 1:(2) = l(g+j+1) omoa p) (),

portanto, a TNP da convolugio ciclica, sobre GF(p), entre as linhas /; e [; da matriz de Pascal,
em sua forma polinomial, € dada por

(0...0), sei+7+1<p,

TNP(l;(x)®,l;(z)) = "
(li(x) P J( ) { xp_(z+]+1)l(p_(i+j+1))(]j_l>7 caso contrario.

Note que se i + j = ' + j', entdo [;(x)l;(x) = l;(x)l;(x). Assim, a matriz das convolu-

¢oes ciclicas € uma matriz Hankel. [

A Tabela a seguir, ilustra o cdlculo das convolugdes ciclicas entre as linhas da matriz Fs.

Tabela 5 — Convolugdes Ciclicas entre as linhas de Ps.

®p | o by ly I3 Iy

lp | 00000 | 00000 | 00000 | 00000 | 11111
{y | 00000 | 00000 | 00000 | 11111 | 12340
{3 | 00000 | 00000 | 11111 | 12340 | 13100
{3 [ 00000 | 11111 | 12340 | 13100 | 14000
4 11111 | 12340 | 13100 | 14000 | 10000

Exemplo 13. Considere a convolugdo ciclica médulo 5 das sequéncias, definidas sobre GF(5),
b = (2,0,4,4,0) e b® = (2,1,3,4,0). De acordo com a Subsegdo 4.1.1, a decomposigdo
das sequéncias bV e b na base Bs = (ly, 11,1z, 1s,1) resulta em o) = (0,1,1,0,0) e
a® =(0,1,0,1,0), ou seja,

b =15 + 1y,

b =1 + 3.

Portanto,

b @5 b@) = (I, + o) ®5 (11 + I3)
=0 @5l + 1 @513+ 1o ®s 11 + 1o ®5 3.

Usando a Propriedade P7, resulta

bW @5 0@ = 1) @5 13 + Iy ®5 13
=g+ = (1, 1,1, 1,1) + (1,2,3,4,0) = (2,3,4,0, 1).

P8: Teorema da Convolucao Ciclica
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Teorema 4. A TNP da convolugdo ciclica entre as sequéncias bV e b?) de comprimento p, sobre

GF(p), pode ser obtida por

TNP{HW @, b} = Z azgl)ag'Q)lE;Tl))—(i—i-j%-l)’

i?j?
i+j+1>p

em que ll(mv) representa a i-ésima linha da matriz P, invertida, a® < b e a® & p3),
|

Demonstragdo. A demonstracdo deste Teorema decorre diretamente da decomposi¢cdo das
sequéncias b e b na base de Pascal (Secdo 4.1.1), da Propriedade P7 e da Propriedade
P4. [

Existem varias formas de se definir a correlacdo ciclica entre duas sequéncias definidas

sobre GF(p).
P9: TNP da Correlacio Ciclica entre linhas da matriz P,
Definicdo 11. A correlacdo cruzada ciclica entre as sequéncias u = (ug, uy, -+, Un_1) €

v = (vo, V1, -, UN_1), definidas sobre GF(p), € a sequéncia r = (ro, 1, -+, rN—_1), em

que r,, é dada por

>
P

U(n+k)(mod p) Uk -
0

b
Il

Da mesma forma que acontece na correlagdo usual, a correlacdo aqui definida ndo é

comutativa. Considerando-se a versao polinomial da Defini¢do 11, tem-se
r(x) = u(x~v(z)(mod x* -1).

Como as sequéncias u e v podem ser decompostas na base de Pascal, resulta que a correlacao
ciclica r €, na verdade, uma correlacdo entre combinagdes lineares de linhas da matriz de Pascal.
Mas, isto corresponde a uma soma de correlacdes ponderadas pelos respectivos coeficientes das

combinacdes lineares.

Teorema 5. A TNP da correlagdo cruzada ciclica entre as linhas [; e l; da matriz de Pascal P,
sobre GF (p), é dada por

(0...0), set+j+1<p,

TNP((p— 1) ;4 ji1(moap)), caso contrdrio,

em que o produto x"11;, ;1 representa a (i + j + 1)-ésima linha da matriz de Pascal deslocada,

a direita, por (i + 1) posigoes.
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Demonstragdo. Inicialmente, mostra-se que a correlacdo ciclica entre as linhas /; e [; da matriz

P, é dada por

0...0), set+ 7+ 1<p,
B (p— 1) ;i1 (moap), CasO contrdrio.

Vimos que

li(@) = [lp—a ()77
Entdo, podemos escrever
Li(e™h) = li(a") = 2 (2" )P,
de modo que, como [, _»(z) = (1 + (p — 1)z), resulta

oa@"™) = (1+ (0 = Do) = (a7 + (p— Do)
= (= D" L+ (p = Da) = (p = D" lyaa).

Portanto,
rallisly) = LoDl (@) = [(p = Da? M yea (@) pea(@)
= [(p— D P (@) (),
de modo que, pela Propriedade P6, quando i + j + 1 < p, tem-se r,,({;;1;) = (0, ---, 0). Caso

contrério, ainda pela Propriedade P6, tem-se

Pl ) = (p = 1y~ VO (@)t
=(p— 1>p—1—i$(p—1)(10—1—i)l

= (=12 0

it+j+1

e o resultado segue. [

Note que, pela Propriedade P6, sempre que ¢ + j + 1 < p, a convolucdo ciclica e a
correlacdo ciclica, ambas, se anulam. A Tabela 6 apresenta as correlagdes ciclicas entre as linhas

da matriz de Pascal Fs.

Tabela 6 — Correlacido Cruzada Ciclica entre as linhas de P;

’I’n<ll, lj) lo ll l2 l3 l4

lo 00000 | 00000 | 00000 | 00000 | 11111
b 00000 | 00000 | 00000 | 44444 | 10432
ly 00000 | 00000 | 11111 | 34012 | 10013
l3 00000 | 44444 | 32104 | 24004 | 10004
ly 11111 | 12340 | 13100 | 14000 | 10000
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A Tabela 7 apresenta as mesmas correlacdes mostradas na Tabela 6, sendo indicado o

papel de linha geradora da linha [,,_» = 3 da matriz de Pascal F.

Tabela 7 — Correlagdo Cruzada Ciclica entre as linhas de P5 em fung@o do polindmio I3(x).

ra(lisly) | lo(x) | L(z) () l3(x) la()
lo(z) 00000 | 00000 | 00000 00000 [I5(2)]"
I (z) 00000 | 00000 | 00000 Alls(@)]* | [Is(2h)
Iy(x) 00000 | 00000 | [I5(z)]" 23 [Is(@)] | [Is(zh)])
l3(2) 00000 | 4[ls(x)]" | [ls(x)]” | 4[1s(a")]” | [la(ah)]]
la(z) ls@)]" | s(@)]” | [s(@)]” [ls(x)] [13()]"

Exemplo 14. Considere o cdlculo da correlagcao ciclica na forma polinomial, sobre GF(5),
entre os vetores u = (3,3,0,4,0) e v = (4,0, 1,0,0). Em primeiro lugar calculam-se as TNPs
inversas destes vetores para se obter os coeficientes das combinacoes lineares que deram origem

aos mesmos.

(0000 1] [3] [o]
00041 3 1
00131 o|l=12]1;
043 21 1 0
1111 1 0 0
logo, u =1y + 2ls. 3 I -
00001 4 0
00041 0 0
00131 1l =111,
04321 0 3
1111 1 0 0

logo, v = Iy + 3l3. Portanto, resulta

ro(ly 4 2lo; 1y + 3l3) = (U1 1) + ra(lo; ls) + 2rn(l2; la) + 37, (L 13)
= rn(l2;l3) + 21, (la; o) + 3 (115 13).

Note que a primeira correlacdo ciclica é nula porque a convolugdo ciclica entre as mesmas

linhas é nula. As outras correlagées ciclicas podem ser encontradas usando-se o Teorema 5:

Tn<l2;l3) = 'Tgll - (374707 L, 2)7
Tally;lo) = 2%ly = 1y = (1,1,1,1,1);
ra(ly;ls) = 4221y = (4,4,4,4,4).

Assim, resulta r,(u;v) = (3,4,0,1,2) +2(1,1,1,1,1) + 3(4,4,4,4,4) = (2,3,4,0, 1).
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Tabela 8 — Propriedades da TNP
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b

Propriedade Dominio do Tempo Dominio da TNP
Par Transformado v = (v;) V= (V)
Linearidade av+fu aV+ U
Deslocamento no tempo Viem Zf\; iln:m Cfiﬁmvi
Impulso d[n] = [10---00] V=[11---1]
Linha ig de P, ls, lp—1—j, refletida
Linha p — 1 — i refletida de lp—1—4, refletida d[i — o]

Impulso deslocado

l

10

nhas de P,

Constante Vi, = C]]\\f[;; = C]k\}fk
N=p=V,=[00---1]
C - - N-1 2N=-2 .
onvolugéo Linear v(n) *u(n) Yoo Ur 2aico  CipWior
.. L+ +1
Convolugdo Ciclica entre li- L ®p 1 { (0...0), seitj+1<p,

xpf(i+j+1)l

(—(irjrp (@), ce.

Teorema da Convolugao Ci-
clica

- (M) (2),(inv)
Zmlfizpai G oDy

Correlagdo Cruzada Cicli-ca
entre linhas de P,

TNP((p — 1) 2D @)y 1))

Considerando a matriz Ps sobre GF'(5), a Tabela 9 a seguir mostra alguns pares transfor-

mados da TNP de comprimento N = p = 5.

1 11
1 2 3
Ps=11 31
1 40
1 00

o O O = =

o o o O

Tabela 9 — Pares transformados, sobre GF'(5), da TNP de comprimento 5.

11111 < 00001 <+ 10000 <+ 11111.

12340 < 00041 < 01000 <« 12340.

13100 <+ 00131 <« 00100 < 13100.

14000 <+ 04321 <« 00010 < 14000.

10000 <+ 11111 < 00001 <« 10000.

43 A AUTOESTRUTURA DA TRANSFORMADA NUMERICA DE PASCAL

Proposicao 19. A matriz de Pascal cujo comprimento é N = p" satisfaz P3 = LPy L, em que

Léamatrix N x N
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Demonstragcdo. A Proposi¢ao 17 nos fornece a identidade
p—1
3 j _ —1)—12
> CianClr = oy ) sy (mod p),
k=0

quando N = p. O lado esquerdo desta identidade é PZ para N = p. Observe que o produto
L Py tem o efeito de reescrever a matriz Py trocando as posi¢cdes das linhas da seguinte forma, a
i-ésima linha é levada na (p — 1 — 7)-ésima linha. Ou seja, produz o mapeamento, i — p — 1 — 4.
O produto a direita pela matriz L, de forma similar, produz o mapeamento ;7 — p — 1 — J.
Assim, para N = p podemos escrever que os elementos da matriz produto L Py L sdo dados por
p—1—1 . Cpflfi
p—1—itp—1—j> O S8 o0, 1) (i)
matriz P% é dada pela mesma expressdo do lado esquerdo com (p — 1) substituido por p” — 1 e o

. Os resultados acima sao validos quando N = p" pois a

efeito da matriz L sobre a matriz Py ndo muda quando o comprimento muda, seja multiplicando

a direita ou a esquerda. [

Proposicao 20. A matriz de Pascal sobre GF (p), em que p é um primo impar, cuja ordem é
N =", satisfaz [Py]* = Iy.

Demonstracdo. A matriz de Pascal cujo comprimento é N = p” possui a propriedade

P2 = LPyL,

em que a matriz L € uma matriz de ordem 2. Assim, note que

Py = LPyLLPyL = LPYL

LPYL = LLPyLL = Py.

Entao,
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Proposicao 21. Os autovalores associados a matriz de transformagdo da TNP de ordem N = p",

sobre GF(p), em que p é um primo impar, satisfazem \*> = 1.

Demonstracdo. Note que se v € um autovetor da TNP com autovalor associado A, entdo Pyv =

Av. Da Proposi¢do 20, pode-se escrever Pyv = \v = v e, portanto, \*> = 1. O

Proposicao 22. O trago da matriz de Pascal de ordem N = p, Py, sobre GF(p), Tr(Py) £
SO = (—3)" V), satisfaz

1, se 3|(p—1),

TT(PN):{ -1, se 3t(p—1).

Demonstragdo. Aqui usamos a identidade (BACHER; CHAPMAN, 2004)
éz‘ = (_4)1‘011/2 = (_4)1‘05‘%).

Assim, do bindmio de Newton, resulta

p—1 p—1 1
2051 1/2 = Z(_4)i011/2 = (—4+ 1)(%) = (—3)(%1).
=0 2:0 i=0
Aqui usamos o fato de que C3; = 0 (mod p), parai = 251 ... (p — 1). Note que podemos

expressar (—3)(%) por meio do simbolo de Legendre e usar a Lei da Reciprocidade Quadratica
(BURTON, 2006) para escrever

17 SC 3‘(27 - 1)7

_pil i (a5 = =
P) = 3l = (905 = (=3/) = /) {_1, se 3t(p—1)

]

Proposicao 23. A matriz de transformagdo da TNP de ordem N = p > 3, sobre GF(p), é
diagonalizdvel com autovalores que sdo as raizes ciibicas da unidade, a saber, 1, X e \*. No

caso em que 3 | (p — 1), X e \? pertencem ao corpo base. As multiplicidades dos autovalores

2 pt2 p=1 ,p
I)\e)\saog,geg,

corpo de extensdo GF(p?) gerado por n(x) = 1 + x + 2% e as multiplicidades de 1, \ e \* sdo

p—2 ptl  ptl .
=33 €73 respectivamente.

respectivamente. Caso 31 (p — 1), os autovalores \ e \* estdo no

Demonstragdo. Sabemos que os autovalores da matriz de transformacao satisfazem a equagao
23 = 1. Bsta equagdo possui trés raizes, uma delas é o valor unitario. Note que se \ é uma raiz,
entdo, \? também é raiz, pois (A\?)? = \® = (\3)? = 1. Portanto, 1, A e \? sdo as trés raizes de
23 = 1. Mas, podemos escrever 23 — 1 = (x — 1)(2? + z + 1). No casoem que 3 | (p — 1),
pela Lei da Reciprocidade Quadratica, as raizes do polindmio x? + x + 1 estdo sobre GF(p).

Caso contrdrio, as outras raizes de 3 — 1 = 0 estdo no corpo de extensio quadritico gerado por
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2?2 4+ x + 1. Note que as matrizes Py ¢ P4 possuem 0 mesmo polindmio caracteristico, uma vez
que, pela Proposi¢do 19, tem-se que Pz = LPyL e como os autovalores de Py sdo obtidos a
partir de

det(Py — \) =0,

entao, se
A= Py — A,
pode-se escrever
LAL = LPyL — LML = Py — M.
Mas,
det(LAL) = det(A).
Logo, Py e P% possuem o mesmo polindmio caracteristico.
Considere que a expressdo para o trago da matriz de transformagdo Py seja Tr(Py) =

a4+ b\ +c)\?, em que a, b e c sdo as multiplicidades das raizes 1, A e A2, respectivamente. Como

as multiplicidades de \ e \? sdo iguais, resulta que b = c. Ademais as raizes de \2 + \ + 1

satisfazem a A2 + A = —1. Entlio, podemos escrever
a+b+c=p,
b=c.
Pela Proposi¢do 22, se 3|(p — 1), entdo, Tr(Py) = 1, caso contrério Tr(Py) = —1. Para o caso

emque 3 | (p— 1) tem-se

a+b+c=p,
b=c,
Tr(Py)=a+b\+c)\? = 1.

Somando as duas primeiras equacdes, resulta

p—a
5
Mas, como b = ¢, Tr(Py) = a + b(A + A?) = 1 e lembrando que \*> + X + 1 = 0, resulta

a+2b=p=>b=

a—b=1=b=a—-1.

Entao,
p—a p+2 p—1
=a—1l=2a=——=>b=c=—.
2 T3 T3
Para o caso em que 3 1 (p — 1), tem-se 7'r(Py) = —1. Dali, segue-se que
a+b+c=p,
b=c,

Tr(Py)=a+b\+c\ = —1.
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Somando as duas primeiras equacdes, resulta
pP—a
7

a+2b=p=1>0=

Mas, como b = ¢, Tr(Py) = a + b(A + A\?) = —1 e lembrando que 72 + A + 1 = 0,

resulta

a—b=—-1=b=a+1

Assim,

O

Exemplo 15. Considere a matriz de Pascal sobre GF(7) de ordem N = 7. Como 3 | (p — 1),

resulta

a) Todos os autovalores estdo sobre o corpo base, a saber 1, 2 e 2° = 4,

b) As multiplicidades sdo a = 7%2 =3eb= ’%1 =c=2.
De fato, o polindmio caracteristico para P; é p(x) = 1 + 6x + 523 + 22 + 25 + 627, cuja

fatoragdo é p(x) = 6(3 + x)*(5 + 2)*(6 + z)>. |
Exemplo 16. Considere a matriz de Pascal sobre GF'(11) de ordem N = 11. Como 3 1 (p — 1),

resulta

a) Existem dois autovalores no corpo de extensdo GF(11%), a'® e o®.

b) As multiplicidades dos autovalores sdoa = (p —2)/3=3eb=(p+1)/3=c=4.

De fato, o polinémio caracteristico para Py; é p(x) = 1 + x + 2% + 823 + 8x* + 825 + 325 +
327 + 328 + 102° + 102'° + 102, cuja fatoracdo é p(x) = 10(10 + z)*(1 +x + %)% A

Quando N = p > 3 for a ordem da matriz de Pascal, entdo as multiplicidades de seus autovalores

estdo distribuidas conforme a Tabela 10.

Tabela 10 — Multiplicidade dos autovalores da matriz de Pascal de comprimento N = p.

N 1 A A\
3k+1 | k+1 k k
3k+2 k k+1 | k+1

Proposicao 24. A matriz de transformagdo da TNP de ordem N = p", (p > 3), sobre GF(p),
é diagonalizdvel com autovalores que sdo as raizes ciibicas da unidade, a saber, 1, \ e A2, No

caso em que 3 | (p — 1), X e A% pertencem ao corpo base. As multiplicidades dos autovalores 1,

Ne N parap =3k +1 (Vr)oup = 3k + 2 (r par) sdo pT3+2, pr?)_1 e pr3_1’ respectivamente. Caso

p = 3k + 2 (r impar), os autovalores )\ e \? estdo no corpo de extensdo GF(p*) gerado pelo

=2 p'+l , p+l
3 7 3 3

polinémio 1 + = + 22 e as multiplicidades de 1, \ e \? sdo &- respectivamente.
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Demonstragdo. Uma vez que
Tr(Py)=Tr(P,QP,...QP,) =Tr(P,)Tr(P,)...Tr(P,) = (Tr(F))"

€ como

p—1
i p—1 1, 3 —1),
Tr(By) = 3" Ch = (-8)) = { e 3l(p—1)
i=0 —1, se 3T(p— 1)7

segue-se que
1, sep=3k+1,Vr,
Tr(Py)=4 —1, sep=3k+2,r impar,
lsep=3k+2 rpar.

Da mesma forma que antes,

a+b+c=yp",
b=c.

Como ocorreu antes, as matrizes Py € Ps possuem o mesmo polindmio caracteristico.

Como A* — 1 = (A — 1)(A? + X + 1), as outras raizes de \* — 1 estdo no corpo de extensdo

quadrético gerado por (A\? + X + 1). Para o caso em que 3 | (p — 1) ou p = 3k + 2 (r par) tem-se:

a+b+c=p",
b=c,
Tr(Py)=a+b\+c)\? = 1.

Somando as duas primeiras equacdes, resulta

pr—a
5

Mas, como b = ¢, Tr(Py) = a + b(\ + A\?) = 1 e lembrando que A\? + \ + 1 = 0, resulta

a+2b=p" =b=

a—b=1=b=a-1.

Entao,
P —a pr+2 pr—1
=a—1=a= =b=c=
2 3 3
Para o caso em que p = 3k + 2 (r impar), tem-se T'r(Py) = —1. Dai, segue-se que
a+b+c=yp",
b=c,

Tr(Py)=a+b\+c\ = —1.
Somando as duas primeiras equacdes, resulta

a+2b:prz>b:p 2—a.
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Mas, como b = ¢, Tr(Py) = a + b(\A + A\?) = —1 e lembrando que \* + \ + 1 = 0, resulta
a—b=—-1=b=a+1

Assim,

]

Exemplo 17. Os autovalores de Py sio 1, o® e o'S. Como p = 3k +2 (r par), entdo, Tr(Py) =
1. Logo,

52 4 2 0. b 52 —1
—_= = s = C = —=

8.
3 3

a

De fato, o polinémio caracteristico de Pas é P(x) = 1 + 4z + 22° + 32* + 325 + +227 +
+42% + 210 4 42 4+ 210 4 3218 4 2219 + 222 + 322 + 22 4 422, que pode ser fatorado como
44+ 2)°(1 + z + 2?)8. [

Proposicao 25. Os autovetores associados a matriz de transformagdo da transformada numérica

de Pascal de comprimento N = p, sobre GF(p), sdo dados por

p—1
v(z) = )\Zaixp_l_i(:z: — 1),
i=0
em que

an = A(p—1)" Z apfnflJrkCg’f—n—Hk
k=0

Demonstragdo. A transformada numérica de Pascal de um vetor qualquer, pode ser escrita como
uma combinacao linear das linhas da matriz de transformacao. Em particular, os autovetores

satisfazem
p—1
Av(z) = Zaili(x).
i=0

Aplicando-se a transformada numérica de Pascal a ambos os lados da equagdo anterior, resulta
p—1
TNP(\w(x)) = Nv(r) = > a;TNP(li(x)).
i=0

Mas, sabe-se que
TNP(li(z)) = 2" ', (27 1).

Assim, resulta

p—1
Mo(z) = Z a;ir? M, 1 i(z7h).
i=0
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Mas,
() = [l )P

Logo, pode-se escrever

p—1 )
)\QU(.I) _ Zail,p—l [lp_2<x—1)i|p*1*(p*171)
1=0

p—1

= Z a;xPt [lp_2<l'_1)}i .

1=0

Usando o fato de que \*> = 1 e[, o(z) = 1 — x, segue-se que

p—1 )
v(x) = /\Z a? 1 -2
=0

p—1
=\ E P F |
=0
Para se encontrar os coeficientes a,,, procedemos da seguinte forma:
1 d"v(x)

n! dam
=0

n

A aplicagdo sucessiva do procedimento descrito, produz

ap = /\(lp_l,
ay = Ap—1) [ap—2 +(p— l)ap—l] )
az = Alay—3 + ap—2(p — 2) + ap-1],

(p—2)(p—3)

9 ap—2+ (p— 1>ap1] )

0 = Mo 1) oyt (0= 3)apa +

cuja expressao geral é
Ay = )\(p - 1)n [Z apn1+k0;:n1+k] .
k=0
O

Uma caracteristica dos autovetores da matriz de Pascal, P,, € que, quando A\ = 1,
xro = Zp_1, qualquer que seja p, pois se © = (zg,--- ,2,—1) € um autovetor com autovalor

associado )\, entdo

X X

11 0 0

i i

1 2 0 ! !

. =A

] Xy Lo
10 -0 P2 P2
_IL‘p_l_ _Ip_l_
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Além disso, note que se x; = x9 = - - - = x,_a(mod p), podemos escrever

x x

0 0 .- 0 1 0
x T

' 00 - (p—1) 1 !

Ty Ty

P2 11 - 1 1 p?

| Tp-1 L Tp-1

e, portanto,
1= (p—1zp2+x,1=(p— 1)1+ 20.

pt1

Logo,xlz%zxg( 5

> (mod p). Entdo, podemos escrever o autovetor £ como

()

Uma vez que a matriz de Pascal P,- € uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral (SAFF;
SNIDER, 2015), decorre que

a) A matriz de Pascal é diagonalizdvel com p”" autovalores, contando as multiplicidades.
b) Os autovalores sao reais.
¢) As multiplicidades algébrica e geométrica de autovalores distintos sdo iguais.

d) Autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais, ou seja, os autoespagos sao
mutuamente ortogonais.

Proposicio 26. Se v = (vg, v, - -+ ,v,—1) € um autovetor de P, associado ao autovalor ), entdo,

v € autovetor de Pp2 com autovalor \2.
Demonstragdo. Se v € autovetor de P, entdo, P,v = A\v. Assim, podemos escrever
P,(Py) = B,(Av) = AP,v = Av = Plv
O

Exemplo 18. Sabe-se que o vetor v = (2,2,1,2,3,0,1) é autovetor de P; com autovalor



associado \ = 2. Ou seja,

P2y =

— = = e e e

_ o O O O O O

S O T e W NN =

= o O O O O O

S O = W o W o

= ot = O O O O

S O OO O W o =
S O O O = Ot =

— ks W O O O O
w o W = O O

1

S O O O O O =

= N W ke Ot O O

S O O O O o =

Y U U U UG G S

1

_ O W N = NN

_ O W N~ NN

_ O W NN = NN

S W N = NN

1
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A Tabela 11 a seguir mostra a autoestrutura (autovalores e autovetores) da matriz de Pascal Px:
Tabela 11 — Autoestrutura da matriz de Pascal Px.

A

Autovetores (Base)

[1004111]
0102560]
0015100]

1032122]

1020544]
0121030]

[
[
[
[0105350]
[
[
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5 ALGORITMOS RAPIDOS PARA COMPUTACAO DA TNP

Sempre que uma transformada € definida, procura-se uma forma eficiente de implementa-
la. Um dos aspectos importantes a considerar neste contexto € a complexidade aritmética, medida
pelo nimero de multiplicagcdes e adi¢des para computar a transformada. Chama-se algoritmo
rapido a qualquer procedimento computacional que permita uma redugdo desta complexidade.
Neste capitulo, vamos investigar a constru¢ao de algoritmos rapidos para reduzir a complexidade

multiplicativa para o cdlculo da Transformada Numérica de Pascal, definida no Capitulo 4.

5.1 A TNP DE COMPRIMENTO PRIMO

Considerando a Defini¢ao 4.1, a complexidade multiplicativa do cédlculo da TNP de
comprimento N é M (N) = N2. Nesta se¢do consideramos a TNP, sobre GF(p), cujo compri-
mento € N = p. Pode-se mostrar que para este comprimento, a complexidade multiplicativa,

incluindo-se as multiplicagdes triviais, é

M(N) = g(p +1). (5.1)

De acordo com a Proposicdo 3.2, neste caso, a matriz de Pascal tem todos os elementos

abaixo de sua diagonal secunddria iguais a zero.

Exemplo 19. Considere a TNP da sequénciav = (vg, vy, -+ ,v6),v; € GF(7),V = (Vo, Vi, , V§), Vi €
GF(7), em que

6
Vi = ZC’f+kvi (mod 7).

=0

Em formato matricial, tem-se V= P;v, ou seja,

Vo 11111117 w
Vi 1234560]]|uw
Vs 1363100]]wv
Vail=11436000]]u
Vi 1510000/ w
Vs 160000 0]]uwvs
Vsl 100000 0] ][]

Note que: i) Os coeficientes ndo nulos da segunda linha da matriz P; sdo congruentes, moédulo 7,

aos inteiros 1, 2, 3, -3, -2 e -1. Assim, V| pode ser escrita como Vi = (vg — vs5) + 2(v1 — vy) +
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3(ve — v3), reduzindo-se de seis para trés o niimero de multiplicagcdes para sua computagdo. O
mesmo raciocinio pode ser aplicado as outras linhas pares (Figura 2). ii) Os coeficientes ndo
nulos das linhas impares sdo simétricos. Explorando-se esta simetria, Vs, por exemplo, pode ser
computada como Vy = (vg + v4) + 3(vy + v3) + 6vy!, reduzindo-se o niimero de multiplicagdes

de cinco para trés. O mesmo raciocinio pode ser empregado as outras linhas impares (Figura 3).

_
0
0
0
0

0

-
o

vy 3 multiplicacBes

2 multiplicacdes

o O O O O
=
W

1?5 1 multiplicacdo

.-V[} =3
1
1
1
1
-1

:::mmhbw@.
© O W o )
oo ocwd
S oo o)

=
=
o

Figura 2 — Agrupamento dos termos nas linhas pares.
Fonte: O autor.

_Vu_ 11 1 1 1 1 1Yy 7 multiplicagdes
if [1 2 3 4 5 6 0=
Vs (D@:J 6 @ @ 0 O||V2]| 3 multiplicagdes
Val=l1 4 3 6 0 0 of|v
Vs 1)(5 (1) 0 0 0 O0||vsa| 2multiplicagdes
Vs I 6 0 @ 0O U LlYs
Ve @ 0 0 0 0 0 0Jlvgl 1multiplicacdo

Figura 3 — Agrupamento dos termos nas linhas fmpares.
Fonte: O autor.

Em geral, o nimero de multiplica¢des para computar a TNP de comprimento N = p por

meio do algoritmo proposto no Exemplo 19, pode ser calculado como:

Linhas pares:

p—1 p2—1
ar—l 2 - .
M, + 2+ + 5 = 3

Veja que para esta linha pode-se fazer melhor ainda: Vo = (vg + vq4 — v2) + 3(v1 + v3).
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Linhas impares:

1 2_q
A@WM=1+2+~-+3?—+p=p8

+ p.

Assim, a complexidade aritmética multiplicativa de acordo com o algoritmo proposto € dada por

21 244p—1
I S iy

g 1 (5.2)

M(N) = M(p) = 2-

Observe que a primeira linha requer apenas multiplicagdes triviais, uma vez que

—_

p—
Vb = V;.

7

Il
o

Desta forma, para computarmos a complexidade multiplicativa excluindo-se as multiplicagdes
triviais devemos subtrair p da expressao anterior (primeira linha) e, como retiramos uma multi-

plicacdo trivial de cada linha restante, devemos subtrair p — 1 do resultado. Assim,

I S
a 4

2 _4p+3 —1)(p—3
b (p_1)=" zf+ _ ?7 ) (5.3)

M(p)

Observe, no Exemplo 19, que a quantidade de multiplicagdes foi reduzida de & (p + 1) —
7—6 = 15 para 1# = 6. Em verdade, o valor para M (p) encontrado aqui é uma cota
superior, uma vez que existe a possibilidade de se ter outras multiplica¢des triviais na matriz
de transformagdo da TNP. Para se obter uma expressdao da complexidade multiplicativa que
nao inclua multiplicagdes triviais, € necessario contabilizar quantos termos sdo congruentes,
modulo p, com +1. Assim, por exemplo, para o caso N = 11, a Equacao 5.3 nos fornece 20
multiplicacdes. Todavia, uma andlise desta matriz nos revela que o nimero de multiplicagdes
nao triviais € 17. A Tabela 12 fornece as complexidades multiplicativas do calculo da TNP de
comprimento p, sobre GF'(p), obtidas a partir das Equagdes 5.1, 5.2 e 5.3. A titulo de referéncia
sdo indicados também os valores de Nlog, N.

Tabela 12 — Comparativo da complexidade multiplicativa da TNP de comprimento p, sobre
GF(p), de acordo com as Equagdes 5.1, 5.2 ¢ 5.3.

Comprimento Meétodo
Eq.(5.1) | Eq.(5.2) | Eq.(5.3) | Nlogys N
7 28 19 6 19
11 66 41 20 38
13 91 55 30 48
17 153 89 56 69
19 190 109 72 80
23 276 155 110 104
29 435 239 182 140

A medida em que o comprimento aumenta, a relacdo entre as complexidades multiplica-

tivas Eq.(5.3)/Eq.(5.1) se aproxima de 50%.
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5.2 A TNP DE COMPRIMENTO N = kp

Na Secdo 5.1 vimos o cdlculo da TNP sobre G F'(p) para um comprimento N = p. Agora,
vamos considerar o célculo da TNP sobre G F'(p) para comprimentos do tipo N = kp, kK um
nimero inteiro > 1. Neste caso, observa-se uma estrutura que permite aproveitar o estudo feito

anteriormente.

Proposicao 27. A computacdo da TNP de comprimento N = 3k, sobre GF(3), so requer

multiplicagdes triviais.

Demonstragcdo. Os elementos do corpo finito GF'(3) sdo congruentes a 0, 1 e -1 médulo 3.
Assim, todas as multiplica¢des sdo triviais. Note que o mesmo ocorre para a TNP definida sobre

GF(2), para qualquer comprimento. O

Teorema 6. A TNP de comprimento N = kp, em que p é um niimero primo impar maior do que

3, pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa dada por

p? —4p+3

AﬂNy—Mwm—k< ;

)+pw—n? (5.4)

Demonstragcdo. De acordo com a Proposi¢cdo 27, quando p = 2 ou p = 3 s6 existem multi-

plicagdes triviais. A prova deste Teorema pode ser feita considerando-se Py = P, ® P, ou

seja,
% Pp Pp R Pp i}\o
Vi p, cip, ... Clp o
V= Pyw=| _ ‘p 2‘p k.p '
‘7’6—1 By le_lpp T 0516_—12PP V-1

Note que o vetor coluna v possui k componentes, em que cada uma possui dimensdo p.
Armazenando-se todos os produtos resultantes da multiplicacdo da primeira linha da matriz Py
pelo vetor v, evitam-se multiplica¢des adicionais no cdlculo das outras componentes de V. Cada
produto requer M (p) multiplica¢des, conforme Eq.(5.3). Note a existéncia de uma submatriz
(k—1) x (k — 1) em que as tnicas multiplica¢es necessdrias sdo pelos termos binomiais e

envolve p multiplicacdes cada. O resultado segue. [

Na Tabela 13 é apresentada a complexidade multiplicativa M (), dada pela Eq.(5.4),
para o cdlculo da TNP, sobre GF'(5), de comprimento N = 5k. Para efeito de comparagio
€ mostrada a complexidade multiplicativa direta, bem como a reducdo nesta complexidade

proporcionada pelo algoritmo répido e os valores de Nlog, N.
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Tabela 13 — Complexidade multiplicativa da TNP, sobre GF'(5), para N = 5k, k > 1.

vy O
w2 =
o~

~ O |~
Rle S| S
191%
)
o [n|So |t
254006
00
<t
o |4 [
e

(]

e} on (—
19m39
~~
IS
=L 3z
~ Q| Q
IR RISS]
NM\NZOW,
= |3
D
(a4

=21,

Exemplo 20. Considere a matriz da TNP sobre GF(7) de comprimento N

111111111111 1111111171

123456 0123456012345 60

136 3100136 310013¢6 3100

1436 000143600014 3¢62000O0

151000015 100001510000

16 0000016 00O0O0O016 00000

10000O0O0O1O0OO0OO0OO0OO0OO0OT11TO0O0OO0OO0OO0OOQO0
11111112 2222223333333

1234560123456 012345760

136 310026256 20032423200

1436 0002165000335 24¢000

1510000232000O00313¢00°O00O0

16 0000025 000O0O03400000

10000O0OO02O0O0O0O0O0OO0O3O0O0O0O0GO0OTGQ 0
1111111333333 366666 6 6

123456036 2514026543210

136 3100324232006 414¢6 00

1436 00035 24000¢%6341000
151000031300O0O0¢6 260000

16 000003 400O0O0O0¢6100000

10000O0OO030O0O0O0OO0OO0OO0OG6GO0OO0O0O0LO0OO0OOQO0

P21:

Dado que

1111111
1234560
1 36 3100
1436000
1510000
16 00000
1000000

Py
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entdo podemos escrever Py na forma

P, P, P
P21 - P7 2P7 3P7
P, 3P, 6P

Assim, k = 3 e p =T, o que importa em um niimero de multiplicacées igual a

72—4xT+3
4

M(21):M(3-7):3( >+7(3—1)2:46.

Compare este valor com o valor da complexidade multiplicativa pelo método direto, a saber, 147
multiplicagoes (ndo incluindo as multiplicagées triviais e as multiplicacoes por zero). Ou seja,

uma reducdo de aproximadamente 3 1% no niimero de multiplicagoes. ]

5.3 A TNP DE COMPRIMENTO N = p"

Teorema 7. A TNP de comprimento N = p’", em que p é um niimero primo impar maior do que

3, pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa dada por

p2—3p+2>

5 (5.5)

M(p")=p" " 'M(p)+ (r —1)p"" (

em que M (p) é dada por

p? —4p +3
— |

M) = |

Demonstragdo. A prova € feita por indugdo em .
Passo Base: Fazendo-se r = 1, na Eq.(5.5), resulta em M (p) = M (p).

Passo da Indugdo: Considera-se a Eq.(5.5) verdadeira e faz-se N = p"*!. Expressando P,+1 na

forma P,-+1 = B, ® P,r, tem-se

‘/0 Pp’l‘ Pp’V‘ Pp’l‘ Pp’l‘ @0
‘/1 Ppr 2Pp7' (p — ].)P i 0 ’01
V= = . . . )
V1 Py 0 0 0 Dy_1
em que os vetores Vi e 0; possuem p” componentes, ¢,k = 0,1--- ,p — 1. Observe que

Vo = Pyrtg + Pyrdy + -+ + Pyrioy_1,

em que cada uma das p parcelas contribui com M (p") multiplicagdes, resultando em uma

quantidade de multiplicagdes igual a pM (p”). As linhas restantes s6 contém multiplicagdes por
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coeficientes binomiais. Devido a estrutura triangular superior da matriz P,-+1, a quantidade de

coeficientes binomiais é dada por

?—3p+2
142+ -+ (p—2) = (%),

com p" multiplicacdes para cada componente. Assim, resulta

2
r r r (P —3p+2
M(p™t) =pM(p") +p (T)

2 2
, . (p°—3p+2 . (p°—3p+2
=p"M(p)+ (r—1)p (—2 )—l—p (—2

p2—3p—|—2)

=p"M(p)+rp" ( 5

e o resultado segue. 0

Na Tabela 14 é apresentada a complexidade multiplicativa M (NV), dada pela Eq. (5.5),
para o cdlculo da TNP de comprimento N = p", em que p € um primo maior do que 3. Para
efeito de comparagao é mostrada a complexidade multiplicativa direta, bem como a redugao

nesta complexidade proporcionada pelo algoritmo rapido, e os valores de Nlogs V.

Tabela 14 — Complexidade multiplicativa da TNP de comprimento N = 5", > 1.

N 25 125 625 3.125 15.625
M (N) 40 350 2.500 16.250 100.000
"+1
o" (5 ;L ) 325 | 7.875 | 195.625 | 4.884.375 | 122.078.125
Nloga N 116 | 871 5.805 36.280 217.681
Reducgdo (%) | 87,69 | 95,55 | 98,72 99,66 99,92
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6 APLICACOES DAS TRANSFORMADAS NUMERICAS DE PASCAL, HAMMING
E GOLAY

6.1 OBTENDO CODIGOS CORRETORES DE ERROS A PARTIR DE TRANSFORMADAS
DIGITAIS

Sabe-se que a matriz de paridade H de um c6digo de bloco linear satisfaz a relacao
vH' =0, (6.1)

em que v € uma palavra do cédigo (LIN; COSTELLO, 2004). Para qualquer transformacao linear

T, tem-se que seus autovetores satisfazem a relacao
[T — Mv =0, (6.2)

em que A € o autovalor associado ao autovetor v. Identificando-se a matriz de paridade H com a
forma escalonada padrdo da matriz [T' — \I], percebe-se que, a partir de qualquer transformada
digital, é possivel definir um cédigo de bloco linear (FREIRE, 2009). Especificamente, esta
técnica foi usada para construir as familias dos codigos de Fourier e de Hartley (SOUZA;
FREIRE; DEOLIVEIRA, 2009), (SOUZA; BRITTO; DEOLIVEIRA, 2011). Nesta Tese, uma
nova familia de c6digos de bloco lineares, denominada Cédigos de Pascal, é construida a partir

da Transformada Numérica de Pascal.

6.1.1 Céodigos de Pascal

Usando como matriz de transformag@o a matriz de Pascal, sobre G F'(p), Py, na Equagéo
(6.1), podemos construir os cédigos de Pascal, C' P» (n, k, d). Determinando os autovalores da
matriz Py, a matriz [Py — AI] é encontrada. Esta matriz, quando reduzida a forma escalonada,
resulta na matriz de verificacdo de paridade, Hy), do cddigo. A existéncia de um codigo de
Pascal sobre G F'(p) requer que o polindmio caracteristico da matriz Py possua, pelo menos, um

autovalor neste Corpo.

Exemplo 21. Construcdo do cédigo de Pascal de comprimento N = 13 sobre GF'(3). Considere
a matriz de Pascal, sobre GF(3),
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(111111111111 1]
1201201201201
1001001001001
1112220001112
120210000120 2
100200000100 2

Ps=11110000O0O011T1O0/,
1200000001200
1 0000O0O0OO0O0OT1TO0TO0OOQO
1111111112222
120120120210 2
100100100200 2

1112220002221 ]

cujo polinémio caracteristico é p(x) = 1+ 2z + 2 + 22* + 2° 4+ 2210 + 22 4+ 2213 =

2(1 + 2)'3(2 + z). Os autovalores sdo N\, = 2, com multiplicidade m = 12, e Ay = 1, com

multiplicidade m = 1. A matriz [Py3 — A\ 1|, reduzida a forma escalonada, é

I
SO DO OO
[N eNaNeoNeNBeoNal ™)
[N eNoelNoNeBol =R )
O OO OO OO o
OO OO OO oo
O OO OO o oo
OO R OO o oo
O R OO OO o oo
_— O O OO oo oo
NN DNDDNDDNDND -
— O N O~ DNOON
——_ 0 OO N DNON
— O OO, ONDNIN

O cédigo de Pascal gerado é o cédigo CP® (13, 4,4) e sua matriz geradora é

2111111101000
aR _ 1001201020100
B~11011000220010
11 1020002¢0¢0¢01

Para o autovalor \y = 1, obtém-se o cédigo C PV (7,1, 7). Este resultado ilustra o fato de que

é possivel se obter codigos de comprimentos diferentes do comprimento da transformada. W

Cdédigos de Pascal foram construidos por meio da técnica apresentada anteriormente.
As Tabelas 15 e 16 apresentam os parametros obtidos para estes codigos. Especificamente,
sdo mostrados os valores do comprimento (N) da TNP, os autovalores (\) encontrados e
suas multiplicidades (m), a taxa do cédigo (R) e seus pardmetros (N¢, k, d), para os corpos
GF(2) e GF(3), respectivamente. A distancia minima foi obtida usando-se o programa gratuito
SAGEMATH 8.0 ©. Tabelas similares para os corpos GF(5), GF(7), GF(11) e GF(13) sdo

apresentadas no Apéndice A. Nestas tabelas ndo sdo apresentados os parametros relacionados aos
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codigos de Pascal (i) cujas taxas sdao menores do que 1/5 e (ii) cujos autovalores encontram-se
em corpos de extensao. Neste ultimo caso, os cddigos obtidos estdo definidos sobre corpos de
extensdo. A investigacao de tais codigos faz parte das propostas indicadas para continuidade

desta Tese.

Tabela 15 — Parimetros associados aos cédigos de Pascal C PV (Ng, k, d) sobre GF(2).

Comprimento | Autovalores | Multiplicidade | Dimensdo | Taxa | Distancia Minima
N N¢ A m k R d
3 2 1 3 1 50% 2
4 4 1 2 2 50% 2
5 2 1 5 1 50% 2
8 8 1 2 2 25% 5
11 4 1 11 1 25% 4
12 8 1 6 2 25% 4
13 10 1 9 3 30% 4
14 9 1 4 4 44,4% 3
15 14 1 7 5 35,7% 4
16 16 1 6 6 37,5% 4
17 14 1 9 5 35,7% 4
18 12 1 4 4 33,3% 4
19 10 1 15 3 30% 4
20 8 1 10 2 25% 4
21 8 1 21 2 25% 4
24 7 1 6 2 28,7% 3
25 11 1 9 3 27,3% 4
30 28 1 8 8 28,6% 8
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Tabela 16 — Parametros associados aos cédigos de Pascal cpPW (N¢, k,d) sobre GF(3).

Comprimento | Autovalores | Multiplicidade | Dimensdo | Taxa | Distancia Minima
N N¢ A m k R d
3 3 1 3 1 33,3% 3
4 3 2 4 1 25% 3
5 4 1 1 1 25% 4
3 2 4 1 33,3% 3
7 3 1 3 1 33,3% 3
8 7 1 6 2 28,6% 3
9 9 1 9 3 33,3% 3
10 7 1 6 2 28,6% 3
11 5 1 3 1 20% 3
12 12 2 12 3 25% 6
13 9 2 12 4 44,4% 4
14 13 2 12 4 30,8% 6
21 15 1 8 3 20% 9
22 17 1 16 4 23,5% 9
24 21 1 18 6 28,6% 9
26 26 1 24 8 30,8% 9
27 27 1 27 9 33,3% 9
28 25 1 24 8 32% 9
29 23 1 21 7 30,4% 9
42 38 2 36 11 28,9% 12

Pelas Tabelas 15 e 16 percebe-se que os codigos de Pascal construidos possuem taxas
menores do que 50%. Outro ponto € que nem sempre a transformada numérica de Pascal gera um
codigo de Pascal sobre o corpo base. Os codigos de Pascal que estamos considerando sdo c6digos
definidos sobre o corpo GF'(p) e o polindmio caracteristico p(x) associado com as matrizes
de transformagdo da TNP pode ter suas raizes em um corpo de extensdo, ou seja, p(z) pode
ser irredutivel sobre G F'(p). Considere, por exemplo, a obten¢do de um cédigo de Pascal sobre
G F(2) para um comprimento de transformada N = 22. O polindmio caracteristico para este caso
ép(r) = (1 +z + 2?)!L, que é irredutivel sobre G F'(2). De forma andloga, para o comprimento
N = 6 também nao existe codigo de Pascal sobre GF'(2). O polindmio caracteristico para este

comprimento de transformada é p(z) = (1 + = + 2?)3.

Exemplo 22. Considere a TNP de comprimento N = 2 sobre GF(2). O polindémio caracteristico
associado a matriz de transformagdo, p(x) = 1 + x + 22, pertence ao expoente 3 (MCELIECE,
1987). Os autovalores estdo todos no corpo GF(2™), em que m é o menor inteiro tal que
3[(2™ — 1). Como m = 2, as raizes de p(z), a e o, estdo sobre GF(4) = {0, 1, o, a*}. |

O produto dos autovalores do polindmio caracteristico sempre resulta em +1 ou -1,

independentemente da caracteristica do corpo. Tal fato decorre das relagdes de Girard! (GIRARD,

I Albert Girard (Franca, 1595-Holanda,1632) foi um matematico francés que escreveu o livro “Invention nouvelle
en I’algebre” no qual demonstra as relagdes entre as raizes e os coeficientes de uma equacao, admitindo a
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1884). De fato, a versao sobre corpos finitos da relacdo de Girard para o produto de todas as
raizes do polindmio caracteristico, p(z) = ag + a1z + - - - + a,z", é Z—g(—l)N modp em que ag é
igual ao determinante da matriz Py e € igual a 1, e a,, = 1, pois o polindmio caracteristico é
monico (STRANG, 2006). As Tabelas 17 e 18 listam os polindmios caracteristicos da matriz Py

sobre GF'(2) e GF'(3), respectivamente, sua fatorac@o e seus autovalores.

Tabela 17 — Polindmio Caracteristico p(x), sua fatoragdo, autovalores (\) sobre GF(2) e
suas multiplicidades (m), comprimento do cddigo gerado (N¢) sobre GF'(2) e
comprimento (V) da TNP.

N | N¢ p(z) Al m
3] 2 (1+a)? 1] 3
4| 4 | Q+2)?Q+z+2?) [1] 2
51 2 1+ z)° 1[5
716 | I+o+22)?1+z)3 |13
8| 8 | (I+xz+a®)’A+2)? | 1] 2
9 6 | I+z+2®?A+2)?° [ 1] 5
11| 4 (1+z)t! 1] 11
12 8 | +2)(1+z+2?)3 [1] 6
1310 A+2)Q+z+2%)2[1] 9
141 9 | +a)f(l+z+2?)° [ 1] 4
15014 | Q+a)"(T+z+22)* [ 1] 7
1616 | 1+2)51+2+2%)° 1] 6
17014 A+2)Q+z+2)* [1] 9
1812 | +a)f(l+z+2?)" [ 1] 4
19110 | 1+x)PQ+z+2%)?|1]15
201 8 [(1+x)PA+ax+2%° | 1]10
21| 8 (1+z)% 1]21
23 12 | A+2) 1 4+a+22)05]1 |11
241 7 | A+ +x+22)? [ 1] 6
251 11 | A4+ 2)A+x+22)3 [ 1] 9
301 28 | (1+2)8(1+ax+2)M 1] 8

existéncia das raizes negativas. Girard introduziu as abreviaturas sin, cos e tan para as respectivas funcdes
trigonométricas.
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Tabela 18 — Polindmio Caracteristico p(x), sua fatoracdo, autovalores (\) sobre GF'(3) e
suas multiplicidades (m), comprimento do cédigo gerado (N¢) sobre GF'(3) e
comprimento (V) da TNP.

N | N¢ p(x) Al m
3] 3 2(2 +z)3 1] 3
413 (14 z)? 2| 4

4 A 1] 1
5 3 2(1 +2)4(2 + ) T
71 3 22+ 2)3(2 4z + 2?)(2 + 22 + z?) 1] 3
8 | 7 (2+2)5(1 + 2?) 1|6
9| 9 2(2 +z)? 1] 8

7 4 5 1]6
10 | —5 (1+2)*2+2) T

5 6 3 2 13
11 I 214+ 2)°(2 4+ z)°(1 + x9) R
12 12 (1+2)t2 212
137 21+ 2)12(2 + ) Ll

9 212
14| 13 (14 2)2(1 4 2?) 212

12 1 3 1] 3
15 5 2(1+2)12(2 + ) 13
16 11 | (1+2)°0A+22)Q+z+22)2+2r+2°%) |2 6
17 5 20+ 2)*2+2)(1 +27) 17
191 9 | 22+2)0+2)°2+z+2*)2+2r+2%) | 1] 3
20 13 [ 2+ 2)5(1+22)32+22+2h)(2+222+2) [ 1] 6
21 | 15 22+ 2)?(2 + 2+ 22)3(2 + 22 + 22)3 1] 9
22 75 (1+2)*(2+x)°(1 + z%) T4

19 A 19 1]19
23 5 21+ 2)*(2+ ) 5T
24 | 24 2+ 2)18(1 + 2%)? 1|18
25| 25 22+ 2) 2+ 2+ 2?)(2 + 22 + 2?) 1]21
26 | 26 (24 )% (1 4 2?) 1|24
27 | 27 2(2 + )7 1|27

28 A 04 1] 24
28 7% (I1+2)*(2+x) T2

25 6 o1 ) 1] 21
29 =5 2(1+2)5(2+2)*' (1 4 2?) ¢
42 | 38 (14 z)%(1 + 2%)3 2] 36

12 36 3 2 2 1)3
43 77 21+ 2)°24+x)°2+ 2 +27)(2+ 22 + 27) 736

6.1.1.1 Decodificacdao dos Codigos de Pascal

Os cédigos de Pascal sendo cédigos lineares de bloco podem ser decodificados usando-se
as técnicas usuais de decodificacdo de tais c6digos. Todavia, uma forma alternativa de decodifi-
cacdo pode ser pensada explorando-se as caracteristicas especificas da matriz de transformacao

de Pascal.
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Considere que a palavra recebida seja escrita como
rT=0+e,

em que v é a palavra-cédigo transmitida e e € o vetor erro possivelmente introduzido pelo
canal. Como as palavras-codigo do cddigo de Pascal sdo autovetores associados a matriz de
transformacdo de Pascal, resulta que a aplicacdo da TNP em ambos os lados da equagdo anterior

produz

TNP(r) = TNP(v) + TNP(e)
= v+ TNP(e).

Sem perda de generalidade, vamos considerar que o autovalor seja A = 1. Assim, caso a palavra

recebida ndo contenha erros, "N P(r) = v = r. Caso contrdrio, a palavra recebida contém erros.

Considere inicialmente a ocorréncia de um tnico erro na posi¢do i, 0 < i < (p — 1).
Entdo TN P(e) = l;, em que [; é a i-ésima linha da matriz de transformagdo da TNP. Desta

forma, podemos escrever

Denotando TN P(r)por R=[Ry Ry --- R,_1]ev = [vg vy --- v,_1], resulta

Ro 119 =1
R Matriz Geradora 1(1)
TNP(r)= ) = de Autovetores + Z. ,
’ (MGA) )
Rp— 1 lgp_l)

em que ll(j ) correponde a j-ésima componente da ¢-ésima linha da matriz de Pascal.

Exemplo 23. Considere o codigo de Pascal de comprimento N = 7, sobre GF(7). Suponha que
a palavra cédigo transmitida foi v = [1 004 1 1 1], mas foi recebida a palavrar = (100511 1].
Como TNP(r)=[2433111]e\=1, entdo

[ 2] [ Vg ] (1]
4 6v5 + vg lgl)
3 V4 + Dus + vg ll@
3| = | bus+20s+4v | + | 1P|,
1 Uy l£4)
1 Us 155)
IR I I
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em que a matriz geradora de autovetores foi obtida como solugdo do sistema

o] [0 00000 1] w]
vy 00000G6 1 vy
s 0000151 Vs
vs |=100 06 3 41 s
U 0013631 4
Vs 065 4321 Vs
vg | L1111 11 1] | v

Entdo, v = 1 e, portanto, 156) = 0 (Isto exclui a linha ly como possivel candidata). Mas, note
que podemos escrever
1= Vs + l§5),

em que ZZ@ é igual a 0 ou 6. Supondo lz@ = 6, resulta em v5 = 2, 0 que ndo é possivel pois

lZ(l) + 61)5 + vg = 4,
W 46241 =4,
D=5

e a linha da matriz de Pascal seria (151000 0), cuja componente lf’) # 6. Logo, l§5) =0e
portanto, vs = 1. Assim, usando este valor de vs na equagcdo 4 = 6v5 + vg + ll(-l), resulta que
lgl) = 4 e, portanto a linha da matriz de Pascal é a linha (1436 00 0) e o erro inserido pelo
canal foi (000100 0). Portanto, v3 = r3 — 1 =5 — 1 = 4 e a palavra-cddigo transmitida

estimada é 0 =[1004111]. |

Exemplo 24. No exemplo anterior, consideramos um tinico erro de amplitude unitdria. Agora,
iremos considerar um erro unico de amplitude k, ou seja, e = (00 ---k ---0). Considere o
mesmo codigo de Pascal do exemplo anterior supondo a mesma palavra transmitida mas, com
palavra recebidar =[1000111]. Como TNP(r)=[4521111] e\ = 1, entdo

4 Vg 1
5 6vs + vg lgl)
2 V4 + DU + vg ll@
1| = | 5og+20s+4vs | +k | 1Y
1 Vg l§4)
1 Us ll@
L L] L ve 1 ]

As seguintes equacoes sdo obtidas do sistema acima:

4:U6—|—]€,
1 :U6+l€l,§6).
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Mas, l§6) € {0, 1}. Note que se l2(~6) =1, resulta

Vg + k= 4,
Vg + ]{7 = 1,
o0 que ndo é possivel. Entdo, ll@ = 0 ¢, portanto, k = 3.

Uma vez determinado k, a decodificacdo segue os mesmos passos de antes. |

Algorithm 1 Decodificagao dos Cédigos de Pascal para um tnico erro

1: procedure DECODEPASCAL(R)
2: if (R = r) then

3: Nao houve erro ou erro ndo detectavel.
4: else if (R(©Y) = R(»~1)) then

5: Erro na posig¢do zero

6: k € solugdo do sistema R = MGA + kly
7: else

8: k + R© — RrP-1

9: lz(pfl) +~0
10: v,_q + R
11: 72
12: repeat
13: 1P~/ ¢ solugdo do sistema R = MGA + kl;
14: j—J+1
15: until (177" #£0)
16: A linha esta determinada
17: end if

18: end procedure

Vamos considerar agora erros duplos por meio de um exemplo.

Exemplo 25. Considere o mesmo codigo de Pascal dos exemplos anteriores, com a mesma
palavra transmitida, admitindo-se erro duplo com amplitude unitdria. Suponha que a palavra
recebida sejar = [2004112]. Como TNP(r)=[3115222]e\=1, entdo

3 Vg 1 1

1 6v5 + vg lgl) l](-l)

1 vy + 505 + Vg 1 1

51 =|5u+2vs+4v |+ | 1P|+ ] 1P

2 V4 I 1\

2 v 8 IR
2] Lw L] L]

e, de acordo com o sistema anterior, pode-se escrever

3=v+ 2= vg = 1.
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Sabe-se que as seguintes condigoes podem ocorrer em relacdo as linhas i e j no sistema de

equagoes anterior:

[ Eﬁ) l§6) Equacao Solugdo
00 2=v54+0 wv5=25
01/10 2=wvs+1 v5=1
11 2= Vg + 2 Vg = 0

Portanto, se ZEG) = 0, entdo, lj(-ﬁ) = 1 ealinha j é a linha ly da matriz de Pascal e assim podemos

escrever

1
3 Vg l(l) 1
1 6U5 + vg 1(2) 1
1 Uy + 5?)5 + Vg lz 1
5 = 5U4 —+ 21)5 —+ 4’06 -+ Z(S) —+ 1
2 (N /(4) 1
2 Us ’55) 1
2 Vg 1! 1
. O -
Do sistema anterior tem-se as seguintes equacoes:
vs + 17 41 =2,
Vs + ll(s) == 1,
Vg = 6[1(5) + 1.
Por outro lado,
6us + 1+ +1=1,
Vs = lz(l) + 1.

Entao, ll(-l) = 6l§5), cuja tinica solugdo é ll(-l) — 1% —. Portanto, I; = (100000 0). Assim, os

%

dois erros foram nas posicées 0 e 6 e a palavra-cédigo transmitida estimada é v = (100411 1).

6.2 TRANSFORMADAS PERFEITAS

As transformadas aqui apresentadas sdo obtidas a partir dos cddigos de Hamming e de
Golay, que s@o cddigos perfeitos, sendo, por esta razdo, denominadas de transformadas perfeitas.

Aplicagoes destas transformadas em Processamento de Imagem sdo propostas na Se¢ao 6.3.

6.2.1 A Transformada Numérica de Hamming

Nesta secdo € definida uma nova transformada numérica a partir do cédigo de Hamming
(HAMMING, 1950). Conforme comentado na secdo anterior, qualquer matriz de transformacao

T tem seus autovetores v satisfazendo a relacao
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Algorithm 2 Decodifica¢do dos Cédigos de Pascal para erro duplo
1: procedure DECODEPASCAL2(R)

2 if (R = r) then

3 Nao houve erro ou erro nao detectavel.
4 elseif (R© —2 =y(,_;)) then

5: Houve erro duplo.
6

7

8

9

if (R?~Y — R© +2 = 1) then
A componente 0 possui erro
Y =0, =1
A ]

else
10: Y =1 =0
11 RP™Y =y, 1) = Ry — 2
12: end if
13: Some os dois vetores e use Algorithm 1.
14: else
15: Um unico erro. Use Algorithm 1.
16: end if

17: end procedure

[T — M]v =0,

em que A\ denota o autovalor associado a v. Na secdo 6.1.1 construiu-se a matriz de verificagao de
paridade, H, de um cédigo de bloco linear, escalonando-se a matriz quadrada singular [T — \I].
Neste capitulo, seguimos no “sentido oposto”, ou seja, partindo da matriz de verificagdo de
paridade de um c6digo de bloco linear C'(n, k, d), acrescentamos, & mesma, k linhas de modo
a obter uma matriz quadrada singular de ordem n, H., correspondente a matriz [7" — AI]. Este
procedimento leva a constru¢cdo de uma nova transformada cuja matriz de transformacao é
T = H.+ \I. Tal transformada recebe o nome do cédigo de bloco linear usado na sua construgao.
Assim, por exemplo, se C'(n, k,d) representa o c6digo de Hamming sobre GF'(p), entdo T’
representa a matriz de transformacao da Transformada Numérica de Hamming (TNH) sobre

GF(p).

6.2.1.1 A Transformada Numérica de Hamming sobre GF'(2).

Iniciamos considerando o cédigo de Hamming binério C'(7, 4, 3), com matriz de verifica-

¢do de paridade
1010101
H=|0110011
0001111

Neste caso, para construir a matriz de transformacdo da Transformada Numérica de

Hamming bindria, T

, precisamos adicionar 4 linhas a matriz H, obtendo a matriz H,. Tais
linhas sdo obtidas por meio da combinagio linear das linhas da matriz H. A matriz H, obtida

por este procedimento, deveremos somar A/ em que, neste caso especifico, A = 1 é um



83

autovalor e [y = I7; é a matriz identidade de ordem 7. Note que, em verdade, os autovalores
sdo desconhecidos. Neste sentido, deve-se testar os possiveis candidatos a autovalor e eliminar
aqueles que resultarem em uma matriz de transformacado singular. Assim, € possivel obter

matrizes de transformacao distintas. Como estamos considerando o cédigo de Hamming bindrio,

resulta
0010101
0010011
0011111
TW=11101110
1011110
0111110
1101000

Como existem vdrias formas de se escrever a matriz de verificagdo de paridade do cédigo
de Hamming C'(7,4, 3), entdo, a matriz da transformada obtida ndo é tnica. Por exemplo, se

tivéssemos partido da matriz de verificacdo de paridade escrita em seu formato sistematico
1101100
H=|1011010/[,
01 11001

chegariamos a matriz

0101100
1111010
. 0101001
TW=10111110
1010001
1100001
0001110

Note que estamos caminhando para uma defini¢do ndo-algébrica da transformada numé-
rica de Hamming sobre G'F'(p), uma vez que as matrizes de verificagdo de paridade adotadas
até aqui nao estdo sendo representadas algebricamente. Certamente, esta abordagem dificulta a
obtenc¢do de expressdes que representem o comportamento da transformada diante de determi-
nadas operagdes, tal como o deslocamento de bits. Mesmo assim, vamos propor uma primeira

definicao.

Definicao 12. A transformada numérica de Hamming (TNH), cujo comprimento é N =
(™ —1)/(p — 1), da sequéncia v = (vg,v1,--+ ,on_1), v; € GF(p), é a sequéncia V. =
(Vo,Vi,--+ ,Vn_1), Vi € GF(p), dada por

V=1,

em que TI({’\ ) ¢ a matriz de transformagdo de Hamming sobre GF(p), parametrizada pelo

autovalor \. [ |

Aparentemente, a tinica propriedade natural é que tal transformada é linear, uma vez

que a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adigdo é satisfeita por matrizes.
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6.2.1.2 A Transformada Numérica de Hamming Ciclica (TNHC).

Uma forma de representar algebricamente a transformada numérica de Hamming sobre

GF(p) é considerar a matriz de verificacdo de paridade H no formato

h(z)
zh(x)
H= 2h(z) ’

ZL’n_k_lh(ZE)

em que h(z) é o polindmio de paridade do c6digo de Hamming ciclico sobre GF'(p) (MOON,
2005). As k linhas necessdrias para compor a matriz H, sdo obtidas deslocando-se ciclicamente

o polindmio h(z).

Exemplo 26. Considere o cédigo de Hamming ciclico bindrio C(7,4,3) com polinémio de
verificagdo de paridade dado por h(x) = 2* + 2% + x + 1. A matriz de verificacdo de paridade
H é dada por

1011100
H=|01011120
0010111
A matriz da transformada, neste caso, é
101 1100 100 0000
0101110 0100000
\ 0010111 00 10O0O0O0
TW=|1001011|+A/0001000
1100101 000O0T1O0O0
1110010 000O0O0T1OQ0
0111001 00 0O0O0O01
Como estamos sobre GF'(2), entdo \ = 1. Resulta
0011100
0001110
000O0T1T11
T™W=11000011
1100001
1110000
0111000

Note que podemos considerar as linhas da matriz AIy como formadas por deslocamentos ciclicos

do vetor [A0O - - - 0]; em forma polinomial a matriz Al y pode ser escrita como
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A(z)
zA(x)
2\ (z) ’
2N=1)
resultando em
[ () ] ] Mo ] [ [A@) A=)
xh(x) zA(x) zlh(z) + A(x)]
TV = w?h(z) | | 2°Mx) _ | 2*h(z) + \2)]
) | | @) | | ) @)

Definicao 13. A Transformada numérica de Hamming ciclica (TNHC), de comprimento N =
(™ —1)/(p — 1), da sequéncia v = (vg,v1,--+ ,on_1), v; € GF(p), € a sequéncia V. =
Vo, Vi, - -+, Vo), Vi € GF(p), em que

V:TI(;\)-U

[h(z) + A@)]
Az)]
Ax)]

_|_
_|_

eV h(x) + A()]

Observe que esta definicdo abre a possibilidade de um tratamento algébrico das possiveis
propriedades da TNHC.

Proposicao 28. A matriz TI({)‘) é circulante.

O procedimento para gerar a matriz H,, que considera os deslocamentos ciclicos do
polindmio de paridade do cédigo, h(z), resulta numa matriz circulante. Este aspecto ndo é

modificado ao se acrescentar H, a matriz A\ .

Propriedades da TNHC

1) Linearidade
ii) Deslocamento no dominio do tempo: Considere a sequéncia v = (g, - -+ ,Uy_1) €m que

V; = Vi_m. Entdo, v <> V, em que

V =a2mV.
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Demonstragcdo. Note que estamos considerando, sem perda de generalidade, um deslo-
camento ciclico de m posigdes para a direita. Assim, podemos escrever v = v (mod

N — 1). Portanto,

) @) T ) A w
z[h(z) + \(z)] ", z[h(z) + A(z)] ;
7= | 2*[hx)+ A2)] ™y | _am | 22 [h(z) + A(z)] '
N-17p(z + A TN : _
e T Eas (CR O]
=z"V.
O
iii) Deslocamento no dominio da frequéncia: Considere a sequéncia VV = (XA/O, e XA/N_I)
em que Vk = V,._;. Entdo, v = zlv.
Demonstracdo. Vamos calcular 1% para v = zlv.
[ k@@ ][ et ] (1) + A(x)] .
z[h(z) + \(x)] zluy zlh(z) + A(x)] y
V=1 22h@)+r@)] |.| e | =2 | 22h)+A(2)] '
| N Uh(@) + A@)] || atov () + A@) | Y
=72V
e o resultado segue. [
iv) Transformada da sequéncia constante: A transformada da sequénciav = (r,r, - ,r)
¢ a sequéncia de componentes Vj, = r - peso(h(x)) (mod p),Yk.
v) Transformada da sequéncia impulso: A transformada da sequéncia § = (1,0,--- ,0),

. . A
corresponde a primeira coluna da matriz T

zlh(z) + A(z)].

, isto €, aos coeficientes do polindmio
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Exemplo 27. A matriz de transformagdo da TNHC de comprimento 15 sobre GF(2) é

Y

OO O "1 OO A 4O 4O A — O
OO A OO A 1O O == rm— OO
O OO = 4 OO -0 OO
— OO A 40O 4O -4+ OO0 O
OO A 1 OO A " OO OO
O A = O O = - O O O O — O
A O A O A A OO OO OO
— OO A 44000 0O0O A0 o A
O O A 4 OO OO O O
O O OO O —A OO~ O
O rdA = 4 OO OO OO = O
N H H OO OO 4O A+ O O
N O O OO OO A O~ O
—N O O OO OO A O~ O~
OO OO 1T OO A 14O H O~ —
L

I

i

(\TH

2

cuja inversa é

N O OO 400 A O A OO
N O OO~ OO A~ O A OO
— O OO 1O A A O H O D -
DO DO 1T OO A 4O A OO H —
OO A OO A 1O 40O A~ O
O OO I 1 O OO ——— OO
— OO0 A 1410 4100 A 40O OO
OO 41O 4100 A OO0 O A
O A 1 O "1 OO0 A OO OO
o O OO A" OO OO0
—H O 1 OO 44 OO0+ O
O 141 OO H 44 OO0 —H OO
—N O O O OO OO~ O
OO A A 1 OO 4O = — O
O 4 4 1T 000 1T 00 " O A -
L

Il

—

L

—

/TH

Usando a formula de inversdo

(1,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0,1,0,0), no dominio transformado, obtém-se

para o vetor 'V
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<

I
— = O = = O O = O O O == =O
T == I U SO o S e S = o H e B e B S = = R )
O = R O O Rk O 0 0O R M = OO
N = T == T < S S s S o B e B SO SO S S s S s B SO
_H O O R O O O H R Rk O O ~ O K
O O R OO0 O R H H OO R O = H
O R O O O R H H OO R O = = O
_ o O O = =B B O O = O = = O O
o O O B B B O O B O = = O O -
SO O = = = O O = O = = O o = O
SO = = = O O = O = = O O = O O
_— == O O = O == O = O O O
_ = O O = O = = O OO = O O O =
_ o O = O = B O O = O O O = =
o O O FBr BH O O+ O O O = = =

O O R O O O B RBr O O R KB O
I
—_ =) = O R O Rk O R = O F = =

6.2.2 A Transformada de Golay

Existem dois cdigos de Golay, o cédigo bindrio ¢4(23,12,7) (h(z) = z'? + 2! + 210+
29 + 28 + 2% + 22 + 1) e 0 cédigo terndrio 4 (11,6, 5) (h(x) = 28+ 22° + 22* + 223 + 22 + 1).

Nesta Tese iremos usar o c6digo 4(11, 6, 5) cuja matriz de verificagdo de paridade é

(1112201000 0]
11210201000
H;=112101200100
12012100010
1022110000 1]

Assim como foi feito com o cédigo de Hamming, a matriz de paridade acima precisa ser
expandida de modo a se ter uma matriz quadrada 11 x 11. Vamos usar as seguintes combinacdes

lineares para completar a matriz: Iy + Iy, Iy + 13, 1 + 14, Iy + 15, lo + 13 € 15 + 4. Assim, resulta

11122010000
11210201000
12101200100
12012100010
10221100001

He,=|1220022 11000
20220210100
20101110010
21010110001
20011101100
20222001010 |
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A esta matriz somamos AJ. Supondo A = 1, resulta

21122010000
12210201000
12201200100
12022100010
10222100001

7W=122002011000
20220220100
20101111010
210101107101
20011101110

(2022200101 1|

Esta transformada possui polindmio caracteristico p(z) = 1+z?+23+2°+ 2254225+ 229+ 2211,

autovalor A = 1 e determinante igual a 1.

6.2.2.1 A Transformada de Golay Ciclica

A construcao da matriz de transformacao da Transformada de Golay Ciclica segue os
mesmos passos da constru¢do da Transformada de Hamming Ciclica. Assim, partindo-se de seu
polindmio de verificagdo de paridade, (h(z) = 2%+ 22° +22* + 223+ 22+ 1), e considerando-se

A = 1 como autovalor, constroi-se a matriz de transformacao a seguir,

72222101000 0]
02222101000
00222210100
00022221010
00002222101

TW=110000222210
01000022221
10100002222
21010000222
221010000 2 2
(2221010000 2|

Verificou-se, por meio do Sagemath®, que a matriz de transformagio definida anterior-
mente possui ordem multiplicativa igual a 242, polindmio caracteristico (2 + z)%(1 + x + 2% +

23 + 2x' 4 2°), tendo A = 1 como autovalor no corpo base com multiplicidade 6.

Propriedades da TNGC

1) Linearidade
ii) Deslocamento no dominio do tempo: Considere a sequéncia v = (g, - -+ ,Uy_1) €m que

V; = Vi_m. Entdo, v <> V, em que

Y

=z"V.
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~

iii) Deslocamento no dominio da frequéncia: Considere a sequéncia V= (Vo, -+,
\7N_1) em que V, = Vj,_;. Entdo, 7 = zlv.

iv) Transformada da sequéncia constante: A transformada da sequénciav = (r,r, - ,r)
¢ a sequéncia de componentes V;, = r, Vk.

v) Transformada da sequéncia impulso: A transformada da sequéncia § = (1,0,---,0),

corresponde a primeira coluna da matriz TC(;\C)Y, isto €, aos coeficientes do polindmio

z[h(z) + M x)].

6.3 PROCESSAMENTO DE IMAGENS

Uma possivel aplicagdo das transformadas numéricas de Pascal, Hamming e Golay,
desenvolvidas nesta Tese, € na cifragem de imagens. Neste cendrio, a correlacio entre pixels
adjacentes € uma medida indicativa da capacidade da transformada em dispersar (difundir)
informacao; outras medidas desta capacidade sdo o histograma, a entropia e os valores do
NPCR (Number of Changing Pixel Rate) e UACI (Unified Averaged Changed Intensity) . Todas
estas medidas foram implementadas usando-se o Matlab como ferramenta de programacao.
As imagens utilizadas nos testes, mostradas na Figura 4, foram obtidas da base de dados

<http://sipi.usc.edu/database/> e convertidas para tons de cinza.

Para efeito de processamento de imagens, a imagem original (512 x 512 pixels) foi
dividida em 4096 blocos de 8 x 8 pixels. Como a imagem € convertida em tons de cinza, os

valores dos pixels variam de 0 até 255. Portanto, usou-se o corpo finito GF'(257).

Lena Mandril Camera Casa

Lago Pimentdes Sala Tanque

Figura 4 — Imagens utilizadas nos testes das transformadas de Pascal, Hamming e Golay.
Fonte: Obtidas em <http://sipi.usc.edu/database/>.

Neste sentido, caso o processamento produza um valor igual a 256, este valor ndo

representa um pixel na escala de tons de cinza. Porém, isto ndo representa nenhum problema


http://sipi.usc.edu/database/
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quando ndo estamos interessados em exibir a imagem da transformada em tons de cinza. Caso
desejemos visualizar a mesma, basta repetir o cdlculo da transformada até que este valor nao
seja produzido. No caso da transformada numérica de Pascal de comprimento N = 8, sobre
GF(257), como a matriz de Pascal possui periodo 18.176.960 (calculado pelo Sagemath®), o
risco de se repetirem os dados antes de se eliminar o valor 256 € desprezivel. As transformadas

numéricas de Hamming e de Golay usadas nos testes possuem periodos 5 e 12, respectivamente.

Denotando-se por C; e C5 duas imagens cifradas, de dimensdes W x H, tais que suas

imagens originais sejam diferentes em apenas um pixel, definem-se as métricas NPCR e UACI

por
2. D)
UAC']—WXH E 7 x 100%,

17]

emque F' =255¢e D(i,j) = 1,se C1(4,j) = Cs(i,7) e D(i,7) = 0, caso contrério.
Pode-se mostrar (WU; NOONAN; AGAIAN, 2011) que a métrica NPCR pode ser vista

como uma distribui¢do de probabilidades Binomial com valor médio F'/(F + 1), enquanto que a
métrica UACI pode ser vista como uma distribui¢do Normal com valor médio (F' +2)/(3F + 3),

em que F' = 2" — 1 € o maior valor possivel em um esquema de codificagdo empregando n bits.

Para uma cifragem ideal (WU; NOONAN; AGAIAN, 2011) de 8 bits, resulta que o valor
médio da métrica NPCR é, aproximadamente, 99,61%; ao passo que o valor médio da métrica
UACI fica em torno de 33,46%.

Uma outra métrica utilizada foi a medida da entropia da imagem, definida por

255

H(S) = — Z P(i)loga P(i),

em que P(i) é a probabilidade de ocorréncia do pixel i. No contexto de Processamento de
imagens, a entropia nos dd4 uma medida da aleatoriedade da imagem. Assim, para uma fonte

aleatoria capaz de fornecer 256 simbolos, a entropia seria igual a 8.

6.3.1 Avaliacdo das Transformadas Numéricas de Pascal, Hamming e Golay

As transformadas numéricas de Pascal, Hamming e Golay sdo avaliadas por meio
dos seguintes indicadores: histogramas, NPCR, UACI, r,, (correlagdo horizontal entre pixels
vizinhos), r,, (correlagdo vertical entre pixels vizinhos), r,, (correlacio diagonal entre pixels

vizinhos) e Entropia H(S).
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Camera

,&: = ! d
Fadaed
P e e

Figura 5 — Imagens utilizadas, seus histogramas e correlagdes verticais, TNP das imagens,
histogramas das transformadas e correlag@o vertical das transformadas.
Fonte: O autor.



93

e

Pimentdes Tanque Sala

Figura 6 — Imagens utilizadas, seus histogramas e correlagdes verticais, TNP das imagens,
histogramas das transformadas e correlacdo vertical das transformadas.
Fonte: O autor.

As figuras 5 e 6 mostram as imagens utilizadas nos testes, juntamente com alguns
indicadores mencionados anteriormente. Note que a aplicacao da TNP produz uma imagem
difusa, apresentando um histograma que se aproxima de uma distribuicao uniforme. As tabelas a
seguir resumem os valores obtidos para as transformadas definidas nesta Tese. Em termos de
correlagdo entre pixels, percebe-se claramente que as transformadas de Pascal e de Hamming
apresentam resultados similares, enquanto que a transformada de Golay apresenta resultados

inferiores, o que pode ser confirmado pelas imagens das transformadas (Apéndice B).
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Os valores de NPCR e UACI mostrados nas tabelas 20, 22 e 24 foram obtidos comparando-
se uma imagem e sua respectiva transformada. O calculo destas métricas nos informa, respectiva-
mente, a quantidade de pixels que foram modificados e o quanto cada pixel variou, em média,
o que d4a alguma informacao sobre a capacidade de promover difusdo das transformadas. Note
que as métricas NPCR e UACI reportadas nestas tabelas ndo seguiram as defini¢Oes originais
das mesmas (WU; NOONAN; AGAIAN, 2011). No sentido de permitir uma comparacao justa
com os resultados definidos para tais métricas, as mesmas imagens foram processadas em con-
formidade com suas especificagdes. Assim, foi necessdria uma modifica¢cdo na maneira como as
transformadas foram computadas. Para que a mudanca de um tnico pixel na imagem provocasse
um efeito de avalanche ao ser computada sua transformada, foi realizada a superposicao de uma
coluna nos blocos 8 x 8 que compdem a imagem, bem como o cdlculo da transformada de cada
imagem foi realizado Nr vezes, conforme a Tabela 26. A mesma metodologia foi utilizada para

se avaliar a aproximagao dos histogramas das transformadas por uma distribuicao uniforme.

Tabela 19 — Coeficientes de correlacdo das imagens antes e depois da aplicacdo da TNP.

Meétrica  Lena  Pimentdes Mandril Lago Sala Jato Casa Aérea Tanque Camera
) 0,9848 0,9791 0,7580 09716  0,8909 09644  0,9902  0,8607  0,8765  0,9901
) 0,0037 -0,0085 -0,0015  0,0048 -0,0019 0,0048  0,0031 -0,0024 -0,0008 -0,0052
ray(v) 09712 0,9767 0,8641 0,9750  0,9359  0,9660  0,9953  0,9020 0,8867  0,9829
)
)
)

0,0039 0,0012 0,0009  0,0011  0,0031 -0,0009 -0,0019 -0,0027 -0,0025 0,0010
0,9586 0,9639 0,7251 09574 0,8554 09377 09858  0,8037  0,8377  0,9731
0,0034 -0,0022 -0,0011  -0,0028 -0,0017 -0,0023  0,0007 -0,0027 -0,0010 0,0006

Tabela 20 — Entropia antes e depois da aplicacdo da TNP e métricas NPCR, UACI.

Métrica Lena  Pimentdes Mandril Lago  Sala Jato Casa  Aérea Tanque Camera

NPCR 99,99 99,99 100 100 99,99 100 99,99 99,99 100 99,99
UACI 30,03 30,71 28,74 32,75 27,62 3648 29,49 3145 26,32 31,16
H(S) 7,445 7,594 7,358 7484 7201 6,703 6,425 6,994 59916 7,048
H(S) 7,997 7,997 7,997 7,997 7997 7,997 7,997 7997 7,997 7,997

Tabela 21 — Coeficientes de correlacido das imagens antes e depois da aplicacdo da TNH.

Métrica Lena Pimentdes  Mandril Lago Sala Jato Casa Aérea  Tanque Camera
ray(h)  0,9849 0,9789 0,7602 09717  0,8926 0,9636 0,9903 0,8612 0,8774  0,9901
Tzy(R)  0,0068 0,0043 0,0027  0,00001  0,0073 0,0174 0,0281 0,0066 -0,0020  0,0091
rey(v) 09722 0,9768 0,8650  0,9752  0,9377 09659 0,9952 09011 0,8865  0,9834
Fzy(v)  -0,0043 -0,0015 0,0011 0,0009  0,0087 0,0115 0,0260 0,0040 -0,0022 0,0129
rey(d) 09594 0,9637 0,7283 09579  0,8571 0,9362 0,9858 0,8034 0,8385  0,9737
Tzy(d)  0,0004 0,0004 -0,0030  -0,0029  -0,0006 0,0027 0,0023 0,0003 -0,0016  0,0056

Tabela 22 — Entropia antes e depois da aplicacdo da TNH e métricas NPCR, UACI.

Meétrica Lena  Pimentdes Mandril Lago  Sala Jato Casa  Aérea Tanque Camera

NPCR 99,60 99,62 99,60 99,60 99,62 99,60 99,59 99,60 99,62 99,61
UACI 30,20 30,74 28,81 32,73 27,60 36,48 29,57 31,48 26,35 31,07
H(S) 7,445 7,594 7,358 7484 7201 6,703 6,425 6,994 5,992 7,048

H(S) 7,997 7,997 7,997 7,997 7997 7,997 7,997 7997 < 7,997 7,997
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Tabela 23 — Coeficientes de correlacdo das imagens antes e depois da aplicacdo da TNG.

Métrica  Lena  Pimentdes Mandril  Lago Sala Jato Casa Aérea  Tanque Camera
ray(h)  0,9865 0,9816 0,7879 09737 08822 96,47 09898 0,8661 0,8925  0,9915
fzy(h)  0,2150 0,1532 0,0282  0,0970 0,1717 0,1780 0,2329 0,1105 0,0673  0,2348
ray(v)  0,9740 0,9791 0,8786  0,9769 0,9403 0,9666 0,9950 0,9030 0,9085  0,9829
Foy(v)  0,1398 0,1323 0,0300  0,0991 0,0428 0,2048 0,3070 0,1371 0,0762  0,2787
rzy(d)  0,9609 0,9655 0,7493  0,9588 0,8448 0,9370 10,9851 0,8073 0,8569  0,9743
Toy(d)  0,0664 0,0477 0,0090  0,0340 10,0428 0,0791 0,1042 0,0367 0,0133  0,1218

Tabela 24 — Entropia antes e depois da aplicagdo da TNG e métricas NPCR, UACI.

Métrica  Lena  Pimentdes Mandril Lago  Sala Jato Casa Aérea Tanque Camera

NPCR 100 100 99,98 100 99,99 100 100 99,99 100 100
UACI 29,78 30,97 28,47 32,70 31,08 36,06 29,22 38,33 30,41 32,95
H(S) 7,3905 7,591 7,353 7475 6,718 6,705 6,427 6,137 6,090 6,788
H(S) 7,997 7,997 7,997 7,997 7,997 7997 7,997 7997 7,997 7,997

A aproximagdo da distribuicdo do histograma da transformada por uma distribuicao
uniforme foi avaliada pelo teste x? (HOEL; PORT; STONE, 1971). Considerando-se um nivel de
confiabilidade de 95% e para N = 255, o nivel critico situa-se em 293,25. A Tabela 25 mostra os
valores médios obtidos para NPCR e UACI em 100 testes, em que a cada teste a TNP € aplicada

50 vezes. O valor x? € calculado sobre a dltima transformada computada.

Tabela 25 — Métricas NPCR, UACI e x? para a TNP.

Métrica  Lena  Pimentdes Mandril  Lago Sala Jato Casa Aérea  Tanque Camera
NPCR 98,88 98,46 98,37 98,29 98,49 98,34 98,31 98,58 99,00 98,50
UACI 33,22 33,05 33,06 33,02 33,08 33,04 33,03 33,08 33,28 33,08

x> 225,03 252,68 229,68 251,41 239,81 234,20 254,73 247,10 220,54 276,77

A tabela 26 mostra os valores para o teste 2 e os valores médios para NPCR e UACI em

funcdo do nimero de vezes em que a TNP é computada.

Tabela 26 — Métricas NPCR, UACI e x? para a TNP em fungo do niimero de transformadas.

Lena Mandril Pimentoes
Nr 10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40
NPCR | 67,02 | 84,69 | 93,55 | 94,27 | 66,59 | 82,70 | 91,06 | 95,59 | 69,09 | 79,48 | 92,41 | 96,63
UACI | 22,50 | 28,46 | 31,44 | 31,66 | 22,38 | 27,79 | 30,60 | 32,12 | 23,20 | 26,69 | 31,05 | 32,46
z

X 249,8 | 277,0 | 2679 | 238,6 | 237,6 | 2184 | 2725 | 2714 | 2679 | 257,3 | 238,1 | 2585
Lago Sala Jato
Nr 10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40

NPCR | 68,81 | 80,36 | 91,53 | 94,80 | 70,84 | 84,20 | 92,37 | 95,85 | 68,79 | 80,24 | 92,36 | 96,73
UACT | 23,12 | 27,01 | 30,75 | 31,85 | 23,82 | 28,30 | 31,01 | 32,17 | 23,09 | 26,95 | 31,01 | 32,50
X 253,3 | 290,6 | 251,7 | 302,8 | 281,0 | 262,6 | 273,0 | 300,6 | 225,2 | 280,2 | 275,6 | 293,6

As tabelas correspondentes as tabelas 25 e 26, para as transformadas de Hamming e de
Golay, sdo mostradas no Apéndice B, tabelas B1 e B2, respectivamente. Os resultados mostrados
nesta se¢do apontam para a possibilidade de utilizac@o das transformadas definidas nesta Tese

como ferramentas de criptografia. A dispersdo da correlagdo das imagens, obtida pela aplicacdo
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da transformada, também indica que as mesmas poderiam ser utilizadas em uma etapa de pré-
processamento na cifragem de imagens com o objetivo de aumentar a resisténcia do mesmo a

ataques diferenciais e a ataques de correlacao.

O equipamento utilizado nas simulagdes foi um laptop Dell Inspiron equipado com
processador Intel® i7 2.50GHz, 16 GB de meméria RAM.

6.4 ANTENAS FRACTAIS

A matriz de transformacdo da TNP pode ser aplicada no projeto de antenas baseadas em
formas fractais (COHEN, August, 2005), tais como as antenas fractais de Sierpinski2 (MOHA-
NAMURALIM; SHANMUGANANTHAM, 2012) e Minkowski * (SUGANTHI, 2012) (as duas
mais comuns). Tais antenas sdo compactas e multibandas com aplica¢cdes em telefonia celular
e em microondas. Atualmente existem mais de 2000 publica¢des envolvendo pesquisas com
antenas fractais. Nas Figuras 7 e 8 mostramos as antenas fractais de Sierpinski e Minkowski,

respectivamente, encontradas muito frequentemente em aparelhos de telefonia celular.

Figura 7 — Antena Fractal de Minkowski
Fonte: O autor.

Figura 8 — Antena Fractal de Sierpinski e antena fractal monopolo de Koch
Fonte: O autor.

Uma caracteristica muito atraente das antenas fractais, além das caracteristicas citadas

anteriormente, € a inexisténcia de componentes eletronicos formando o circuito tanque. Ou

2 Waclaw Sierpinski (x1882;11969) foi um matemético polonés que em 1916 apresentou o triangulo de Sierpinski.

3 Hermann Minkowski (x1864;11909) foi um matemdtico alemio de ascendéncia judia-lituana, que criou e
desenvolveu a geometria dos nimeros e que usou métodos geométricos para resolver problemas dificeis em
teoria dos numeros, fisica matematica e teoria da relatividade.



97

seja, uma antena fractal é um circuito radiante LC sem as partes componentes. Percebeu-se,
neste trabalho, que as matrizes de Pascal apresentam estruturas autossimilares que permitem
o desenvolvimento de verdadeiros “tapetes”, tal como o ilustrado * na Figura 9, produzido no
Matlab®.

180

100

a0

0
0 a0 100 150

Figura 9 — Tapete de Pascal para N=5, p=5 com 512 iteragdes
Fonte: O autor.

Para se ter uma idéia da importancia atual da Geometria Fractal, basta citar alguns de

SE€us usSos:

i) Na drea de saide (DEY, 2005): No estudo do sistema cardiovascular, em neurobiologia,
em patologia e em biologia molecular. Na detec¢do de tumores cancerigenos.

i1) Em Telecomunica¢des: Antenas baseadas em formas fractais (tal como a antena de Sier-
pinski) sdo capazes de operar de forma otimizada em diversas frequéncias e com larguras
de faixa ampliadas.

1i1) Existem aplicacdes em Mineralogia, Ecologia, Economia, Aplicacdes industriais, etc.

6.4.1 Geometria Fractal

Fractais sdo padrdes que se repetem indefinidamente em diferentes escalas. Em verdade,
podemos dizer que existe uma repeticdo iterada de uma dada transformacgdo. Por exemplo,
considere o processo de construcao do fractal conhecido como tridngulo de Sierpinski ilustrado

na Figura 10.

4 O programa para gerar estes tapetes foi gentilmente cedido pelo Professor Hélio Magalhdes de Oliveira do

Departamento de Estatistica da Universidade Federal de Pernambuco.
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Figura 10 — Constru¢do do tridngulo de Sierpinski até a quarta iteracio
Fonte: O autor.

No nivel 0 temos o tridngulo inicial. A partir deste tridngulo, aplicamos a regra: “Conectar
as medianas de cada segmento formando um triangulo central que deve ser removido.” A
repeti¢do desta regra constitui o processo iterativo mostrado na Figura 10. Matematicamente

denotamos

A = lim 7" (A4y),

n=-0

em que Ay denota o objeto inicial e 7" denota n itera¢des da transformacio 7.

Quando os fractais comecaram a ser investigados, os mesmos foram denominados de
“monstros matematicos” e isto fez com que fossem “esquecidos” até serem redescobertos na
década de 1960 por Benoit Mandelbrot (MANDELBROT, 1977).

Existem fractais que sdo gerados algebricamente, como, por exemplo, o conjunto de
Mandelbrot, definido como o conjunto de pontos no plano complexo para o qual a sequéncia
definida recursivamente por

Znovo = 22

anterior +

C

nao tende ao infinito com C uma constante arbitraria. (MANDELBROT, 1977).

A Figura 11 ilustra o surgimento de frequéncias ressonantes em fung¢do do ndmero de
iteracdes. Note que, a medida em que o ndmero de iteragdes cresce, surgem novas frequéncias

de ressonancia.
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Figura 11 — Frequéncias ressonantes em funcio do nimero de iteragdes para a antena fractal
de Minkowski.
Fonte: O autor.

Sabe-se que se todos os nimeros impares do tridngulo de Pascal forem pintados de
preto, com os outros nimeros pintados de branco, obtém-se o tridngulo de Sierpinski (ROMEU;
SOLER, 2001). Em outras palavras, o triangulo de Pascal pode ser usado como gerador de
formas autossimilares, como o tridngulo de Sierpinski, comumente usado no desenvolvimento
de antenas multibandas. Na Figura 12(a) temos um tridngulo de Pascal cujos multiplos de 2
foram pintados na cor laranja, para um nimero de iteragdes igual a 10; na Figura 12(b) temos

um triangulo de Pascal para 240 iteragdes.

Figura 12 — Triangulo de Pascal Médulo 2: (a) Apds 10 iteracdes; (b) Apds 240 iteracdes.
Fonte: O autor.

Na Figura 13 temos um tridngulo de Pascal médulo 5, em que cinco cores, corresponden-
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tes aos inteiros moédulo 5, conforme legenda, foram utilizadas para pintar o mesmo.

Figura 13 — Triangulo de Pascal Médulo 2: (a) Apds 10 iteracdes; (b) Apos 240 iteracdes.
Fonte: O autor.

Pelo que se observa no tridngulo de Pascal, em termos de estrutura autossimilar, percebe-
se que o mesmo tem potencial para ser utilizado no projeto de antenas fractais. Certamente, apenas
com o desenvolvimento de uma antena pratica baseada no mesmo € que suas caracteristicas

podem ser avaliadas; a saber, em termos de (COHEN, August, 2005):

1) Largura de faixa.
i) Quantidade de bandas.
iii) Agilidade em frequéncia (Frequency Agility).

1v) Compactacao.

Aplicagdes, especialmente militares (COHEN, August, 2005), sdo mais do que simples
possibilidades. O conceito de invariancia de frequéncia € bem conhecido e sabe-se hoje que
determinadas condi¢des devem ser atendidas para que uma antena seja invariante. Uma antena
invariante € aquela cuja estrutura ndo depende da frequéncia que ird irradiar, mas dos angulos
desta estrutura. Seria uma antena fractal de Pascal uma antena invariante em termos de frequén-
cia? Antenas invariantes chegam a ter uma banda passante 200 vezes maior do que a banda
passante de antenas de banda larga convencionais com menos da metade do comprimento de
onda da menor frequéncia de operagdo. Atualmente, as antenas usadas em aplicacdes militares
sdo grandes, de banda estreita e faz-se necessario uma grande quantidade destas antenas. Uma

antena fractal, certamente, aponta para uma nova era neste sentido.
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7 CONCLUSOES E PROPOSTAS PARA CONTINUACAO

Transformadas, em geral, sdo ferramentas matemadticas projetadas com o objetivo de
resolver um problema de forma mais eficiente (e.g., com menor complexidade computacional)
e/ou de fornecer informagdes sobre o mesmo, ndo disponiveis diretamente no dominio original.
Neste contexto, esta Tese estuda transformadas definidas sobre estruturas algébricas finitas, as
chamadas transformadas digitais. Especificamente, a mesma aborda as transformadas numéricas,
definidas sobre o corpo finito G F'(p). Uma das principais razdes de se pesquisar tais transforma-
das € o fato de se ter uma precisdo “infinita”, ou seja, para tais transformadas nao existe erro de

arredondamento ou truncagem, uma vez que as mesmas empregam aritmética médulo p.

Algumas areas da Engenharia Eletronica moderna, tais como Processamento Digital de
Sinais, Cédigos Corretores de Erros e Criptografia, entre outras, tém sido beneficiadas com o uso
de transformadas definidas sobre corpos finitos. Este trabalho aborda a Transformada Numérica
de Pascal (TNP), apresentando suas principais propriedades e propondo algumas aplicagdes da

mesma.

7.1 CONTRIBUICOES

As contribuigdes desta Tese encontram-se nos Capitulos 3 a 6. Apds uma breve intro-
ducao, no Capitulo 1, sdo apresentados preliminares matematicos, no Capitulo 2, necessarios a

compreensdo do material apresentado nos capitulos seguintes.

No Capitulo 3 as matrizes de Pascal Py (finita) e P, (infinita), sobre GF'(p), foram
definidas. Neste contexto, novas relagdes envolvendo estas matrizes foram determinadas. Em
particular, mostrou-se a natureza triangular superior, em relagcdo a diagonal secundéria, da matriz
de Pascal de ordem N = p", bem como a fatora¢do da matriz de ordem N = kp" por meio de
um produto de Kronecker. Novas relagdes combinatdrias foram estabelecidas envolvendo os

elementos da matriz de Pascal P,

No Capitulo 4 a Transformada Numérica de Pascal € definida, sua transformada inversa
foi determinada usando-se a fatoracdo de Cholesky e suas principais propriedades foram estabe-
lecidas. Especificamente, por meio de uma abordagem polinomial, foram encontradas expressoes
matemadticas para a convolugdo e a correlagdo ciclicas entre as linhas da matriz de Pascal P, o
que levou ao resultado marcante da existéncia de uma linha geradora nesta matriz, a partir da
qual todas as demais linhas podem ser determinadas. Os teoremas da convolugdo ciclica e da
correlagdo ciclica foram apresentados. A multiplicidade dos autovalores da TNP, de ordem p",
foi encontrada e, por meio do teorema espectral, dado que a matriz de Pascal adotada nesta Tese

¢ uma matriz simétrica real, portanto, diagonalizavel, as dimensdes de seus autoespacos foram
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determinadas.

No Capitulo 5, a periodicidade e as simetrias presentes na matriz de Pascal modular
foram exploradas com o objetivo de construir algoritmos rapidos para a computacdo da TNP.
Foram considerados os casos N = p, N = kp, k inteiro > 1 tal que p 1 k, e N = p", r inteiro
> 1. Tabelas de complexidade multiplicativa foram apresentadas para tais comprimentos e
comparadas com a computacao direta da transformada. Observou-se que as maiores redugdes
ocorreram, para um dado valor fixo de p, no caso em que o comprimento é uma poténcia de um

primo.

No Capitulo 6 sdo sugeridos cendrios de possiveis aplicagdes para as transformadas
numéricas definidas nesta Tese. Em particular, a familia de cddigos de Pascal foi definida. Os
parametros de alguns codigos de Pascal foram determinados e observou-se que, em alguns casos,
o comprimento do cédigo obtido pode ser menor do que o comprimento da transformada. Na
obten¢do da matriz de verificacdo de paridade destes codigos, que envolve a determinagdo dos
autovalores A\ da matriz de transformacao da TNP, observou-se que tais autovalores podem se
encontrar em corpos de extensdo. Nesta Tese foram considerados apenas os cdigos de Pascal
associados aos autovalores pertencentes a G F'(p). A existéncia de autovalores sobre corpos de
extensao abre a possibilidade para a defini¢ao de c6digos de Pascal sobre tais corpos. Explorando-
se as simetrias dos autovetores da TNP, algoritmos de decodificacdo para erros simples e duplos

foram propostos.

A introducio das transformadas numéricas de Hamming (TNH) e de Golay (TNG) repre-
senta uma importante aplicacdo da teoria introduzida em (SOUZA; FREIRE; DEOLIVEIRA,
2009) (SOUZA; BRITTO; DEOLIVEIRA, 2011), em que se delineia a existéncia de um isomor-
fismo entre c6digos de bloco lineares e transformadas digitais. Neste cendrio, dada uma matriz de
transformagdo sobre um corpo finito, pode-se obter a matriz de verificagdo de paridade H de um
cddigo de bloco linear, tal como o cédigo de Pascal definido nesta Tese. De forma andloga, dado
um cédigo de bloco linear, descrito por sua matriz H, pode-se obter a matriz de transformacao
de uma transformada digital, tal como a TNH e a TNG, introduzidas nesta Tese. Uma versao
ciclica da TNH, a Transformada Numérica de Hamming Ciclica (TNHC), € proposta nesta Tese,

que permite uma andlise algébrica de suas propriedades.

Por fim, a estrutura autossimilar da matriz de transformagdo da TNP abre possibilidades
de aplicagdo no projeto de antenas multibandas baseadas em estruturas fractais. Tais antenas
possuem largura de faixa que sdo até 200 vezes maior do que a largura de faixa das antenas de

banda larga convencionais.

7.2 PROPOSTAS PARA CONTINUACAO DO TRABALHO

Como propostas para dar continuidade a pesquisa relatada nesta Tese, enumeramos:

1. Investigar a concepc¢do de novos algoritmos rdpidos para a computagdo da TNP.
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2. Construir algoritmos para a decodificacdo dos (novos) cédigos introduzidos, explorando a
estrutura autossimilar da matriz de transformacao da TNP.

3. Construir novas classes de codigos de bloco lineares sobre corpos de extensdo. Esta
possibilidade ocorre quando os autovalores da TNP nao se encontram em G F'(p).

4. Investigar propriedades e aplicacdes adicionais das transformadas numéricas de Hamming
e de Golay.

5. Investigar a aplicagdo da técnica empregada na definicdo da TNHC para outras familias de
cddigos ciclicos, e.g. codigos BCH.

6. Investigar a relacdo existente entre os coeficientes da matriz de transformacdo da TNP e a
sequéncia de Fibonacci.

7. Simular o comportamento de antenas fractais de Pascal, construidas a partir da estrutura
autossimilar da matriz de transformacdo da TNP, investigando-se a possibilidade de
invariancia de frequéncia para tais antenas.

8. Aprofundar o estudo da autoestrutura da TNP, considerando a matriz Py sobre GF(p)
como um elemento do grupo linear GL(N, GF(p)).

9. Conceber novos criptossistemas baseados nas transformadas numéricas definidas nesta
Tese.

10. Investigar a implementacdo da TNP usando-se FPGA e fazer um estudo comparativo do
desempenho da mesma em relacdo as ferramentas numéricas tradicionais usadas para

analise de sinais.

7.3 TRABALHOS PUBLICADOS

A.J. A. Paschoal, H. M. DeOliveira e R. M. Campello de Souza, A Transformada Numérica de
Pascal. Anais do XXXIII Simposio Brasileiro de Telecomunicagoes, Juiz de Fora, 2015.

A.J. A. Paschoal, R. M. Campello de Souza e H. M. DeOliveira Novas Rela¢des na Matriz
de Transformacio da Transformada Numérica de Pascal, Congresso Nacional de Matemdtica
Aplicada e Computacional - CNMAC, Sao José dos Campos, 2017.

A. J. A. Paschoal e R. M. Campello de Souza, Algoritmos Répidos para o Célculo da Trans-
formada Numérica de Pascal, Congresso Nacional de Matemdtica Aplicada e Computacional -
CNMAC, Sao José dos Campos, 2017.

7.4 TRABALHOS SUBMETIDOS

A. J. A. Paschoal and R. M. Campello de Souza, The Pascal Number Theoretic Transform.

(Submetido) Electronics Letters.
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APENDICES

APENDICE A - SIMULACOES NO MATHEMATICA

Al - Cédigos de Pascal

A fim de avaliar os c6digos de Pascal foram considerados os casos p=2, 3,5, 7, 11, 13,
17, 19, 23 e 29, para diversos comprimentos, totalizando 183 casos (34, 35, 28, 27, 25,24, 3,2, 1

e 4, respectivamente). Para cada caso, foram determinados:

a) O polindmio caracteristico associado a matriz de Pascal

b) Os autovalores associados (no corpo base e/ou no corpo de extensao)
¢) A fatorag¢do do polindmio caracteristico

d) A matriz de paridade do c6digo de Pascal obtido

e) Os parametros do cédigo obtido (N¢, k, d e R)

O fato de as matrizes de Pascal, com ordens iguais a multiplos da caracteristica do
corpo finito considerado, poderem ser fatoradas como um produto de Kronecker, facilitou a

determinac¢do dos seus autovalores.

(**********************************
Explorando cdédigos de Pascal

N =21, p =3
***********************************)

PascalTriangleForm[Table[Mod[Binomial [n,Range[0,n]],3],{n,0,40}1]

B}
I
L
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R - - R TR R e
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p=PolynomialMod[CharacteristicPolynomial [m, x], 3]
1+2x79+x"12+2x"21

Factor[p,Modulus—3]
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2(2+xX) "9 (24x+x"2) "3 (242x+x"2) "3

0, x,Modulus—3]

Solvel[p

{{x=1}, {x=1}, {x=1}, {x=1}, {x=1}, {x=1}, {x=1}, {x=1}, {x=1}}

(+ Autovalor 1 com multiplicidade 9 «x)

MatrixForm[Mod[m-IdentityMatrix[21],3]]
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As tabelas 27, 28, 29 e 30 apresentam os pardmetros dos cédigos de Pascal, sobre G F'(p),

parap = 5,7,11 e 13, respectivamente.

Tabela 27 — Parimetros associados aos c6digos de Pascal CP™ (N¢, k, d) sobre GF(5).

Comprimento | Autovalores | Multiplicidade | Dimensdo | Taxa | Distancia Minima
N Nc A m k R d
2 2 4 2 1 50% 2
3 3 1 1 1 33% 3
3 3 4 2 1 33% 2
4 4 2;3 1 1 25% 4
12 12 4 4 3 25% 8
13 12 4 4 3 25% 8
19 13 1 3 3 23,1% 6
21 17 1 4 5 29,4% 6
22 19 1 8 6 31,6% 6
23 21 1 9 7 33% 6
24 24 1 8 8 33% 6
25 25 1 9 9 36% 6
26 24 1 8 8 33,3% 6
27 21 1 9 7 30,4% 6
30 15 1 4 4 26,7% 6

Tabela 28 — Parimetros associados aos c6digos de Pascal CPW (N, k, d) sobre GF(7).

Comprimento | Autovalores | Multiplicidade | Dimensao Taxa Distancia Minima
N N¢ A m k R d

3 3 1;3;5 1 1 33,3% 3;2;3
4 3 3;5 1 1 33,3% 2;3
5 3 1 1 1 33,3% 3

6 5 1 2 2 40% 3

6 4 2;4 1 1 25% 4

7 7 1;2:4 3;2;2 3;2;2 42,8%;:28,6%;28,6% 3;2;2
8 8;4 1;2 ; ;1 75%;25% 34
9 3 1 1 1 33,3% 3
21 21 3;5 5 5 23,8% 6;8
22 22 3:5:6 6 6;6;5 27,3%:27,3%:22,7% 6:8:8
23 23 3;5;6 7;7;6 7;7;6 30,4%:30,4%:26,1% 6;8;8
24 24 3;5;6 8 8:8;7 33,3%;33,3%;29,2% 4;6;5
25 24 3;5;6 8 8:8;7 33,3%;33,3%;29,2% 4;6;5

Tabela 29 — Parimetros associados aos c6digos de Pascal C P (Ng, k, d) sobre GF(11).

Comprimento | Autovalores | Multiplicidade | Dimensdo | Taxa | Distancia Minima
N Nc A m k R d
2 2 5:9 1 1 50% 2
3 3 1;2;6 1 1 33% 4
4 4 10 4 1 25% 4
5 5 10 2 2 40% 4
6 5 10 2 2 40% 4
7 4 10 4 1 25% 4
10 9 1 2 2 22,2% 7
11 11 1 3 3 27,3% 7
12 9 1 2 2 22,2% 7




Tabela 30 — Parimetros associados aos cédigos de Pascal C PV (Ng, k, d) sobre GF(13).

Comprimento | Autovalores | Multiplicidade | Dimensao Taxa Distancia Minima
N Nc A m k R d
3 3 1 1 1 33,3% 3
6 6 4;10 2 2 33,3% 4;5
7 6 4;10 2 2 33,3% 4;5
10 7 1 2 2 28,6% 5
11 11 1;3;9 3:2:2 3;2;2 33,3%:22,2%:22.,2% 5:7;7
12 11 1;3;9 4;3;3 4;3;3 36,4%:27,3%;27,3% 5;7;7
13 13 1;3;9 5:4:4 5:4:4 38,5%;30,8%;30,8% 57,7
14 11 1;3;9 4;3;3 4;3;3 36,4%:27,3%:27,3% 5;7;7
15 9 1;3;9 3;2;2 3;2;2 33,3%:22,2%;22,2% 5757
16 7 1 2 2 28,6% 5
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APENDICE B - AVALIACAO DAS TRANSFORMADAS DE HAMMING E GOLAY

B.1 - Transformada de Hamming

o

¢

Z}%
o
oo

Figura 14 — Imagens utilizadas, seus histogramas, correlagGes verticais, TNH das imagens,
histogramas das transformadas e correlag@o vertical das transformadas.
Fonte: O autor.
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Figura 15 — Imagens utilizadas, seus histogramas, correlagdes verticais, TNH das imagens,
histogramas das transformadas e correlag@o vertical das transformadas.
Fonte: O autor.

A tabela a seguir mostra os valores obtidos para algumas métricas em fun¢iao do nlimero
de transformadas (NN'T') calculadas.
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Tabela 31 — Métricas NPCR, UACI e x? para a TNH em funciio do niimero de transformadas.

Lena Mandril Pimentoes

NT 10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40

NPCR | 41,61 | 67,80 | 76,67 | 88,80 | 46,00 | 67,40 | 80,39 | 87,50 | 47,15 | 69,48 | 80,56 | 89,58

UACT | 13,98 | 22,77 | 25,75 | 29,83 | 15,45 | 22,66 | 27,02 | 29,42 | 15,84 | 23,35 | 27,07 | 30,07

x> 262,8 | 265,1 | 243,7 | 210,2 | 285,3 | 219,8 | 236,2 | 255,7 | 270,9 | 236,1 | 243,2 | 264,5

Lago Sala Jato

NT 10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40

NPCR | 45,77 | 65,81 | 78,09 | 87,06 | 48,15 | 64,95 | 77,40 | 89,71 | 46,32 | 64,41 | 80,41 | 88,50

UACI | 15,38 | 22,11 | 26,22 | 29,23 | 16,18 | 21,81 | 26,01 | 30,12 | 15,56 | 21,64 | 27,02 | 29,82

X2 2559 | 264,2 | 260,2 | 241,7 | 279,0 | 247,9 | 286,5 | 238,4 | 250,1 | 272,7 | 270,3 | 262,3
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B.2 - Transformada de Golay

g

5K

L& =

P -
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Figura 16 — Imagens utilizadas, seus histogramas, correlacdes verticais, TNG das imagens,
histogramas das transformadas e correlagdo vertical das transformadas.
Fonte: O autor.
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Lena

Figura 17 — Imagens utilizadas, seus histogramas, correla¢des verticais, TNG das imagens,
histogramas das transformadas e correlag@o vertical das transformadas.
Fonte: O autor.

A tabela a seguir mostra os valores obtidos para algumas métricas em fun¢iao do nlimero

de transformadas (NN'T') calculadas.
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Tabela 32 — Métricas NPCR, UACI e x? para a TNG em funcio do niimero de transformadas.

Lena Mandril Pimentoes
NT 10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40
NPCR | 67,30 | 76,28 | 93,42 | 96,36 | 66,39 | 80,36 | 91,83 | 96,00 | 65,91 | 80,58 | 91,55 | 95,60
UACI | 22,61 | 25,62 | 31,39 | 32,38 | 22,29 | 26,98 | 30,85 | 32,26 | 22,16 | 27,08 | 30,75 | 32,09

X 305,6 | 194,0 | 267,1 | 220,1 | 2789 | 261,2 | 263,8 | 250,7 | 2453 | 279,7 | 243,77 | 268,9
Lago Sala Jato
NT 10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40

NPCR | 63,50 | 79,44 | 93,97 | 96,55 | 69,00 | 79,08 | 90,66 | 94,58 | 68,65 | 75,58 | 90,42 | 95,39
UACT | 21,35 | 26,66 | 31,58 | 32,44 | 23,16 | 26,59 | 30,46 | 31,80 | 23,07 | 25,38 | 30,38 | 32,04
X’ 279,7 | 256,2 | 251,8 | 217,5 | 254,5 | 256,5 | 240,4 | 310,1 | 281,5 | 257,4 | 268,77 | 250,6

A figura a seguir ilustra, no caso da transformada de Golay, o efeito do programa

modificado para o cédlculo das transformadas com superposicao de uma coluna.

(1) : e L | ;

Figura 18 — TNG da imagem casa, (1) Programa original e (2) Programa modificado.
Fonte: O autor.



APENDICE C - PROCESSAMENTO DE IMAGENS NO MATLAB
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Foi usado o aplicativo Matlab ® no processamento das imagens selecionadas para gerar

as imagens dos histogramas, as imagens das transformadas, as imagens das correlacoes, as

métricas UACI, NPCR, as medidas de entropia e as correlacdes horizontal, vertical e diagonal.

o

o® o° oo oP°

o\

o

sel = input ('Entre com (1) para TNP, (2) para TNH, (3)
p=257;

o

o

C.1 - Programa Principal

Entradas: %
path do arquivo onde se encontra a imagem %
p: Caracteristica do corpo %
bs: Dimensdao da imagem %

switch sel

case 1

[filename, pathname] = uigetfile ('C:\PDI\x.*’,’Sel.

arg=fullfile (pathname, filename);

bs=8;

fator=1;

imagem=zeros (512,512);

matriz = mod(pascal(bs),p); % Matriz de Pascal

case 2

[filename, pathname] = uigetfile (’C:\PDI\*.*’,’Sel.

arg=fullfile (pathname, filename)
bs=8;
fator = 151;

imagem=zeros (512,512);

NG: ");

imagem’ ) ;

imagem’) ;

matriz=({2 1 1 1 1 11 0;1 33 45%601;2355%6011;

34500121;45602231;5601214141;
6 01 2346 1;0123458%6 2];
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case 3
[filename, pathname] = uigetfile ('C:\PDI\*.*’',’Sel. imagem’);
arg=fullfile (pathname, filename)
bs=11;
fator = 31;
imagem=zeros (506, 506) ;
matriz=[2 1 1 22 01 00O00; 12210220100 0;
12 2 1200100;12022100010;
0001, 2200201100 0;
00, 2010111101 0;
0 1;2001 110111 0
1 1]

(@)

0 2
0 2
10
0 2

N 2NN

1 210
2 02201
2 01101
2 20010

end

image_ler = imread(arq);

%$Converter para tons de cinza

imagem_orig = rgb2gray(image_ler);

ent=entropy (imagem_oriqg);

%$Tamanho da imagem: largura e altura

[lin, col] = size(imagem_origqg);
imagem(l:1in,l:col)=imagem_orig;

%Imagem Original

figure;

imshow (imagem_orig) ;

title (' Imagem Original’);

$Histograma da imagem original

f=figure; %aqui

imhist (mat2gray (imagem_orig),p);

[filename, pathname]=uiputfile (' C:\PDI\*.*’,’Salvar...’);
savename=fullfile (pathname, filename) ;

saveas (f, savename, "png’ ) ;

title ('Histograma Original’);

% Transformada da imagem

transformada = Transform(imagem,matriz,lin,col,bs,p);
ent2=entropy (transformada) ;

f=figure;

imshow (mat2gray (transformada)) ;

[filename, pathname]=uiputfile (' C:\PDI\*x.x’,’Salvar...’);

savename=fullfile (pathname, filename) ;
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saveas (f, savename, "bmp’ ) ;
[rl,r2,r3]=coef_corr(transformada, bs);
switch sel
case 1
title (! TNP da Imagem Original’);
case 2!
title (' TNH da Imagem Original’);
case 3
title (! ING da Imagem Original’);
end
%$Histograma da transformada da imagem
f=figure;
imhist (mat2gray (transformada),p);
[filename, pathname]=uiputfile (' C:\PDI\*.*’,’Salvar...’);
savename=fullfile (pathname, filename)
saveas (f, savename, "png’) ;
% Transformada inversa
imagem_rec=inv_Transform(transformada,matriz,lin,col,bs,p, fator);
figure;
imshow (mat2gray (imagem_rec)) ;
title (! Imagem Restaurada’);
x=NPCR_and_UACI (imagem, transformada, 1)
f=figure;
r_xy=AdjancyCorrPixel (imagem) ;
[filename, pathname] = uiputfile ('C:\PDI\*.*’,’Salvar...’);
savename=fullfile (pathname, filename)
saveas (f, savename, "png’) ;
f=figure;
r_xy=AdjancyCorrPixel (transformada) ;
[filename, pathname] = uiputfile(’C:\PDI\*.*’,’Salvar...’);
savename=fullfile (pathname, filename)

saveas (f, savename, "'png’ ) ;

Funcoes Utilizadas pelo Programa Principal

e e e e e e S e S e S e S S e e o e e
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function img_tfm = Transform(img, matriz, h, w, bs,p)

o)

% Indices para correr imagem pegando blocos de comp. bs
for n = 1l:bs:h %$linha Coloca -6 gdo for TNG
for m = l:bs:w %coluna
block = img(n:n+bs-1, m:mt+tbs-1);
% realizando a transformacéo
bloco_tfm = mod(round(matrizxblockxmatriz’),p);

Q

% realocando o bloco transformado para a imagem

img_tfm(n:n+bs-1,m:m+bs-1) = bloco_tfm;
end
end

end

90900000000000000000000000000000000000000000000000000000000
O O0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOO©O™O
% Funcao para encontrar a transformada inversa de Pascal %
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function img_rec=inv_Transform(transformada,matriz,h,w,bs,p, fator)
inversa=mod (round (inv (matriz) ~fator*det (matriz)),p);
% Indices para correr imagem pegando blocos de comprimento bs

for n = 1:bs:h %$Coloca -6 gdo for TNG

for m = l:bs:w
% Definindo o bloco

block = transformada (n:n+bs-1, m:m+bs-1);
% realizando a transformacgdo inversa
bloco_tfm_inv = mod(round (inversaxblockxinversa’),p);
% realocando o bloco transformado para a imagem

img_rec(n:nt+bs-1,m:m+bs-1) = bloco_tfm_inv;
end

end
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=== ===

function res=NPCR_and_UACI (img_a,img_b,need_display,m_v)

%% 1. input_check

[ height_a, width_a, depth_a ] = size( img_a );
[ height_b, width_b, depth_b ] = size( img_b );
if ( ( height_a ~= height_b )

|l ( width_a ~= width_b )
|l ( depth_a ~= depth_b ) )

error ( "input images have to be of same dimensions’ );

end

class_a = class( img_a );

class_b = class( img_b );

if ( ~strcmp( class_a, class_b) )

error ( "input images have to be of same data type’);

%% 2. measure preparations
if ( ~exist( 'm_v’, ’'var’) )
switch class_a
case "uintle6’
m v = 65535;
case ’'uint8’
m_v = 255;

case "logical’

mv = 2;
otherwise
m v = max ( max( img_a(:), img_b((:) ) );
end
end
if ( ~exist( 'need_display’, ’'var’ ) )

need_display = 1;

end
img_a = double( img_a );
img_b = double( img_b );

npx = numel ( img_a );
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%% 3. NCPR score and p_value

res.npcr_score=sum(double (img_a (:)~= img_b(:)))/ npx;
npcr_mu=(m_v )/ (m_v+ 1);
npcr_var=((m_v)/ (m_v+ 1)"2 ) /npx;
res.npcr_pVal=normcdf (res.npcr_score,npcr_mu, sgrt (npcr_var));
res.npcr_dist=[npcr_mu, npcr_var];
%% 4. UACI score and p_value
res.uaci_score=sum(abs (img_a (:)-img_b(:))) /npx/m_v;
uaci_mu=(m_v+2)/ (m_v*3+3);
uaci_v=((m_v+2)* (m_v"24+2+m_v+3) /18/ (m_v+1) "2/ m_v) /npx;
p_vals=normcdf (res.uaci_score,uaci_mu, sqgrt (uaci_v));
p_vals( p_vals > 0.5 ) =1 - p_vals( p_vals > 0.5 );
res.uaci_pVal = 2 % p_vals;
res.uaci_dist=[uaci_mu,uaci_v];
%% 5. optional output
if (need_display)

format long;

display (res);

end

function [rl,r2,r3]=coef_corr(img,bs)

img;

x = double (x) ;

for cnt = 1:8

$x = im(:, :,cnt,1);
x = double (x);
P = 32768;
for k1 = 1:P
coord(kl,l) = ceil((size(x,1)-1)=*rand);

coord(kl, 2) ceil ((size(x,2)-1)+*rand);

for k = 1:P
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ptos (k) = x(coord(k,1),coord(k,2));
ptosh (k) = x(coord(k,1)+1,coord(k,2));
ptosv (k) = x(coord(k,1l),coord(k,2)+1);
ptosd(k) = x(coord(k,1)+1,coord(k,2)+1);

end

E = mean (ptos);

Eh = mean (ptosh);

Ev = mean (ptosv);

Ed = mean (ptosd);

D = mean((ptos-E)."2);

Dh = mean ((ptosh-Eh)."2);

Dv = mean ( (ptosv-Ev) ."2);
(

Dd = mean ((ptosd-Ed) ."2);

covh = mean((ptos—-E) .x* (ptosh-Eh));

covv mean ( (ptos—E) .* (ptosv-Ev));

covd = mean ( (ptos—-E) . (ptosd-Ed));

rxyh (cnt) = covh/sqrt (D+Dh) ;

covv/sqrt (D*Dv) ;
covd/sqrt (DxDd) ;

rxyv (cnt)

rxyd (cnt)

function r_xy=AdjancyCorrPixel( P )
x1 double (P (:,1l:end-1));
vyl double (P (:,2:end));

randIndex]l = randperm(numel (x1));
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3000) ;
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=FreqgRelat (img)

$function ch

im2T;

X=

temp vector of vals

)
)

unique (x) ;

XX

(lowest to highest)

sorted input aligns with temp

%

sort (xx);

XX
t

zeros (size(xx)); % vector for fregs

frequency for each value

)
°

size (x);

[linl coll]

[lin col]

size (xX);

1linl

1
1

=1

for k

lin

for 1i

:col

for 7

1f (xx (k)

t(k)=t(k)+1;

end

end

end

end

:O;

Yy
v

end-1));
size(t,1)-1;
y=y+ ((t(1)-v)"2)/v;

mean (t (1

=1:

for i

end
ch
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APENDICE D - TAPETES DE PASCAL

D.1 - Explorando a autossimilaridade do triangulo de Pascal

Uma das possiveis aplicagOes da transformada numérica de Pascal esta relacionada as
propriedades de autossimilaridade de sua matriz de transformacao. Neste sentido, uma possivel

aplicacdo consiste no projeto de antenas fractais baseadas nesta matriz de transformacao.

Foi desenvolvido um programa em Matlab®, pelo Professor Hélio Magalhdes de Oliveira,

que permite a geracao de tapetes de Pascal, conforme ilustrado no Capitulo 6 desta Tese.

D.2 - Cédigo Fonte do Tapete de Pascal Assimétrico

o\
o\

Tapetes de Pascal

o\
o°

By Hélio Magalhdes de Oliveira

o\
o\

Exemplo para Matriz de Pascal

o\
(0]
o
5
(€]
I
N
° T
o~
Q
f—
Hh
Q
Il
N
o\

299929920900 90000099000090000009000090900000

P4=[1 1 1 1; 1 2 3 4; 1 3 1 0; 1 4 0 0]
P4add=P4;

P4add(:,5)=0;
P4add (5, :)=0;

un_X = unique (P4add) ;
%$inverse mod 5

$P4inv = modsolve (P4, []1,5)
Call=kron (P4,P4)

Pl6=mod (Call, 5)
P16add=P16;
Pl6add(:,17)=0;
Pl6add (17, :)=0;

cal2=kron(P16,P16)
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Pod4=mod(cal2, 5)
P64add=P64;
P64add(:,512)=0;
Pod4add (512, :)=0;

%

%

o\

all carpets [figures]
fig 1

o\

figure

hold on

pcolor (P4add)
colormap (cool (length (un_X)));
colorbar

$ fig 2

figure

hold on

pcolor (P1l6add)
colormap (cool (length (un_X)));
colorbar

% fig 3

figure

hold on

pcolor (P64add)
colormap (cool (length (un_X)));
colorbar

$end

D.3 - Cédigo Fonte do Tapete de Pascal Simétrico

o\

% Tapetes de Pascal

o\

% By Hélio Magalhédes de Oliveira

% Exemplo para Matriz de Pascal %
% GF (p=5) = Zp; alfa = 2; %
0. 0 O 00 00000000000000000000000 0.0 0 O

2909099009000 0000009099000090000009000000000 0

% Matriz de Fourier:
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o° o

o\

o\ o

R N
w NN
-
N R W e

o\

o\

P7=71 1111 11;1234560; 1363100; 143600 0;
1510000;1600000;10000¢0 0]
P7add=P7;

P7add(:,8)=0; %adiciona uma linha em P4add

P7add (8, :)=0; %adiciona uma coluna em P4add
un_X = unique (P7add); %versao de P4add ordenada e sem repeticgao

%¥inverse mod 7

$P7inv = modsolve (P7,[]1,7)

Call=kron(P7,P7)%Produto de Kronecker de P4 com ele mesmo
P49=mod (Call,7) %Reduz mdédulo 8

P49add=P49;
P49add(:, 50)

P49add (50, :)=0; %adciona uma coluna em P49

0; %adiciona uma linha em P49

cal2=kron (P7,P49) %Produto de Kronecker entre P4 e P16

P343=mod (cal2, 7) $reduz mdédulo 8
P343add=P343;

P343add(:,344)=0; %$adiciona uma linha a P64
P343add (344, :)=0; $adiciona uma coluna a P64

cal3=kron (P49,P49) %Produto de Kronecker entre P16 e ele mesmo
P2401=mod(cal3, 7) $reduz mdédulo 8

P2401add=P2401;

P240ladd (:,343)=0; %$adiciona uma linha a P64

P2401add (343, :)=0; $adiciona uma coluna a P64

%

o\

all carpets [figures]
% fig 1
figure %Cria objeto gradfico para exibir figura

hold on %Retém o grafico



pcolor (P7add)

colormap([1 1 1; 1 1 0; 1 0 1,
% fig 2

figure

hold on

pcolor (P49add)

colormap([1 1 1; 1 1 0; 1 0 1;
colorbar

% fig 3

figure

hold on

pcolor (P343add)

colormap([1 1 1, 1 1 0; 1 0 1;

colorbar

% fig 4

figure

hold on

pcolor (P2401add)

colormap([1 1 1; 1 1 0; 1 0 1;
colorbar

$end

1 00; 011]);

colorbar %$Mostra a barra de cores

0 0; 01 11);

0 0; 01 11);

0 0; 01 11);

5(7,4,1,1,4)
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