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RESUMO

As transformadas fracionais correspondem a uma generalizacao das transformadas cldssicas em que
poténcias ndo inteiras do operador sdo admitidas. Em virtude desta generalizacdo, hd uma maior
flexibilidade na resolucido de diversos problemas da Engenharia. Nesse contexto, outros tipos de
transformadas sdo as definidas em corpos finitos, que propiciam vantagens relacionadas a inexistén-
cia de erros de truncagem ou arredondamento e baixa complexidade computacional. Aliando esses
dois aspectos, foram definidas as transformadas fracionais em corpos finitos baseadas na expansao
espectral do operador da transformada. Nesse caso, ndo € necessaria a construcdo de conjuntos
ortogonais de autovetores ou de sequéncias de Legendre em corpos finitos. Nesta tese, as transfor-
madas fracionais de Fourier, Hartley, seno e cosseno tipos 1 e 4 em corpos finitos sdo introduzidas,
utilizando-se uma abordagem baseada em fungdes de matrizes sobre corpos finitos. A abordagem
proposta € comparada com outras abordagens da literatura, avaliando-se suas limitagdes, vantagens
e desvantagens. Algumas vantagens da abordagem proposta sdo: hd uma expressdo fechada para
computar as transformadas fracionais em corpos finitos; ndo h4 a necessidade de construcio de con-
juntos ortogonais de autovetores das matrizes de transformacdo; € possivel utilizar os algoritmos
rapidos ja desenvolvidos para as transformadas cldssicas. Sdo apresentadas algumas propriedades da
transformada fracional de Fourier em corpos finitos e a relagdo entre esta e a transformada fracional
de Hartley em corpos finitos. Com essas ferramentas, sdo propostas e avaliadas algumas aplicacdes
em cifragem de imagens, em marcas d’dgua frageis usadas em imagens digitais e num sistema de

comunicac¢ao multiusudrio.

Palavras-chaves: Transformadas fracionais. Corpos finitos.



ABSTRACT

Fractional transforms correspond to a generalization of the classical transforms, where non integer
powers of the transform operator are allowed. Due to this generalization, there is a greater flexi-
bility in order to solve several problems in Engineering. In this context, other types of transforms
used in Engineering are the transforms defined over finite fields, which provide advantages related to
error-free computation and low computational complexity. Combining these two aspects, fractional
transforms over finite fields were defined, based on the spectral expansion of the transform operator
procedure. In this case, it is not necessary to construct orthogonal eigenvectors sets or Legendre
sequences over finite fields. In this thesis, the finite field fractional Fourier, Hartley, sine and cosine
types 1 and 4 transforms are introduced using a matrix function based procedure. The proposed
technique is compared with others in the literature, and its limitations, advantages and disadvantages
are evaluated. Some advantages of the proposed approach are: there is a closed form expression to
compute finite field fractional transforms; it is not necessary to construct orthogonal eigenvector sets
of the transforms matrices; it is possible to use fast algorithms already developed for classical trans-
forms. Some properties of the new finite field fractional Fourier transforms are presented, including
the relationship between the finite field fractional Fourier and Hartley transforms. Applications of
the new transforms, in the areas of image encryption, digital image fragile watermarks and multiuser

communication system, are suggested.

Keywords: Fractional transforms. Finite fields.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

conceito de transformada fracional se refere a generalizacao do operador transformada clés-

sica, em que poténcias fracionais arbitrarias do operador sao permitidas. Poténcias inteiras
do operador podem ser vistas como sucessivas aplicagdes do operador transformada. Em sistemas
discretos lineares, o operador de uma transformada é uma matriz de transformacao, para a qual se
pode definir e computar sua raiz quadrada, isto é, a poténcia 1/2 dessa matriz, por exemplo. Con-
siderando um vetor x, uma matriz de transformacgdo T e o vetor transformado X = Tx, ao aplicar
duas vezes a transformada tem-se que T(Tx) = T?x = T(X), a transformada do vetor X. No
entanto, o que representa o vetor obtido a partir da aplicagcdo da raiz quadrada da matriz de transfor-
macao (T%X) ¢ uma questdo de compreensdo ndo tdo direta.

Os primeiros trabalhos que abordaram essa questdo surgiram no inicio do século XX com a
proposta de se computar poténcias fracionais do operador da transformada de Fourier continua (FT,
do inglés Fourier transform). Os trabalhos sobre a transformada fracional de Fourier (FrFT, do inglés
fractional Fourier transform) continua se estenderam desde entdo, tornando-a a mais estudada das
transformadas fracionais. E apresentada a seguir uma breve evolugio cronolégica dos estudos desta

drea:
e A ideia de poténcias fracionais do operador transformada de Fourier € introduzida, com uma

abordagem matemadtica, em 1929 por Wiener [1];

e Em 1937, Condon [2] mostrou que o operador da FT gera um grupo ciclico de ordem 4, o qual
¢ isomérfico a um grupo de rotagdes de um plano com angulo de 7/2 rad. Ele se deteve em

encontrar um grupo de transformadas gerado pelo operador Hermitiano, para o qual o grupo

15



gerado pelo operador da FT fosse um subgrupo;

Ainda com uma abordagem matematica, Kober [3], em 1939, estudou as transformadas fra-

cionais continuas, em especial a de Fourier e de Hankel;

Em 1973, de Bruijn [4] apresentou um tratamento das distribuicdes de Wigner para andlise

harmonica e utiliza para tanto a transformada fracional de Fourier;

A partir de 1980, a drea teve maior atenc@o. Nesta década, Namias [5] retomou o estudo da
transformada fracional de Fourier, generalizando o trabalho de Wiener e aplicando-o & mecénica

quantica, sendo seguido por outros trabalhos [6];

Em 1982, Dickinson et al. [7] analisaram a autoestrutura da matriz de transformacao da transfor-
mada discreta de Fourier (DFT, do inglés discrete Fourier transform) introduzindo um método
para se obter conjuntos ortogonais de autovetores. Propuseram também uma forma eficiente de

computar poténcias fracionais da DFT;

Na década de 1990, Santhanam et al. [8] introduziram a transformada fracional de Fourier dis-
creta (DFrFT, do inglés discrete FrFT), Ozaktas et al. [9] apresentaram um método para com-
putar digitalmente a FrFT, e Deng et al. [10] apresentaram um algoritmo para calcular a FrFT

numericamente de maneira rapida;

Ainda na década de 1990, Ozaktas retomou os estudos da transformada fracional de Fourier e o

aplicou a dptica [9, 11], sendo seguido por outros trabalhos [12];

Em 1994, Almeida [13] aplicou a FrFT a drea de processamento de sinais e introduziu uma

interpretagcdo da FrFT bastante difundida: a FrFT como uma rotacgao no plano tempo-frequéncia;

Em 1998, Pei et al. [14] apresentaram uma nova abordagem para definir as transformadas fra-
cionais de Fourier e Hartley discretas com base em autovetores da matriz de transformacio da
DFT. No entanto, havia algumas ambiguidades na construcio dessas matrizes. Com essa abor-
dagem, podem ser construidas matrizes de transformacao diferentes e validas das transformadas

fracionais discretas, pois ndo havia critérios para a ordenagdo de autovetores e de autovalores;

Em 1999, a transformada fracional de Fourier discreta bidimensional [15] e a transformada

fracional de Hadamard discreta [16] foram introduzidas por Pei et al.;
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Em 2000, Candan et al. [17] propuseram critérios de ordenagao de autovetores e de autovalores,
e de suas associacdes, introduzindo uma abordagem na qual ndo havia ambiguidades para a

construcdo das matrizes da DFrFT;

No inicio dos anos 2000, Pei ef al. introduziram as transformadas fracionais do cosseno e do

seno continuas [18] e discretas [19];

Com uma abordagem baseada em sequéncias de Legendre, Pei et al. [20] apresentaram uma

nova forma de se obter autovetores da DFT e assim definir a DFrFT;

Lima e Campello de Souza [21] definiram a transformada fracional de Fourier em corpos finitos

usando uma abordagem similar a de Candan [17];

Ainda com a abordagem baseada em sequéncias de Legendre, Pei introduziu a transformada

numérica fracional de Fourier [22];

Lima et al. [23] [24] definiram as transformadas fracionais do cosseno e do seno em corpos

finitos;

Lima ef al. introduziram as transformadas fracionais de Fourier [25], de Hartley, do cosseno e

do seno [26] em corpos finitos, baseadas em funcdes de matrizes.

No contexto de processamento de sinais, Almeida mostrou que a aplicag¢do da transformada fra-

cional de Fourier continua pode ser vista como uma rotacdo de um sinal no plano tempo-frequéncia

por um angulo arbitrario [13]. A Figura 1.1 apresenta uma ilustragdo do plano tempo-frequéncia. O

sinal z(¢) no dominio do tempo pode ser rotacionado neste plano por um angulo «, gerando o sinal

X4 (&) no dominio fracional . O sinal X, (§) pode ser interpretado como o espectro fracional de

x(t). Nesse caso, a rota¢do pode ser feita pela aplicacdo da FrFT de 4ngulo (pardmetro fracional) .

No caso particular, em que o = 7/2, X, /5({) = X (w) € seu espectro de frequéncias. Ainda nesse

caso, a FrFT € a propria FT.

Definicao 1.1

Seja x(t) um sinal no dominio do tempo. A transformada fracional de Fourier de x(t) € o sinal

Xo (&) dado por [13]

Xol€) = 300 = [ a0t ear, ()
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Figura 1.1: Plano Tempo-Frequéncia e um conjunto de coordenadas (£,£') obtidas pela rotacdo das coorde-

nadas (t,w) por um dngulo o.
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Fonte: Préprio Autor.

em que §* é o operador da FrFT associado ao pardmetro fracional (dngulo) o, e kg(t,§) € o

niicleo da transformada definido como

sea = km

o(t+¢), sea=m+kr ,

2 .2
1—j cot '<7t +& cota) i ! L.
%@‘) 6] 2 (@) e jgtcsc(oz)7 caso COHtI'a.I'IO,

Ka(t,§) = (1.2)

em que k é um inteiro e §(.) representa o delta de Dirac, cot(.) e csc(.) representam a cotangente

e a cossecante do argumento, respectivamente. O

O operador, §, da FrFT apresenta algumas propriedades [11, 27, 28].

Propriedade 1.1

1.

Unitariedade ((Sa)fl = (3‘1)*> [28, pp.7], em que {.}* representa o conjugado do argu-

mento;

Aditividade de expoentes (gagb = S‘”b);

Redugao ao operador identidade se o = 0 (§°x(t) = (1)),

Redugdo a transformada de Fourier usual (ordindria) se o = m/2 (F7/2xz(t) = X (w));

Periodicidade (§**x(t) = x(t)), para k inteiro. O

Outra importante propriedade é que o niicleo da FrFT admite a seguinte expansdo espectral [17]:

Ka(t,€) =D (e Gy, (€), (1.3)
n=0
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em que v, (t) denota a n-ésima fungdo Hermite-Gaussiana e (e®)" corresponde ao autovalor da FT
A, = e 72" elevado ao expoente a. A fun¢io Hermite-Gaussiana de n-ésima ordem é definida por
21/4

Un(t) == H,(V2rt)e ™ n=0,1,..., (1.4)
2np)

em que H,, é o n-ésimo polindmio de Hermite [28]. Analisando a Equacdo (1.3), observa-se que
a fungdo Hermite-Gaussiana de n-ésima ordem, v, (t), é uma autofuncdo da FrFT associada ao
autovalor e—7(37®),

Em aplicacdes computacionais nas areas de processamento de sinais de dudio, de imagens e de
video, sistemas de comunicagdes e seguranca da informacao, por exemplo, € necessdria a defini¢do
de transformadas discretas, como é o caso da DFT. Para legitimar uma versao discreta da FrFT, assim

com a DFT € para a FT, algumas propriedades fundamentais precisam ser satisfeitas [17]:

Propriedade 1.2

1. Unitariedade;
2. Aditividade de expoentes;
3. Reducdo a identidade se « = 0, e a DFT se a = 1;

4. Aproximagdo numérica da transformada fracional de Fourier continua. O

Uma das primeiras propostas para se obter uma versdo discreta da FrFT foi feita por San-
thanam [8], em que eram tomadas amostras da FrFT. Seguindo esse trabalho, Ozaktas [9] propds
uma maneira de computar por meio digital a FrFT de maneira semelhante a amostragem de San-
thanam. Apesar de satisfazerem as propriedades de unitariedade, da reducdo a DFT e a identidade, e
de aproximagdo numérica com a FrFT, tais propostas falhavam em relacdo a propriedade de aditivi-
dade de expoentes.

Outra proposta para se definir uma versdo discreta da FrFT foi tratada sem maiores detalhamentos
no trabalho de Dickinson [7], em que o operador discreto é definido por meio de uma combinagao
linear de poténcias inteiras da matriz de transformacgao da DFT. Apesar de satisfazer a propriedade
de aditividade de expoentes, ela falha na aproximacgdo com a FrFT.

Como o operador FrFT pode ser escrito por meio da expansao espectral, procurou-se estabelecer
a DFrFT utilizando a expansido espectral da DFT, andloga a Equacdo (1.3). Para tanto, é necessdrio
obter versdes discretas das fungdes Hermite-Gaussianas, de forma a serem empregadas como autove-
tores da DFT. Algumas abordagens que visam a constru¢ido de um conjunto ortogonal de autovetores

da DFT e podem ser utilizados para se definir a DFrFT sdo destacadas a seguir.
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e Autovetores da DFT podem ser obtidos por métodos numéricos como o método de eliminagao

de Gauss [20];

o Autovetores da DFT podem ser obtidos fazendo uma combinacio linear entre um vetor e seus
sucessivos vetores transformados. Se s € um vetor de componentes reais, entdo um autovetor
e da matriz da DFT pode ser escrito como € = s + A" 'Fs + A" 2F?s + A ?F3s, em que F
¢ a matriz de transformacdo da DFT. Contudo, os autovetores obtidos por esse método ndo sdo

necessariamente ortogonais [20];
e Amostragem de expansodes periddicas de funcdes de Hermite [29, 30];

e Em [31], a técnica ZF (zero forcing) e a técnica PF (periodic zero forcing) sdo aplicadas a

subespacos vetoriais para construir autovetores da DFT;
e Sequéncias generalizadas de Legendre [20];

e Matrizes que comutam com a matriz da DFT [14, 17, 32].

Com as duas ultimas abordagens, as quatro propriedades fundamentais s@o satisfeitas. Apoés
a proposi¢do de diferentes métodos para se definir a DFrFT, foram introduzidas as transformadas
fracionais de Hartley, do cosseno e do seno continuas [18] e discretas [19]. As transformadas fra-
cionais discretas, em especial a de Fourier e a do cosseno, t€m sido usadas em cifragem de ima-
gens [33], esquemas de marca d’agua [34], amostragem e filtragem de sinais [35] e multiplexacdo de
sinais [36, 37].

As transformadas definidas em estruturas algébricas finitas (corpos finitos) se apresentam como
poderosas ferramentas, pois ndo necessitam de truncagem ou arredondamento, e possibilitam o uso de
algoritmos rapidos que diminuem a complexidade aritmética requerida para calculd-las. Em proces-
samento digital de sinais, transformadas numéricas sdo empregadas no cdlculo de convolugdes [38]
e em filtragem [39, 40], na area de comunica¢des sdo empregadas em codificagdo e decodificacdo
no dominio da frequéncia [41, 42] e construgdo de codigos de bloco lineares baseados em transfor-
madas [43, 44]. Além disso, aplicacdes em seguranca da informagdo surgem com a proposicdo de
novos sistemas criptogréficos [45].

Nos dltimos anos, foram desenvolvidos alguns trabalhos com transformadas fracionais em corpos
finitos [22, 46]. As abordagens se utilizam da expansdo espectral da transformada de Fourier sobre

corpos finitos (FFFT, do inglés finite field Fourier transform) e se concentram na extensio em corpos
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finitos das abordagens de sequéncias generalizadas de Legendre [20] e de matrizes comutantes [17].

Em ambos os casos, é necessaria a construgdo de um conjunto ortogonal de autovetores para
cada transformada. Isso nem sempre é possivel para corpos finitos de caracteristicas especificas e
para comprimentos de transformadas especificos.

Esta tese introduz as transformadas fracionais de Fourier, de Hartley, do seno e do cosseno em
corpos finitos por meio da abordagem de funcdes de matrizes. As transformadas fracionais de Fourier,
do seno e do cosseno do tipo 1 em corpos finitos baseadas na matriz comutante S sao revisitadas [17],
e € introduzida a transformada fracional de Hartley em corpos finitos baseada em matrizes comu-
tantes. Sdo introduzidas também as transformadas fracionais de Fourier e de Hartley generalizadas
em corpos finitos, e as transformadas fracionais do seno e do cosseno do tipo 4 em corpos finitos
baseadas na matriz comutante E [47].

Aplicacdes em que se utilizam as transformadas sobre corpos finitos usuais [48], podem ser proje-
tadas e implementadas, com maior flexibilidade, através da utilizacdo de transformadas fracionais em
corpos finitos. Com essa motivagdo, sdo apresentadas também algumas aplica¢des das transformadas

fracionais em corpos finitos.

1.1 Contribuicoes

O objetivo desta tese é a construcdo de novas transformadas fracionais em corpos finitos. As

principais contribui¢des s@o as seguintes:

e Definicdo da transformada fracional de Hartley em corpos finitos por meio da expansdo espec-

tral, em que os conjuntos de autovetores sdo obtidos a partir da matriz comutante S.

e Defini¢do das transformadas fracionais de Fourier e Hartley generalizadas, e transformadas fra-
cionais do seno e cosseno tipo 4 em corpos finitos por meio da expansdo espectral, em que os

conjuntos de autovetores sdo obtidos a partir da matriz comutante E.

e Procedimento para se construir matrizes de transformacio das transformadas fracionais sem a
necessidade de se construir conjuntos ortogonais de autovetores, o que representa uma reducao

da complexidade computacional das transformadas.

e Definicdo das transformadas fracionais de Fourier, Hartley, seno e cosseno tipos 1 e 4 em corpos

finitos por meio de expressdes analiticas baseadas em funcdes de matrizes.
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e Andlise da autoestrutura das matrizes de transformacgao das transformadas fracionais em corpos

finitos.

e Propriedades da transformada fracional de Fourier em corpos finitos: linearidade, deslocamento

no tempo e reversdo no tempo.

e Definicdo e andlise da autoestrutura da matriz D que relaciona as transformadas de Fourier e

Hartley.
e Expressdo analitica para computar uma poténcia fracional da matriz D.
e Relacdo entre a transformada fracional de Fourier e de Hartley em corpos finitos.

e Andlise da limitacdo do procedimento de matrizes comutantes para constru¢do de conjuntos

ortogonais de autovetores.

o Anidlise da complexidade computacional para computar as transformadas fracionais em corpos

finitos.

e Andlise de algoritmos rdpidos para reduzir a complexidade computacional das transformadas

fracionais em corpos finitos.

e Proposta de um esquema de cifragem de imagens digitais que utiliza transformadas fracionais

em corpos finitos baseadas em funcdes de matrizes.

e Proposta de um esquema de marca d’agua fragil que utiliza a transformada fracional do cosseno

em corpos finitos baseada em fungdes de matrizes.

e Proposta de um esquema de comunicacdo multiusudrio em corpos finitos que utiliza a transfor-

mada fracional de Fourier em corpos finitos baseada na expansao espectral.

1.2 Organizacao do trabalho

Ap6s o Capitulo 1, esta tese estd organizada da seguinte forma:
Capitulo 2: Esse capitulo apresenta as ferramentas matemaéticas utilizadas nesta tese. Sdo expos-
tos alguns conceitos de trigonometria em corpos finitos, bem como sdo apresentadas as defini¢cdes de

algumas transformadas em corpos finitos.
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Capitulo 3: Esse capitulo aborda os conceitos de transformadas fracionais em corpos finitos,
revisando dois procedimentos para constru¢do das matrizes de transformacgdo da transformada fra-
cional de Fourier em corpos finitos. Sao introduzidas as transformadas fracionais de Fourier e Hartley
generalizadas, e as transformadas fracionais do seno e do cosseno do tipo 4 em corpos finitos. Sao
discutidas as limita¢des de cada procedimento e apresentadas as defini¢cdes das transformadas do
cosseno e do seno em corpos finitos.

Capitulo 4: E apresentado um novo procedimento para construcio de matrizes de transformagio
para transformadas fracionais, baseado em fungdes de matrizes. Com a nova abordagem séo definidas
as transformadas fracionais de Fourier, Hartley, seno e cosseno em corpos finitos, sendo apresentadas
propriedades e relagdes entre as transformadas.

Capitulo 5: Esse capitulo apresenta algumas aplicagdes em criptografia e comunicacdes das
ferramentas desenvolvidas nos capitulos anteriores.

Capitulo 6: Esse capitulo apresenta as conclusdes do trabalho e indica sugestdes para a con-
tinuidade da pesquisa.

Apéndice A: Apresenta uma lista de todas as transformadas citadas e introduzidas nesta tese.

Apéndice B: Apresenta as demonstragGes de algumas proposi¢des e lemas introduzidas no Capi-
tulo 3.

Apéndice C: Apresenta a demonstra¢do da obteng¢@o dos autovalores da matriz D que relaciona
as transformadas de Hartley e Fourier.

Apéndice D: E apresentada a lista dos trabalhos publicados e submetidos, decorrentes da pesquisa

relatada nesta tese.
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CAPITULO 2

TRANSFORMADAS SOBRE
CoORPOS FINITOS

T ransformadas definidas sobre estruturas algébricas finitas sdo atrativas por diversos aspectos:
no calculo das transformadas ou de convolucdes, por meio dessas transformadas, ha precisao
infinita, pois ndo existem erros de truncagem ou arredondamento; a aritmética inteira (de ponto-fixo)
requer menor complexidade computacional em comparacdo com a aritmética de ponto flutuante; e,
é possivel a construcdo de algoritmos rdpidos, incluindo algoritmos com complexidade multiplica-
tiva nula. A transformada de Fourier sobre corpos finitos (FFFT) foi inicialmente introduzida por
Pollard [49] para computar convolugdes ciclicas usando aritmética inteira [50]. A FFFT ¢ utilizada
também para outras aplica¢des nas dreas de processamento digital de sinais [41], c6digos corretores
de erros [43, 44, 51] e criptografia [52].

Outras importantes transformadas como as de Hartley, do cosseno e do seno, sé foram definidas
em corpos finitos apds a introducio de uma trigonometria em corpos finitos [53]. Neste capitulo sao
revisadas as ferramentas matematicas relacionadas a trigonometria em corpos finitos e as defini¢cdes

das transformadas de Fourier, de Hartley, do seno e do cosseno de corpo finito.

2.1 Trigonometria sobre corpos finitos

Definicao 2.1
O conjunto de inteiros gaussianos (Gaussian Integers) sobre GF(p), p impar, é o conjunto

GI(p) := {a + jb,a,b € GF(p)}, em que j2 ndo é residuo quadrdtico sobre GF (p). O
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Definicao 2.2
O conjunto unimodular de G1(p), p impar, é o conjunto de elementos da forma (a+ jb) € GI(p),

tais que a* + b*> = 1 (mod p). O

De acordo com a Defini¢do 2.1, um elemento de GI(p) pode ser visto como um nimero “com-
plexo”, em que a é a parte “real” e b é a parte “imagindria”. Se p = 3 (mod 4), j2 = —1 ndo é
residuo quadratico sobre GF(p) [54, p. 177],isto é, /=1 = \/p — 1 mod(p) ndo pertence a GF(p).
Dessa forma, j = v/—1 pode ser usado como unidade imagindria, assim como acontece no corpo dos
nimeros reais. Se p = 3 (mod 8) ou p = 5 (mod 8), o elemento 2 ndo € residuo quadratico sobre
GF(p) [54, p. 180], isto é, v/2 ndo pertence a GF(p). Dessa forma, nestes casos, j = V2 poderia
ser usado como “unidade” imagindria.

A trigonometria sobre corpos finitos foi introduzida por Campello de Souza et al. em 1998 [53],
com o propésito de se definir a transformada da Hartley sobre corpos finitos. Na proposta, as funcdes
seno e cosseno sobre corpos finitos sdo definidas em GI(p), em que p # 2. Sem perda de genera-
lidade, no que se segue, p € um nimero primo impar e a unidade imagindria usada na construgdo de

GI(p) é v/—1, a menos de reconsideragdes explicitas no texto.

Definicao 2.3
Seja ¢ € GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(¢) = N. As fungcdes cosseno e seno

sobre GI(p) relacionadas a ¢ sdo computadas médulo p, respectivamente, por

(SRS

cos¢(x) = 5 (2.1)
e
: (=)
sing(z) = N 2.2)
parax=0,1,... ., N — L O

Essas fungdes apresentam propriedades similares (aditividade de arcos, circulo unitdrio, simetria,

etc.) a suas funcdes trigonométricas andlogas definidas no corpo dos reais [53, 55].

2.2 Transformadas em corpos finitos

Nesta tese, a equacdo matricial X 5, = Mx expressa a relac@o entre um vetor X e seu vetor trans-
formado X p;, em que M corresponde a matriz de transformacio de alguma transformada. O vetor

transformado € grafado em letra maidscula e seu indice esta relacionado a transformada empregada.

25



A fim de evitar ambiguidades em relagcdo aos indices, a i-ésima componente do vetor x é denotada
por z[i] e a k-ésima componente do vetor transformado X, é denotada por X [k]. Para matrizes,

na notagdo [M]; ., ¢ estd relacionado as linhas e k estd relacionado as colunas de M.

2.2.1 A transformada de Fourier sobre corpos finitos

A transformada de Fourier sobre corpos finitos (FFFT, do inglés finite field Fourier transform)

foi introduzida por Pollard em 1971 [49].

Definicao 2.4
Seja ¢ € GF(p™) um elemento de ordem multiplicativa ord(¢) = N. A FFFT do vetor x =
(x[i]), z[i] € GF(p), de comprimento N, é o vetor Xp = (Xp[k]), Xr[k] € GF(p™), em que

N—-1
Xp[k] == VN-1 (mod p) [Z x[i]{’”] ., k=0,1,...,N—1. (2.3)
i=0 |

Para ndo deixar as equagdes carregadas de informac@o, a partir deste ponto, a informagéo v N~ (modp)

¢ substituida por v N ~1. No entanto, o cdlculo de v N1 € feito em GF(p).

Teorema 2.1
A FFFT inversa do vetor Xp = (Xp[k]), Xplk] € GF(p™), de comprimento N € o vetor
x = (z[t]), z[i] € GF(p), em que

N—-1
eli] = VNI Xp[kl(TM,  i=0,1,...,N-1. O
k=0

Na equagio matricial da FFFT unitdria X p = Fx, tem-se que [F]; x = V N 1¢*.
Nesta tese, os corpos finitos em andlise tem caracteristica p, em que p € um nimero primo impar,
e tem ordem p ou p?, isto é, a andlise se concentra em GF(p) e GI(p) que € isomérfico a GF(p?).

Assim, ndo se abordard outros corpos de extensdo além de GI(p).

Exemplo 2.1 — FFFT de comprimento 8 em GF(257)
Considerando o elemento ( = 4 € GI(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8, a FFFT do
vetorx = (1,17,99, 245, 74, 234, 117, 255) é 0 vetor X = Fx = (47,22, 195, 95, 218, 14, 180,

137), em que
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242 242 242 242 242 242 242 242
242 197 17 68 15 60 240 189
242 17 15 240 242 17 15 240
242 68 240 197 15 189 17 60
242 15 242 15 242 15 242 15
242 60 17 189 15 197 240 68
242 240 15 17 242 240 15 17
242 189 240 60 15 68 17 197

2.2.2 A transformada de Hartley sobre corpos finitos

A transformada de Hartley sobre corpos finitos (FFHT, do inglés finite field Hartley transform)

foi introduzida por Campello de Souza et al. em 1998 [53].

Definicao 2.5
Seja ¢ € GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(() = N. A FFHT unitdria do vetor
x = (z[i]), z[i] € GF(p), de comprimento N, é o vetor Xy = (Xgl[k]), Xulk] € GI(p), em

que
N-1
Xy :lez:r i] cas¢(ki), k=0,1,...,N —1, (2.4)
=0
e cas¢ () := cos¢(x) + sene (). O

Teorema 2.2
A FFHT inversa do vetor Xy = (Xglk]), Xulk] € GI(p), de comprimento N, é o vetor
x = (z[i]), z[t] € GL(p), em que

N—-1
z[i] = VN1 Y Xylklcas¢(ki), i=0,1,...,N — L. (2.5)
k=0 ]

A prova do Teorema 2.2 pode ser encontrada em [53]. A FFHT inversa € obtida com a mesma
expressdo da FFHT, ou seja, aplicando duas vezes a transformada de Hartley a um vetor obtém-se o
proprio vetor. Diz-se entdo que a transformada de Hartley ¢ uma involucdo. Na equag@o matricial da

FFHT X = Hx, tem-se que [H]; , = VN ~! cas¢ (k).

Nota 2. 1 A transformada de Hartley foi proposta como uma transformada que mapeia dos reais

para os reais. No entanto, a transformada de Hartley sobre corpos finitos faz um mapeamento
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de GF(p) para um corpo de extensdo GF(p™). Apesar deste aparente desvio de objetivo, a

transformada de Hartley sobre corpos finitos € aplicada em diversas areas da Engenharia.

Exemplo 2.2 — FFHT de comprimento 8 em GF(31)
Considerando o elemento ( = 4 + 4j € GI(31), com ordem multiplicativa ord(4 + 4j) = 8, a
FFHT do vetorx = (11,17,9,27,4,23,11,21) é o vetor X7 = Hx = (29,7, 5,21, 18, 13, 6, 15),

em que

16 2 0 29 15 29 O

29 2 29 2 29 2 29
15 2 0 29 16 29 0
29 29 2 2 29 29 2

NN NN NN NN

Exemplo 2.3 — FFHT de comprimento 8 em GI(257)
Considerando o elemento ( = 4 € GF(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8, a FFHT
do vetor x = (1,17,99,245,74,234,117,255) é o vetor Xy = Hx = (210,49 + 715,198 +
136, 74 + 1697, 39, 74 + 88, 198 + 1217, 49 + 1865), em que

[ 242 242 242 242 242 242 242 242 ]
242 193 +253j 2405 6442537 15  64+4j 175 193 +4j
242 240§ 15 177 242 2405 15 17

g | 292 6442535 17 1934253 15 19344)  240j 6444

242 15 242 15 242 242 242 15
242 64+4j 2405 193+4j 15 19342537 175 64+ 253j
242 17§ 15 240j 242 17j 15 240

| 242 193+45 17/ 64+4j 15 64+253j 240j 193+ 253 |
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2.2.3 Transformadas generalizadas em corpos finitos

A transformada discreta de Fourier pode ser generalizada no sentido de permitir deslocamentos
em seus indices, sendo assim chamada de transformada discreta de Fourier generalizada (GDFT,
do inglés generalized discrete Fourier transform). A transformada generalizada pode ser aplicada a
vetores que foram submetidos a algum tipo de extensdo, para a esquerda e/ou para a direita, segundo
algum critério de simetria. O niucleo de transformacdo da DFT € um caso particular do niicleo da
transformada discreta de Fourier generalizada [56, 57]. Um caso especial ocorre quando o nicleo

. . . . —i(2z(;
da transformada discreta de Fourier generalizada é e 3(F (i40,5)(k+0,5))

. A partir deste ponto em
diante, a transformada discreta de Fourier generalizada se refere apenas a este dltimo caso especial.
Definida dessa maneira, a autoestrutura da GDFT estd relacionada com as transformadas trigono-
métricas do tipo 4, assim como a DFT estd relacionada com as transformadas trigonométricas do
tipo 1 [58]. O nicleo da transformada discreta de Hartley generalizada [58, 59] (GDHT, do inglés
generalized discrete Hartley transform) é cas (( +0,5)(k +0,5)). Com o propésito de analisar

a autoestrutura das transformadas trigonométricas, sdo definidas as transformadas de Fourier e de

Hartley sobre corpos finitos generalizadas.

Definicao 2.6
Seja ( € GF(p™) um elemento de ordem multiplicativa ord(() = N. A transformada de
Fourier sobre corpos finitos generalizada (GFFFT, do inglés generalized finite field Fourier
transform)[60, pp. 72] do vetor x = (z[i]), z[i] € GF(p), de comprimento N, é o vetor
Xp = (Xr[k]), Xplk] € GF(p™), em que

Xp[k] = VN-1Y " g[i]¢FH/20H/2) g =0,1,... N~ 1. (2.6)
i= 0

—_

Teorema 2.3
A GFFFT inversa do vetor Xp = (Xr[k]), Xplk] € GF(p™), de comprimento N, é o vetor
x = (z[i]), z[i] € GF(p), em que

N—-1
wli] = VN1 Xplk]¢- U202 =01, N — 1. 0
k=0

A prova do Teorema 2.3 € encontrada em [60, pp. 72], e é andloga a prova do Teorema 2.1. Na

equagdo matricial da GFFFT, X p = FgXx, tem-se que [Fg]; ,, = VN -1((F+1/2)(41/2) Neste caso,
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o termo ¢ (F+1/2)(i+1/2) pode ser reescrito como

CRHL/2(+1/2) R kiR
— VORI (2.7

Assim, para que os elementos de X pertencam a GF(p) € necessario que v/¢ € GF(p). Por
esta razdo, € necessdrio que o elemento ¢ tenha ordem multiplicativa da forma ord(¢) = 4m, para m

inteiro.

Exemplo 2.4 — GFFFT de comprimento 8 em GF(257)
Considerando o elemento ( = 4 € GF(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8, a GFFFT do
vetor x = (1,17,99,245,74,234,117,255) é o vetor Xp = Fg x = (24,180,
74,168,29,176, 41, 149), em que

129 1 2 4 8§ 16 32 64
1 8 64 255 241 129 4 32
2 64 249 1 32 253 129 16
4 255 1 128 193 32 241 8 ' 28)
8§ 241 32 193 128 1 2556 4 n

16 129 253 32 1 249 64 2
32 4 129 241 255 64 8 1
64 32 16 8 4 2 1 129

A transformada generalizada de Hartley sobre corpos finitos ¢ um resultado da pesquisa e se

apresenta como contribui¢do da tese.

Definicao 2.7
Seja ¢ € GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(¢) = N. A transformada de Hartley
sobre corpos finitos generalizada (GFFHT, do inglés generalized finite field Hartley transform)
unitdria do vetor x = (z[i]), x[i] € GF(p), de comprimento N, é o vetor Xy = (Xglk]),

Xulk] € GI(p), em que

N—-1
Xplk] :=VN-1) " afijcasc (k+1/2)(i +1/2)), k=0,1,...,N —1. (2.9)
i= |
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Teorema 2.4
A GFFHT inversa do vetor Xy = (Xglk]), Xulk] € GI(p), de comprimento N, é o vetor
x = (z[i]), z[t] € GL(p), em que

N—-1
2[i] = VN1 Y Xpylklease (k+1/2)(i +1/2)), i=0,1,...,N - 1. (2.10)
k=0

Demonstragdo:

Da Equacéo 2.9, tem-se que

i

Xylk] =VvVN-1 zijcase (K'i'),

%

I
=)

emquei =i+1/2ek’ =k+1/2,parak =0,...,N — 1. Considere o vetory = HX yy, cujas

componentes sao dadas por
N-1
yln] = VN-1 Z Xplklcase (K'n'),
k=0
emquen’ =n+1/2,paran=0,...,N — 1.
Mostra-se que as fungdes cas¢ sdo otogonais [53], ou seja,

0, se #n,
case (K'i") cas¢ (k'n") = ’ 4
N, sei =n.

Assim, paran =0,..., N — 1 tem-se que
—1N-1
yln] = N~ 13 Z zilcase (K'i") case (K'n')
k=0 =0

0, se i #£n/,
x[i], se i =n'.

Portanto, y = x. |

Na equagdo matricial da GFFHT, Xy = Hgx, tem-se que [H¢g]; x = VN ~lcas¢ ((k+1/2)
(i 4+ 1/2)). Pela mesma razéo exposta para a GFFFT, para se obter a matriz de transformacdo da
GFFHT, é necessério que o elemento ¢ tenha ordem multiplicativa da forma ord(¢) = 4m, para m

inteiro.

Exemplo 2.5 — GFFHT de comprimento 8 em GI(257)
Considerando o elemento ¢ = 4 € GF(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8, a GFFHT do
vetor x = (1,17,99,245,74,234,117,255) é o vetor Xy = Hg x = (224,229,
5,164,25,107,90,92), em que
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159 106 106 159 163 120 137 94
106 163 94 151 137 159 159 137
106 94 94 106 137 98 159 120
159 151 106 98 163 137 137 163
Hg — . 2.11)
163 137 137 163 98 106 151 159 0
120 159 98 137 106 94 94 106
137 159 159 137 151 94 163 106

94 137 120 163 159 106 106 159

2.2.4 Transformadas trigonométricas em corpos finitos

A familia das transformadas trigonométricas (FFTT, do inglés finite field trigonometric trans-
forms) € constituida de oito tipos de transformadas do cosseno (FFCT, do inglés finite field co-
sine transform) e de oito tipos de transformadas do seno (FFST, do inglés finite field sine trans-
form) [60, 61]. A construcdo de cada FFTT € baseada em extensdes simétricas de um sequéncia com
elementos em um corpo finito e requer a defini¢do da fungdo de ponderacdo

v2=1 (mod p), r=0 ou N,
1, r=12,...,N — 1.

Bl =

Nesta tese, sdo abordadas apenas transformadas trigonométricas tipos 1 e 4 unitérias, em virtude

da relacdo entre essas e as transformadas de Fourier e de Fourier generalizada, respectivamente.

Definicao 2.8
Seja ¢ € GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(¢) = 2N. A transformada do cosseno
sobre corpos finitos tipo 1 (FFCT-1) do vetor x = (x[i]), z[i] € GF(p), de comprimento N + 1
é ovetor Xc1 = (Xc1[k]), Xelk] € GI(p), em que

N
Xea[k] = VaN-1 " Bli] Bk] x[i] cos¢(ki), k=0,1,...,N. (2.12)
i=0 ]

Teorema 2.5
A FFCT-1 inversa do vetor Xc1 = (Xc1[k]), Xcalk] € GL(p), de comprimento N + 1, € o vetor

x = (z[i]), z[i] € GI(p), em que

N
wli) = V2N-1 > " B[k] Bli] Xcali] cos¢(ki), i=0,1,...,N. (2.13)
k=0
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A prova do Teorema 2.5 pode ser encontrada em [61]. Na equacdo matricial da FFCT-1, X1 =

Cix, tem-se que [C1]; 1, = B[i] Blk]V2N 1 cos¢(ki).

Definicao 2.9
Seja ¢ € GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(¢) = 2N. A transformada do cosseno
sobre corpos finitos tipo 4, FFCT-4, do vetor x = (z[i]), z[i] € GF(p), de comprimento N, é o
vetor Xcu = (Xculk]), Xcalk] € GI(p), em que

N —

Xealk] :== V2N-1 Z a[i] cos<(<k+;> (z—l—;)) k=0,1,...,N —1.

1=

—_

Teorema 2.6
A FFCT-4 inversa do vetor Xcy = (Xculk]), Xcalk] € GI(p), de comprimento N, é o vetor

x = (z[i]), z[i] € GI(p), em que

N-1
1 1
i = V2N-1 > Xculk] cos <<k; + 2) (2 + 2)) L i=0,1,...,N—1. (2.15)
k=0 ]
A prova do Teorema 2.6 pode ser encontrada em [61]. Na equacdo matricial da FFCT-4, Xy =

C.x, tem-se que [C4];x = V2N ~Lcosc ((k+ 1) (i +3)).

Definicao 2.10
Seja ¢ € GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(¢) = 2N. A transformada do seno
sobre corpos finitos tipo 1, FFST-1, do vetor x = (z[i), z[i] € GF(p), de comprimento N — 1,
é ovetor Xg1 = (Xs1[k]), Xs1[k] € GI(p), em que

—_

Xo1[k] == V2N-1 > " afi] sing(ki), k=1,2,...,N - 1. (2.16)
i= O

Teorema 2.7
A FFST-1 inversa do vetor X1 = (Xs1(k]), Xs1[k] € GI(p) de comprimento N — 1, € o vetor

x = (z[i]), z[i] € GI(p), em que

N—-1
i = V2N=1 3 X [k] sine(ki), i=1,2,...,N — L. (2.17)
k=0
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A prova do Teorema 2.7 pode ser encontrada em [61]. Na equacdo matricial da FFST-1, X g1 =

Six, tem-se que [S1]; x = V2N ~1sing(ki).

Definicao 2.11
Seja ¢ € GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(¢) = 2N. A transformada do seno
sobre corpos finitos tipo 4, FFST-4, do vetor x = (x[i]), z[i] € GF(p), de comprimento N é o
vetor Xgq = (Xg4lk]), Xsalk] € GI(p), em que

Xg4[k] :—ijzlx[i} sing <(k+1> <z’+1>>, k=0,1,...,N —1.

; 2 2
1=0
(2.18)

Teorema 2.8
A FFST-4 inversa do vetor Xgy = (Xgalk]), Xsa[k] € GI(p), de comprimento N, é o vetor
x = (z[i]), z[t] € GL(p), em que
N-1 1 1
2li] = VaN=T 3 Xsa[k] sing <<k + 2> (z + 2)) ,i=0,1,...,N—1. (2.19)
k=0

O
A prova do Teorema 2.8 pode ser encontrada em [61]. Na equag@o matricial da FFST-4, X g4 =

Sax, tem-se que [Sylix = V2N Lsine ((k+ 1) (i +1)).

Exemplo 2.6 — FFCT-1 de comprimento 9 em GF(257)
Considerando o elemento ¢ = 2 € GF(257), com ordem multiplicativa ord(2) = 16, a FFCT-1
do vetorx = (1,17,99,245,74,234, 117,255, 30) é o vetor X1 = Ci1x = (247,187, 65,87, 120,
38,107,143,161), em que

64 242 242 242 242 242 242 242 64
242 160 15 6 0 251 242 97 15
242 15 0 242 129 242 0 15 242
242 6 242 97 0 160 15 251 15
242 0 129 0 128 0 129 0 242 |. U
242 251 242 160 O 97 15 6 15
242 242 0 15 129 15 0 242 242
242 97 15 251 O 6 242 160 15

64 15 242 15 242 15 242 15 64

Gy
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Exemplo 2.7 — FFST-1 de comprimento 7 em GF(257)
Considerando o elemento ( = 2 € GF(257), com ordem multiplicativa ord(2) = 16, a FFST-1
do vetorx = (1,17,99,245,74,234,117) é o vetor Xg1 = S1x = (223,100, 244, 58, 52, 60, 55),

em que

251 242 97 129 97 242 251 ]
242 129 242 0 15 128 15
97 242 6 128 6 242 97
129 0 128 0 129 O 128 |. U
97 15 6 129 6 15 97

242 128 242 0 15 129 15

251 15 97 128 97 15 251 |

S1

Exemplo 2.8 — FFCT-4 de comprimento 8 em GF(257)
Considerando o elemento ( = 2 € GF(257), com ordem multiplicativa ord(2) = 16, a FFCT-4
do vetorx = (1,17,99,245,74,234,117,255) é o vetor Xy = Cyx = (125,243,232, 49, 246,
147,152, 144), em que

228 246 67 130 68 79 103 196
246 68 196 178 190 29 127 154
67 196 127 11 154 68 228 79
130 178 11 196 228 103 190 189
68 190 154 228 61 11 79 130
79 29 68 103 11 130 196 190
103 127 228 190 79 196 189 246
196 154 79 189 130 190 246 29

Exemplo 2.9 — FFST-4 de comprimento 8 em GF(257)
Considerando o elemento ( = 2 € GF(257), com ordem multiplicativa ord(2) = 16, a FFST-4
do vetor x = (1,17,99,245,74,234,117,255) é o vetor Xg4 = Sy x = (228,61, 19, 16, 16, 19,
61,228), em que
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196 103 79 68 130 67 246 228
103 130 228 67 79 61 189 11
79 228 68 154 11 127 196 67
68 67 154 29 61 246 79 127
130 79 11 61 228 154 190 68
67 61 127 246 154 189 228 178
246 189 196 79 190 228 127 103
228 11 67 127 68 178 103 61

I
O

Sy

2.3 Autoestrutura das matrizes das transformadas

A determinacdo da autoestrutura das matrizes das transformadas sobre corpos finitos (relacdo en-
tre os autovalores e autovetores destas matrizes) tem sido abordada em diferentes trabalhos [7, 58, 61—
63] e se mostra de significativa importincia, por exemplo, para a concepg¢do de algoritmos rapidos,

definicdo de transformadas fracionais e aplica¢cdes em comunicagdes [41, 42] e criptografia [45].

2.3.1 Autoestrutura das matrizes da FFFT, FFHT e FFTT tipo 1

A matriz de transformacdo da FFFT, F, tem ciclo 4, isto €, [ = 4 € o menor inteiro positivo nédo

nulo tal que F! = I, sendo I a matriz identidade. As poténcias inteiras de F' sdo tais que
F!=F, F?=P, F? =PF, F' =1,

em que P € a matriz de reversao circular (produz uma inversao nos elementos de um vetor), também

conhecida como matriz de Schur [63], de dimensdo N x N definida por
P .= , (2.20)
0 J

em que J é a matriz de reversdo (produz uma reversdo nos elementos de um vetor) de dimensao
(N —1) x (N — 1) com elementos 1 em sua antidiagonal [63].
Portanto, a matriz inversa da FFFT ¢ F~! = F3 = PF, em que [F?]; , = V N—1(~*. Decorre

entdo o seguinte resultado:

Proposi¢ao 2.1

A matriz F tem, no mdximo, quatro autovalores distintos, {il, ++/ —1}. |
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A prova da Proposi¢do 2.1 pode ser encontrada em [63]. A multiplicidade dos autovalores de
F ¢é encontrada de maneira semelhante a encontrada no estudo da DFT [62]. A multiplicidade dos
autovalores da matriz da FFFT depende das dimensdes da matriz de transformagdo, ou seja, depende
do comprimento da transformada N. Na Tabela 2.1 € apresentada a multiplicidade dos autovalores

da matriz da FFFT de dimensdo N x N.

Tabela 2.1: Multiplicidade dos autovalores da matriz da FFFT de dimensdo N x N, para N da forma 4n,

dn + 1, 4n + 3 e 4n + 3, com n um niimero inteiro.

N Mult. 1 Mult. =1 Mult. /=1 Mult. —/—1

4an n+1 n n—1 n
n+1| n+1 n n n
n+2| n+1 n+1 n n
in+3 | n+1 n+1 n n+1

Fonte: Préprio Autor.

Proposicao 2.2
Todo autovetor de ¥ possui ou simetria par ou simetria impar. Os autovetores de simetria par
estdo associados aos autovalores £1, enquanto que os autovetores de simetria impar estdo as-

sociados aos autovalores +=+/—1 [63]. O

Os autovalores da matriz da FFHT e suas multiplicidades sdo iguais aos da transformada discreta
da Hartley (DHT, do inglés discrete Hartley transform). Da mesma maneira, para encontra-los, sdo
introduzidas as proposicdes 2.3 e 2.4, contribui¢des desta tese. Considere as matrizes Fr e Fj

definidas, respectivamente, como

[FR]i,k = VN~lcosc(ki) (modp), (2.21)
(F1l;, == VN-!sing(ki) (modp), (2.22)

para i,k = 0,...,N — 1. As matrizes unitirias da FFFT e da FFHT, H, podem ser reescritas,
respectivamente, como
F = Fgr-—v—-1Fy, (2.23)
H = Fr+Fy. (2.24)

Pelas Equacdes (2.21) e (2.22), observa-se que FrF1 = 0 pois as fungdes cos¢ e sin¢ sdo orto-

gonais.



Proposic¢ao 2.3
A matriz H tem dois autovalores distintos, {+1}.

Demonstragdo:

Pela Equagio (2.24), H? = F} + F{ + 2F,F; = F} + F{ = T, em virtude de cos}(.) +

sing(.) = 1 mod(p). Logo, a matriz H tem ciclo 2 e seus autovalores sdo as raizes de

A —1=0. |

Assim como as transformadas continuas e discretas de Hartley, a FFHT é uma involugdo, pois

possui 0 mesmo nucleo para a transformada direta e a inversa.

Lema 2.1

Se v é um autovetor de FRr, entdo v ndo é autovetor de ¥y, e vice-versa.

Demonstragdo:

Se v é um autovetor de F'r, vale Frv = Av para algum \ # 0. Fazendo v = %FRV, tem-se

1 1
FIV = FI (/\FRV> = XFIFRV = 0.
Dessa maneira, como Fyv = 0, v ndo é um autovetor de F1. O resultado inverso pode ser

demonstrado da mesma maneira. [ |

Proposicao 2.4
Se v é um autovetor de F associado aos autovalores \ = {1,—+/—1}, entdo v é um autovetor
de H associado ao autovalor A = 1. Se v é um autovetor de ¥ associado aos autovalores

A ={—1,V/—1}, entdo v é um autovetor de H associado ao autovalor A = —1.
Demonstragdo:

Se v é um autovetor de F associado ao autovalor A = 1, entdo v € um autovetor de F,

associado ao autovalor A = 1, e

Hv = (FR+FI)V:FRV+0 = 1v.
Se v € um autovetor de F associado ao autovalor A\ = —1, entdo v € um autovetor de F',.
associado ao autovalor A = —1, ¢
Hv=(Fr+F)v=Frv+0 = —1v.

Se v € um autovetor de F associado ao autovalor A = /—1, entdo v € um autovetor de

F; associado ao autovalor A = —1, e
Hv = (FR+FI)V = 0+FIV = —1v.
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Se v é um autovetor de F associado ao autovalor A = —+/—1, entdo v é um autovetor de

F; associado ao autovalor A = 1, e

Hv=(Fr+F)v=0+Fiv = 1v.

A partir da multiplicidade dos autovalores de F e da Proposicdo 2.4, obtém-se a multiplicidade

dos autovalores da matriz da FFHT que € apresentada na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Multiplicidade dos autovalores da matriz da FFHT de dimensdo N X N.

N Mult. 1 Mult. —1
4n 2n+1 2n—1

dn+1 | 2n+1 2n
dn+2 | 2n+1 2n+1

dn+3 | 2n+2 2n+1

Fonte: Préprio Autor.

A relacdo entre as transformadas de Hartley e de Fourier sobre corpos finitos € a mesma relacdo

das transformadas no corpo dos niimeros reais, de forma que [64]

F + PF F—-PF F+F3 F—F3

H — %—\/—1 — = J; —\/—17, (2.25)
H -+ PH H - PH

F = %—F\/—IT. (2.26)

Em relagfo as transformadas trigonométricas, apenas as matrizes das transformadas dos tipos 1 e
4 tém autoestruturas semelhantes & matriz da transformada de Fourier. As matrizes de transformacao
dessas transformadas trigonométricas sao unitdrias e simétricas, portanto, as transformadas tém ciclo
2 [61] e apresentam como autovalores apenas os elementos A = +1. Para as matrizes das transfor-

madas trigonométricas tipos 2 e 3, conjectura-se que os autovalores sejam todos distintos [61].

Proposicao 2.5
As matrizes C1,Cy4,S1 e Sy tem, cada uma, no mdximo, dois autovalores distintos, {+1}. A

multiplicidade dos autovalores das FFTT tipos 1 e 4 é apresentada na Tabela 2.3[61].

A prova da Proposicdo 2.5 pode ser encontrada em [60, pp. 70] e em [61]. As autoestruturas das
matrizes de transformacdo das FFTT do tipo 1 estdo relacionadas com a autoestrutura da matriz de

transformacao da FFFT, e dela podem ser derivadas.

39



Tabela 2.3: Multiplicidade dos autovalores das matrizes FFTT tipos 1 e 4 de dimensédo N’ x N', em que N'
pode seriguala N, (N — 1) e (N + 1) de acordo com a dimensdo de cada matriz.

N’ Mult. 1 Mult.—1

f N'+1 N'—1
Impar 5 5
N’ N’
Par 5 5

Fonte: Préprio Autor.

Proposicao 2.6
i) Se v = [vg,V1,...,UN—1,UN—1,---,V1] é um autovetor de simetria par da matriz F, com

dimensdo 2N x 2N, entdo
v = [vo, V201, ..., V2un_2, 0N 1]

é um autovetor da matriz C; de dimensdo (N + 1) x (N + 1).

ii) Sev =1[0,v1,...,0n8-1,0,—UN_1,...,—V1] € um autovetor de simetria impar da matriz F,

com dimensdo 2N x 2N, entdo
V= \/5[1}1, Vg ... aUN—l]
é um autovetor da matriz Sy de dimensdo (N — 1) x (N —1). O

A prova da Proposi¢do 2.6 pode ser encontrada em [60, pp. 70] e em [61].

2.3.2  Autoestrutura das matrizes da GFFFT, GFFHT e FFFT tipo 4

No tocante as transformadas generalizadas, as matrizes unitarias da GFFFT e da GFFHT podem

ser reescritas, respectivamente, de acordo com

Fe = Fgr—V—-1Fg;i, (2.27)

He = Far+Fai (2.28)

em que, as componentes das matrizes F g, e Fg; sdo dadas por

[Farlin = VNTcosc ((k+1/2)(i+1/2)), (2.29)
[Fail,,, = VN-Tsing ((k+1/2)(i +1/2)), (2.30)

parai, k=0,...,N — 1.

As poténcias inteiras de F ¢ sao tais que
Fg =Fq, F4 =-J, FL = -JFq, F, =1,
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em que J é a matriz de reversdo de dimensdo (V) x (V) com elementos 1 em sua antidiagonal [63].

Portanto, a matriz inversa da GFFFT é F&l = F?, = —JFq. Decorre entio o seguinte resultado:

Proposicao 2.7

A matriz F g possui, no mdximo, quatro autovalores distintos (1, ++/—1), cujas multiplicidades

sdo apresentadas na Tabela 2.4.

Tabela 2.4: Multiplicidade dos autovalores da matriz da GFFFT de dimensdo N X N.

N Mult. 1 Mult. =1  Mult. /=1 Mult. —/~1

4an n n n n
n+1 n n n n+1
n+2| n+1 n n n+1
dn+3 | n+1 n n+1 n+1

Fonte: Préprio Autor.

A prova da Proposi¢do 2.7 pode ser encontrada em [60, pp. 74].

Proposicao 2.8

Os autovalores de Hg sdo +1, cujas multiplicidades sdo apresentadas na Tabela 2.5

Tabela 2.5: Multiplicidade dos autovalores da matriz da GFFHT de dimensdo N X N.

N Mult. 1 Mult. —1
4n 2n 2n

An+1 | 2n+1 2n
dn+2 | 2n+2 2n

dn+3 | 2n+2 2n+1

Fonte: Préprio Autor.

A prova ¢€ similar a desenvolvida para a FFHT nas Proposicdes 2.3 e 2.4 e estd em consonancia
com as transformadas discretas [58]. Observando as relacdes expressas nas Equacdes (2.27) e (2.28),
conclui-se que os autovetores de F g associados aos autovalores A = 1 e A\ = —+/—1 sdo autovetores
de Hg associados ao autovalor A = 1, e que os autovetores de F ¢ associados aos autovalores
A = —1e \ = +/—1 sdo autovetores de Hg associados ao autovalor A = —1.

As autoestruturas das matrizes de transformacao das FFTT do tipo 4 est@o relacionadas com a

autoestrutura da matriz de transformacio da GFFFT, e dela podem ser derivadas.
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Proposic¢ao 2.9
i) Sev = [vg,v1,...,UN—-1,UN—1,- .., V0] € um autovetor de simetria par de F g com dimensdo
2N x 2N, entdo
vV =|v1,v2...,UN_1]
é um autovetor de Sy de dimensdo N X N.

ii) Se v = [vg,v1,...,UN_1, —UN_1,.-.,—Vg| € um autovetor de simetria impar de Fg com

dimensdo 2N x 2N, entdo
\A’ = [’Uo, \/51]1, ey \/§UN_2,’UN_1]
é um autovetor de Cy4 de dimensdo N X N. |

A prova da Proposicdo 2.9 pode ser encontrada em [60, pp. 76] e em [61].

2.4 Transformadas Numéricas

Transformadas em corpos finitos podem ser vistas como um mapeamento de vetores em GF(p)
para vetores em um corpo de extensdo GF(p™), m inteiro. Quando m = 1, o mapeamento ¢ feito
de vetores em GF(p) para GF(p), e essas transformadas sdo chamadas de transformadas numéricas.
Nessas condi¢des, emprega-se a aritmética modulo p (as operacdes de adicdo e multiplicagdo sao
fechadas em GF(p)), a qual tem baixo custo computacional para certos valores de p.

As transformadas de Fourier e trigonométricas sobre corpos finitos sao “naturalmente” numéricas
se o nicleo de cada transformada, o elemento (, pertence a GF(p), p um nimero primo. J4 o espectro
da transformada de Hartley sobre corpos finitos tem elementos em GI(p), mesmo que ( € GF(p),
como se observa no Exemplo 2.2. Contudo, em alguns casos particulares, a transformada de Hartley

pode ser uma transformada numérica. Isto ocorre quando:

e O elemento —1 ¢ residuo quadritico de GF(p), isto é, j = v/—1 € GF(p), ocorrendo para
p=1(mod4);

e O elemento ¢ é um elemento unimodular de GI(p) [55], como se observa no Exemplo 2.3.

As transformadas numéricas reduzem a complexidade aritmética ao ponto de, em alguns casos,
serem livres de multiplicacdes, havendo somente operagdes de adicdo e deslocamentos ciclicos. Con-
tudo, existem algumas restricdes quanto ao comprimento da transformada e algumas consideracdes

préticas devem ser observadas para utiliza-las:
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e O niimero primo p deve ser suficientemente grande para evitar overflow;

e Se o comprimento da transformada for composto, pode-se utilizar alguns tipos de algoritmos
rapidos;
e A multiplicag@o das poténcias do nucleo deve ser de baixa complexidade, resultando, se pos-

sivel, apenas em deslocamentos ciclicos.

Escolhas 6bvias para o nicleo das transformadas sdo as poténcias de 2, visto que os sistemas
digitais s@o, em geral, baseados em operagdes bindrias. Alguns valores especificos de p originam
classes especificas de transformadas numéricas. Assim, quando p € um nimero primo de Fermat,
tem-se as transformadas numéricas de Fermat [65]; quando p € um nimero primo de Mersenne,

tem-se as transformadas numéricas de Mersenne [66].

2.4.1 Transformadas Numéricas de Fermat

Os inteiros da forma F := 22" 4 1, para s inteiro, sdo conhecidos como nimeros de Fermat. Os
primeiros nimeros de Fermat, para s = 0, . . ., 4, sdo os Unicos nimeros primos conhecidos que t€ém
essa forma [54, pp. 237].

Quando se utiliza os ndmeros primos de Fermat, a transformada numérica de Fourier passa a ser
conhecida como transformada numérica de Fourier-Fermat (FFNT, do inglé€s Fourier-Fermat number
transform). Para esse caso, p = 1 (mod 4), os elementos ndo nulos de GF(p) formam um grupo
multiplicativo cuja ordem é um divisor de 22°. Assim, os possiveis comprimentos da FENT sdo
poténcias de 2, a qual pode ser implementada usando a FFT de Cooley-Tukey base dois.

Para ndmeros primos de Fermat, a transformada numérica de Hartley passa a denominada trans-
formada numérica de Hartley-Fermat (HFNT, do inglés Hartley-Fermat number transform). Como
p = 1 (mod 4), —1 é residuo quadratico de GF(p), isto é, v/—1 € GF(p). Assim, os elementos da
forma a + /—1b também pertencem a GF(p). A FFHT € naturalmente uma transformada numérica.

Um importante critério na definicdo das transformadas numéricas de Fermat é a escolha do nu-

cleo.

e Usando o elemento 2 como ntcleo, € possivel obter transformadas com comprimento até 2s. Essa
escolha € interessante, pois as multiplicacdes podem ser realizadas através de deslocamentos cicli-

COS.

e Usando o elemento v/2 como niicleo, é possivel obter transformadas com comprimento até 4s. As

multiplica¢des podem ser realizadas com deslocamentos ciclicos e com subtracdes [64].
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2.4.2 Transformadas Numéricas de Mersenne

Os inteiros da forma M, := 2% — 1, para s inteiro, sdo conhecidos como nimeros de Mersenne.
Se s for um nimero primo, entdo M, pode ser um nimero primo [54, pp. 225]. Por exemplo,
para s = 2,3,5, M é primo, mas para s = 11,23,29, M, ndo € primo. Nesse cendrio, tem-se
a transformada numérica de Fourier-Mersenne (FMNT, do inglés Fourier-Mersenne number trans-
form) e a transformada numérica de Hartley-Mersenne (HMNT, do inglés Hartley-Mersenne number
transform).

Para a FMNT os possiveis comprimentos das transformadas s@o os divisores de 2° — 2, que ndo
sdo poténcias de 2. Os comprimentos das transformadas dependem do nimero primo p. Deste modo,
nao € possivel usar a FFT de Cooley-Tukey base dois. Contudo, essa transformada ¢ particularmente
interessante, pois todos os seus elementos possuem uma representacao bindria de s bits. Por exemplo,
em GF(2!3) todos os elementos podem ser representados por treze bits e 0s comprimentos possiveis
sdo fatores de 213 —2 =2 x5 x 7 x 9 x 13.

Para niimeros primos de Mersenne tem-se que p = 3 (mod 4), entdo v/—1 ¢ GF(p) e o espectro
da FFHT ¢ “complexo”. Porém, se ¢ for um elemento unimodular de GI(p) a imagem da funcéo
cas¢ = cos¢ + sine estd contida em GF(p), e assim a FFHT ¢ a HMNT [55, 64]. Um ponto positivo
da HMNT em relacdo a FMNT ¢ que os comprimentos permitidos para a HMNT sdo divisores de
p+ 1 = 2%, isto é, poténcias de 2. Torna-se possivel, entdo, empregar o algoritmo de Cooley-Tukey
base dois para computar a HMNT o que nao ocorre para a FMNT [55].

As transformadas numéricas de Hartley-Mersenne permitem uma implementacdo com comple-
xidade multiplicativa nula, em certos casos, o que ¢ atrativo do ponto de vista pratico [64]. Nesses
casos, ao se escolher o elemento 2 como niicleo da transformada, e se valer de deslocamentos ciclicos,
o comprimento da FMNT é N = s, j4 ao se escolher o elemento —2 o comprimento pode ser N = 2s.
Para a HMNT, o nticleo da transformacao inclui apenas os valores 0, 1 e —1, ou poténcias nao triviais
de 2. Nesse tltimo caso, as multiplicagdes correspondem a deslocamentos ciclicos.

Apesar de ndo admitir a FFT de Cooley-Tukey base dois, foram desenvolvidos outros algoritmos
rapidos para a FMNT. Nibouche ef al. [67] introduziram a nova transformada numérica de Mersenne
e mostrou ser possivel usar o algoritmo de Rader-Brenner para reduzir a complexidade aritmética [68,
69]. Em outro trabalho, Boussakta et al. [70] introduziram as transformadas numéricas de Mersenne

generalizadas e mostraram que € possivel utilizar a FFT de Cooley-Tukey base dois e base quatro.
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CAPITULO 3

TRANSFORMADAS
FRACIONAIS EM CORPOS
FINITOS

estudo das transformadas fracionais teve inicio com a generalizacdo da transformada de

Fourier continua, onde se pretendia calcular poténcias fracionais do operador da transfor-
mada. De forma semelhante, buscou-se definir a transformada fracional de Fourier discreta e em
seguida de outras transformadas fracionais a partir das transformadas discretas. Na Tabela A.1 do
Apéndice A € apresentada a cronologia do desenvolvimento das transformadas fracionais discretas
no corpo dos nimeros reais.

Ap6s a definicdo da transformada de Fourier sobre corpos finitos feita por Pollard [49], foram
concebidas outras transformadas em corpos finitos como as transformadas numéricas [38, 65], a
transformada de Hartley [53], as transformadas trigonométricas [71, 72] e a transformada Z [73]. Em
sintonia com o desenvolvimento das transformadas no corpo dos nimeros reais, devem ser definidas
as transformadas fracionais em corpos finitos. Na Tabela A.2 do Apéndice A € apresentada a cronolo-
gia do desenvolvimento das transformadas fracionais em corpos finitos.

As transformadas definidas no Capitulo 2 sdo chamadas de transformadas ordindrias ou usuais
no decorrer do texto. O termo ordinaria faz alusdo a poténcia da matriz de transformagdo que niao
é fracional, em contraste com as poténcias fracionais da matriz de transformacio das transformadas
fracionais. A partir deste capitulo, s@o apresentadas as transformadas fracionais de Fourier, de Hart-

ley, do cosseno e do seno em corpos finitos.
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Os procedimentos para definicdo das transformadas fracionais no corpo dos nimeros reais au-
xiliam na defini¢do das transformadas em corpos finitos. Para tanto, esses procedimentos sdo breve-
mente e revisados.

Em 1982, Dickinson et al. [7] introduziram um procedimento para se computar poténcias fra-
cionais da matriz da DFT por meio de combinagdes lineares de poténcias inteiras da matriz da DFT.
A este trabalho, porém, nao foi dado destaque porque nao se tinha uma boa aproximagdo com a
transformada fracional de Fourier continua.

Em 1996, Santhanam et al. [8, 74] propuseram uma defini¢do para a transformada fracional de
Fourier discreta (DFrFT) baseada na amostragem da transformada fracional de Fourier continua. A
essa proposta também nao foi dado destaque, visto que nao apresentava a propriedade de aditividade
de arcos (expoentes).

Outras propostas se basearam na expansao espectral da matriz de transformacgdo da DFT [14, 17].
A transformada discreta de um vetor pode ser expressa por meio de uma equagdo matricial como o
produto de uma matriz de transformacao por um vetor. Nesse sentido, para se obter a transformada
fracional de um vetor, basta multiplicd-lo pela versdo fracional da matriz de transformacdo, em que
poténcias fracionais sdo admitidas.

A expansdo espectral da matriz da DFT, F, é dada por
F=VAV ! (3.1

em que V é uma matriz cujas colunas s@o autovetores de F e A € uma matriz diagonal de autovalores
de F, cujo elemento na k-ésima coluna e k-ésima linha é dado por (—+/—1)*. O autovetor da k-ésima
coluna de V estd associado ao autovalor (—+/—1)".

Para se obter a matriz da DFrFT, F¢, é necessario apenas elevar cada autovalor de A ao expoente

a, real, sem realizar manipulacdes com a matriz de autovetores V. A DFrFT ¢é entdo dada por
F*=VA*VL 3.2)

Um ponto negativo dessa abordagem estd na necessidade de construir os autovetores de F de
dimensdo N x N sempre que /N muda. Por exemplo, a partir dos autovetores da matriz F de dimensao
8 x 8, ndo h4, até o momento, um procedimento para se obter os autovetores da F de dimensdo 9 x 9.
As abordagens que utilizam a Equacdo (3.2) para definir a DFrFT diferenciam-se no procedimento

de construg@o dos autovetores:

e Um procedimento para se obter autovetores da DFT é baseado em sequéncias de Legendre gene-

ralizadas. Proposto por Pei et al. [20], € possivel encontrar sequéncias ortogonais por meio de
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expressdes fechadas e derivar, por meio de combinacdes lineares dessas sequéncias, 0s autovetores

da DFT.

e QOutra maneira de obter conjuntos de autovetores ortogonais é por meio de uma matriz que comute

com a matriz da DFT, e sobre a qual haja um procedimento sistematico para obter seus autovetores.

e Mais recentemente, Kuznetsov [75] introduziu expressdes fechadas para se construir diretamente

autovetores da DFT.

Baseados nos procedimentos definidos sobre o corpo dos nimeros reais foram introduzidas a
transformada fracional de Fourier em corpos finitos (GFrFT, do inglés Galois field fractional Fourier
transform), a transformada fracional de Hartley em corpos finitos (GFrHT, do inglés Galois field
fractional Hartley transform), a transformada fracional do cosseno em corpos finitos (GFrCT, do
inglés Galois field fractional cosine transform), e a transformada fracional do seno em corpos finitos

(GFrST, do inglés Galois field fractional sine transform).

3.1 GFrFT obtida a partir das Sequéncias de Legendre

As sequéncias de Legendre sdo sequéncias periddicas baseadas em residuos quadraticos e arit-
mética modular. Para um niimero primo p, a sequéncia n(n) = (n/p),n =0, 1,...,p — 1, é chamada
de sequéncia de Legendre, em que (n/p) é o simbolo de Legendre [54, p. 175]. Por exemplo,
considerando p = 7, tem-se n(n) = (0,1,1,—1,1, -1, —1).

De maneira similar, as sequéncias generalizadas de Legendre (GLS, do inglés generalized Legen-
dre sequence) podem ser construidas para poténcias de nimeros primos p™*, de forma que a sequéncia
tenha comprimento p™. Dentre as propriedades desse tipo de sequéncia destacam-se duas: i) as se-
quéncias ou tem simetria par ou simetria impar; ii) as sequéncias formam um conjunto ortogonal.
Essas s@o algumas das propriedades desejadas para os autovetores da DFT.

Seja ¢(n) a fun¢do de Euler que denota o nimero de inteiros positivos que sdo relativamente
primos a n no intervalo 1,2,...,n — 1 [54, p. 131]. A partir das GLS de comprimento N = p™* nao
é possivel obter bases para construir o espago vetorial C%, pois s6 existem ¢(p™) sequéncias. Isto
é um problema, pois, para construir C*V, sdo necessérios IV autovetores de comprimento N; porém
com as GLS, constréi-se apenas ¢(p™) vetores de comprimento N [20].

Com a técnica Zero-Forcing (ZF) [31] € possivel estender uma GLS de comprimento N; =
p™~! para um comprimento N = p™. Isso & feito adicionando-se zeros em posicdes especificas da

sequéncia, de forma que as GLS originais e as construidas com a técnica ZF sejam ortogonais.

47



Dessa maneira, é possivel utilizar as GLS de comprimento p™ 1, p™~2, ..., p® estendendo-as
com a técnica ZF para que tenham comprimento p™ e, a partir delas, construir o espago vetorial C* .
As GLS e as sequéncias construidas com a técnica ZF definem as sequéncias completas generalizadas
de Legendre (CGLS - Complete GLS).

Apenas algumas CGLS sd@o autovetores da DFT, mas elas formam um conjunto ortogonal de
vetores. Considerando-se uma combinacdo linear dessas sequéncias, obtém-se um conjunto completo
e ortogonal de autovetores da DFT. Como cada autovetor é combinagdo linear de sequéncias de
simetria par ou impar, os autovetores também t€m esses tipos de simetria. Com esse resultado, é
possivel associar os autovetores aos autovalores da matriz da DFT.

De maneira andloga, Pei et al. [22] definiram as CGLS sobre corpos finitos (CGLSF, do inglés
complete generalized Legendre sequence over finite fields) para que com essas se obtivessem autove-

tores da matriz da FFFT. Foram feitas algumas adaptacdes para utilizar o procedimento em corpos

. by

: z , g , . . . 2ma
finitos: na férmula para se gerar as CGLS, € utilizada a N-ésima raiz da unidade <e] N > em que

a e b, sdo parametros do procedimento. Na CGLSF, ao invés de usar a K -ésima raiz da unidade do
corpo dos nimeros complexos, emprega-se um elemento y de ordem multiplicativa ord(y) = N em
GF(p).

Com essa e outras adaptacdes, foi proposta uma expressao fechada para se gerar as CGLSF. A
partir das CGLSF, adaptou-se o procedimento de constru¢do de um conjunto completo e ortogonal
de autovetores da matriz da DFT para a matriz da FFFT. Com o conjunto ortogonal de autovetores, a

GFrFT foi definida utilizando-se a expansdo espectral.

3.2 GFrFT baseada na expansao espectral - matriz S

O ponto comum e fundamental dos trabalhos que definem a DFrFT por meio da expansio es-
pectral consiste na construc¢do de autovetores da matriz da DFT por meio de matrizes que comutam
com a DFT. Neste sentido, o trabalho de Griinbaum [76] se destaca pela introdu¢do de uma classe de
matrizes que comutam com a matriz da DFT.

No trabalho sobre os autovetores da matriz da DFT, Dickinson et al. [7] introduziram a matriz S
que comuta com a matriz da DFT, para entdo obter um conjunto de autovetores de S que por sua vez
sdo autovetores da matriz da DFT. Analisando a Equacgdo (3.2), os autovetores sao colunas da matriz
V, de forma que permutacdes nessas colunas geram matrizes diferentes e validas.

Além disso, segundo a Equacdo (3.2) a a-ésima poténcia dos autovalores (—le) ¢ pode ocupar

qualquer posicdo da diagonal de A%, desde que fosse associada a um autovetor correspondente. Isto
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é, ndo foram apresentados critérios de ordenamento de autovetores nem de associacdo e ordenamento
de autovalores, o que resulta em matrizes de transformacao diferentes e validas.

Estas duas auséncias foram tratadas pode Pei ef al. [14] como ambiguidades do procedimento.
Pei buscou um procedimento sistemdtico em que se empregasse a Equacdo (3.2) para construir uma
unica matriz de transformacdo da DFrFT. Ele mostrou que os autovetores de S sdo versdes discretas
das fun¢des Hermite-Gaussianas e propds um critério para ordenamento de autovalores e um critério
para as associa¢des com autovetores. Por fim, Candan et al. [17] reescreveu a matriz S e propds um
critério para ordenamento de autovetores. Com isso, a partir deste tltimo procedimento sistematico,
obtém-se uma tnica matriz da DFrFT que atende a Propriedade 1.2.

O procedimento baseado na expansio espectral em que os autovetores da matriz da FFFT sdo
obtidos por meio de matrizes comutantes foi introduzido em corpos finitos por Lima et al. [46].
Assim como no caso da DFrFT, o objetivo € construir um conjunto ortogonal de autovetores para
a matriz F' e, usando a Equagdo (3.2), encontrar F¢, a matriz de transformacao da transformada
fracional de Fourier em corpos finitos (GFrFT).

Como se observa na Tabela 2.1, a matriz F' tem apenas quatro autovalores distintos, logo esses
autovalores sdo degenerados e o conjunto de autovetores nao ¢ Unico [17]. Pela Proposicio 2.2,
verifica-se que os autovetores de F' tem simetria par ou impar.

Pelo procedimento, os autovetores de F sdo obtidos por meio de uma matriz que comuta com
F, pois duas matrizes diagonalizaveis e que comutam apresentam um conjunto de autovetores em
comum [17]. O procedimento se propde a orientar a escolha de um winico conjunto ortogonal de

autovetores, de forma a evitar as ambiguidades citadas por Pei et al. [14].

Nota 3. 1 Com o procedimento, uma consideragéo a ser feita é que, sendo a = a1 /ay racional, as
. n . . N ay

possiveis poténcias fracionais dos autovalores sdo dadas por (—y/—1)“2. Ora, esses valores

dependem da existéncia da 2aq-ésima raiz de —1 em GI(p) para que o vetor transformado

esteja definido em GI(p) [46] .

3.2.1 A matriz S

Considere a matriz S de dimensdo N x N, cujos elementos ndo nulos sdo dados pela regra

[S]O,Nq = [S]NA,O =1,
[S]i,i+1 = [S]i+1,i =1, 0<i< N -2,
[5];; = oi (mod p), 0<i<N-1,

)
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emque o; = 2(cos¢(i) —2),i=0,1,..., N—1,e( é umelemento ndo nulo de ordem multiplicativa

ord(¢) = N em GI(p). Assim, a matriz S tem a forma

(o0 1 0 1
1 01 1 0
S=]0 1 09 ... 0 (mod p). (3.3)
L 1 0 0 ... ON-1 ]

Proposicao 3.1

As matrizes F e S comutam.

Demonstracdo: Vide Apéndice B, secdo B.1.1. |

3.2.2 Autovetores da matriz S

No intuito de remover a ambiguidade concernente a associagdo entre autovetores e autovalores,
é necessdrio que exista um conjunto de autovetores de S e que este seja inico. Uma vez que Se F
comutam, a existéncia do conjunto de autovetores de S é garantida.

Para verificar a unicidade do conjunto, considere a matriz L = [L}]; 1, de dimensdo N x N, que
decompde um vetor em partes par e impar. Considere que |. | representa a parte inteira do argumento.

A matriz L € dada pela seguinte regra:
e Para NV impar, os elementos ndo nulos de L sdo dados por

1, se i =k =0,

V2=t (modp), sei=k=2,...,[N/2+1],
[L]ik = (3.4)

—Vv27! (modp), sei=k=|N/2+2|,...,N,

V2=t (modp), sei=N-n+2k=2...,N.

A matriz L tem a forma




_ﬁoo 0 0 0 0]

0 10 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0

= Vv27llo0o 00 11 0 0
0 00 1 -1 0 0

0 0

0 0 1 0 0 -1 0

0 10 0 0 0 -1

e Para NV par, os elementos ndo nulos de L sdo dados por

1, sei=k={0,N/2+ 1},

V2=l (modp), sei=k=1,...,N/2,
[L)in = (3.5)

—v2~! (modp), sei=k=N/2+42,...,N,

(V27! (modp), sei=N-k+2, k=2,...,N, k#N/2+1

A matriz L tem a forma

V2 0 0 0 |
L _ o 0 Iy, 0 Jy,
0 0 V2 0
|0 Jy g 0 Iy
-ﬂ 00 0 0 0 0 0]
0 10 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0
_ S5 0 00 1 0 1 0 0
0 00 0 vV2 0 0 0
0 00 1 0 -1 0 0
E 0 0
0 0 1 0 0 0 -1 0
0 10 0 0 0 0 -1

51



Por meio do Lema B.2 (Vide Apéndice B), mostra-se que a transformacao de similaridade

1 Ev 0
LSL™" = (3.6)
0 Od

produz as matrizes tridiagonais simétricas Ev e Od, com dimensdes |[N/2 + 1| e |[N/2 — 1],
respectivamente.

Os autovalores das matrizes tridiagonais Ev e Od sio todos distintos, logo existe um tnico
conjunto de autovetores para Ev e um tunico conjunto de autovetores para Od [46] [77, p. 299].
Analisando o Lema B.3, os autovetores de S podem ser obtidos por meio de extensdes simétricas dos
autovetores de Ev e de Od, portanto, existe um dnico conjunto de autovetores para S.

Dessa maneira os autovetores de F' com simetria par podem ser obtidos por meio dos autovetores
de Ev, e}, fazendo

N
uy, = L[e}]0...0)", k=0,..., {2J : (3.7)

e os autovetores de F' com simetria impar podem ser obtidos por meio dos autovetores de Od, oy,

fazendo
ugpy1 = L[0...0/0L]", k=0,..., {J , (3.8)
em que {}t representa a transposta do argumento.

Nota 3. 2 Analisando as Equagdes (3.4) e (3.5), a condi¢io v/2 € GF(p) deve ser satisfeita para que

a transformacg@o de similaridade resulte numa matriz com elementos em GF(p).

3.2.3 Ordenagao dos autovetores da matriz S

A segunda ambiguidade apontada por Pei era o ordenamento de autovetores. E preciso ordenar
os autovetores de maneira a associar corretamente cada autovetor ao seu respectivo autovalor em
relacdo a F. No procedimento sobre o corpo dos reais, Candan et al. [17] fizeram o ordenamento
segundo o nimero de cruzamentos pelo zero dos vetores. O nimero de cruzamentos pelo zero estd
relacionado ao nimero de zeros de cada uma das fun¢des Hermite-Gaussianas.

Em corpos finitos, ndo é possivel estabelecer, de maneira direta, um critério similar a esse, visto
que ndo faz sentido falar em elementos positivos e negativos. No entanto, a Equagdo (3.2) permanece
valida desde que haja uma associac@o correta entre os autovetores e autovalores de F. O autove-
tor da (¢ + 1)-ésima coluna de V € associado ao autovalor ((—\/jl)a)i, em que a é um ndmero

racional. Com esse critério, € possivel gerar matrizes distintas para F¢. Permutando-se dois vetores
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que sdo associados ao mesmo autovalor, gera-se matrizes distintas. Em [46], é feita uma andlise mais

detalhada sobre o nimero de matrizes distintas para F¢.

3.2.4 Normalizagdo dos autovetores da matriz F

Como a matriz F é unitaria, os autovetores uy devem ser normalizados antes de serem utilizados

como colunas de V na Equacao (3.2).

Definicao 3.1
A norma quadrdtica de um vetor u = (ufi]), i = 0,..., N — 1, u[i] € GI(p) € dada por
N-1
Jul]? == > uliJu*[i] (modp), (3.9)
i=0
em que {.}* representa o conjugado do argumento sobre GI(p). O

Se as componentes de u estdo em GF(p), entdo |[u]|? = Zi]\:ol u?[i] (mod p).

Analisando a Definigdo 3.1, conclui-se que se ||u]|? ndo for residuo quadrético em GF(p), entdo
a norma de u, ||u||, é um elemento de GI(p). Dessa maneira, mesmo que os elementos de V e A®
estejam em GF(p), a matriz F tem elementos em GI(p).

Para evitar operagdes em GI(p), ao invés de normalizar cada autovetor uy, obtido nas Equagdes 3.7
e 3.8, a expressdo da Equagdo (3.2) € calculada e em seguida tem a k-ésima coluna multiplicada por
e

Ap6s essas consideragdes, € possivel encontrar um conjunto tnico ortonormal de autovetores de
F, como era o objetivo. Reescrevendo a Equacdo (3.2) de acordo com a normalizagdo dos autove-

tores, tem-se
2| N/2]
Flm,nl = Y [Juel|uxm)(—v=1)"ux[n]. (3.10)
(Iar]10)

A Tabela 3.1 resume o procedimento para a obtencao de F* de acordo com a expansao espectral
de F e utilizando a matriz S.

A transformada inversa da GFrFT com pardmetro fracional a = (a;/as) é obtida escolhendo o
pardmetro fracional ' = (4 — a). A matriz de transformacgdo da GFrFT inversa, F~¢, é tal que

2[N/2]

Fm,n]= > |Jupl|Puxfm](—v=1)""ug[n]. (3.11)

k=0
(I1ux[|#0)
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Tabela 3.1: Sintese do procedimento para construcdo da matriz da GFrFT com dimensées N x N a partir da

matriz comutante S.

Passo 1.  Escolha um elemento { € GI(p), de ordem multiplicativa ord(¢) = N;

Passo 2. Construa a matriz S a partir da Equacéo (3.3);

Passo 3. Construa a matriz L a partir da Equacéo (3.4) ou Equagdo (3.5) de acordo com N impar ou par,
respectivamente;

Passo 4. Obtenha as matrizes Ev e Od a partir da transformacéo de similaridade da Equacédo (3.6) e
calcule os autovalores e autovetores de cada matriz;

Passo 5. Calcule os autovetores de S com a Equagido (3.7) para os autovetores de Ev e com a
Equac@o (3.8) para os autovetores de Od;

Passo 6. Construa a matriz V ordenando os autovetores obtidos no Passo 5 segundo os autovalores
correspondentes de A;

Passo 7. De acordo com o pardmetro a = a; /as, calcule a a-ésima poténcia dos autovalores de F;

Passo 8. Com a Equacio (3.10) calcule a matriz de transformacdo de F'* usando os autovetores
normalizados segundo a Equagdo (3.9).

Fonte: Préprio Autor.
Exemplo 3.1

Considere o elemento unimodular ¢ = 24 + 65 € GI(47) com ordem multiplicativa N = 6. As

matrizes ¥, S e L, calculadas de acordo com as Equacdes (2.3), (3.3) e (3.5), respectivamente,

sdo

14 14 4 14 14 14
14 7+10j 404105 33 40+37j 7+37j
14 40+10j 40+37j 14 40+105 40+ 37j

Tl s 14 33 14 33 |
14 40437j 40+10j 14 404375 40+ 10]
|14 74375 40437) 33 40+410j T+10j |
(45 1 0 0 0 1] (10 00 0 0]
1 4 1 0 0 0 027 0 0 0 27
s |0 142 1 0 0f 100 2702 0
0 0 1 4 1 0 00 0 1 0 0
0 0 0 1 42 1 0 0 27 0 20 0
1 0 0 0 1 44| (027 0 0 0 20
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Aplicando a transformacdo de similaridade LSL™", gera-se a matriz

(45 7 0 0 0

0
7 4 1 0 0 0
Lspt_ | 0 142 7 000
0 0 7 4 0 0
0 0 0 0 42 1

(0 0 0 0 1 44

A matriz tridiagonal Ev tem dimensdo 4 x 4. Observe que, para N = 6, (|6/2+1]) = 4.
A matriz tridiagonal Od tem dimensdo 2 x 2. Observe que, para N = 6, (|6/2 —1]|) = 2. As

matrizes Ev e Od sdo, respectivamente,

45 7 0 0

7 4 1 0 42 1
Ev = e Od=
0 1 42 7 1 44
i 0O 0 7 41 |

Encontrando o polinémio caracteristico da matriz Ev e calculando suas raizes, mostra-
se que {2,12,27,37} sdo seus autovalores. De forma semelhante, mostra-se que {3,36} sdo
autovalores de Od. Escalonando essas matrizes, foram obtidos os autovetores ey, de Ev e os

autovetores oy, de Od, que sdo apresentados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Autovetores de Ev e Od parap = 47, =24 + 65, N = 6.

k e oy,
011416 14| 1 8
111 223 2|1 41
211 31 30 32 -
31119 1 10 —

Fonte: Préprio Autor.

Os autovetores de simetria par de F sdo construidos por ugy, = L[et,10,0]*, k = 0,1,2,3, ¢
os autovetores de simetria impar de F sdo construidos por ugi11 = L[0,0,0,0, |ot]%, k =0, 1.
Os autovetores de ¥ sdo apresentados na Tabela 3.3 associados aos seus respectivos autovalores

em relagdo a F.
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Tabela 3.3: Conjunto ortogonal de autovetores de F, parap = 47, = 24 + 65, N = 6.

uy | A

2 914 9 2 1

28 27 0 20 19 | —/—1
-1
V-1
1
-1

1

0

1 7 10 22 10 7
0 26 27 0 20 21
1
0
1

38 11 32 11 38
0 0 0 0 O
43 27 10 27 43

Fonte: Préprio Autor.

|| W[ N =[O

Apds a normalizagdo dos autovetores e considerando o pardmetro a = 3/8, pela Equagdo

(3.10), a matriz da GFrFT é (considere que j = v/—1 (mod p))

19+2j 234137 23+13j 234135 23+ 135 23+ 13j
234+ 13] 384295 17+17j 24+34j 7T+17j 28+ 205
234+13j 17417j 5+16j 23+13j 15+7j T+17j
234+13] 244345 23+13j 20+23j 23+135 24+ 345
234+13j T7+17j 15+7j 23+13j 5416j 17+17j
234+13] 284205 T7+17j 24+34j 17+17j 38+ 295

s
I
0

3.3 GFrCT e GFrST tipo 1 baseadas na expansao espectral - matriz S

A transformada fracional do cosseno em corpos finitos (GFrCT) tipo 1 e a transformada fracional
do seno em corpos finitos (GFrST) tipo 1 podem ser obtidas a partir dos autovetores de F. Para se
construir um conjunto ortogonal de autovetores das matrizes de dimensdo (N + 1) x (N + 1) da
FFCT do tipo 1 e de dimensdo (N — 1) x (N — 1) da FFST do tipo 1, é preciso construir uma matriz
F de dimensdo 2N x 2N.

Proposic¢ao 3.2
As matrizes Cy, obtida pela Equacdo (2.12), e Ev, obtida pela Equagdo (3.6), comutam. As
matrizes Sy, obtida pela Equacdo (2.16), e Od, obtida pela Equagdo (3.6), comutam.

Demonstragdo: Vide Apéndice B, se¢do B.1.2. |
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De acordo com as Proposicdes 2.6 € 3.2, os (N +1) autovetores de Ev sdo os (/N + 1) autovetores
de Cy, enquanto que os (N — 1) autovetores de Od sdo os (N — 1) autovetores de S;. Apds um

processo de normalizag@o dos autovetores, tem-se que a matriz de transformacgao da GFrCT é

¢ = VA*V? (3.12)

e a matriz de transformagdo da GFrST é

¢ = VAV, (3.13)

em que V e V sdo matrizes cujas colunas sdo autovetores ortonormais de C; e Sy, respectivamente.
A e A sdo matrizes diagonais cujo elemento na k-ésima linha e k- ésima coluna é dado por (—1).
As transformadas inversas da GFrCT e da GFrST associadas ao parametro fracional a sdo obtidas
escolhendo o pardmetro fracional «’ = (2 — a). Note que nem a GFrCT nem a GFrST sdo involugdes.
A Tabela 3.4 resume o procedimento para a obtengdo de C{ e a Tabela 3.5 resume o procedimento
para a obtencdo de S¢, de acordo com suas respectivas expansdes espectrais.

Tabela 3.4: Sintese do procedimento para construgdo da matriz da GFrCT tipo 1, com dimensoes (N + 1) x

(N + 1), a partir da matriz comutante S.

Passo 1. Escolha um elemento ¢ € GI(p), de ordem multiplicativa ord(¢) = 2N’;

Passo 2. Construa a matriz S a partir da Equacio (3.3);

Passo 3. Construa a matriz L a partir da Equacdo (3.4) ou Equagao (3.5), de acordo com N impar ou par,
respectivamente;

Passo 4. Obtenha a matriz Ev a partir da transformacao de similaridade da Equacgdo (3.6) e
calcule seus autovalores e autovetores;

Passo 5. Use os autovetores de Ev como autovetores de C; associando-os aos correspondentes
autovalores de Cy;

Passo 6. De acordo com o pardmetro a = ay /as, calcule a a-ésima poténcia dos autovalores de Cy;

Passo 7. Com a Equagio (3.12) calcule a matriz de transformacédo de C¢.

Fonte: Préprio Autor.

Exemplo 3.2
Considere o elemento unimodular { = 24 4+ 65 € GI(47) com ordem multiplicativa N = 6.
Os autovetores de C1 sdo os mesmos de Ev, reapresentados na segunda coluna da Tabela 3.6 e

associados aos seus respectivos autovalores, terceira coluna da Tabela 3.6.
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Tabela 3.5: Sintese do procedimento para construcdo da matriz da GFrST tipo 1, com dimensdes (N — 1) x

(N — 1), a partir da matriz comutante S.

Passo 1. Escolha um elemento ¢ € GI(p), de ordem multiplicativa ord(¢) = 2N + 2;

Passo 2. Construa a matriz S a partir da Equacéo (3.3);

Passo 3. Construa a matriz L a partir da Equacao (3.4) ou Equacao (3.5), de acordo com N impar ou par,
respectivamente;

Passo 4. Obtenha a matriz Od a partir da transformagao de similaridade da Equacéo (3.6) e
calcule seus autovalores e autovetores;

Passo 5. Use os autovetores de Od como autovetores de S; associando-os aos correspondentes
autovalores de S1;

Passo 6. De acordo com o pardmetro a = a1 /as, calcule a a-ésima poténcia dos autovalores de Sy;

Passo 7. Com a Equacdo (3.13) calcule a matriz de transformagio de S§.

Fonte: Préprio Autor.

Tabela 3.6: Autovetores de C; associados aos respectivos autovalores, para p = 47,( = 24 4 6j, N = 6.

e Ak
1 14 16 14 | —1
1 2 23 2 1
1 31 30 32 | —1
119 1 10 1

Fonte: Préprio Autor.

W |~ O =

Apds a normalizacdo dos autovetores, usando a Equagdo (3.9), e considerando o pardmetro

a = 3/8, a matriz da GFrCT tipo 1 é

[ 20423j 27+3j 27+3j 24+34j |
974+3j 20423 27413 20+ 44j
2743j 23413j 1942 27+3j

| 244345 20444) 2743) 19472

»—\O\ 5
I
O

Nota 3. 3 Esses procedimentos estdo condicionados a existéncia de autovalores e autovetores de S
em GF(p) ou GI(p). Por exemplo, para p = 47, alguns autovalores estdo em corpos de exten-
sd0. A Tabela 3.7 relaciona os autovalores das matrizes Ev e Od que pertencem a GI(47) com

os elementos unimodulares de ordem N = 16 em GI(47).
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Tabela 3.7: Autovalores de Ev e Od que pertencem a GI(47), associados a diferentes elementos ¢ de ordem
N = 16 em GI(47). Com esses pardmetros hd autovalores de Ev e Od que ndo pertencem a GI(p). Por
serem tridiagonais, as matrizes Ev e Od de dimensdo 9 x 9 e 7 X 7, respectivamente, devem ter nove e sete
autovalores distintos, respectivamente. Para Ev, hd nove autovalores em GI(47) considerando ¢ = 25 + 9j,
mas hd apenas um autovalor em GI(47) considerando { = 22 + 9j. Para Od, hd sete autovalores em GI1(47)

considerando ¢ = 22 + 97, mas hd apenas trés autovalores em GI(47) considerando { = 38 + 22j.

¢ Autovalores de Ev | Autovalores de Od

9+ 22j 41, 43, 43 + 207, 43 4 274, 45 39, 43, 43+ 85, 43+ 95, 43+ 385, 43+ 39j
9 + 257 41, 43, 43 + 207, 43 4275, 45 39, 43, 43+ 87, 43+ 95, 43+ 387, 43+ 397
22 +9j 43 2,7, 32,37, 43, 43 + 25, 43 + 457
224385 43 2,7, 32, 37, 43, 43 + 25, 43 + 45j
25495 | 19, 20, 43, 124 135, 12 + 345, 27 + 137, 43, 43 + 135, 43+ 345

27 + 34y, 43 + 57, 43 + 425
25+387 | 19, 20, 43, 12+ 137, 12 + 345, 27 + 135, 43, 43 + 137, 43 + 345

27 + 34y, 43 + 57, 43 + 425
38+227 | 43, 43+ 195, 43+ 215, 43 + 267, 43+ 28j 1, 38, 43
38+2575 | 43, 43+ 195, 434215, 43 + 267, 43 +28j 1, 38, 43

Fonte: Préprio Autor.

3.4 GFrHT baseada na expansao espectral - matriz S

A transformada fracional de Hartley em corpos finitos baseada na matriz S € um resultado da
pesquisa e se apresenta como contribui¢do da tese.

O procedimento desenvolvido para encontrar a GFrFT usando matrizes comutantes pode ser
replicado para se encontrar a transformada fracional de Hartley em corpos finitos (GFrHT). As con-
sideracdes feitas para a matriz F também sdo vélidas para a matriz H. Inicialmente, mostra-se que

as matrizes S e H comutam.

Proposic¢ao 3.3
As matrizes H, obtida da Equacgdo (2.4) e S, definida na Equacdo (3.3), comutam.

Demonstracdo: Vide Apéndice B, secdo B.1.3. |

Com isso, o procedimento para se obter os autovetores de H a partir de S € andlogo ao procedi-
mento desenvolvido para se obter os autovetores da matriz F. H4, no entanto, uma diferenca no que
se refere a associa¢do de autovetores e autovalores no processo de ordenagao de autovetores. Como
visto na Proposi¢do 2.4, os autovetores de H associados ao autovalor 1 sdo autovetores de F' asso-

ciados aos autovalores 1 e —v/—1, enquanto que os autovetores de H associados ao autovalor —1
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sdo autovetores de F associados aos autovalores —1 e v/—1. Essas relacdes devem ser respeitadas
quando da ordenagdo dos autovetores. Pelas mesmas consideracdes expostas na Se¢do 3.2.4, os au-
tovetores de H devem ser normalizados utilizando-se a Equagdo (3.9). Reescrevendo a Equagido (3.2)
de acordo com a normalizag@o dos autovetores, tem-se

2[N/2]

Him,n) = > |Juel|“2urm](—v=1)"u,. (3.14)
(I ]120)
A transformada inversa da GFrHT associada ao pardmetro fracional a é obtida escolhendo o
pardmetro fracional a’ = (2 — a). Note que a GFrHT n@o é uma involug@o.
A Tabela 3.8 resume o procedimento para a obtencdo de H* de acordo com a expansio espectral

de H e utilizando a matriz S.

Tabela 3.8: Sintese do procedimento para construgdo da matriz da GFrHT com dimensées N x N a partir

da matriz comutante S.

Passo 1. Escolha um elemento ¢ € GI(p), de ordem multiplicativa ord(¢) = N;

Passo 2. Construa a matriz S a partir da Equagdo (3.3);

Passo 3. Construa a matriz L a partir da Equacg@o (3.4) ou Equacio (3.5) de acordo com N impar ou par,
respectivamente;

Passo 4. Obtenha as matrizes Ev e Od a partir da transformacio de similaridade da Equacio (3.6) e
calcule os autovalores e autovetores de cada matriz;

Passo 5. Calcule os autovetores de S com a Equacéo (3.7) para os autovetores de Ev e com a
Equacdo (3.8) para os autovetores de Od;

Passo 6. Construa a matriz V ordenando os autovetores obtidos no Passo 5 segundo os autovalores
correspondentes de A, atentando-se a Proposi¢do 2.4;

Passo 7. De acordo com o parimetro a = a /as, calcule a a-ésima poténcia dos autovalores de H;

Passo 8. Com a Equacdo (3.14) calcule a matriz de transformacio de H?, usando os autovetores

normalizados segundo a Equacdo (3.9).

Fonte: Préprio Autor.

Exemplo 3.3
Considere o elemento unimodular { = 24 + 65 € GI(47) com ordem multiplicativa N = 6. Os
autovetores de H sdo os mesmos de F e sdo reapresentados na Tabela 3.9, mas associados aos
autovalores de H.
Apds a normalizagdo dos autovetores e considerando o pardmetro a = 3/8, a matriz da

GFrHT é
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19+2j 234137 23+13j 234135 23+ 135 23+ 13j
234+13j 344355 15+33j 24+345 9+1j 324145
234+13j 15+33j 5+37j 23+13j 15+335 9+1j
23+13] 244345 23+13j 20+23j 23+135 24+ 345
23+13j 941 15+33j 23+13j 5+375 15+33)
234+13] 324145 9+1j 24+34j 15+335 34+ 355

T
Il
O

Tabela 3.9: Conjunto ortogonal de autovetores de H, para p = 47,{ = 24 4 65, N = 6.

ug Ay
1 2914 9 2 1
0 28 27 0 20 19 1
1 7102210 7 | -1
026 27 0 20 21 | —1
138 11 32 11 8 1
0000 0 0} —
1 43 27 10 27 43 | —1

Fonte: Préprio Autor.

DO | WIN|[~R|O|]

3.5 GFrFT e GFrHT generalizadas baseadas na expansao espectral -

matriz E

A defini¢do das transformadas fracionais de Fourier e Hartley generalizadas e das transformadas
fracionais do seno e do cosseno tipo 4 € resultado da pesquisa e se apresenta como contribuicdo da

tese.

3.5.1 A matriz E

Pei et al. [47] propuseram uma matriz definida sobre o corpo dos niimeros reais que comuta com
a matriz de transformacgdo da transformada discreta de Fourier generalizada. Mostrou-se também
que o procedimento para se obter autovetores ortogonais a partir da matriz S pode ser utilizado com
matriz E, observando algumas modifica¢des. Baseado nesse trabalho, nesta Secdo € definida a matriz
E em corpos finitos e € verificado que o procedimento para se obter autovetores ortogonais da matriz

S em corpos finitos € valido também para a matriz E em corpos finitos.
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Considere a matriz E de dimensdo N x N, cujos elementos ndo nulos sdo dados pela regra

[E]07N—1 = [E]N—l,() =p—1,
(B i1 = Bl =1, 0<i<N-2, (3.15)
[E]” =¢; (modp), 0<i<N-1,

em que &; = 2cos¢(i +1/2),i = 0,1,..., e ¢ é um elemento ndo nulo de ordem multiplicativa

ord(¢) = N em GI(p). Assim a matriz E tem a forma

[ & 1 0 1]
1 €1 1 0
E= 0 1 ey ... 0 (mod p). (3.16)
| -1 0 0 ... EN-1 ]

Proposicao 3.4
As matrizes Fq, obtida pela Equacdo (2.6), e E, obtida pela Equagdo (3.15), comutam. As

matrizes Hg, obtida pela Equacdo (2.9), e E, obtida pela Equacdo (3.15), comutam.

Demonstracdo: Vide Apéndice B, secdo B.2.1. |

3.5.2 Autovetores da matriz E

De forma semelhante ao desenvolvido com a matriz S, a unicidade dos autovetores da matriz E
é verificada por meio de um procedimento que usa uma transformacao de similaridade. Considere a

matriz L = [L]; , de dimensdo N x N, dada pela seguinte regra:

e Para IV impar, os elementos ndo nulos de L sdo dados por

1, sei=k=1,...,(N—-1)/2,
-1, sei=k=(N+1)/2+1,...,N,
[L]ik =9 V2~ (mod p), sei=Fk=(N+1)/2, (3.17)
1, se i=(N+1)/2+1,....,N, k=1,....,(N —1)/2,
1, sei=1,....,(N—-1)/2, k=(N+1)/2+1,...,N.
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A matriz L tem a forma

INfl 0 JN—l
1 2 2
L=— 2
7 0 V2 0
JN—l O —IN—l
2 2
10 0 0 1
0 1 0 1 0
- L 00 V2 0 0
V2
0 1 0 -1 0
10 0 0 -1

e Para N par, os elementos nio nulos de L sdo dados por

1, se i=k=1,...,N/2,

-1, sei=k=N/2+1,...,N,
[L]ix = (3.18)
1, sei=N/2+1,....,N, k=1,...,N/2,

1, sei=1,...,N/2, k=N/2+1,...,N.

A matriz L tem a forma

(1 0 0 0o 1]
0 1 0 1 0
_ L
V2
0 1 0 1 0
10 0 0 —1]

Por meio do Lema B.5 (Vide Apéndice B), mostra-se que a transformacao de similaridade

1 Ev 0
LEL " = (3.19)

0 Od
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produz as matrizes tridiagonais simétricas Ev e Od, com dimensdes | (N + 1)/2] e [(N —1)/2],
respectivamente [47]. De maneira similar ao analisado com a matriz S, conclui-se que os autovetores
dessas matrizes sdo tnicos, € por meio de extensdes simétricas sdo obtidos os autovetores de E.

A partir da Proposicdo 2.9, os autovetores de F'g com simetria par podem ser obtidos por meio

dos autovetores de Ev, ey, fazendo

N+1
ug, = LleL]0...0], k=0,..., {;J (3.20)
e os autovetores de F ¢ com simetria impar podem ser obtidos por meio dos autovetores de Od, oy,
fazendo
N -1
ugpy1 = L[0...0/04]", k=0,..., {2J ) (3.21)

Como os autovetores de F g s@o autovetores de Hg, o procedimento pode ser usado desde que
seja respeitado a associacio entre autovetores e autovalores para esta matriz.

Da mesma forma que para a matriz S, ndo hd um critério para ordenamento de autovetores de
de forma a se obter uma matriz tdnica. O processo de normaliza¢io deve também ser feito, como o
utilizado com a matriz E, para se construir matrizes unitérias.

O procedimento descrito na Tabela 3.1 pode ser usado para a constru¢do da GFrFT generalizada
com algumas modifica¢Ges: troca-se a matriz S pela matriz E, e no Passo 3, a matriz L é construida
de acordo com a Equacdo 3.17 ou com a Equagdo 3.18. O mesmo pode ser dito para a construcao
da GFrHT generalizada, em que no procedimento descrito na Tabela 3.8 pode ser usado trocando-
se a matriz S pela matriz E e construindo a matriz L. de acordo com a Equagédo 3.17 ou com a

Equacdo 3.18.

Exemplo 3.4
Considere o elemento unimodular ( = 4 € GI(257) com ordem multiplicativa N = 8. As

matrizes S e L, calculadas de acordo com a Equacdes (3.15) e (3.18), respectivamente, sdo

(131 1 0 0 0 0 0 25
1 233 1 0 0 0 0 0
0O 1 24 1 0 0 0 0
I A B
0O 0 0 1 126 1 0 0
O 0 0 0 1 24 1 0
O 0 0 0 0 1 223 1
256 0 0 0 0 0 1 131 |




(30 0 0 0 0 0 0 30
03 0 0 0 0 30
0 0 3 0 0 30
0 0 0 30 30 0
0 0 0 30 227 0
0 0 30 0 0 227
03 0 0 0 0 27
30 0 0 0 0 0 0 227

o o o O
o O o o o O

Aplicando a transformacdo de similaridade LSL™, gera-se a matriz

30 1 0 0 0 0 0 0
1 233 1 0 0 0 0 0
0 1 24 1 0 0 0 0
LpLi_| 0 0 1 12m 0 0 0 o0
0 0 0 0 125 1 0 0
0 0 0 0 1 24 1 0
0 0 0 0 0 1 233 1

| 0 0 0 0 0 0 1 132

A matriz tridiagonal Ev tem dimensdo 4 x 4 (8/2), e a matriz tridiagonal Od tem dimensdo

2 x 2(8/2), em que

132 1 0 0 130 1 0 0
1 233 1 0 1 233 1 0
Ev = e Od=
0 1 24 1 0 1 24 1
0 0 1 125 0 0 1 127

Encontrando o polindmio caracteristico da matriz v e calculando suas raizes, mostra-se
que {52,81,176,205} sdo seus autovalores. De forma semelhante, mostra-se que {56,112, 145,
201} sdo autovalores de Od. Escalonando essas matrizes, foram obtidos os autovetores ey, de

Ev e os autovetores oy, de Od, que sdo apresentrados na Tabela 3.10.
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Tabela 3.10: Autovetores de Ev e Od parap = 257, =4, N = 8.

k e oy,

0|1 183 247 11 | 1 177 87 203
111239 121 129 | 1 44 61 233
211 15 221 255 | 1 206 41 75
311 71 40 70|1 73 11 119

Fonte: Préprio Autor.

Os autovetores de simetria par de F sdo construidos por ug, = Llel, [0,0], k = 0,1,2,3,
e os autovetores de simetria impar de ¥ sdo construidos por us,11 = L[0,0,0,0, |0’,5€]t, k=
0,1. Os autovetores de ¥ sdao apresentados na Tabela 3.11 associados aos seus respectivos

autovalores em relacdo a F.

Tabela 3.11: Conjunto ortogonal de autovetores de ¥, parap = 257, =4, N = 8.

k uy | A
0] 1183 247 11 11 247 183 1| V=T
1] 1239 121 129 129 121 239 1 | —y/—1
211 15 221 255 255 221 15 1 V-1
31 7140 70 70 40 T 1| -V
41177 87 203 54 170 80 256 | 1

5[ 1 44 61 233 24 196 213 256 | -1
6| 1206 41 75 182 216 51 256 | 1

71 73 11 119 138 246 184 256 | —1

Fonte: Préprio Autor.

Apds a normalizacdo dos autovetores e considerando o parametro a = 3/8, pela Equa¢cdo

(3.10), a matriz da GFrFT generalizada é

[ 10 8 46 107 93 254 28 233 |
8 120 73 211 3 231 10 28
46 73 200 8 28 53 231 254
P, - 107 211 8 62 8 28 3 93
93 3 28 8 62 8 211 107
954 231 53 28 8 200 73 46
28 10 231 3 211 73 129 8
| 233 28 254 93 107 46 8 10 |
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Os autovetores de Hg sdo os mesmos de F g e sdo reapresentados na Tabela 3.12, mas

associados aos autovalores de Hg.

Tabela 3.12: Conjunto ortogonal de autovetores de Hg, parap = 257, =4, N = 8.

ug Ay,
183 247 11 11 247 183 1
239 121 129 129 121 239 1 | —1
1
1

15 221 255 255 221 15
71 40 70 70 40 71
177 87 203 54 170 80 256 1
44 61 233 24 196 213 256 | —1
206 41 75 182 216 51 256 1
73 11 119 138 246 184 256 | —1

Fonte: Préprio Autor.

N | O | O e W N[O

N e e

Apds a normalizag¢do dos autovetores e considerando o pardmetro a = 3 /8, pela Equagdo (3.14),

a matriz da GFrHT generalizada é

219 143 143 8 72 94 163 185
143 205 185 114 163 86 86 163
143 185 61 143 163 171 86 94
86 114 143 47 72 163 163 72
72 163 163 72 47 143 114 86
94 86 171 163 143 61 185 143
163 8 86 163 114 185 205 143
185 163 94 72 86 143 143 219

s
Qoo\w

I

O

3.6 GFrCT e GFrST tipo 4 baseadas na expansao espectral - matriz E

A transformada fracional do cosseno em corpos finitos (GFrCT) tipo 4 e a transformada fracional
do seno em corpos finitos (GFrST) tipo 4 podem ser obtidas a partir dos autovetores de F . Para se
construir um conjunto ortogonal de autovetores das matrizes de dimensdo (V) x (N) da FFCT do

tipo 4 e da FFST do tipo 4, é preciso construir a matriz F g de dimensao 2N x 2N.
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Proposic¢ao 3.5
As matrizes C4 e Od, definida em 3.19, comutam. As matrizes S, e Ev, definida em 3.19,

comutam.

Demonstracdo: Vide Apéndice B, se¢do B.2.2. |

De acordo com as Proposi¢des 2.9 e 3.5, os N autovetores de Od sdo os N autovetores de Cy,

enquanto que os N autovetores de Ev sdo os N autovetores de S;. Tem-se entdo que

4 =VA“V! (3.22)

¢ = VAV, (3.23)

em que V e V sdo matrizes cujas colunas sdo autovetores ortonormais de C,4 e Sy, respectivamente.

A e A sdo matrizes diagonais cujo elemento na k-ésima linha e k- ésima coluna é dado por (—1).

Exemplo 3.5
Considere o elemento unimodular ( = 4 € GI(257) com ordem multiplicativa N = 8. Os
autovetores de Sy sdo os mesmos de Ev, reapresentados na segunda coluna da Tabela 3.13 e
associados aos seus respectivos autovalores, terceira coluna da Tabela 3.13.
Os autovetores de C 4 sdo os mesmos de Od, reapresentados na segunda coluna da Tabela 3.14
e associados aos seus respectivos autovalores, terceira coluna da Tabela 3. 14.

Apds a normalizagdo dos autovetores, usando a Equagdo (3.9), e considerando o pardmetro

a = 3/8, a matriz da GFrST tipo 4 é

[ 147 49 237 158 |
s 49 34 14 20
S =
937 14 232 49
158 20 49 119
e a matriz da GFrCT tipo 4 é
[ 34 237 49 14 |
s | 237 119 99 208
Ci = 0

49 99 147 237
14 208 237 232
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Tabela 3.13: Autovetores de S, associados aos respectivos autovalores, parap = 257, = 4, N = 8.

e Ak
1 183 247 11 1
1 239 121 129 | —1
1 15 221 255 1
1 71 40 70 | —1

Fonte: Préprio Autor.

Wi |~ |Oo|

Tabela 3.14: Autovetores de Cy4 associados aos respectivos autovalores, parap = 257, = 4, N = 8.

Ok Ak
1 177 87 203 1
1 44 61 233 | —1
1 206 41 75 1
1 73 11 119 | —1

Fonte: Préprio Autor.

WIN| =D

3.7 Autoestrutura da GFrFT baseada na expansao espectral

Na Equacdo (3.10) da matriz da GFrFT, derivada da expansio espectral da Equacao (3.2), observa-
se que F* € diagonalizdvel. Se V é um conjunto completo e ortonormal de autovetores de F', ele
também o € para F¢. Contudo, os autovalores de F'® ndo sdo os mesmos de F. Seguindo os critérios
de ordenamento dos autovetores, Se¢do 3.2.3, o k-ésimo autovalor, \,, associado ao autovetor uy é

dado por
a\ K
A = (_ﬁ> , k=0,1,...,2|N/2]. (3.24)

Observe que, de acordo com a multiplicidade dos autovalores de F, alguns autovalores de F*
podem ser iguais. Se N é um nimero impar, tem-se que k = 0,1,..., N — 1, mas se N € par, tem-se
que k = 0,1,...,N — 2, N. Ou seja, para N par, (—M?l(N_l)a> ndo & autovalor de F*. Isso
ocorre porque hd (N/2 + 1) autovetores de simetria par e (N/2 — 1) autovetores de simetria fmpar.
Como N — 1 é impar, (—\/—71(N71)a) deve ser descartado e o dltimo autovalor é (—le(N)a).
Em [17], Candan verifica que esse fendmeno ocorre para a transformada discreta fracional de Fourier

e o justifica pela auséncia de autovetores com N — 1 cruzamentos pelo zero.
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CAPITULO 4

TRANSFORMADAS BASEADAS
EM FUNCOES DE MATRIZES

este capitulo, é introduzida a teoria de fungdes de matrizes [78] em corpos finitos, sobre a

qual € desenvolvido um novo procedimento para se definir ¢ computar transformadas fra-
cionais em corpos finitos. Todo material deste capitulo € resultado da pesquisa e se apresenta como
contribui¢do da tese.

Com o procedimento de fun¢des de matrizes sobre corpos finitos, sdo estabelecidas expressoes
fechadas para se computar poténcias fracionais de matrizes. A partir das poténcias fracionais das ma-
trizes de transformacao, sdo definidas a transformada fracional de Fourier em corpos finitos (GFrFT),
a transformada fracional de Hartley em corpos finitos (GFrHT), a transformada fracional do cosseno
em corpos finitos (GFrCT) e a transformada fracional do seno em corpos finitos (GFrST) [25, 26].
Uma significativa diferenca entre a abordagem baseada em fun¢des de matrizes e as abordagens apre-
sentadas no Capitulo 3, reside no fato de que néo € necessaria a constru¢éo de um conjunto ortogonal
de autovetores.

Dickinson [7] apresentou um método para computar uma poténcia fracional da matriz de trans-
formacgdo da DFT. O método consiste em escrever uma poténcia fracional da matriz da DFT como
combinacdo linear de poténcias inteiras dessa matriz, computando poténcias fracionais apenas dos
coeficientes da combinagdo. Esse método € uma aplicacdo da teoria de funcdes de matrizes [78, 79].

Com essa teoria, aplicar uma fungao f(.) a uma matriz A = [A]; ; ndo significa aplicar isolada-
mente a fungdo a cada elemento da matriz f(A; ;), mas sim usar A como argumento da fungdo. Em

linhas gerais, fungdes definidas para escalares s@o reescritas conforme suas expansdes em séries de

70



poténcia e, sobre essa nova expressao, a funcio é aplicada a matrizes (tem-se potenciacdo, multipli-

cagdo e adicdo de matrizes).

Definicao 4.1

O polindémio minimo da matriz A € o polindmio ménico 1 de menor grau tal que (A) = 0. O

Definicao 4.2
O conjunto {\1, \a, ..., \s} de autovalores distintos de A, com multiplicidades my, ma, . .., ms,
respectivamente, ¢ denominado espectro de A [79, pp. 150]. O

Se A € diagonalizdvel, entdo o polindmio minimo 1, de grau m, de A é
Y(t) = (t = A1) (t— A2)™2 (b — As)™,
emque m =my +msg+ ...+ ms [79, p. 155].

Definicao 4.3
Denote por fU) a derivada de ordem j da funcdo f(t). A funcdo f(t) é dita ser definida no

espectro de A se os valores
FOR) FEOR), o F D), k=1,2,...,5, (4.1)

denominados valores de f no espectro de A, existem [78, p. 3]. O

Teorema 4.1
Sejam 11 e ro polindmios e A uma matriz definida em GF(q). Entdo r1(A) = ra(A) se, e

somente se, T1 e ro tém os mesmos valores no espectro de A [78, pp. 5]. O

Assim, considera-se que todas as funcdes que sdo definidas e assumem os mesmos valores no
espectro de A devem gerar a mesma matriz que f(A). Generalizando a propriedade do Teorema 4.1,
para qualquer f(t) definida no espectro de A ¢é possivel escrever f(A) = r(A), em que 7(t) é um

polindmio com os mesmos valores de f(t) no espectro de A [78, pp. 3].

Definicao 4.4
O polindémio r(t) é denominado polindmio interpolador de Hermite [78, pp. 5] se satisfaz a
seguinte condigcdo. Considere f(t) uma fungdo definida no espectro de uma matriz A e seja 1) o
polinémio minimo de A. Entdo, f(A) = r(A), em que r(t) é o polindomio de grau menor que o

grau de ) e que satisfaz a condigdo de interpolacdo

71



rO0) =N, 7=0,1,...,mp—1,k=1,2,...,s. 4.2)

Definicao 4.5

O polinémio de interpolagdo de Hermite, r(t), é dado explicitamente pela férmula de Lagrange-

Hermite
s mp—1 1 ) .
r(t) = o Ot =) | TT =)™ | 43)
k=1 i=o I J#k
em que
f(t)
G | G :
Se A ¢é uma matriz diagonalizdvel com autovalores distintos (my = 1, parak = 1,...,s5), 0

polindmio 7 corresponde ao polindmio de interpolagdo de Lagrange [78, pp. 6],

r0) = 3 FOwIk(®), (4.4)
k=1

em que

St— )
(t) = L 4.5
Jj=1
#k
O ponto chave do procedimento é computar uma poténcia fracional de uma matriz A usando
o polindmio de interpolacdo de Lagrange, empregando a Definicdo 4.4. Nesse sentido, define-se
r(t) =t* = to, em que a = ay/asz, az # 0, é uma razao entre dois inteiros. Isto ¢ feito substituindo

a variavel ¢ por uma matriz A no polinémio r.

4.1 GFrFT baseada em funcoes de matrizes

A transformada fracional de Fourier em corpos finitos de um vetor x de comprimento N é com-
putada por meio de X, = F¢x. De acordo com a Proposic¢do 2.1, existem quatro autovalores distintos

para F, A\ = {£1, +1/—1}. Para este caso, as fungdes [ (t) definidas na Equagdo (4.5) sdo

() = t3+t24—|—t+1’

b(t) = = we
L(t) = \/?1t3—t24—m t—l—l, '
l4(t) _ V-1 t3—t42+\/jl t+1
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Da Equagdo (4.4), r(t) = l1(t) + (—=1) “l2(t) + (v/—1) “l3(t) + (—+v/—1)%4(t). Agrupando os
coeficientes das poténcias de ¢ e considerando «;(a) := «;(a1,a2) € GI(p) como o coeficiente da

1-ésima poténcia de ¢, tem-se

3
r(t) = Z aiay, az)t",
i=0
em que

R Ve e VG G VeV
ap(ar,az) = 1

= LIV (1 (VD) + (YD (1 (VD))

L+ (*3/-1)m

= 5 cos 2a3,—7(a1),

R A (G VA B L
ai(ay,as) = 5 sin 2a2\/j(a]_),
as(ay,az) = —14( Q;Vj)al cos 2a2\/j(a1),
043(0,1, ag) = —1- \/jlé 2am)al sin zaﬁ(al). (47)

Finalmente, a matriz de transformagio da GFrFT com pardmetro fracional a = (a,/as2) é

3
Fo=Fo = r(F) = Zai(al, as)F. (4.8)
i=0

A GFrFT inversa com pardmetro fracional @ = (a;/a2) é a GFrFT com pardmetro fracional

a = (4 — (a1 /az)). A matriz de transformacio da GFrFT inversa, F', é tal que

F* =) (14— a)F". (4.9)

Uma vez que cos¢(a) = cos¢(a’), sing(a) = —sing(a’) e (v—l)a = (—\/—l)a, as expressoes

de aj(a’),i=0,...,3,sd0

1+ ( ‘ —ﬁ)al
ag(—a) = 5 CoS 243~ (a1),
—1+ VAT (/=AT) T
ar(—a) = 5 sin 2ag/j(a1),
s ()
as(—a) = 5 €08 2a3/—7 (1),
1V (=vET) T
az(—a) = 5 Sin 245~ (a1). (4.10)

73



O mesmo procedimento pode ser aplicado na construcio da matriz de transformagao da GFrFT
generalizada. Como a matriz F ¢ tem os mesmos autovalores que F, o polindmio interpolador é o

mesmo. Dessa maneira,

3
&= ai(ar,a)Fg. (4.11)
=0

Nota 4. 1 Baseado neste procedimento, poténcias fracionais das matrizes sdo obtidas sem a necessi-

dade de construg@o de conjuntos ortogonais de autovetores.

Nota 4. 2 Para definir a GFrFT e a GFrFT generalizada, € necessario que *%/—1 € GI(p).

Exemplo 4.1 — Construcio da GFrFT de comprimento 8§ em GF(257).
Considere o elemento ( = 4 € GI(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8. A matriz da
FFFT de comprimento 8 com { = 4 ¢é dada por [F|; ), = V8=14*i conforme Exemplo 2.1,
e F3/8 ¢ a matriz da GFrFT de pardametro a = 3/8. Para escrever F3/% de acordo com a
Equagdo (4.8), é necessdrio computar os valores de «;(3,8) em GI(257). Portanto, tem-se que
V=I" = ¥/256° = 603 = 120 (mod 257),
cos /—7(3/8) = coseo(3) = 5(60° + 60~3) = 129(120 + 36) = 196 (mod 257),
sin /—7(3/8) = singo(3) = 2\%(603 —6073) = 249(120 — 36) = 188 (mod 257),

e os coeficientes da combinacdo sdo

a(3,8) = HI20(196) = 221 (mod 257),
a,(3,8) = =120 (188) = 229 (mod 257),
@(3,8) = =120(196) = 120 (mod 257),
a3(3,8) = —=HU20(188) = 120 (mod 257).

Dessa forma, F¥ = 221F° + 229F! + 120F2 + 120F3,

200 76 76 76 76 76 76 76
76 16 145 243 181 205 112 174
76 145 145 112 76 145 84 112
76 243 112 16 181 174 145 205
76 181 76 181 200 181 76 181
76 205 145 174 181 16 112 243
76 112 84 145 76 112 145 145
76 174 145 205 181 243 145 16

-
I
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A matriz da transformada fracional de Fourier em corpos finitos é obtida a partir da combi-

nagdo linear de poténcias inteiras de F, e neste caso tem elementos em GF (257). 4

4.2 GFrHT, GFrCT e GFrST baseadas em funcoes de matrizes

Para se obter as matrizes de transformacao das transformadas fracionais de Hartley (GFrHT), do
cosseno (GFrCT) tipos 1 e 4, e do seno (GFrST) tipos 1 e 4 em corpos finitos, € necessario computar
H?, C$, CY, S{ e S, respectivamente.

De acordo com as Proposi¢des 2.3 e 2.5, essas matrizes tém dois autovalores distintos A = {£1}.

Para esses casos, as fungdes [ (t) definidas na Equagdo (4.5) séo

1+t 1-—¢
=— ¢

. lo(t) = ——.

1(t) 5

Da Equagdo (4.4),

0= (51) + o0 (1), 4.12)

Agrupando os coeficientes das poténcias de ¢, tem-se

G D e Gl

r(t) 5

t. (4.13)

Finalmente, para um parimetro fracional a = (a3 /a2), a matriz de transformagdo M é

(=)
2

M? = = (I+ M) + I—M). (4.14)

N

Deve-se substituir M por cada matriz de transformac?o a fim de se obter a correspondente trans-
formada fracional.

O mesmo procedimento pode ser aplicado na constru¢ido da matriz de transformacido da GFrHT
generalizada. Como a matriz Hg tem os mesmos autovalores que H, o polindmio interpolador € o

mesmo. Dessa maneira,

HY, = LV 1-He). (4.15)
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Nota 4. 3 Para a definicdo das transformadas introduzidas nesta se¢do, é necessdrio apenas que

/-1 € GI(p).

Exemplo 4.2 — Construcao da GFrHT de comprimento 8 em GF(257)
Considere o elemento ¢ = 4 € GI(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8. A matriz da
FFHT de dimenséo 8 x 8 com ¢ = 4 é dada por [H); = V'8 Lcasy(ki), conforme Exemplo 2.3,
e H?/® ¢ a matriz da GFrHT de pardmetro a = 3/8. Para escrever H3/® de acordo com a

Equacgdo (4.14) é necessdrio computar os valores

14+ (-1)8 1
+(=1)? = +85133(m0d257)
2 2
1— (=18 1-—
g )E . 8 _ 195 (mod 257)

Dessa forma, Hs = 133H° + 125H,

1 125 125 125 125 125 125 125
125 238+ 1187 565 152+ 1195 132 1524 138j 2015 105+ 138j
125 56 8 201 125 567 132 2015
125 152+ 1195 2015 238+119j 132 105+ 1385 56§ 152+ 1385
125 132 125 132 1 132 125 132
125 152+ 138j 56§ 105-+138; 132 238+ 1195 201 152+ 1195
125  201j 132 56 125  201j 8 56

T
|

125 105+ 1385 201 1524138 132 152+ 1195 565 238+ 1195

Exemplo 4.3
Construgdo da GFrCT de comprimento 8 em GF(257). Para construir a matriz da GFrCT de
dimensdo 8 x 8 ¢ necessdrio tomar um elemento de ordem multiplicativa 16 em GI1(257). Por
exemplo, ¢ = 2 tem ordem multiplicativa 16 em G1(257). A matriz da FFCT-4 é construida com

a Equagdo (2.14),
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29
11
190
127
189
178
154
61

C, =

11
189
61
79
67
228
130
103

190
61
130
246
103
189
29
178

127
79
246
61
29
154
67
68

189
67
103
29
196
246
178
127

178
228
189
154
246
127
61
67

154 61
130 103

29
67

178
68

178 127

61
68
11

67
11
228

(4.16)

A transformada do cosseno tipo 4 tem o mesmo polinémio de interpolacdo que a transfor-

3
mada de Hartley. Para uma poténcia racional a = 3/8, C§ = 133CJ + 125C},

160
90
106
198
238
148
232
172

4.3 Propriedades

90
114
172
109
151
230

59

25

106
172
192
167
25
238
27
148

198
109
167
48
27
232
151
19

238
151
25
27
218
167
148
198

148
230
238
232
167
74
172
151

232
99
27

151

148

172

152
90

172
25
148
19
198
151
90
106

Com o objetivo de manipular e avaliar as transformadas fracionais, é importante investigar suas

propriedades. A seguir, sdo apresentadas algumas propriedades da GFrFT. E apresentada também a

relacdo entre a GFrFT e a GFrHT.

4.3.1 Linearidade

Considere dois vetores x e y com componentes em GF (p), cujas GFrFT sdo os vetores X =

FxeY, = F% com componentes em GI (p), respectivamente. A GFrFT da combinagéo de x e

y’

z = k1x + kay,
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em que k1, ko € GI (p), é
Z° =F% =k X+ kY.

A demonstracdo desta propriedade é andloga a demonstracdo da propriedade de linearidade para a
FFFT e para a DFT, uma vez que a GFrFT de um vetor é dada como uma combinacéo linear da FFFT

do préprio vetor.

4.3.2 Deslocamento no tempo

Se X = (i — ig)), para ip um nimero inteiro, entdo a GFrFT de % é o vetor X%, cuja k-ésima
componente é X[k] = (¥ X9[k].
Demonstragdo:

Se X € a FFFT do vetor x, pela propriedade de deslocamento no tempo para a FFFT, X = ChX.

A k-ésima componente de X% é dada por

Xk] = (ao(a)I+ ai1(a)F + az(a)F? + az(a)F?) z[i — i)
= ap(a)F*z[i — i) + a1(a)Fxfi — i)
+ag(a)F2zfi — i) + as(a)F3z[i — g
= (" (ao(a)F? + a1(a)I + as(a)F + as(a)F?) X[k]
= (" FF ' (ap(a)F? + a1 (a)l + az(a)F + as(a)F?) X[k]
= (" (ao(a)F* + a1(a)F + as(a)F? + as(a)F?) F X[k

_ Ck:z‘OFax[i] _ CkioXa[k]. 4.17)

4.3.3 Reversiao no tempo

Considere o vetor x com componentes em GI(p) e o vetor X = (z[—i (mod N)]), isto é, X é x
revertido no tempo. Se X € a GFrFT de x, entdo a GFrFT de % € o vetor X%, em que Xe = F2Xo,
Assim, a reversdao de um vetor no dominio do tempo implica na reversao do vetor transformado no

dominio da transformada fracional.

Demonstragdo:

Se x é revertido no tempo, entdo vale X = F2x. Assim, o vetor X¢ é dado por

X = (ao(@)I+ ai(a)F + az(a)F? + as(a)F?) F?x

= F? (ap(a)I + a1(a)F + az(a)F? + as(a)F?) x = F?X*. (4.18)
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4.3.4 Relacdo entre a GFrHT e a GFrFT - A matriz D

A partir da matriz de transformacio da FFHT pode-se obter a matriz de transformagao da FFFT
e vice-versa. A relacdo entre as matrizes da GFrFT, F¢, e da GFrHT, H%, € uma generalizacido da

relacdo entre as matrizes da FFFT, F, e da FFHT, H, dada por

F ;(I+P)H+€(I—P)H, 4.19)

ou

1 1
H-= (2(1 — \/—1)I+2(1+\/—1)P> F, (4.20)
em que P = F2, a matriz de Schur [63].

A Equagio (4.20) pode ser reescrita como H = DF e F = D~ 'H, em que a matriz D ¢ definida
como D := %(1 —v-1I+ %(1 + /—1)P. Para determinar a relagdo entre a GFrFT e a GFrHT a

partir da Equag@o (4.20), deve-se fazer H* = (DF)“.

Teorema 4.2
As matrizes D e F comutam.

Demonstragdo:

Como F? = P, tem-se que

DF — ((1—¢?1)I+(1+\E)F2>F

2 2

((1 - ﬁ)FJF (HM)Fg)
2 2
F ((1 _f)H— (Hf)lﬂ) =FD.

Sendo H* = D“F“, € necessario computar uma poténcia fracional de D para se encontrar a re-
lacdo. Conhecendo a autoestrutura de D, € possivel utilizar o procedimento baseado na interpolagio
de Lagrange para encontrar uma expressdo fechada de D“. A Tabela 4.1 mostra a multiplicidade dos
autovalores da matriz D segundo suas dimensdes, conforme obtido no Apéndice C.

Como a matriz D tem dois autovalores distintos, utilizando a Definicao 4.4, tem-se que as funcdes

I (t) sdo
Li(t) = ii\/\/g: I_F(ﬁﬂ),
lo(t) = — t__ll_ = ! _;ﬁ (1—1), (4.21)
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Tabela 4.1: Multiplicidade dos autovalores da matriz D.

N Multiplicidade dos Autovalores de D
A=1 A=-1 A=v-1 A=—-y/-1
2k E+1 0 0 k—1
2k+1 | k+1 0 0 k

Fonte: Préprio Autor.

enquanto o polindmio de interpolagdo r(t) é dado por

r) = Y (W) 4 (v Y .

Substituindo a varidvel ¢ por D e fazendo D = 1_\2/?11 + HFFQ, tem-se

r(D) = F;ﬁ (V=1I+D) + (—\/?ml_;ﬁ (I-D),

e a expressdo para se computar uma poténcia fracional da matriz D é

(=v=1*

1
D* = _(I+P)~—

: (I-P).

Finalmente, a relacdo entre as matrizes da GFrHT e da GFrFT é dada por

(-v-1y

(- P)F".

1
H® = 5(I +P)F* +
Analogamente, obtém-se a matriz da GFrFT a partir da matriz da GFrHT por meio de
(V-1
2

1
F* = (I+P)H" + (I-P)H".

4.3.5 Autoestrutura da GFrFT baseada em fun¢des de matrizes
Pela Equagio (3.1), vé-se que F ¢é diagonalizdvel. Da relagio P = F?, tem-se que

P=(VAV H(VAV Y = VA2V L

(4.22)

(4.23)

(4.24)

ou seja, P é diagonalizavel. Os autovetores associados aos autovalores de F', A = £1, sdo associados

ao autovalor A = 1 de P, enquanto que os autovetores associados aos autovalores de F, A = +/—1,

sdo associados ao autovalor A = —1 de P.

De maneira similar, F? também é diagonalizdvel, de forma que

F2=VA3V L

Os autovetores associados aos autovalores de F, A = +1/—1, sdo associados ao autovalor A’ = \3

de F3.
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Combinando as equacdes (3.1) e (4.8), tem-se que

F* = oap(a)VIV! +a1(a) VAV + ay(a) VA*V ™! 4 a3(a) VARV !
= V(a(a)I+ ai(a)A + as(a)A® + az(a)A*) V!
= VAV

2

Como A’ é uma matriz diagonal, F® ¢ diagonalizdvel. Se F* tem dimensdo N x N, entdo sdo
admitidos no maximo NV autovalores distintos. Adicionalmente, os autovetores de F' sdo autovetores
de F°.

Considere que A\, £ = 0,1,..., N — 1, seja o k-ésimo autovalor de F (o k-€simo elemento da

diagonal de A). O k-ésimo autovalor de F%, A}, é tal que
N, = aola) + aq(a)Ag + az(a)(Mp)* + az(a)(Ag)?. (4.25)

Se v é um autovetor associado ao autovalor A = 1 de F, entdo v é um autovetor associado ao

autovalor
N = ap(a) + a1(a) + az(a) + as(a) =1
de F2.
Se v € um autovetor associado ao autovalor A = —1 de F, entdo v € um autovetor associado ao
autovalor
N = ag(a) — ai(a) + az(a) — az(a) = (=1)°
de F°.

Se v é um autovetor associado ao autovalor A = /—1 de F, entdo v € um autovetor associado

ao autovalor

N = aola) —az(a) + vV—1(ai(a) — az(a))
A Ry A VA LT u
2 M 2 ==

de F.
Se v é um autovetor associado ao autovalor A = —+/—1 de F, entdo v € um autovetor associado

ao autovalor

N = ap(a) — az(a) — vV—1(a;i(a) — az(a))
e S VA SRV A s v W o _ a
5 e 5 =(V-1)""=(-V-1)

de F¢. Conclui-se que A em F associa A® em F.
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4.4 Algoritmos rapidos para as transformadas fracionais em corpos

finitos

O uso das transformadas discretas em diversas dreas da Engenharia tornou-se mais frequente de-
vido a existéncia de algoritmos répidos, isto €, algoritmos que reduzem a complexidade aritmética
(nimero de adi¢des e multiplicacdes) para computar as transformadas [44, 80-83]. A importan-
cia desses algoritmos fica evidente quando se trabalha com vetores de grande comprimento. Para o
célculo da FFFT de um vetor de comprimento N usando a Defini¢do 2.4, sdo necessarias N2 mul-
tiplicagdes e V(N — 1) adi¢des, o que pode limitar certas aplicagdes em virtude do alto custo com-
putacional [84]. Por exemplo, se N = 1024, sdo necessarias 1.048.576 multiplicacdes e 1.047.552
adicdes.

Verificou-se que € possivel computar uma DFT unidimensional, cujo comprimento € um nimero
composto, por meio de uma DFT bidimensional. Algoritmos que se baseiam nesta abordagem re-
querem menor complexidade aritmética, em relacdo a abordagem associada a Defini¢do 2.4, sendo
exemplos de transformadas répidas de Fourier (FFT, do inglés fast Fourier transform) [44, p. 68].

Diversos trabalhos foram apresentados visando a reducdo da complexidade aritmética para se
computar transformadas discretas. Heideman [85, 86] apresentou uma férmula para determinar o
nimero minimo de multiplicacdes necessarias para computar a DFT, que se constituiu em limite
tedrico para a redu¢do. Em se tratando de transformadas discretas, existem diferentes algoritmos que
se propdem a reduzir a complexidade aritmética até os limites tedricos [44, 87], dentre os quais se

destacam os algoritmos de:

e Cooley-Tukey, cuja ideia é converter uma transformada unidimensional em uma transformada

bidimensional [84];

e Good-Thomas, também chamado de algoritmo do fator primo (PFA, do inglés prime factor
algorithm), é baseado na fatoracdo do comprimento do vetor em fatores primos e no uso do

teorema chinés do resto [88—90];

e Rader, € usado quando o comprimento do vetor é uma poténcia de um nimero primo [38] e
requer apenas operacdes de indexagdo e convolucdes ciclicas. Em algumas propostas, utiliza-se

o algoritmo de Winograd para realizar as convolugdes [91, 92].

Ha outros algoritmos para calcular de maneira otimizada as transformadas discretas como as

propostas apresentadas em [93-95].
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A Tabela 4.2 apresenta o nimero de adi¢des e multiplicacdes requeridas no calculo de uma FFFT
com os algoritmos de Cooley-Tukey, de Cooley-Tukey base dois e de Good-Thomas. Considere que
M(N) e A(N) representam o nimero de multiplicacdes e adigdes, respectivamente, requeridas para
computar uma FFFT de comprimento N. O algoritmo de Cooley-Tukey (CT), em geral, é aplicado
quando N € o produto de dois nimeros compostos N1 € No. No caso particular em que NV é uma
poténcia de dois, N = 2™, o algoritmo é conhecido como Cooley-Tukey de base dois (CT-2). O
algoritmo de Good-Thomas (GT), em geral, € aplicado quando N é o produto de duas poténcias de
nimeros primos pj"* e p5'2. Nesse algoritmo, pode-se reduzir ainda mais a complexidade aritmética
utilizando o produto de Kronecker para o cdlculo da transformada bidimensional [44, pp. 40] .

O algoritmo de Rader é aplicado quando N € um nimero primo. Na verdade, Rader propds
se utilizar de uma convolugdo ciclica de comprimento N — 1 para computar a DFT. Para tanto,
pode-se computar a convolucao em corpos finitos através da transformada numérica de Mersenne ou
utilizando algoritmos especificos para convolug@o. Dessa forma, ndo hd uma expressao fechada para
a complexidade aritmética para esse tipo de FFT.

Tabela 4.2: Complexidade multiplicativa e aditiva dos algoritmos rdpidos para cdlculo da FFFT de compri-
mento N, segundo o algoritmo de Cooley-Tukey (CT), Cooley-Tukey base dois (CT-2) e Good-Thomas (GT).

Algoritmo N M(N) A(N)
CT N1 No NiM(N2)+ NoM(N1)+ N NyM(N2)+ NoM(Ny)
CT2 om Nm)/2 Nm
GT NNz com MDC(Ny, Na) =1 p1M(p2) + p2M(p1) p1M(p2) + p2M (p1)

Fonte: Préprio Autor.

A complexidade aritmética associada as transformadas fracionais baseadas em fun¢des de ma-
trizes é um pouco superior a complexidade associada as transformadas usuais (ordindrias). Ana-
lisando a Equacdo (4.8), para se obter a matriz de transforma¢do da GFrFT sdo empregadas as ma-
trizes I (matriz identidade), P (matriz de reversao circular, conforme Equacgao (2.20)), F (matriz da
FFFT) e PF (matriz da FFFT com colunas permutadas).

Na combinacio de matrizes da Equacdo (4.8), hd 4N multiplicagdes referentes aos coeficientes
da combinagdo e 3NV adicOes referentes a adicdo das matrizes. Desconsiderando o custo computa-
cional associado as permutacdes de colunas, a maior parcela da complexidade aritmética estd na
multiplica¢do de um vetor pela matriz F'.

Considerando que M (N) e A(N) denotam o nimero de multiplicacdes e adi¢des em GI(p),
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respectivamente, requeridas para calcular a FFFT de comprimento N, e M’(N) e A’(IN) denotam o
nimero de multiplica¢des e adi¢cdes, respectivamente, requeridas para calcular a GFrFT, tem-se que
M'(N)=M(N)+4Ne A'(N)=A(N)+ 3N.

O mesmo pode ser observado para as matrizes de transformacdo obtidas pela Equacdo (4.14).
O nimero de multiplicacdes e adicdes, respectivamente, requeridas para calcular as transformadas
fracionais obtidas pela Equacdo (4.14) é M'(N) = M(N) + 2N e A'(N) = A(N) + N, em
que M(N) e A(N) é o nimero de multiplicagdes e adi¢des, respectivamente, associados a cada
transformada usual.

Em comparacdo com as transformadas usuais, o aumento da complexidade aritmética € linear.
Em razao disso, algoritmos rdpidos desenvolvidos para as transformadas cldssicas também podem
ser empregados para reduzir a complexidade aritmética das transformadas fracionais.

No caso da transformada de Hartley, ha algoritmos especificos para reduzir sua complexidade
aritmética [96-98], mas também ¢é possivel obté-la a partir de sua relacdo com a transformada de
Fourier. No que se refere as transformadas trigonométricas, € possivel utilizar as relacdes entre a
FFFT, a FFCT-1 e a FFST-1, como também a relacdo entre a GFFFT, a FFCT-4 e a FFST-4, para
se reduzir a complexidade aritmética. Além disso, como a matriz de transforma¢do de uma FFTT
especifica apresenta exatamente o mesmo tipo de simetria de sua versdo equivalente sobre o corpo
dos ndmeros reais, ¢ vidvel o uso dos mesmos algoritmos rapidos propostos para as transformadas
trigonométricas sobre o corpo dos nimeros reais. A Tabela 4.3 apresenta a complexidade aritmética
de transformadas trigonométricas em corpos finitos de comprimento N [99].

Tabela 4.3: Complexidade aritmética das FFTT de comprimento N, em que M(N) e A(N) denotam os

niimeros de multiplicacédes e adigdes.

Transformada M(N) A(N)
FFCT/FFST I e IIT (N/2)log,(N) (3N/2)log,(N) — N + 1
FECT/FFST IV (N/2)log,(N) + N (3N/2) log,(N)
FECT I (N/2)logy(N) = N +1  (5N/2)logy(N) — 2N + 4
FFST I (N/2)logy(N) = N (N/2)logy(N) — 2N +2

Fonte: Préprio Autor.
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CAPITULO 5

APLICACOES

I i ste capitulo apresenta algumas aplicagdes da transformada fracional sobre corpos finitos na
Engenharia.Sao propostos: (z) um sistema de cifragem de imagens digitais em que parametros
fracionais da transformada sao utilizados como chave; (i¢) um sistema que insere uma marca d’dgua
fragil em imagens no dominio fracional; e, (7¢¢) um sistema de comunicagao multiusudrio que explora
a ortogonalidade dos autovetores da GFrFT.
Nos sistemas de cifragem e de marca d’agua, € necessdrio calcular uma transformada de uma

imagem. Essa operacdo pode ser realizada pela equacdo matricial
A’ = MAM',

em que A’ € o espectro fracional da matriz (imagem) A, M é uma matriz de transformagio e M*
¢é sua transposta. Com o propésito de ndo especificar a transformada fracional a ser empregada,
emprega-se o acronimo GFrMT para representar genericamente uma transformada fracional, cuja

matriz de transformacéo é M.

5.1 Cifragem de imagens no dominio fracional

O sistema de cifragem apresentado nesta secdo € um cifrador de bloco, simétrico, aplicado a i-
magens. O esquema de cifragem combina a arquitetura de substitui¢do-permutagao do sistema AES
(do inglés, Advanced Encryption Standard ) [100, pp. 147] com a transformada fracional de Fourier
sobre corpos finitos para transformar cada bloco da imagem de maneira similar ao esquema proposto

por Lima et al. [45]. Nos esquemas propostos em [45] e em [101], a ndo linearidade das operacdes é
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obtida fazendo-se sobreposi¢des dos blocos da imagem e cifrando duas vezes cada bloco da imagem.
Ja no esquema de cifragem proposto nesta tese, a arquitetura de substituicdo-permutacdo prové a nao
linearidade, evitando sobreposi¢des e repeti¢des, o que contribui para a redugdo do custo computa-
cional da implementa¢do do esquema.

Na proposta de Lima et al. [45], antes da cifragem, pares de pixels sdo convertidos em vetores
de duas posicdes, constituindo uma estrutura semelhante aos ndmeros complexos, e suas operagdes
e transformadas sdo definidas sobre GI(p). Na proposta de Lima et al. [101], sdo usadas as transfor-
madas do cosseno em corpos finitos do tipo 2 para a transformagao de cada bloco. Poténcias inteiras
das matrizes de transformacao sdo aplicadas a cada bloco, e o valor de cada expoente ¢ um pardmetro
da chave secreta. Conjectura-se que as matrizes dessas transformadas tenham ciclo infinito, assim
seria invidvel recuperar o bloco transformado com sucessivas aplicacdes da transformada.

Dois principios de criptossistemas de chave secreta empregados para dificultar andlises estatisti-
cas sdo a difusdo e a confusdo [100, pp. 72]. A difusdo estd relacionada a redugdo da redundéancia da
informacdo em grandes quantidades de dados. A confusdo objetiva tornar mais complexa a relagdo
entre o texto cifrado e a chave, de forma que cada elemento do texto cifrado dependa de vérios e-
lementos da chave. A arquitetura de substituicdo-permutacdo prové confusio e difusdo ao sistema,
enquanto que a aplicacdo da transformada prové difusao.

Apesar de empregar a arquitetura de substituicdo-permutacdo, o esquema de cifragem proposto
¢ realizado em apenas uma rodada, ou seja, cada bloco percorre uma unica vez cada estigio da
cifragem. A difusdo associada ao uso da transformada possibilita essa redu¢do do nimero de rodadas
sem prejudicar a seguranca do processo da cifragem.

Em linhas gerais, a cifragem consiste do seguinte processo: inicialmente, a imagem original, I,
é embaralhada e dividida em blocos de dimensdo 8 x 8; cada bloco é combinado com elementos da
chave e ao bloco resultante € aplicada uma GFrMT de parametro fracional a; esse pardmetro varia
a cada bloco processado, sendo definido por alguns elementos da chave; hd uma realimentagdo no
sistema, de forma que um bloco cifrado dependa de outros blocos anteriormente cifrados.

Um ponto a ser destacado na presente proposta reside na possibilidade de se empregar qualquer
uma das transformadas fracionais sobre corpos finitos baseadas em fun¢des de matrizes introduzi-
das nesta tese. No entanto, é preferivel que os elementos da matriz de transformagdo estejam em
GF(p) para que os elementos da imagem cifrada sejam representados por niimeros inteiros e ndo por

nimeros complexos (elementos de GI(p)).
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5.1.1 Esquema de cifragem

O diagrama em blocos da Figura 5.1 apresenta a proposta do esquema de cifragem de imagens
desta tese. Para melhor compreender a descri¢dao dos esquemas de cifragem e de decifragem, denote
por Is, a imagem I embaralhada, por By,,), 0 n-ésimo bloco de Is e por Bq,,) 0 n-ésimo bloco ao
qual € efetivamente aplicada uma GFrMT. O esquema € dividido em quatro estigios: (I) embaralha-
mento, (II) formacgado do bloco Bq, (IIT) expansao da chave e (IV) aplicacdo da GFrMT.

Prové-se a difus@o nos estdgios de embaralhamento, de formacao do bloco Bq e de aplicagdo da

GFrMT. Prové-se a confusio no estagio de formacao de Bq.

Figura 5.1: Diagrama em blocos do esquema de cifragem de imagens usando uma GFrMT.

Embaralhamento K

Expansao
da Chave

IS Ben Criacio Bk

Bqw
Insercao
de blocos adm
Bqg'm) — GFrMT l€ Selecio a [¢

A imagem 1 é embaralhada, resultando na imagem Is. De Is sdo extraidos os blocos B, e B(,_1), e da chave K pela
processo de expansdo da chave sdo formados os blocos Bkzn) e Bk(y,). Com estes quatro blocos é formado o bloco Bq,,
ao qual é aplicada uma GFrMT de pardmetro fracional a, resultando no bloco Bq‘(ln). O pardmetro ayy € construido
a partir de elementos da chave secreta. O bloco Bq‘(‘n> substitui B,y em Is e o processo é repetido até que a todos os
blocos de Is seja aplicada uma GFrMT. Fonte: Préprio Autor.

Estagio (I): Embaralhamento

Em imagens digitais, os pixels de certas regides apresentam alta correlacdo. Com o intuito de
inserir difusdo ao sistema, inicialmente € realizado um embaralhamento nos pixels da imagem. O
embaralhamento € realizado em duas etapas: a soma e a permutacdo de pixels. A Figura 5.2 ilustra

este processo.
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Figura 5.2: Diagrama em blocos do processo de embaralhamento de pixels.

| Embaralhamento _:
I I
Func¢io Func¢ao || R

I soma soma |
| A |
: 5| Permutacio :
I de Arnold I

|

Na etapa de soma, cada pixel é substituido pela soma do pixel atual com o anterior. Em seguida, na etapa da permutacdo,
os pixels sdo permutados de posi¢cdo. Novamente a imagem é submetida a etapa de soma. Fonte: Préprio Autor.

Na etapa de soma, cada pixel da imagem é somado com o pixel anterior; a soma é médulo 256
para que o valor de cada pixel esteja no intervalo de 0 a 255. Esta etapa se repete duas vezes conforme
se observa na Figura 5.2.

Na etapa de permutacdo de pixels, é usado o algoritmo de Arnold [102]. Esse algoritmo foi
desenvolvido na drea de teoria ergddica de mecanica quéntica, sendo também conhecido como cat
face transform. Para uma imagem quadrada de dimensdo W x W, o pixel da i-ésima linha e j-
ésima coluna, posi¢do (7, j) da imagem original I, é mapeado para a posi¢do (i’,j’) da imagem
embaralhada, Is, de acordo com

b

)
_ (mod W), (5.1)
il 2| |

em que b, nimero de vezes em que a permutagio é realizada, depende da chave secreta. Se a chave
K = {ko,k1,...,kr—1} é formada por L inteiros, o nimero de vezes em que a permutacdo &
realizada é b = Zlel k; (mod 10). O processo é realizado para inviabilizar um ataque diferencial
(vide Secdo 5.1.4), de forma que uma pequena alteragdo na imagem original ou na chave secreta gere

uma imagem cifrada consideravelmente diferente da imagem cifrada sem alteracgao.

Estagio (II): Formacao de Bq

Ap6s o embaralhamento dos pixels, a imagem embaralhada Is € dividida em blocos de dimensao
8 x 8. Se a imagem tem dimensdes W x W, com W = 8¢, para c um nimero inteiro, sao formados
c? blocos com a imagem.

O processo de obtenc¢do dos blocos da imagem pode ser feito por meio de um arranjo dos pixels.
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Para facilitar a implementacgao, os blocos podem ser organizados em um arranjo simples, dispondo-os

em sequéncia. A Figura 5.3 ilustra o processo de arranjo dos blocos da imagem.

Figura 5.3: Esquema de arranjo de blocos 8 x 8 sem sobreposigdo.

T
f

Bl ! B2 B3 ! B4 B5 ' B6

L — ] —

B4 B5 Bé

Os blocos sdo ordenados em ordem crescente da esquerda para direita e de cima para baixo. Na figura, sdo selecionados
os blocos de uma mesma linha (B1, B2, B3), depois sdo selecionados os blocos da linha seguinte (B4, B5, B6) e assim

sucessivamente. Fonte: Proprio Autor.

Outra maneira de organizar é formar cada bloco com sobreposi¢des conforme a proposta apre-
sentada em [101]. Isso prové mais difusdo ao sistema, contudo eleva a complexidade computacional,
uma vez que uma maior quantidade de blocos é processada.

Na Figura 5.4 ¢ apresentado o esquema de formag@o de Bqy,,), 0 n-€simo bloco ao qual € efeti-
vamente aplicada uma GFrMT. Na formagdo de Bq,,, considere que B,,) € o n-ésimo bloco de Is

e Bk, € o n-ésimo bloco formado no processo de expansao da chave, estdgio (IID).

Figura 5.4: Esquema de formagdo do n-ésimo bloco Bq.

r __________________ |
| Formacao de Bq(n) I
F-———————— = ————= :
I
| B —— Baqw |
Is : 5| Combinacio > GFrMT
: By 1 :
| |
I
Expansio | | Bk |
da chave | ! :
I Bk’ m) |

Sdo selecionados os blocos B(y,) e B(,_1) de Is, e 0 bloco BK ) da chave. O bloco Bq(n) é o resultado da combinagdo

desses blocos de acordo com as equagoes (5.2) e (5.3). Fonte: Préprio Autor.

89



As Equagdes (5.2) e (5.3) descrevem a combinagao feita entre os blocos selecionados:
Bq(,) = (Bm) @ Bn-1)+ Bk, (mod 256), (5.2)
Bq,,), = (Bq(, @ Bg_1))+ Bk, (mod 256). (5.3)

Na Equagéo (5.2), sio selecionados os blocos B,y e B(,,_1) de Is. E obtido também o bloco
Bk’(n) do processo de expansio da chave. E feita uma operagdo ou-exclusivo bindria (XOR, do inglés
exclusive or) entre os bits de B, e de B(,,_1), e deste resultado € feita uma soma médulo 256 com
os elementos do bloco Bk,,). Ao final destas operagdes, tem-se o bloco auxiliar Bq'(n).

Na Equagio (5.3), sdo usados o bloco B,,_1) de Is e o bloco Bq'(n), resultado da Equacdo (5.2).
A chave € deslocada ciclicamente em um bit e dela € obtido um novo bloco Bk(,,) do processo de
expansio da chave. E feita uma operacio XOR entre os bits de Bq’(n) e de B(,,_1), e deste resultado
€ feita uma soma médulo 256 com os elementos do bloco Bk(,,). Ao final destas operagdes, tem-se
o bloco Bqg,,).

O bloco Bq,, depende do bloco B,,_1), que € um bloco cujos elementos ja foram cifrados, e de-
pende da chave. Note que hd dois blocos diferentes construidos com elementos da chave: Bk’(n)
e Bk(,). Uma andlise da influéncia da chave no processo de cifragem e decifragem € feita na
Secdo 5.1.4.

Quando B, € o primeiro bloco da imagem, B(,,_1) € formado por um bloco padrdo. O bloco
padrdo € construido com todos os elementos da chave. Os bits da chave sdo agrupados em bytes e cada
byte representa um elemento do bloco padrdo. Como o nimero de bytes € menor que a quantidade
de elementos do bloco, a chave é deslocada em um bit e novamente os bits sdo agrupados em bytes.

Isso € repetido sucessivas vezes até que se obtenham os 64 elementos do bloco padrio.

Estagio (III): Expansio da Chave

A formacio dos blocos Bk’ e Bk é feita no estdgio de expansio da chave. A Figura 5.5 apresenta
um diagrama em blocos do processo de expansdo da chave.

Com os 256 bits da chave secreta sdo formados 32 bytes: k1), k(2), - - -, k(32). A partir desses 32
bytes, sdo construidos os vetores vy, com 0s bytes k(yy, . . ., k(gy, € Vo, com 08 bytes k(i7), . . ., k24).
E formada também a constante Ey, que é a soma médulo 256 de todos os 32 bytes da chave. Se a
soma for igual zero, seu valor é trocado para 1.

Com o vetor vy € 0s bytes kg, - - - , k(16), € formado o bloco C, de dimensdo 8 x 8, num processo

ilustrado pela Figura 5.6. A m-ésima coluna de C, c,,, ¢ dada por

cm =Vv1D Ey®kgym), m=1,...,8. 5.4)
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Figura 5.5: Esquema de formacdo do n-ésimo bloco BK'.

___________________ q
: Expans3do da chave |
T T T T T T T 1
I
Desloca- ’ |
K : mento K :
7y [ 5| Formagao | |
: do bloco I Bk
T I
Contador : :
L a

A chave K é deslocada em 1 bit a direita. De forma similar, o bloco Bk(n) é construido deslocando a chave K em 1 bit e
repetindo as demais etapas do processo. Fonte: Préprio Autor.

Por exemplo, a primeira coluna do bloco C (coluna c;) é dada por c; = vi & Fy @ k(9).

Figura 5.6: Construgéo do bloco auxiliar C usado na construgdo do n-ésimo bloco BK'.

———— e

A m-ésima coluna de C, c,, ¢ dada por uma operagcdo XOR entre o vetor vi, a constante Fqy e o byte k(8+m)~ Fonte:

Préprio Autor.

Com o vetor vy e 0s bytes k(25), - . ., k(32), € formado o bloco D, de dimensdo 8 X 8, num

processo ilustrado pela Figura 5.7. A m-ésima coluna de D, d,,,, € dada por
dm =vo ® Eg ® Kaaqrm)y, m=1,...,8. (5.5)
O bloco Bk'(n) ¢ construido com C e D por meio de
Bk/(n) =C+ (Ep+n) x D (mod 256), (5.6)

em que n representa o n-ésimo bloco Bk construido. A chave € deslocada ciclicamente a direita em

um bit e o bloco Bk,,) € construido pelo mesmo processo.
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Figura 5.7: Construcdo do bloco auxiliar D usado na construcdo do n-ésimo bloco BK'.

—_—_———,—eee e e

A m-ésima coluna de D, d,,, é dada por uma opera¢do XOR entre o vetor va, a constante Ey e o byte k(24+m>. Fonte:

Préprio Autor.

Estagio (IV): Aplicacao da transformada

O espectro fracional dos blocos da imagem é obtido através de uma GFrMT com pardmetro

fracional a, o qual é especificado por uma sequéncia de 6 bits da chave secreta K. A matriz de

transformacdo a ser aplicada ao bloco Bq,, tem parametro fracional dado por a,, = <a;’2" ) . O termo
ay € constante e especifica o niimero de bits L. Ja o termo ay , € um nimero inteiro formado pelos
6 primeiros bits da chave. A cada escolha de a1, a chave € deslocada ciclicamente a direita em um

bits. O bloco B%» representa o espectro fracional do bloco Bq,, e ¢ dado por
Bj» = (M"") Bq, (M™")". S

A Equacdo (5.7) € aplicada recursivamente até que os elementos de B estejam no intervalo de
0 a 255. Isso ocorre porque a transformada € definida em GF(257), entdo os pixels dos blocos podem
assumir valores entre 0 e 256.

Em seguida, o bloco BY" ¢ inserido na imagem, substituindo o bloco B,,. Esse processo ocorre
com todos os blocos da imagem em uma Unica rodada. No final, a imagem Is contém apenas blocos

cifrados e passa a ser chamada de Ic.

Nota 5. 1 O méximo valor do pardmetro as é dado pela ordem do elemento ¢ com o qual se constréi
a matriz M. E considerado sempre o maior valor de as.

Nota 5. 2 Fixando o valor de as, os possiveis valores de a; devem estar no intervalo 1 < a1 < as—1.

Nota 5. 3 O comprimento da chave € arbitrario, desde que seja maior que 192 bits e menor que o

nimero de blocos a serem cifrados.
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5.1.2 Esquema de decifragem

O processo de decifragem é exatamente o inverso do processo de cifragem. E necessdrio saber
a quantidade de blocos cifrados para se deslocar a chave de maneira coerente com o nimero de
deslocamentos feito na cifragem. O ultimo bloco cifrado da imagem deve ser o primeiro bloco a ser
decifrado.

Na cifragem, se a foi o parametro fracional, deve-se usar, na decifragem, o parametro fracional
a’ = (4—a). Ao bloco B¢ é aplicada a matriz da GFrMT associada ao pardmetro a’ correspondente.
A aplicacdo da GFrMT associada a a também ¢é realizada de maneira recursiva até que os elementos
de B,, estejam no intervalo de 0 a 255. De maneira similar, deve-se atentar ao caso em que se
deve usar o bloco padrdo. Apds esses estdgios, é desfeito o embaralhamento, e obtém-se a imagem

decifrada.

5.1.3 Exemplo do esquema de cifragem

Neste exemplo, € mostrado o progresso do processo de cifragem de uma imagem de dimensdes
16 x 16 codificada a 8 bpp. A Tabela 5.1 mostra os valores dos pixels da imagem de teste. Apesar
de ndo ter sido dividida em blocos, para efeito de ilustracdo, as linhas da tabela delimitam os blocos

8 x 8.

Tabela 5.1: Valores dos pixels das colunas 1 a 16 e linhas 1 a 16 de uma imagem sem embaralhamento, 1. A
partir desses elementos sdo formados 4 blocos de 8 x 8 pixels. Fonte: Proprio Autor.

100 89 66 46 28 36 62 53 57 38 77 139 172 171 173 174
70 56 42 37 28 43 31 51 59 73 140 181 175 168 164 168
46 53 33 42 41 27 28 36 69 116 168 175 163 163 161 171
24 37 45 38 61 22 16 61 101 155 172 155 157 152 162 182
24 26 35 48 62 24 63 133 | 145 156 172 149 141 147 172 185
36 24 28 42 41 64 119 162 | 159 159 160 137 138 155 176 185
33 26 35 35 36 109 149 156 | 180 133 111 128 155 157 168 180
30 21 44 30 93 156 166 165 | 137 96 86 67 98 143 155 173
44 29 17 62 145 182 172 90 36 37 50 41 75 107 141 182
23 30 27 113 168 191 109 22 31 32 138 76 71 93 140 183
20 11 73 150 183 122 88 85 74 94 162 131 81 87 147 172
18 38 123 183 115 78 113 123 | 115 109 120 133 101 88 136 193
25 86 169 126 55 90 116 137 | 148 149 151 134 109 90 123 197
45 137 160 33 67 91 109 130 | 151 157 151 131 112 93 115 194
81 174 65 22 67 91 103 121 | 137 147 142 121 99 8 105 190
125 113 8 40 64 89 97 114 | 123 132 133 109 90 91 98 183

Fonte: Préprio Autor.

O primeiro bloco é formado por elementos das linhas 1 a 8 e das colunas 1 a 8. O segundo bloco
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¢é formado por elementos das linhas 1 a 8 e das colunas 9 a 16. O terceiro bloco € formado por
elementos das linhas 9 a 16 e das colunas 1 a 8. O quarto bloco é formado por elementos das linhas

9 a 16 e das colunas 9 a 16.

Embaralhamento

O primeiro estdgio do processo de cifragem é o embaralhamento, que € realizado com todos os
elementos da imagem original. Como visto na Figura 5.2, o embaralhamento ¢é realizado em duas

etapas. Inicialmente, a imagem original é submetida a etapa de soma, Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Imagem 1, obtida apos a primeira etapa de soma. O primeiro pixel da imagem 1;, de valor 100,
€ dado pela soma do primeiro pixel da imagem 1, 100, com zero. O segundo pixel da imagem 1, de valor
189, ¢ dado pela soma do segundo pixel da imagem 1, 89, com o primeiro pixel da imagem 11, 100. O terceiro
pixel da imagem 1, de valor 255, é dado pela soma do terceiro pixel da imagem 1, 66, com o segundo pixel
da imagem 1, 189. O pixel da segunda linha da imagem 1, de valor 15, é dado pela soma do primeiro pixel
da segunda linha da imagem X, 70, com o ultimo pixel da segunda linha da imagem 1, 201. Observe que a

soma é modulo 256 para que os pixels sejam codificados com 8 bits.

100 189 255 45 73 109 171 224 | 25 63 140 23 195 110 27 201
15 71 113 150 178 221 252 47 | 106 179 63 244 163 75 239 151
197 250 27 69 110 137 165 201 14 130 42 217 124 31 192 107
131 168 213 251 56 78 94 155 0 155 71 226 127 23 185 111
135 161 196 244 50 74 137 14 | 159 59 231 124 9 156 72 1
37 61 8 131 172 236 99 5 164 67 227 108 246 145 65 250
27 53 88 123 159 12 161 61 | 241 118 229 101 0 157 69 249
23 44 88 118 211 111 21 186 | 67 163 249 60 158 45 200 117
161 190 207 13 158 84 0 90 | 126 163 213 254 73 180 65 247
14 44 71 184 96 31 140 162 | 193 225 107 183 254 91 231 158
178 189 6 156 83 205 37 122|196 34 196 71 152 239 130 46
64 102 225 152 11 8 202 69 | 184 37 157 34 135 223 103 40
65 151 64 190 245 79 195 76 | 224 117 12 146 255 89 212 153
198 79 239 16 83 174 27 157 | 52 209 104 235 91 184 43 237
62 236 45 67 134 225 72 193 | 74 221 107 228 71 157 6 196
65 178 186 226 34 123 220 78 | 201 77 210 63 153 244 86 13

Fonte: Préprio Autor.

Em seguida, ocorre o processo de permutacdo de elementos segundo o algoritmo de Arnold,
Tabela 5.3. A chave original é K = (129, 130, 63,224, 12, 30, 73, 48, 29, 32,163, 24,112, 103, 173,
148,5,3,4,233,8,35,67,28,1,2,44,64,28,11,27,44), assim o ndmero de vezes em que o algo-
ritmo € usado é 2122 = 2 (mod 10). Observe que o elemento da primeira linha e primeira coluna da

Tabela 5.2, destacado em negrito, é deslocado para a quinta linha e oitava coluna da Tabela 5.3.

2
11 1

1 2 1 8

(mod 16).
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Tabela 5.3: Imagem 15 obtida apds permutacdo de linhas e colunas da imagem 11 usando o algoritmo de
Arnold. O algoritmo foi aplicado 2 vezes. Observe que o elemento da primeira linha e coluna da imagem 1,

apds a permutagdo € o elemento da quinta linha e oitava coluna da imagem 1.

239 62 225 158 99 14 210 255 | 231 27 213 73 27 196 249 9
101 23 201 79 156 111 14 179 | 228 223 247 61 69 123 76 225
184 213 246 192 65 64 96 161 0 140 91 130 23 196 178 72
109 157 34 60 156 151 236 152 | 84 5 130 63 89 158 53 251
89 110 220 224 107 0 185 100 | 239 83 21 159 63 71 103 161
46 44 244 221 193 37 254 145 | 107 178 190 31 61 155 23 184
153 212 14 88 56 171 52 196 | 158 72 15 45 11 0 164 42
59 244 157 40 190 131 137 78 | 117 183 157 111 189 16 205 186
140 241 71 195 43 178 88 50 | 252 74 157 73 65 197 186 245
67 89 90 67 217 244 153 44 | 123 78 224 209 71 45 1 71
131 255 83 37 67 231 163 6 64 207 172 165 201 12 254 69
180 250 250 226 79 162 118 226 | 110 237 189 118 74 47 221 34
104 152 200 135 113 134 202 126 | 227 124 86 65 71 159 94 25
201 77 146 91 249 168 45 174 | 122 163 124 75 196 102 13 236
211 137 106 107 135 65 37 27 34 195 193 229 127 27 198

151 184 12 155 63 235 239 117 | 161 150 225 69 163 108 31 13

Fonte: Préprio Autor.

Novamente a imagem € submetida a etapa de Soma, Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Imagem I obtida apds a segunda etapa de Soma. E feito o mesmo processo de soma que o

mostrado na Tabela 5.2. Novamente, o primeiro pixel é somado com zero.

239 45 14 172 15 29 239 238 | 213 240 197 14 41 237 230 239
8 107 52 131 31 142 156 79 51 18 9 70 139 6 82 51
235 192 182 118 183 247 87 248 | 248 132 223 97 120 60 238 54
163 64 98 158 58 209 189 85 169 174 48 111 200 102 155 150
239 93 57 25 132 132 61 161 | 144 227 248 151 214 29 132 37
83 127 115 80 17 54 52 197 | 48 226 160 191 252 151 174 102
255 211 225 57 113 28 80 20 | 178 250 9 54 65 65 229 15
74 62 219 3 193 68 205 27 | 144 71 228 83 16 32 237 167
51 36 107 46 89 11 99 149 | 145 219 120 193 2 199 129 118
185 18 108 175 136 124 21 65 | 188 10 234 187 2 47 48 119
250 249 76 113 180 155 62 68 | 132 83 255 164 109 121 119 188
112 106 100 70 149 55 173 143 | 253 234 167 29 103 150 115 149
253 149 93 228 8 219 165 35 6 130 216 25 96 255 93 118
63 140 30 121 114 26 71 245 | 111 18 142 217 157 3 16 252
207 88 194 45 180 245 26 53 87 26 219 192 63 90 32 38
189 117 129 28 91 70 53 170 | 75 225 194 7 170 22 53 66

Fonte: Préprio Autor.

95



Expansiao da chave

O terceiro estagio € a expansdo da chave, em que sdo construidos blocos de dimensdo 8 x 8
codificados a 8 bpp. Esses blocos sdo usados no estdgio (II) para a formagdo dos blocos Bq. Sao
construidos apenas os dois primeiros blocos: o primeiro bloco com a chave original; o segundo com
a chave deslocada ciclicamente em um bit. Para cada chave, sdo construidos 32 bytes, k(1) a k(32).

A chave original é Ky = (129, 130, 63,224, 12, 30, 73, 48, 29, 32, 163, 24, 112,103,173, 148, 5,
3,4,233,8,35,67,28,1,2,44,64,28,11,27,44), a qual é a sequéncia dos primeiros 32 bytes. As
Tabelas 5.5 e 5.6 mostram, respectivamente, os dois primeiros blocos auxiliares C e D, que sao
combinados segundo a Equagdo (5.6) para gerar o bloco Bkl(l), que é apresentado na Tabela 5.7.
Para esses dois blocos, a constante E € 74 (2122 = 74 (mod 256)).

Tabela 5.5: Processo de expansdo da chave e formacdo do primeiro bloco auxiliar, C, do bloco da chave
Bk(, . A coluna co da tabela é formada por v1 @ Eq ((129,130,63,224,12,30,73,48) @ 39). Os elementos

da coluna ¢y de C sdo dados por um XOR entre vi ® Eq e k(g) = 29. Os elementos da coluna co de C sdo

dados por um XOR entre vi @ Ey e k(19) = 32, e assim sucessivamente.

Co | | C1 Co C3 C4 Cs Cg Cr Cg

v1® Eo @ k()

vi®Ey || ko) kaoy kay ka2 kasy kas  kas)  kae)
203 214 213 104 183 91 73 30 103
200 213 214 107 180 88 74 29 100
117 104 107 214 9 229 247 160 217
170 211 208 109 178 94 76 27 98

70 187 184 5 218 54 36 115 10
84 73 74 247 40 196 214 129 248
3 102 101 216 7 235 249 174 215
122 95 92 225 62 210 192 151 238

Fonte: Préprio Autor.

A chave K € deslocada ciclicamente a direita em um bit gerando a chave K; = (64, 193, 31, 240,
6,15,36,152,14, 144,81, 140, 56, 51, 214,202, 2,129, 130, 116, 132, 17,161, 142, 0,129, 22, 32, 14,
5,141,150). As Tabelas 5.8 e 5.9 mostram, respectivamente, os dois primeiros blocos auxiliares C
e D, que sdo combinados segundo a Equagdo 5.6 para gerar o bloco Bk(y), que € apresentado na

Tabela 5.10. Para esses dois blocos, a constante E € 30 (2846 = 30 (mod 256)).
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Tabela 5.6: Processo de expansdo da chave e formagcdo do primeiro bloco auxiliar, D, do bloco da chave
Bkl(l). A coluna dy da tabela é formada por vo ® Ey, ((5,3,4,233,8,35,67,28) ® 39). Os elementos da

coluna dy de D sdo dados por um XOR entre va @ Ey e k(25) = 1. Os elementos da coluna ds de D sdo dados

por um XOR entre v © Ey e k26)y = 2, e assim sucessivamente.

do | & b ds  di ds  ds  dr dy
v ® Eo @ k()

vo® Eo || kesy  keey Kkern  kesy ke ka@oy ke kae
79 78 72 79 162 67 104 8 87
73 71 75 76 161 64 107 11 84
78 99 101 98 143 110 69 37 122
163 15 9 14 227 2 41 73 22
66 83 85 82 191 94 117 21 74
105 68 66 69 168 73 98 2 93
9 84 82 85 184 89 114 18 77
86 99 101 98 143 110 69 37 122

Fonte: Préprio Autor.

Tabela 5.7: Processo de expansdo da chave e formacdo do primeiro bloco da chave Bkl(l). Os blocos C e D

mostrados nas Tabelas 5.5 e 5.6, respectivamente, sdo combinados de acordo com a Equagdo (5.6) para gerar

o bloco Bk/(l).

176
100
105
56
12
53

96

237
207

115
159
160
107
243

14
175
140
135

11
46
191
151

14
223
238

51
207

96
239

35

525 2193
24 163
31 46
244 79
192 107
39 140
254 95
12 247

118
86
119
126
154
23
244
110

228

151
212
184
55
102
172

Formacao de Bq

Fonte: Préprio Autor.

No segundo estdgio do processo de cifragem sio construidos os blocos Bq, aos quais sdo efetiva-

mente aplicadas as transformadas fracionais. Na formagdo do bloco Bq, € selecionado o bloco B 1)

da imagem e construido o bloco B g da chave, o qual € chamado de bloco padrao. Na Tabela 5.11 €

mostrado o bloco padrdo. Na Tabela 5.12 ¢ mostrada a formag@o do bloco Bq,), com a chave K e

os blocos Bk/(l) e Bk(;) mostrados nas Tabelas 5.7 ¢ 5.10, respectivamente.
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Tabela 5.8: Processo de expansdo da chave e formacdo do primeiro bloco auxiliar, C, do bloco da chave
Bk (1. A coluna cy da tabela por vi © Ey ((64,193,31,240,6, 15,36, 152) & 141). Os elementos da coluna
c1 de C sdo dados por um XOR entre vi @ Ey e kg) = 14. Os elementos da coluna c3 de C sdo dados por um

XOR entre vi ® Eg e k(10) = 144, e assim sucessivamente.

Co | | C1 Co C3 Cyq Cs Cg Cr Cs

v1® Ey @ k()

viDEy || koy kaoy kay kazy kasy kas  kas) ke

94 80 209 15 224 22 31 52 136
223 209 80 142 97 151 158 181 9

1 15 142 80 191 73 64 107 215
238 210 83 141 98 148 157 182 10
24 102 231 57 214 32 41 2 190
17 31 158 64 175 89 80 123 199
58 8 137 87 184 78 71 108 208

134 148 21 203 36 210 219 240 76

Fonte: Préprio Autor.

Tabela 5.9: Processo de expansdo da chave e formagcdo do primeiro bloco auxiliar, D, do bloco da chave
Bk(1). A coluna dy da tabela por vy @ Ey ((2,129,130,116,132,17,161,142) © 141). Os elementos da
coluna dy de D sdo dados por um XOR entre va @ Ey e k(25y = 0. Os elementos da coluna ds de D sdo dados

por um XOR entre vo © Ejy e k26 = 129, e assim sucessivamente.

d | & d ds i ds  ds dr dy
va @ Ep @ k()

vo® Eo || kesy  keey Kkern  kesy koo k@oy ke ke
28 28 159 156 106 154 15 191 144
159 157 30 29 235 27 142 62 17
156 10 137 138 124 140 25 169 134
106 60 191 188 74 186 47 159 176
154 18 145 146 100 148 1 177 158
15 25 154 153 111 159 10 186 149
191 145 18 17 231 23 130 50 29
144 138 9 10 252 12 153 41 6

Fonte: Préprio Autor.
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Tabela 5.10: Processo de expansdo da chave e formagdo do primeiro bloco da chave Bk(y). Os blocos C
e D mostrados nas Tabelas 5.8 e 5.9, respectivamente, sdo combinados de acordo com a Equacdo (5.6) para

gerar o bloco Bky).

180 18 243 182 188 240 85 248
212 242 17 214 220 208 55 24
69 37 6 195 61 71 226 17
22 116 81 88 26 78 247 90
148 118 231 242 12 72 113 224
383 68 199 32 154 134 1 210
151 183 102 177 23 5 122 83
74 44 1 168 70 98 231 6

Fonte: Préprio Autor.

Tabela 5.11:  Bloco padrdo, B ), construido com elementos da chave. Com uma chave de 256 bits sdo
construidos 32 bytes. Em seguida, a chave é deslocada ciclicamente a direita em um bit e sdo construidos os

32 bytes restantes.

129 130 63 224 12 30 73 48
29 30 163 24 112 130 173 148
5 3 4 233 8 35 67 28

2 44 64 28 11 27 44

64 193 31 240 6 15 36 152
14 143 81 140 56 65 86 202
129 130 116 132 17 161 142

129 22 32 14 5 141 150

Fonte: Préprio Autor.

Aplicacao da GFrFT

Para cada bloco, a chave é deslocada em um bit e sdo selecionados seus seis bits iniciais para
formar o pardmetro a usado na construgido da matriz de transformagdo. Os valores de a séo a(1l) =
32 a(2) = 18, a(3) = 2 e a(4) = 3°. Na Tabela 5.13 é mostrado o progresso do processo de
64° 64 64 64 : prog p

cifragem.
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5.1.4 Resultados e Analises

Com o propésito de avaliar a seguranca do esquema de cifragem de imagens, foram realizados di-
versos testes, comparando os resultados com os obtidos com o algoritmo AES (Advanced Encryption
Standard). O modo de operacdo usado como referéncia é o CBC (do inglés, Cipher Block Chain-
ing), o qual foi projetado de forma que blocos de texto claro repetidos ndo produzam blocos de texto
cifrado idénticos [100, pp. 201]. Apesar da semelhanca entre o esquema de cifragem introduzido e
o proposto por Lima et al. [45], ndo foi possivel realizar uma comparacio direta com os resultados
apresentados no trabalho [45] com os obtidos com o esquema de cifragem presente, em virtude dos
ambientes de simulagdo serem diferentes. Por exemplo, os pixels sdo codificados como inteiros entre
0 e 255 na presente proposta, enquanto que na proposta de Lima et al. [45], os pixels sdo codificados
como ndmeros complexos.

Os testes foram implementados no ambiente Matlab® com imagens em escala de cinza codifi-
cadas a 8 bits por pixels, e com dimensdes 512 x 512 pixels. Foi utilizada uma implementacio do
AES elaborada por Stepan Matejka e disponivel em [103]. No AES, a imagem foi convertida num
vetor de comprimento 5122, para entdo ser cifrada. As imagens empregadas nos testes sio mostradas
nas Figuras 5.9(a) a 5.9(d) e podem ser obtidas em [104]. Utilizou-se a GFrFT desenvolvida no
Exemplo 4.1, com ay = 64 e o parametro a; obtido da seguinte chave secreta de comprimento 256

bits,

K = (12913063224123073482930163241121301731485342338356728124464281244).

Analise estatistica

Nas Figuras 5.9(e) a 5.9(h) sdo mostradas as imagens cifradas com a chave K. Observa-se que o
aspecto visual dessas imagens é completamente ruidoso.

Para que ndo se extraia informagdes da imagem original, é desejavel que os histogramas das im-
agens cifradas tenham distribui¢do uniforme. Na Figura 5.9, os histogramas das imagens originais
sdo mostrados na parte superior (Figuras 5.10(a) a 5.10(d)) e os histogramas das imagens cifradas
sdo mostrados na parte inferior (Figuras 5.10(e) a 5.10(h)). A aplicacdo da GFrFT leva a uma uni-
formizacdo dos histogramas, sugerindo que ataques estatisticos podem nao ser vidveis.

Uma caracteristica intrinseca de uma imagem digital é a alta correlacdo entre pixels de uma
certa vizinhanca. Um ataque pode ser desenvolvido explorando essa caracteristica. Para evita-lo,
o esquema de cifragem deve remover tal correlacio entre pixels adjacentes [105]. Selecionando-se

arbitrariamente M pixels de uma imagem, o coeficiente de correlacio € calculado por [106]
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Figura 5.8: Imagens originais e cifradas, respectivamente, utilizadas nos testes.

(b) ©

() (2
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()

Figuras 5.9(a) e 5.9(e) da ima-gem Boat; figuras 5.9(b) e 5.9(f) da imagem Lenna; figuras 5.9(c) e 5.9(g) da imagem
Mandril; figuras 5.9(d) e 5.9(h) da imagem Couple. Fonte: Préprio Autor.

em que

N cov(z,y)
xy D(x)D(y)’
| M
cov(z,y) = Vi Z [(zm — E(2)) (Ym
m=1

M
E(z) = Mme
n=1

(5.8)

Na Tabela 5.14, sdo apresentados os coeficientes de correlacdo, r, para as imagens originais e para

suas correspondentes imagens cifradas, 7, com o esquema proposto e, #, com o AES. Selecionado

um pixel, é calculado o coeficiente de correlagdo com pixels adjacentes na vertical (r,), na horizontal

(rp) e em diagonal (r4). Observa-se que as imagens originais tém altos coeficientes de correlagao,

proximos a 1, enquanto que os coeficientes de correlacéio para as imagens cifradas sdo proximos a 0.
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Figura 5.9: Histogramas das imagens originais e cifradas, respectivamente, obtidos nos testes.
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Figuras 5.10(a) e 5.10(e) da imagem Boat; figuras 5.10(b) e 5.10(f) da imagem Lenna; figuras 5.10(c) e 5.10(g) da imagem
Mandril; figuras 5.10(d) e 5.10(h) da imagem Couple. No eixo horizontal estdo os possiveis valores dos pixels e no eixo
vertical estd a quantidade de pixels que assumem determinado valor. Fonte: Préprio Autor.

Analise da entropia da informacao

A entropia H(s) de uma fonte de informagédo s pode ser medida por

M-1

H(s) := Z p(si) logs, 19(15‘)7 (5.9
i=0 !

em que M é o nimero total de simbolos da fonte, e s; e p(s;) representam o i-ésimo simbolo da
fonte e sua probabilidade, respectivamente [106]. Para os pardmetros do teste, deseja-se que os va-
lores de entropia estejam préximos a 8 bits (méximo tedrico), que representa uma fonte com emissao
equiprovavel de 256 simbolos independentes. A Tabela 5.15 apresenta os resultados de entropia
das imagens originais, I, e de suas correspondentes imagens cifradas, Ic, com o esquema proposto e,
Icags, com o AES. Elarevela que os valores de entropia para as imagens cifradas sdo mais préximas
de 8 bpp que os valores de entropia das imagens originais. Isso significa que o presente esquema € o

AES sdo seguros contra ataques de entropia [105].

Resisténcia ao ataque de texto claro escolhido

No ataque por texto claro escolhido, conhecendo-se a estrutura do sistema e o texto cifrado cor-
respondente, pode-se tentar obter informagdes sobre a chave [100, pp. 197]. O bloco B%” ¢ um bloco

do texto cifrado, ao qual o atacante tem acesso. Da Equacdo (5.7), tem-se que
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Tabela 5.14: Coeficientes de correlagdo, r, para as imagens originais e para suas correspondentes imagens
cifradas, T, com o esquema proposto e, 7, com o AES. Os indices v, h e d estdo relacionados a correlacdo
entre pixels na vertical, na horizontal e na diagonal, respectivamente. Para cada imagem, os coeficientes de

correlagdo sdo calculados usando 2'° pares de pixels aleatoriamente selecionados.

Imagem Ty 1 Ty Ty T T T4 T4 T4

Boat 0,9702 0,0011 0,0012 | 0,9356 -0,0043 -0,0024 | 0,9202 0,0040  0,0030
Lenna 0,9844  0,0064 0,0078 | 0,9692 0,0024 0,0039 | 0,9567 -0,0026 -0,0047
Mandril || 0,7537 0,0053 0,0045 | 0,8654 0,0023  -0,0049 | 0,7199 -0,0036 0,0045
Couple || 0,8932 0,0090 0,0008 | 0,9388 0,0087 0,0001 | 0,8534 0,0082  0,0064

Fonte: Préprio Autor.

Tabela 5.15: Entropia das imagens originais, 1, e de suas correspondentes imagens cifradas Ic, com o esquema
proposto e, Icaps, com o AES. As imagens cifradas apresentam valores de entropia mais proximas do limite

tedrico de 8 bpp, indicando que o esquema de cifragem é seguro contra ataques de entropia.

Imagem I Ic Icags

Boat 7,1914 17,9993 17,9993

Lenna 74473 17,9994  7,9994

Mandril || 7,3579 7,9992  7,9994
Couple || 7,2010 17,9993  7,9993

Fonte: Préprio Autor.

Bq(,, = F*in B[ Foin, (5.10)

Como o' tem 6 bits, o atacante tem que testar 64 combinagdes para encontrar este parametro.
O atacante também tem acesso ao bloco cifrado B(,,_1) e ao bloco original B,,). No estdgio de

formacdo de cada bloco Bq, a partir das Equagdes (5.2) e (5.3) tem-se que
Bq(n) = <(B(n) @ B(n—l)) + Bk/(n)) @ B(n_1)> + Bk, (mod 256) (5.11)
Boy = |((Ba) —Bke) ®Bgo1)) — B, | @B, (5.12)

Dessa maneira, o atacante precisa descobrir os blocos Bk’(n) e Bk, para obter a igualdade.

Como cada um desses blocos é formado por 256 bits da chave, tem-se 2256

possibilidades. No total,
tem-se 2918 (26 x 2256 x 2256) possibilidades, o que inviabiliza este tipo de ataque para descobrir a

chave.
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Analise do espaco de chaves

Se M é o nimero de bits de uma chave, a cardinalidade do espaco de chaves é 2. Embora nio
se garanta a impossibilidade de um ataque por for¢a bruta, é necessario que um esquema de cifragem
tenha um espaco de chaves maior que 2190, pelos padrdes de seguranga descritos em [105, 107]. Por
exemplo, o sistema AES tem comprimento de chave minimo 128 bits e € resistente a ataques de forca
bruta [100, p. 150].

Como visto, a cada bloco hd 2°18

combinagdes possiveis para descobrir o bloco Bq, e assim
descobrir a chave secreta. Portanto, a cardinalidade do espago de chaves é 2°8, o qual satisfaz
aos requisitos gerais para um espaco de chaves “desejavel”, de forma que, com os atuais recursos
computacionais, seja impraticavel o ataque por forca bruta [108]. O esquema de cifragem AES, por

exemplo, é especificado com chaves de comprimentos 128, 192 ou 256 bits.

Resisténcia ao ataque diferencial

Se a diferenga entre textos cifrados é constante ou se a diferenca entre o texto claro e o texto
cifrado apresenta algum padrdo, € possivel promover um ataque explorando essas caracteristicas.
Em cifras de bloco, por exemplo, pode-se descobrir a chave secreta comparando textos cifrados por
meio da criptoandlise diferencial. A eficicia deste tipo de criptoandlise é comprometida quando nao
se obtém padrdes estatisticos entre pares de blocos de textos cifrados diferentemente [100, pp. 90].

No contexto de imagens, pode-se realizar a criptoandlise diferencial cifrando uma imagem e uma
versdo modificada desta, por exemplo, alterando apenas um pixel. A diferencga entre essas imagens
pode ser mensurada por meio da razdo do numero de pixels modificados (NPCR, do inglés number
of pixels change rate) [105] e da média unificada da intensidade de modificacdo (UACI, do inglés

unified average changing intensity) [106], respectivamente definidas por

2.5 D)

NPCR = =77 1
CR T 00% (5.13)
€
Wi—1Ws—
Yo J 02(1 )l
UACT = x 100%, 5.14
W1><W2 Z% ;J ¢ (.14

em que W, e Wy correspondem ao niimero de colunas e linhas da imagem cifrada, respectivamente;
C4(i,7) e Co(i, §) correspondem aos pixels da i-ésima linha e j-ésima coluna das imagens cifradas

(4 e Cs, obtidas das imagens original e modificada, respectivamente; enquanto que a matriz D(3, j)
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¢ definida por

’ 0, caso contrario,

Um valor de NPCR préoximo a 100% indica uma grande quantidade de pixels modificados, ou
seja, indica uma grande diferenga entre as imagens C7 e Cs. Ja o valor desejavel para a UACI é
préximo a 1/3 [106].

Nos testes, a imagem C5 foi obtida invertendo-se o bit menos significativo de um tnico pixel da
imagem original escolhido aleatoriamente. Foram criadas 100 versdes modificadas para cada imagem
original e computados os valores de NPCR e de UACI de cada imagem gerada. A Tabela 5.16 apre-
senta os valores médio, maximo e minimo para as imagens apresentadas nas Figuras 5.9(a) a 5.9(d).

Tabela 5.16: Valores médio, mdximo e minimo de NPCR e UACI obtidos de um conjunto de 100 imagens.

Foram feitas simulagdes para as imagens apresentadas nas Figuras 5.9(a) a 5.9(d).

Imagem Métrica Proposto AES
Max(%) | Min(%) | Med(%) || Max(%) | Min(%) | Med(%)

Boat NPCR 99,65 99,58 99,61 99,19 5,91 50,44
UACI 33,58 33,33 33,46 15,95 1,01 8,47

Lenna  NPCR 99,64 99,57 99,61 98,06 2,00 45,44
UACI 33,54 30,33 33,44 16,36 0,35 7,61

Mandril NPCR 99,64 99,58 99,61 96,40 0,16 51,18
UACI 33,61 33,36 33,45 16,23 0,03 8,62

Couple  NPCR 99,64 99,58 99,61 99,40 591 51,58
UACI 33,52 33,34 33,44 16,47 1,01 8,67

Fonte: Préprio Autor.

Com os resultados, € possivel observar a resisténcia do esquema a um ataque diferencial. Uma
pequena modificagdo na imagem original resulta numa grande mudanca na imagem cifrada. Observe
que os valores de NPCR estdo proximos a 100%, sendo o menor valor obtido 99, 57%. J4 os valores
de UACI estdo proximos a 33, 33%. Os resultados obtidos com o AES, baixos valores de NPCR e

UACI, mostram que ha vulnerabilidades em relacdo a este tipo de ataque diferencial.

Sensibilidade da Chave

Outra maneira de se avaliar a confusdo inserida pelo esquema € analisar quao uma pequena
variagdo da chave influencia na imagem cifrada, ou seja, ¢ avaliar a sensibilidade da chave. Tanto

na cifragem quanto na decifragem, uma mudanga na chave provoca uma alteracdo desde o inicio
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do processo. Isso ocorre porque o bloco padrdo com o qual se inicia tanto a cifragem quanto a
decifragem depende da chave. Dessa maneira, espera-se que o esquema seja “sensivel” a mudancas
na chave.

Nos testes, tenta-se obter as imagens originais decifrando-se imagens cifradas com chaves “mini-
mamente” diferentes das corretas. Para tanto, seja K uma chave incorreta que difere da chave correta

somente em um bit. A chave incorreta, que difere da original apenas no bit menos significativo, é

A~

K = (12913063224123073482930163241121301731485342338356728124464281243).

Observe que o valor na posi¢do destacada é 43, enquanto que na chave correta € 44. As ima-
gens cifradas com a chave K, mostradas nas Figuras 5.9(e) a 5.9(h), foram decifradas com cinco
chaves incorretas K e os resultados da NPCR e UACI entre a imagem original e cada uma das cinco
imagens decifradas foram obtidos. A Tabela 5.17 apresenta os valores médio, maximo e minimo
para as imagens decifradas com 6 chaves modificadas, que diferem da original em 1 bif em posi¢des
aleatoriamente selecionadas.

Tabela 5.17: Valores médio, mdximo e minimo de NPCR e UACI obtidos de um conjunto de 6 imagens
decifradas com chaves diferentes da chave de cifragem. A diferenga consiste na alteragdo de 1 bit, selecionado
aleatoriamente, em cada chave. Foram feitas simulacées para as imagens apresentadas nas Figuras 5.9(a)
a 5.9(d).

Imagem Métrica Proposto AES

Max(%) | Min(%) | Med(%) || Max(%) | Min(%) | Med(%)

Boat NPCR 99,62 99,59 99,60 99,63 99,59 99,61
UACI 28,49 27,78 28,12 28,46 27,82 28,15

Lenna  NPCR 99,63 99,59 99,61 98,62 99,59 99,61
UACI 28,68 28,57 28,64 28,66 28,57 28,62

Mandril NPCR 99,62 99,59 99,61 96,63 99,60 99,61
UACI 27,87 27,78 27,82 27,89 27,77 27,83

Couple  NPCR 99,62 99,59 99,60 99,63 99,59 99,61
UACI 27,59 27,56 27,58 27,64 27,56 27,61

Fonte: Préprio Autor.

Esses resultados indicam que o esquema proposto e o AES sdo sensiveis a minimas variacdes da

chave, o que inviabiliza ataques diferenciais sobre a chave.

Complexidade computacional

Nao foi possivel efetuar uma comparagdo de tempo requerido para cifragem e decifragem das

imagens com o esquema proposto e o AES. A implementacido do AES foi obtida de terceiros [103].
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Dessa maneira, ndo pode ser considerada que esta implementagdo seja a que requer menor custo
computacional.

A complexidade aritmética das transformadas representa a parte mais importante no custo com-
putacional do sistema proposto. As imagens de teste tém dimensdo 512 x 512 e seus blocos t€ém
dimensao 8 x 8, formando 4096 blocos. Como cada GFrFT € aplicada recursivamente no correspon-
dente bloco até que o valor mdximo de qualquer de seus pixels seja menor ou igual a 255, nao hd uma
expressao fechada para se computar a complexidade aritmética dada uma imagem arbitraria.

Nesse cendrio, é importante computar o nimero de vezes que a GFrFT € aplicada recursivamente
aos blocos de forma a manter os valores de pixels entre 0 e 255. O nimero miximo de GFrFT
aplicadas recursivamente ocorreu para a imagem apresentada na Figura 5.9(b), exatamente 5316
vezes, em que a GFrFT foi aplicada 6 vezes em trés blocos, 5 vezes em seis blocos, 4 vezes em trinta
e oito blocos, 3 vezes em 171 blocos, 2 vezes em 725 blocos.

Para analisar a redugdo da complexidade computacional, foi implementado um esquema de
cifragem com sobreposi¢@o de blocos, similar ao introduzido em [101] mas que utiliza a FFCT ao in-
vés da matriz da GFrFT. Considerando a superposi¢do de uma coluna e uma linha, para uma imagem
de 512 x 512 pixels o nimero total de blocos a serem processados € 10752. Avaliando a comple-
xidade aritmética associada a imagem apresentada na Figura 5.9(b), verificou-se que o nimero de
vezes em que a GFrFT foi aplicada foi de 13821 vezes. Comparando com o esquema proposto na
tese com o esquema com sobreposi¢do, hd uma redugio de aproximadamente 62% do nimero de
multiplica¢des matriciais.

Um aspecto importante no uso dessas transformadas € a existéncia de algoritmos rapidos e cal-
culos em aritmética inteira, que contribuem para a diminuicdo do custo computacional do esquema.
Como visto na Secdo 4.4, para computar uma GFrFT sdo necessdrias M'(N) = N logy(N)/2+4N
multiplicagdes e A'(N) = Nlog,(IN) + 3N adi¢des. Assim, como cada bloco requer 44 multi-
plicacdes e 48 adicdes, sdo necessarias 233.904 multiplicacdes e 255.168 adi¢Oes para a cifragem
da imagem apresentada na Figura 5.9(b). E possivel reduzir esta complexidade usando-se a GFrHT,

GFrST ou a GFrCT no lugar da GFrFT.

5.2 Marca d’agua no dominio fracional

Desde o inicio do século XXI, a distribuicdo, o compartilhamento e comercializacdo de imagens
digitais crescem aliados ao desenvolvimento de novas tecnologias de producdo e comunicagdo. Um

ponto negativo € que acdes ilegais se valem dessas tecnologias para alterar imagens, colocando em
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risco a integridade e autenticidade das mesmas. Apoiado no crescimento da rede mundial de com-
putadores (Internet), a distribui¢do e comercializacdo de copias ilegais de contetido protegidas por
direitos autorais é um elemento de forte tensdo na sociedade. A técnica de marca d’agua digital
emergiu para protecdo de contetido. Assinaturas ou logomarcas visivelmente inseridas constituem
um exemplo de marca d’4gua, contudo a conjuncio desta com a esteganografia permite a insercao de
informacdes sem alterar visivelmente a imagem [109].

Aspectos desejaveis as técnicas de marca d’dgua sdo a robustez (resisténcia a ataques que se
propdem a destrui-la), transparéncia (ndo degradacdo visual da imagem original), deteccdo de alte-
racdo e seguranca. Em relacdo a robustez, as técnicas de marca d’dgua podem ser classificadas como:
robusta, fragil e semi-fragil.

Sistemas robustos devem ser capazes de sobreviver a uma vasta gama de manipulagdes e sdo apli-
cados para garantir a autoria, enquanto que sistemas frageis tem por objetivo garantir a integridade
de conteddo, identificando adulteracdes da imagem. Por serem sensiveis a minimas manipulacdes,
sistemas frageis podem ser usados para autenticacdo [110]. Sistemas semi-frageis mesclam carac-
teristicas de sistemas robustos e frageis, sendo usados para identificacdo de alteragdo em certos locais
da imagem [111].

O dominio em que as imagens sdo processadas € outro critério para classificar as técnicas de
marca d’dgua: o dominio espacial e da frequéncia. Uma parte significativa dos sistemas que traba-
Iham no dominio espacial insere a marca no bit menos significativo (LSB, do inglés least significant
bit) de cada pixel da imagem.

No dominio da frequéncia, a marcacéo € feita nos coeficientes da transformada. No uso das trans-
formadas discretas como a DFT [112], a DCT [113] e a DWT (Discrete Wavelet Transform) [114,
115] deve ser levado em consideragdo o custo computacional e a precisdo para calcular tais trans-
formadas em aritmética de ponto flutuante. Abordagens que usam as transformadas digitais como
a FFFT e a FFCT se valem da aritmética inteira para reduzir tais problemas. Aoki et al. [116] pro-
puseram um sistema de marca d’4dgua fragil no dominio da frequéncia usando a FFFT para autenti-
cacgdo com capacidade de deteccdo de adulteracdo local.

Baseado nessa proposta, Cintra et al. [117] introduziram um sistema aplicado a autenticacio e
detecc¢do de adulteracdo de imagens no dominio da frequéncia usando a FFHT e a FFCT tipo 2.
Como este esquema utiliza um ferramental definido numa estrutura algébrica finita (calculos sdo
realizados com aritmética inteira), a insercdo e a extracdo da marca d’4gua sdo precisas e, tanto a

imagem original quanto a marca, sdo exatamente recuperadas. Outra proposta também baseada em

110



aritmética inteira foi feita por Lima et al. [118].
A seguir, é apresentado um sistema de marca d’agua fragil baseado na transformada fracional
do cosseno de corpo finito. Apds a apresentacdo dos esquemas de insercdo e extracdo da marca o

desempenho do sistema ¢ avaliado a partir dos resultados de testes realizados.

5.2.1 Esquema de insercdo da marca

O esquema foi projetado para imagens em escala de cinza, codificadas a 8 bpp, contudo pode ser
estendido a imagens coloridas. Uma imagem colorida pode ser representada pela concatenacdo de
tr€s imagens em escala de cinza, em que cada imagem representa a intensidade de cada cor funda-
mental da representacdo. A marca é uma imagem bindria, isto é, cada pixel s6 assume os valores 0
ou 1.

Denote por I a imagem original a ser marcada, por I, uma imagem de residuos obtida pela
reducdo moédulo p do valor de cada pixel de I, e por Iy uma imagem em que o valor de cada pixel é
miuiltiplo de p, de forma que I = I, + Ig. Denote por M a marca, imagem a ser inserida em I. O
diagrama em blocos da Figura 5.10 resume o esquema de inser¢do da marca M numa imagem 1.

Figura 5.10: Diagrama em blocos do esquema de inser¢cdo da marca d’dgua no dominio fracional usando a

GFrCT.
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Sdo obtidas as imagens 1g e 1, a partir da imagem 1. A imagem 1, é aplicada a FFCT bidimensional, resultando em I,
A marca M e a chave K sdo combinadas usando-se uma GFrCT, resultando em M. As imagens M e I'p sdo somadas, e
é aplicada a FFCT inversa resultando em D. As imagens D e 1g sdo somadas resultando na imagem com a marca, Ins.

Fonte: Préprio Autor.

Inicialmente, devem ser obtidas as imagens I, e I. Para que a inser¢do da marca ndo degrade a
imagem marcada, uma “boa escolha” de p é fundamental. Espera-se que a marca d’agua seja transpa-
rente, portanto o intervalo de valores de I ndo deve ser grande, uma vez que I € alterada pela marca

d’4gua. De acordo com a Figura 5.11, que apresenta imagens marcadas para diferentes valores de p,
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quanto maiores forem os valores de p, maior é a distorcdo na imagem marcada. A alteracdo de bits
menos significativos refletem numa pequena alteraciio visual da imagem. Por exemplo, para p = 7,
no maximo os trés ultimos bits dos pixels da imagem marcada podem diferir da imagem original. Ja
para, para p = 79, os cinco ultimos bits dos pixels da imagem marcada podem diferir da imagem
original.

Figura 5.11: [Imagens marcadas usando uma FFCT com diferentes valores de p, em que as operagdes sdo

realizadas em GF (p).

(a) Imagem original. (b) Imagem marcada em GF(7).

(d) Imagem marcada em GF(13). (f) Imagem marcada em GF(31).

(2) Imagem marcada em GF(47). (h) Imagem marcada em GF(53). (i) Imagem marcada em GF(79).

A degradagdo visual da imagem aumenta com o aumento do valor de p utilizado. Fonte: Préprio Autor.

Para se obter o espectro da imagem, é necessdrio dividir cada imagem em blocos N x N. Os
espectros da imagem I, e da imagem M, denotados por I; e M, respectivamente, sdo obtidos
através da aplicagdo de uma FFCT e de uma GFrCT bidimensionais, respectivamente, em cada bloco

da imagem. Cada bloco de M’ é obtido por uma GFrCT cujo parAmetro fracional é um elemento
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especifico da chave K. Logo em seguida, os espectros I; e M’ sdo somados, formando-se uma
imagem D’. Os elementos de D’ pertencem a GI(p), em virtude dos elementos de M’. Assim, I;,
pode ser obtida usando uma FFCT de elementos em GI(p). Na sequéncia, a imagem D’ é submetida
a uma FFCT bidimensional inversa gerando a imagem D. Por fim, a imagem marcada I, € obtida

pela soma das imagens D e 1.

5.2.2 Esquema de extracdo da marca

Para a extracao da marca, é necessario possuir a chave K e a imagem original I. O diagrama em

blocos da Figura 5.12 resume o esquema de extragdo da marca M de uma imagem marcada I;.

Figura 5.12: Diagrama em blocos do esquema de extracdo da marca d’dgua no dominio fracional usando
uma GFrCT.
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Conhecidas as imagens original e marcada, a marca M ¢é obtida a partir do processo inverso ao apresentado na
Figura 5.10. Fonte: Préprio Autor.

As imagens D e I, sdo obtidas pela reducdo médulo p das imagens I, e I, respectivamente. Em
seguida, sdo calculados os espectros de D e I, por meio de uma FFCT bidimensional, denotados por
D’ e I, respectivamente. Da subtragio de D’ por I, obtem-se M, o espectro fracional da marca M.
Ao se usar a GFrCT inversa, € necessdrio ter conhecimento da chave, pois cada elemento da chave é

um pardmetro fracional com o qual se constr6i as matrizes de transformacéo para cada bloco de M.

5.2.3 Resultados e Analises

Os testes foram realizados em Matlab® para uma imagem de dimensio 256 x 256 e uma imagem
bindria de dimensdes 64 x 64 foi usada como marca. Na Figura 5.13 sdo mostradas a imagem
original (Figura 5.13(a)), a marca d’4gua (Figura 5.13(b)) e a imagem marcada (Figura 5.13(c)) com
o esquema proposto. Diferencas visuais entre as imagens da Figura 5.13(a) e da Figura 5.13(b) ndo

sdo verificadas.
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Figura 5.13: Comparacdo entre a imagem original e a imagem com marca d’dgua.

MARCA
D'AGUA

UF PE
PPGEE

(a) (b) (©
Figura 5.13(a) imagem original, 256 x 256 pixels; Figura 5.13(b) marca d’dgua ampliada, 64 x 64 pixels; Figura 5.13(c)
imagem marcada, 256 X 256 pixels. Por uma inspe¢do visual, ndo se verifica diferencas visuais significativas entre as
imagens. Fonte: Préprio Autor.

A PSNR, medida em dB, entre as duas imagens, I; e I, é

2552

Wi—1Wsp—

1
1
MSE = — A
Wy 2 2o [000d) = R,

em que W7 e Wy correspondem ao nimero de colunas e linhas das imagens, respectivamente.

Considerando que as imagens tém dimensdes N1 x N, é analisada a relacdo sinal-ruido de pico
(PSNR, do inglés peak signal-to-noise ratio) entre as imagens originais I e marcada Ip;. Com a
PSNR tem-se uma métrica objetiva para avaliar distor¢des introduzidas em imagens digitais.

Neste caso, quanto maior for o valor da PSNR menor é diferenca entre as imagens. A PSNR
obtida com as imagens da Figura 5.13 foi 41, 30 dB, indicando que mesmo com a inser¢cdo da marca
as imagens sdo semelhantes. Para efeito de comparac¢do, compactando essa imagem com o padrao
JPG, a PSNR obtida é de 37,40 dB.

Apesar de ser um sistema com marca d’dgua fragil, deseja-se que o sistema seja robusto a alguns
tipos de manipulacdes. Em outras palavras, é desejavel que a marca d’dgua possa ser recuperada
mesmo havendo algumas degradacdes na imagem marcada. A imagem marcada foi alterada de trés
maneiras diferentes para avaliar a robustez do esquema. Novamente, a PSNR € usada para avaliar a
diferenca entre a marca original e a extraida. Além do sistema proposto, foram avaliados também o
sistema introduzidos por Cintra ef al. [117] e por Lima et al. [118].

Na primeira bateria de testes, os pixels da imagem marcada foram alterados aleatoriamente com
probabilidade 1073, Figura 5.14(a). A alteragio consistiu em incrementar em uma unidade o valor

do pixel.] A PSNR obtida foi 50, 30 dB para o sistema de Cintra, Figura 5.14(c), e 65,05 dB para
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Tabela 5.18: Valores da PSNR (dB) entre a marca d’dgua original e a marca d’dgua extraida segundo o
esquema proposto, o esquema de Cintra etal. [117] e o esquema de Lima et al. [118]. Na 1 bateria de testes,
os pixels da imagem marcada foram incrementados em uma unidade aleatoriamente com probabilidade 1073,
e a marca foi extraida desta imagem modificada. A marca extraida é igual a original com o esquema proposto,
pois o valor da PSNR é co. Os valores da PSNR para os outros esquemas indicam que as marcas extraidas sao
semelhantes a original. Na 2% bateria de testes, uma regido da imagem marcada teve os valores de seus pixels
zerados, e a marca foi extraida desta imagem modificada. A marca extraida é igual a original com o esquema
proposto, pois o valor da PSNR é co. Os valores da PSNR para os outros esquemas indicam que as marcas
extraidas sdo semelhantes a original. Na 3* bateria de testes, todos os pixels da imagem marcada tiveram seus
valores incrementados em uma unidade, exceto para valores iguais a 255, e a marca foi extraida desta imagem

modificada. Os valores da PSNR para os trés esquemas indicam que as marcas extraidas sdo semelhantes a

original.
Teste Proposto Cintra Lima
1 bateria (%) 50,30 dB | 65,05dB
2% bateria o0 46,29dB | 62,17 dB
3% bateria | 61,91 dB | 53,54 dB | 66,23 dB

Fonte: Préprio Autor.

o sistema de Lima, Figura 5.14(d). Para o sistema proposto o valor da PSNR foi infinito, indicando
que as imagens sio exatamente iguais, Figura 5.14(b).

Na segunda bateria de testes, uma regido da imagem marcada teve os valores de seus pixels
zerados, Figura 5.15(a). A PSNR obtida foi 46,29 dB para o sistema de Cintra, Figura 5.15(c), e
62,17 dB para o sistema de Lima, Figura 5.15(d). Para o sistema proposto o valor da PSNR foi
infinito, indicando que as imagens sdo exatamente iguais, Figura 5.15(b).

Na terceira bateria de testes, todos os pixels da imagem marcada tiveram seus valores incremen-
tados em 1 unidade, exceto para valores iguais a 255, Figura 5.16(a). A PSNR obtida foi de 53, 54 dB
para o sistema proposto, Figura 5.16(b), 66, 23 dB para o sistema de Cintra, Figura 5.16(c), e 61.91
dB para o sistema de Lima, Figura 5.16(d). Uma inspeg¢do visual indica que a imagem da marca

d’4gua recuperada com o sistema proposto foi degradada, conforme se observa na Figura 5.16(b).
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Figura 5.14: Marca d’dgua extraida de uma imagem marcada alterada, Figura 5.14(a), de acordo com a

primeira bateria de testes.

(a) (b) (© ()

Na Figura 5.14(b) estd a marca d’dgua extraida segundo o sistema proposto, na Figura 5.14(c) segundo o sistema de
Cintra, e na Figura 5.14(d) segundo o sistema de Lima. Fonte: Préprio Autor.

Figura 5.15: Marca d’dgua extraida de uma imagem marcada alterada, Figura 5.15(a), de acordo com a

segunda bateria de testes.

(a) (b) (© (@

Na Figura 5.15(b) estd a marca d’dgua extraida segundo o sistema proposto, na Figura 5.15(c) segundo o sistema de
Cintra, e na Figura 5.15(d) segundo o sistema de Lima. Fonte: Préprio Autor.

Figura 5.16: Marca d’dgua extraida de uma imagem marcada alterada, Figura 5.16(a), de acordo com a

terceira bateria de testes.

(@ (b) © (d)
Na Figura 5.16(b) estd a marca d’dgua extraida segundo o sistema proposto, na Figura 5.16(c) segundo o sistema de Cintra,

e na Figura 5.16(d) segundo o sistema de Lima. Uma inspecdo visual indica que a imagem da marca d’dgua recuperada
com o sistema proposto foi significativamente degradada, conforme se observa na Figura 5.16(b). Fonte: Préprio Autor.
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O sistema de marca d’4gua fragil apresentado mostrou um desempenho superior as propostas de
Cintra e Lima. Alguns tipos de manipulagdes na imagem que diminuiam a eficiéncia dos demais
sistemas ndo alteraram a eficiéncia do sistema proposto, como € o caso de introdugdo de ruido e
alteragdo em certos locais da imagem. Com o emprego das transformadas fracionais em corpos
finitos é possivel se obter um sistema de baixa complexidade computacional. E possivel também
associar uma chave secreta para a extracdo da marca. Neste caso, mesmo em posse da imagem

original, a marca sé € extraida por pessoas autorizadas.

5.3 Comunica¢iao Multiusuario

Sistemas de comunicacdo multiusudrio t€ém por objetivo o aumentar a eficiéncia dos recursos dos
sistemas de comunicagdes, isto €, o aumento das taxas de transmissao de dados dos usudrios [119-
122] para as faixas de frequéncias disponiveis para comunicagdo. O compartilhamento de recursos,
especialmente da largura de banda, pode ser feito por meio de sistemas de acesso multiplo. A banda
total disponivel para um sistema pode ser dividida em canais, e a cada usudrio deste sistema pode
ser atribuido um canal individual. No sistema de acesso multiplo por divisdo de frequéncia (FDMA,
do inglés frequency division multiple access), hd um compartilhamento do meio de comunicagdo por
meio da divisdo em canais. Enquanto o canal estiver alocado para um usudrio, nenhum outro usudrio
pode usar esta faixa de frequéncias. Ao invés de dividir a banda total em canais, pode-se aumentar o
nimero de usudrios, por exemplo, com o sistema de acesso multiplo por divisdo de tempo (TDMA,
do inglés time division multiple access) ou com o sistema de acesso multiplo por divisdo de cédigo
(CDMA, do inglés code division multiple access).

No sistema CDMA, os usudrios enviam mensagens ao mesmo tempo e nas mesmas faixas de
frequéncia. As mensagens dos usudrios sdo sequéncias ortogonais, isto €, o produto escalar com
sequéncias de outros usudrios é zero. A partir de uma sequéncia de referéncia para cada usudrio, é
possivel separar e recuperar todas as mensagens transmitidas de cada usudrio.

De maneira similar ao sistema CDMA, foram desenvolvidos sistemas de comunicagdo em que as
mensagens dos usudrios sdo construidas a partir de autovetores de transformadas discretas. Para estes
sistemas, cada autovetor pertence a um Unico autoespaco, isto é, estd associado a um tinico autovalor.
O nimero de autovalores distintos das matrizes de transformacgao dessas transformadas, portanto, é o
limite do nimero de usudrios distintos do sistema.

Em um sistema proposto por Campello de Souza et al. [41], os autovetores da DFT sdo utiliza-

dos como mensagens de usudrios transmitidas através de um canal real aditivo (RAC, do inglés Real
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Adder Channel). Nesse esquema, como um autovetor pertence a somente um autoespaco, no recep-
tor as mensagens dos usudrios podem ser separadas através de sucessivas aplicagdes da DFT. Esse
sistema suporta até quatro usudrios, pois a DFT tem apenas quatro autovalores distintos. Por se tratar
de um esquema multiusudrio, com essa proposta, € possivel aumentar a taxa de transmissdo, além de
tornar mais eficiente o uso do espectro eletromagnético [123].

Para conceber um sistema com mais de quatro usudrios, € necessdrio utilizar outras transfor-
madas discretas. As transformadas discretas do cosseno tipos 2 e 3 emergem como alternativas, pois
o nimero de seus autovalores distintos depende das dimensdes das matrizes de transformacao [124].
Apesar de haver um procedimento sistemdtico para obten¢do dos autovetores e autovalores das ma-
trizes de transformacao dessas transformadas, ndo hd uma férmula fechada para determinar o nimero
de autovalores e, com isso, construir os autovetores ortogonais para um comprimento arbitrario.

Em [42], Lima etal. propuseram a utilizagdo da transformada discreta fracional de Fourier
(DFrFT) num esquema de comunicagdo para oito usudrios. A matriz de transformacgdo de uma
DFrFT de comprimento /N pode ter até N autovalores distintos, o que indica a flexibilidade desta
transformada nesse tipo de aplicagdo. Para a DFrFT, hd inimeras propostas de determinagdo de
autovalores e constru¢cdo de conjuntos de autovetores [125]. Contudo, para este esquema de oito
usudrios, € necessdrio usar matrizes de transformacdo de dimensdo 9 x 9, ou seja, as sequéncias
devem ter comprimento nove.

A complexidade computacional para se calcular as transformadas discretas é um fator importante
que pode limitar suas aplicagdes. Outro aspecto estd relacionado a precisdo nos célculos, que fica
comprometida devido a necessidade de arredondamentos e ao uso de aritmética de ponto flutuante.
Esses problemas estio associados a estrutura algébrica na qual os célculos sdo realizados.

Como ja pontuado no decorrer desta tese, em corpos finitos a precisdo é garantida e os calcu-
los podem ser realizados com menor custo computacional. Nesta Se¢do, é proposto um esquema
multiusudrio baseado nas transformadas fracionais em corpos finitos.

Inicialmente, é formado um diciondrio de mensagens para cada usudrio, e cada mensagem esté
associada a uma constante. Uma sequéncia de um usudrio é construida pelo produto do autovetor
associado a este usudrio com a constante selecionada. Na recepcao, a constante é recuperada a partir
do autovetor, sequéncia padrio do usuadrio, e analisando o diciondrio € obtida a mensagem. O nimero
de mensagens distintas de um usudrio é dado pelo nimero de constantes distintas. As sequéncias
dos usudrios sdo transmitidas por meio de um canal somador em corpos finitos (FFAC, do inglés

Finite Field Adder Channel), resultando num vetor soma. Na recepcio, as mensagens sdo separadas,
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valendo-se da propriedade de ortogonalidade.

Diferentemente dos sistemas “criptograficos” propostos anteriormente, o sistema de comunicagio
multiusuario proposto emprega transformadas fracionais em corpos finitos baseadas na expansao
espectral da matriz de transformacdo. A abordagem com fung¢des de matrizes ndo € utilizada, pois
ndo € possivel se gerar mais autoespacos do que os ji gerados pelas transformadas usuais. Como visto
na Secdo 4.3.5, a matriz da GFrFT baseada em funcdes de matrizes s6 apresenta quatro autovalores
distintos. Assim, ela ndo serd considerada para esse tipo de aplicacio, pois nao seria possivel gerar
mais de quatro autoespagos, o que representa uma severa limitagdo em relag@o ao niimero de usudrios

do sistema.

5.3.1 Definicdo do esquema de comunica¢cdo multiusudrio

No esquema de comunicacdo multiusudrio proposto, cada usudrio € alocado em um autoespago
relacionado a um autovalor especifico de uma matriz de transformac¢io. Como o nimero de usudrios
depende do ntimero de autovalores distintos, a matriz da GFrFT pode ser empregada, visto que seus
autovalores dependem do parimetro fracional a. A matriz da GFrFT de dimensdo NV x N, baseada
na expansdo espectral, tem ao menos /N — 1 autovalores distintos [17].

Em linhas gerais, as mensagens transmitidas por um usudrio correspondem a autovetores mul-
tiplicados por diferentes constantes. As mensagens de um usudrio, portanto, pertencem a um tnico
autoespaco. Com o produto do autovetor por diferentes constantes, € possivel criar um diciondrio
para o usuadrio.

Para construir um sistema para M usudrios, € necessédrio que a matriz da GFrFT tenha M auto-
valores distintos. Considere que v,,,, m = 1,..., M, seja um autovetor da matriz F® associado ao
autovalor \,,. O diciondrio com K mensagens distintas do m-ésimo usudrio € construido a partir
de mensagens s,,,. As mensagens do m-ésimo usudrio podem ser obtidas fazendo-se s,, = iU,
k=1,...,K,emque oy € GI(p).

As mensagens criada pelos M usudrios sdo inseridas num FFAC, cuja saida, a sequénciay, € a
soma das mensagens de todos os usudrios, ou sejay = Zf\n/lzl vUm. Nao é do escopo deste trabalho o
comportamento do sistema na presenca de ruido. A influéncia deste dltimo foi avaliada em [123].

No receptor, recebida a sequéncia y, a GFrFT € aplicada M vezes, obtendo-se diferentes se-
quéncias transformadas, Y,,,, em que m = 0,1,..., M. Note que Yg =y, Y1 = F%y, etc. As

sequéncias recuperadas relacionadas ao m-€simo usudrio, S,,, sdo obtidas através de
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M-1

LS (g (F) . (5.17)

=0
k=0
param=1,2,..., M.

Para determinar a mensagem que o usudrio enviou, basta comparar a sequéncia §,, com o autove-
tor v,,,. Obtida a constante o, € com auxilio do diciondrio, a mensagem € recuperada.

A recuperagdo das mensagens de cada usudrio também pode ser feita por um cdlculo da corre-
lagdo [123]. Este cdlculo € feito a partir do produto interno entre as sequéncias recebidas e cada
autovetor da matriz F* associado a um usudrio. Devido as caracteristicas de ortogonalidade entre
os autovetores, a sequéncia de dados de um usudrio especifico pode ser recuperada. Contudo, essa

abordagem nao serd considerada na tese.

Sistema com dois usuarios

Para um sistema com dois usudrios sdo necessdrios dois autovalores distintos, que no caso da
FFFT sdo A = £1. Sejam s1; = axv1 € So = v sequéncias (mensagens) dos usudrios 1 e 2,
associados aos autovalores 1 e —1, respectivamente. Na saida do canal (FFAC) tem-se a sequéncia
y = s1 + s2. Aplicando a FFFT a y, sio obtidas as sequéncias Yy = F'y = y e Y; = F2y. Usando

a Equag@o (5.17), as sequéncias §; e So, associadas aos usudrios 1 e 2, respectivamente, sdo

=5 (W (E) y 4 () (B2 )
=5 (y + Y1) =5 ((s1+52) + (51— 52)) = 51,

o =3 (WD )y + () (1172) )
=3 (y = Y1) =5 ((s1+52) — (51 — 52)) = s2.

Esquema com quatro usuarios

Para um sistema com quatro usudrios sao necessdrios quatro autovalores distintos que, no caso
da FFFT, sdo A = {£1, £1/—1}. Sejam s1 = ayv1, S2 = Qpv2, S3 = QU3 € S4 = V4 sequéncias
dos usudrios 1,2, 3 e 4, associadas aos autovalores 1, —1,4/—1 e —y/—1, respectivamente. Se a

sequéncia de saida do FFAC é y = s1 + s3 + s3 + S4, as sequéncias transformadas sdo Yg = y,
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Y, =Fy, Yy, = F?ye Y3 = F3y. Usando a Equacio (5.17), as sequéncias recuperadas 3,,, sio

1 1
e SN
— w _1>0<F>1+<—1>0<F>2+<—ﬁ>°<F>3)y
_ %(51+32+53+34) (s14+V—1sy — s3 — vV/—1s4)
H(sp — 32+33—34) (s1 = V—=1ss — 53+ V—1s4)) = s1,
o o= (@ (VD E D E?P (VD) )y
_ %(I+FF+F2+FF3) y = s2,
s o= (W@ (VD ® )R+ (VD) @)y
- 3(1 F+F?—F°)y=s;3,
o= (0°® (VD E R (VD) 0y
— %(1 VI F+F?— /-1 F)y=s4,

em que I é a matriz identidade.

Esquema com oito usuarios

Para um sistema de oito usudrios, sdo necessarios oito autovalores distintos. Usando uma GFrFT
com parametro fracional @ = 1/2, obtem-se os autovalores A = (/[4] — 1)*, parak = 0,1,...,6,8.
Neste caso, hd o autovalor 1 = (v/—1)° = (/—1)® com multiplicidade dois, como visto na Segdo
4.3.5. Isso significa que s6 hé sete autoespacos distintos.

Para resolver este problema, pode ser usada a matriz de uma GFrFT com nove autovalores distin-
tos. Em corpos finitos, para construir essa matriz € necessario um elemento de ordem multiplicativa
igual a nove. Assim, as sequéncias dos usudrios devem ter nove componentes.

Uma alternativa para que as sequéncias permane¢am com oito componentes, ¢ usar uma GFrFT
com pardmetro fracional a = 1/4, pois (v/—1)° = 1 e (v/—1)* = —1. Se a sequéncia de saida do
FFACéy = Z 1 Sm. as sequéncias transformadas sdo Y = F*y, parak = 0,1,...,7. Fazendo
i(k) =0,1,...,6,8, parak = 0,1,...,7, os autovalores da GFrFT sio dados por A\ = (v/—1)**)/2,

Usando a Equagao (5.17), as sequéncias recuperadas $,,, sdo
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0|~ 0ol 0ol ook

| = ool

: a\k i N
> W (P) Ty =g 30 ()
k=0 k=0
(T+F% + F+F! 4 F2 4 FE 1 FO 4 Fh )y =,
i()\k)k (F )ky
k=0
( I+ (—ﬁ)% (F%> + (—V-1)F + (—\/—71)% (F%) +(—y/1)? (FQ)

H=V=DE (FE) + (V=1 (F?) + (V=1 (FE) ) y = s,

[~
>
N
S
=
~~
=
~—
<

T
- O

/N

+ (VD) (FE) 4 (—VEIPR + (V=D (BE) + (-VD)! (F?)
+H(—V=T)? (FF) + (V=) (F%) + (—V=1)° (FF) ) y = s,
S 00 (r)'s
0
T (—V=D (B 4 (—VoDPF + (—V=D) (FE) 4 (~v=1)° (F2)
VDT (FE) 4 (V=1 (F?) + (V=12 (F?) )y = 54,
S o ()
0
T4 (—VD)? (F}) 4 (VD' o+ (VD) (FE) 4 (—v1)° (F2)

7
> (w)* (F%

L+ (—vV=1) (F}) + (- V=1)F + (~v=1)° (F}) + (-v=1)" (F?)
HVED (B ) 4 (VD)8 (F) + (V=D (FF) )y = s,
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Neste ultimo caso, usando uma GFrFT com pardmetro fracional a = 1/4, o sistema poderia com-

portar até 15 usudrios. Sistemas com mais usudrios podem ser projetados respeitando trés aspectos:

1. Para construir sequéncias de N componentes, deve existir um elemento ¢ de ordem multiplica-

tiva ord(¢) = N em GI(p).
2. O elemento (y/—1)*/* deve pertencer a GI(p).

3. A distribui¢do dos autovalores associados aos autovetores da FFFT deve ser respeitada, estando

em consonancia com a Tabela 2.1

Exemplo 5.1 — Sistema de comunica¢ao com oito usuarios.
Considere o elemento ( = 8 + 85 € GI(127), com ordem multiplicativa ord(8 + 8j) = 8. A

matriz da FFFT construida sobre esses termos é

4 4 4 4 4 4 4 4

4 324955 123 95+955 123 954325 45 32432

4 1235 123 45 4 1235 123 47
p_ | 4 9955 4) 32+95) 123 32432) 123] 95+32)

4 123 4 123 4 123 4 123

4 95+325 1237 324325 123 324955 45 95+ 955

4 4 123 1235 4 45 123 123

| 4 32432 4j 954325 123 954955 1235 324955 |

A matriz da GFrFT com pardmetro fracional a = 1/4, construida de acordo com o procedi-

mento descrito na Tabela 3.1, é
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724297 73+120f 72+11j 54+18 93+99 S54+18 72+ 11j 73+ 120
734 120f 107+ 111j 64+ 13j 68+44j 122+ 74j 14+ 123j 46+ 103j 43+ 85j
72+11j  64+13j  95+63 115+58 79+6j  47+33j 11+73 46+ 103

pi_| SIS 6S+4dj 1S+ 58 M4+ 115 9+5 86 +63j  47+33) 14+ 123
93+99j  122+74j 79+6j  9+5j 50+ 113j 9+5j 79+ 6] 122+ 74j
54+ 18 14+123j 47+33) 86+63 9+5j 44+ 113j 115+58 68 + 44

72411  46+103j 11+73j 47+33 79+6j  115+58 95+63j 64+ 13
734120 43+85  46+103) 14+123] 122+74j 68+44j 64+13  107+11]j |

O
. 1, L
As matrizes F e F'4 tém os mesmos autovetores, os quais sdo apresentados na segunda coluna
. i .
da Tabela 5.19. Os autovalores das matrizes ¥ e ¥'1 sdo apresentados nas terceira e quarta co-

lunas da Tabela 5.19, respectivamente, associados aos respectivos autovetores, segunda coluna

da Tabela 5.19.

Tabela 5.19: Conjunto ortogonal de autovetores de F e de F1 parap = 127, = 8 + 8§, N = 8, segunda

coluna. Os autovalores de F sdo apresentados na terceira coluna, e os autovalores de ¥ sdo apresentados na

quarta coluna, associados aos seus respectivos autovetores.

k Vi AF) | AFYY
1 1,126, 15, 1, 1, 1, 15, 126 1 1

2 0, 22, 112, 8, 0, 119, 15, 105 1265 | 106 + 24
3 1, 81, 49, 81, 53, 81, 49, 81 126 | 119 +8j
4 0, 119, 1, 8, 0, 119, 126, 8 j | 103+215
5| 1, 126 4+ 257, 35+ 587, 22 + 74j, 46 4 674, 22 + 745, 35 + 585, 126 + 255 1 126

6 0, 26, 17, 8, 0, 119, 110, 101 1265 | 24+ 215
7 1, 44, 80, 44, 12, 44, 80, 44 126 8 +8j
8 | 1, 126 + 1024, 35 + 697, 22 + 535, 46 + 605, 22 + 534, 35 + 697, 126 + 1025 | 1 126

Fonte: Préprio Autor.

Considere que as mensagens dos usudrios sdo dadas por: s; = 12v1, so = Tva, S3 = dvs,
S4 = 34, S5 = U5, s¢ = 11vg, s7 = 33v7 e sg = 46vg. A mensagem de saida enviada ao FFAC

¢ dada por Yy = 3°°

m—1 Sm € € apresentada na primeira coluna da Tabela 5.20.

A existéncia de ruido em canais aditivos provoca erros entre as mensagens transmitidas e
recebidas. Sobre certas situagdes, as quais ndo sdo tratadas nesta tese, com o uso de codigos
corretores de erro as mensagens podem ser corrigidas. Considerando esse cendrio, as sequén-
cias s;m, m = 1,...,8, sdo recuperadas de acordo com a Equacdo (5.17). Nas colunas 2 a 8

da Tabela 5.20 sdo apresentadas as sequéncias Y, k = 1,...,7, as quais sdo as sequéncias
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transformadas de Y o, respectivamente. Usando a Equacdo (5.17), a mensagem recuperada do

primeiro usudrio é

7
1 Z
S]_ — Yk = ]_2 (1, 126, 15, 17 ]-7 ]-7 15) 126)
8 k=0

Tabela 5.20: Sequéncias de saida do FFAC e suas transformadas. A n-ésima coluna representa a n-ésima
autosequéncia da transformada fracional de Fourier sobre corpos finitos associada ao pardmetro (n)/4. Na
primeira coluna estd a sequéncia recebida Yy. Na segunda coluna estd a sequéncia Y1, que representa a

GFrFT de pardmetro a = 1/4 de Yy, e assim por diante.

Yo Y Yo Y3 Yy Ys Y5 Y7
105405 | 634415 | 49+28j | 1234595 | 29+05 | 1234685 | 49+995 | 63+ 86
AT+915 | 14+67j | 534755 | 23+1165 | 108485 | 57+13j | 103+ 135 | 42+ 55)
122 + 135 | 10841065 | 25-+68j | 23+ 1215 | 109+ 615 | 72+ 67 | 4+1045 | 46+ 42j
72456 | 20+415 | 44885 | 974555 | 04635 | 7T4+465 | 1244265 | 0+ 625
98 +61j | 55+82j | 63+2j | 554215 | 103+61j | 118 +475 | 63+ 1215 | 119+ 113j
117+565 | 624155 | 1244895 | 124315 | 0+495 | 32+22j | 4+27j | 85+36j
T9+13j | T4+87j | 4+1205 | 444625 | 1094925 | 51485 | 25+295 | 80+ 23
104+915 | 1114865 | 103+315 | 115415 | 108+47j | 924255 | 53+ 965 | 72+ 74j

Fonte: Préprio Autor.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

S transformadas em corpos finitos continuam a ser objeto de investigagcdo e fornecem vdrias

possibilidades para novos estudos, como € o caso das transformadas fracionais em corpos
finitos. A importancia dessas ferramentas é percebida pelas aplicagdes em diversas areas da En-
genharia, e por dois aspectos de significativa e crescente necessidade: simplicidade nas operacdes
aritméticas e a auséncia de erros de arredondamento.

Acompanhando a evolugdo das transformadas no corpo dos niimeros reais, onde se tem definidas
transformadas fracionais continuas e discretas, esta tese introduz transformadas fracionais em estru-
turas algébricas finitas.

Além disso, ferramentas desenvolvidas no corpo dos nimeros reais, como a teoria de funcdes de
matrizes, também se mostram vélidas em corpos finitos e foram empregadas para as defini¢des das

transformadas fracionais de Fourier, de Hartley, do seno e do cosseno tipos 1 e 4 em corpos finitos.

6.1 Contribuicoes

No Capitulo 2 € introduzida a transformada de Hartley sobre corpos finitos generalizada. As
autoestruturas dessa matriz e da matriz da transformada de Fourier em corpos finitos generalizada
sdo investigadas para se obter ferramentas destinadas a definicdo das transformadas fracionais do
cosseno e do seno sobre corpos finitos tipo 4 baseadas na expansdo espectral. No Capitulo 3, é
introduzida a transformada fracional de Hartley sobre corpos finitos baseada na expansdo espectral
que utiliza autovetores construidos a partir da matriz S. S&o introduzidas também as transformadas

fracionais de Fourier e de Hartley sobre corpos finitos generalizadas e as transformadas fracionais do
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cosseno e do seno sobre corpos finitos tipo 4 baseadas na expansao espectral que utilizam autovetores
construidos a partir da matriz E.

No Capitulo 4, é desenvolvida a teoria de fungdes de matrizes em corpos finitos com o propdsito
de se obter poténcias fracionais das matrizes das transformadas cldssicas sobre corpos finitos. A ca-
pital importincia desta teoria reside no fato de que nao € necessdrio se construir conjuntos ortogonais
de autovetores para se definir as transformadas fracionais em corpos finitos. E desenvolvida uma
expressao analitica para se obter as matrizes de transformacao.

Ainda no Capitulo 4, foram definidas as transformadas fracionais em corpos finitos e obtidas al-
gumas propriedades das mesmas. O material deste capitulo foi publicado em anais de simpdsios in-
ternacionais [25, 26]. Nas Secdes 3.7 e 4.3.5, foi analisada a autoestrutura da transformada fracional
de Fourier sobre corpos finitos, que serve de fundamentagao tedrica para aplicacdes em comunicacao
multiusudrio, como visto na Sec¢éo 5.3.

Na Secdo 4.4, foram encontradas expressdes analiticas para determinar o nimero de multipli-
cacdes e adigdes requiridas no célculo das transformadas fracionais. Com a proposta baseada em
fungdes de matrizes, ndo hd um aumento significativo na complexidade computacional associada
as transformadas fracionais em corpos finitos quando comparadas com as correspondentes trans-
formadas cldssicas em corpos finitos. Em comparacdo com procedimentos baseados na expansao
espectral [22, 24, 46], a complexidade computacional é menor. Isso ocorre, pois é possivel utilizar
os algoritmos rapidos desenvolvidos para as transformadas classicas para qualquer comprimento de
transformada.

Mostrou-se que os algoritmos rdpidos usados em transformadas ordindrias podem ser usados
também em transformadas fracionais. A nova abordagem contribui para o uso das transformadas
fracionais em aplicacdes em que o custo computacional € essencial, como em criptografia, por exem-
plo. Nas Sec¢oes 5.1 e 5.2, foram apresentadas propostas de sistemas criptograficos para cifragem de
imagem e para marca d’dgua, respectivamente.

No Capitulo 5, algumas aplicagdes em criptografia e em comunicacdes foram desenvolvidas e
avaliadas, mostrando a flexibilidade e a aplicabilidade das ferramentas matematicas e transformadas

introduzidas nesta tese.

6.2 Trabalhos Futuros

A seguir, sdo apresentados alguns tépicos para continuidade da tese em trabalhos futuros.

e Em relacdo ao procedimento baseado na expansdo espectral, em que se emprega matrizes comu-
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tantes para se obter um conjunto ortogonal de autovetores, pode ser avaliada a utilizacdo de outras
matrizes que comutem com a matriz F', como a matriz T [32]. Isso é relevante, porque em alguns
casos a matriz S ndo tem autovalores em GF(p) ou em GI(p), mas sim em corpos de extensdo
mais alta. Com isso, fica invidvel a constru¢do de conjutos ortogonais de autovetores, necessarios

para aplicagdes como em comunicagdo multiusudrio.

Pode-se investigar para quais nimeros primos existem elementos unimodulares com autovetores e
autovalores em GI(p). A razdo é a mesma que no item anterior, pois assim € possivel saber quando

se obtém conjuntos ortogonais de autovetores.

Podem ser investigadas as propriedades de deslocamento, convolucio, multiplicagdo nos dominios
fracionais e do “tempo”. Com essas propriedades serd possivel fundamentar teoricamente proces-

sos de filtragem no dominio fracional em corpos finitos.

Podem ser investigadas as relacdes entre niimeros positivos e negativos no corpo dos nimeros
reais com os elementos que sdo residuos quadraticos e com os que nao sdo residuos quadraticos
em corpos finitos. Dessa maneira, uma fundamentagao tedrica € obtida para se realizar operagdes
entre nimeros reais em corpos finitos, como na proposta de Rader [38]. Isso permite que aplicagdes
como filtragem de sinais de radar, biométrico, dentre outras, possam ser realizadas em corpos

finitos e depois “retornem” ao corpo dos nimeros reais.

A teoria desenvolvida para as transformadas fracionais sobre corpso finitos € foi feita considerando
nimeros primos impares. Contudo, para corpos de caracteristica dois, GF(2™), ainda ndo foram
definidas as func¢des do seno e do cosseno. Nesse sentido, podem ser investigados corpos de

caracteristica dois, e em seguida definidas as transformadas cldssicas e fracionais.

Pode ser investigada a relacdo entre a GFrCT e a GFrFT, com o propdsito de se obter mais facil-
mente uma transformada a partir da outra. Isso é importante, pois em alguns casos uma das trans-
formadas pode ser livre de operagdes de multiplicagdo, como € o caso das transformadas numéri-

cas.

Podem ser investigados sistemas de cifragem de imagens baseados em transformadas fracionais em
corpos finitos, realizando comparagdes com outros sistemas de cifragem, avaliando, especialmente,

a complexidade computacional.
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APENDICE A

LISTA DE TRANSFORMADAS

este apéndice é resumida a nomenclatura, siglas, operadores e dada uma breve descri¢do

das transformadas mencionadas e utilizadas nesta tese. A Tabela A.1 apresenta as transfor-

madas discretas no corpo dos niimeros reais e, fora da ordem cronolégica, mostra a evolugdo das
transformadas desde suas versdes ordindrias e versdes generalizadas até as versdes fracionais.

A Tabela A.2 apresenta as transformadas em corpos finitos. Da mesma maneira, a disposi¢ao das

transformadas busca mostrar a evolu¢do desde suas versdes ordindrias e versdes generalizadas até as

versdes fracionais. As transformadas das tdltimas cinco linhas desta tabela sdo contribuicdes desta

tese.
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APENDICE B

DEMONSTRACOES

N este apéndice sdo apresentadas as provas de algumas proposi¢des introduzidas no Capi-
tulo 3, necessdrias para a caracterizagdo das transformadas fracionais em corpos finitos

baseadas na expansao espectral da matriz de transformagdo e em matrizes comutantes.

B.1 Proposicoes relacionadas a matriz S

Considere a matriz diagonal T de dimensdo N x N, cujos elementos ndo nulos sdos dados por

[T)5,n = 2cos¢(n). A matriz T tem a forma

)

[ 2cosc(0) 0 0 0 0 1 ]
0 2cos¢(1) 0 0 0 0
T = 0 0 2cos¢(2) 0 0 0 (mod p). (B.1)
i 0 0 0 0 ... 0 2cos¢(N—1) |
Considere a matriz U de dimens@o N x NN, cujas colunas sdo os vetores u,,, m =0,..., N —1,
isto é, U := [ug, uy, ..., uy_1]. As componentes do vetor u,, sdo dadas por

1, sen=m—1loun=m-+1
U [n] == .
, C.C.
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paran =0,..., N — 1. A matriz U tem a forma

(0100 ...0 1]
1010 ..00

S=]10101 ... 0 0] (modp). (B.2)
100 0 10|

Lema B.1
Se £, é a m-ésima coluna da matriz ¥, matriz de transformagdo da FFFT definida na Equacdo
(2.3), entdo
Fu,, =Tf,,,

param=20,...,N — 1.

Demonstragdo:
Considere que [T'],,, seja o elemento na r-ésima linha e m-ésima coluna da matriz T, em
que r,m = 0,1,..., N — 1. Considere que f,,[r] seja o r-ésimo elemento do vetor f,,,. Em
virtude dos elementos ndo nulos estarem apenas na diagonal de T, a multiplicacdo de T por

f,, resulta em
[T]T,mfm [T] = (2 COSC(T) - 4) CTma

parar,m=0,1,... ., N — 1.
Como a matriz F é simétrica, tem-se que [F; 11 = [F]r4+1,m. OU seja, ¢rim+1) —

¢+ | Assim,

P = [Flomst +Flrmt — 4o

Cr(m—i—l) +<7‘(m—1) +<~r(m—l)

= ("2cos¢(r) —4¢"™ = (" (2cos¢(r) — 4).

Logo, Tf,, = Fu,,. [ |

B.1.1 Demonstracdo da Proposicao 3.1

Proposic¢ao 3.1

As matrizes F' e S comutam.
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Demonstragdo:
Como a matriz U tem como colunas os vetores u,,, m = 0,1,..., N — 1, a partir do Lema B.1

conclui-se que TF = FU, e que

(TF)" = (FU)'

UF = FT,

em que {.}* denota a transposta do argumento. Como a matriz S, definida na Equagdo (3.3), pode

ser escrita como S = U + T, e as matrizes F, T e U sdo simétricas, entdo

FS =F(U+T) =FU+FT

=TF +UF =SF.

Lema B.2
Considere as matrizes S e L de dimensdo 2N x 2N, definidas nas Equagées (3.3) e (3.5), respec-
tivamente. A transformacdo de similaridade LSL™! separa em partes par (Ev) e impar (Od)
a matriz S, em que Ev é uma matriz de dimensdo (N + 1) x (N + 1) e Od ¢ uma matriz de
dimensdo (N — 1) x (N —1).
Demonstragdo:

Como L ¢ simétrica, entdio L=! = L7 = L. Mostra-se que

e Se v = [v[0],v[1],...,v[N — 1],v[N],v[N —1],...,v[1]] é um vetor de simetria par e
comprimento 2N, entdo o produto vL resulta no vetor v = /2 [% v[0],v[1],...,v[N — 1],
1
WU[N},O,...,O .
e Sev = [0,v]1],...,v[N —1],0,—v[N —1],..., —v[1]] € um vetor de simetria fmpar
e comprimento 2N, entdo o produto vL resulta no vetor v. = /2[0,...,0,v[N — 1],
- v[1]].
Considere que s,, é a n-ésima coluna de S, escrevendo S = [sg, S1, ..., Sanx—_1], 0 produto
LS :=[rg,r1,r2,...,ry_2,rNy_1] resulta em
LS = % [\@So,sl + SoN 1.+ -2 SN—1 + SN+1, V2SN, SN—_1 — SN 41,
.81 —son1]’. (B.3)
Assim, as (N + 1) primeiras linhas de LS, rg, ..., ry, sfo vetores de simetria par, en-
quanto que as (/N — 1) dltimas linhas de LS, r 41, ..., rany—1, s80 vetores de simetria impar.
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J o produto LSL = [r{,r},15,...,r5y_;] resultaem

LSL = [I‘o,I‘17...,I‘2N71]L
= [ro,r1+ron—1,..-,I'N—1+IN+1, TN, N1 — PN 41,
RS 1 —I'N_l]. (B4)

Observe que os vetores ry a ry tem simetria par. Dessa maneira, r], = V2 | 2700,
1], - - [N — 1],%rm[N],O,...,O},param =0,...,N.

Observe também que os vetores r 41 a ron—1 tem simetria fmpar. Dessa maneira, r/,, =
V2[0,...,0,7m[N —1],...,rm[1]], param =N +1,...,2N — 1.

Com isso, LSL~! é a soma direta das matrizes Ev e Od,

Ev 0
0 Od

LSL™! =

Pelo fato de S ser uma matriz tridiagonal, as matrizes Ev e Od também sfo tridiagonais.
De maneira similar, pode-se verificar o caso em que L tem dimensdo (2N + 1) x (2N + 1),
impar. Para este caso, Ev é uma matriz de dimensdo (N + 2) x (N + 2) e Od é uma matriz

de dimensdo (N — 1) x (N —1). [ ]

Lema B.3
Os autovetores de simetria par de S sdo extensoes simétricas dos autovetores de Ev. Os autove-

tores de simetria impar de S sdo extensdes simétricas dos autovetores de Od.

Demonstragdo:
Se ey, ¢ um autovetor de Ev, entdo o vetor e = [e}]0...0]", parak = 0,..., [N/2], é um

autovetor de simetria par de LSL~!, uma vez que
LSL'e=)e =S (L_le) =A (L_le) .

De maneira andloga, se o, é um autovetor de Od, entdo o = [0...0|o}]", para k =

0,...,|N/2 — 2], é um autovetor de simetria fmpar de LSL~!, uma vez que
LSL™'o=X0 =S (L 'o) =\ (L '0).

Como L~ = L, é possivel encontrar autovetores de S com simetria par, a partir de Ev,

ou com simetria impar, a partir de Od, fazendo

uy, = L[el[0...0]", k=0,..., LJ , (B.5)
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N_?’J , (B.6)

ugy1 = L[0...0lo}]", k=0,..., {2

respectivamente. ]

B.1.2 Demonstracao da Proposi¢do 3.2

Proposicao 3.2
As matrizes C;, obtida pela Equacdo (2.12), e Ev, obtida pela Equacdo (3.6), comutam. As
matrizes S, obtida pela Equagdo (2.16), e Od, obtida pela Equagéo (3.6), comutam.

Demonstragdo:
Pela Proposigao 2.6, se v é um autovetor de comprimento 2N e simetria par de S, e portanto de
F, entdo v é um autovetor de comprimento (N + 1) de C;.
Analisando o Lema B.2, se v € um autovetor de Ev, entdo ¥ € um autovetor de C;. Por ser

tridigonal Ev tem um tnico conjunto de autovetores, V . Assim,
EVC1 = VAV_lcl = 01VAV_1
= ClEV

Considere que as matrizes F, S e L tenham dimensdo 2N x 2N. A matriz F, obtida pela

transformacao de similaridade LFL, € tal que

_ C, 0
F = LFL = ,

0 S;
em que C; tem dimensdo (N + 1) x (N 4 1) e S; tem dimensdo (N — 1) x (N —1).

A matriz S, obtida pela transformagio de similaridade LSL, é tal que

_ Ev 0
S=LSL = ,
0 Od

em que Ev tem dimensdo (N + 1) x (N 4 1) e Od tem dimensdo (N — 1) x (N —1). [ |

B.1.3 Demonstrag¢do da Proposicao 3.3

Proposicao 3.3
As matrizes H, obtida da Equag@o (2.4) e S, definida na Equacéo (3.3), comutam.
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Demonstragdo:

Uma vez que F pode ser escrito de acordo com a Equagdo (2.23) e como F e S comutam,
(Fy — vV—1F;)S = S(F, — v—1F}).

Como os elementos da matriz S pertencem a GF(p), as matrizes F, e F; comutam com S.

Dessa maneira,

HS = (F, + F;)S = S(F, + F;) = SH.

B.2 Proposicoes relacionadas a matriz F/

Considere a matriz diagonal T de dimensdo N x N, cujos elementos ndo nulos sdos dados por

[T)5,n = 2cos¢(n+1/2). A matriz T tem a forma

[ 2c0s¢ () 0 0o 0 0 1 ]
0 2 cos¢ (%) 0 0 0 0
T = 0 0 2cos¢ (5) 0 0 0 (modp).  (B.7)
0 0 0 0 ... 0 2cosc (851) |
Considere a matriz U de dimensdao N x N, cujas colunas sdo os vetores W,,, [ =0,..., N — 1,
isto é, U := [ug, uy, ..., uy_1]. Os vetores u,, sdo definidos como:
e up:=1[0,1,...,—1]" (modp)
e Param=1,.... N—2,en=0,...,N — 1, u, tem suas componentes dadas por:
1, sen=m—-—1loun=m+1
U [n] =
0, c.c.
e uy_;:=[—1,...,1,0]" (modp)
Lema B.4

Se £, é a m-ésima coluna da matriz F o, entdo

FGum = Tfm7

param=0,..., N — 1.
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Demonstragdo:
Param =1,..., N — 2, oresultado segue a demonstracdo do Lema B.1. Para m = 0, tem-se
ug, Fgug=1f; —fy_1. Param = N — 1, tem-se Fguy_1 = fy_2 — f{.

Fazendo f, = Tf,, a n-ésima componente do vetor f, é dada por
Foln] = (C(”+1/2) + C‘(”+1/2)) C1/2(n+1/2)
= g%(n+1/2) + C—%(n+1/2)‘
A n-ésima componente do vetor f_; é obtida por
fn_1[n] = C(N71+1/2)(n+1/2) _ CNnCNn/2C71/2(n+1/2) _ _1C71/2(n+1/2).

Assim, f; = (2T e £y = —¢WV-1/2)(n+1/2)de forma que Fguy = Tf,. Fazendo

fy_1 = Tfy_1, an-ésima componente do vetor fn_q édada por

?N,l[n} = (C(n+1/2) + (*(”Jrl/?)) C(N71/2)(n+1/2)
= -1 (gn/2+1/4+<—3n/2—1/4)

- (C1/2(n+1/2) 4 <—3/2(n+1/2)) ‘

Assim, fy = (2 F1/2 e £y 5 = —(3/2(n+1/2) de forma que Fguy_; = Tfy_;. [ ]

B.2.1 Demonstragao da Proposicao 3.4

Proposicao 3.4
As matrizes F g, obtida pela Equagdo (2.6), e E, obtida pela Equagdo (3.15), comutam. As

matrizes Hg, obtida pela Equacgdo (2.9), e E, obtida pela Equacdo (3.15), comutam.

Demonstragdo:

Analisando o Lema B.4, conclui-se que TFg = FgU, e que
(TFg)! = (FeU)'
UFes = FgT.

Como a matriz E pode ser escrita como E = U+ T, e as matrizes Fg, T e U sdo simétricas,

entao

FecE =F¢g (U + T) =FgU+FgT

=TFg +UF¢ =SFq¢.
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Uma vez que F ¢ pode ser escrito de acordo com a Equacio (2.27) e como F g e E comutam,
(Fgr — V—1FGi)E = E(Fg, — V—1Fgi).

Como os elementos da matriz E pertencem a GF(p), as matrizes Fg, ¢ Fg; comutam com

S. Dessa maneira,

HgE = (FGr + FGi)E = E(FGr + FGi) = EH.

Lema B.5
Considere as matrizes B e L de dimensdo 2N x 2N, definidas nas Equacoes (3.15) e (3.5),
respectivamente. A transformagdo de similaridade LEL™" separa em partes par (Ev) e impar
(0d) a matriz E, em que Ev é uma matriz de dimensdo N x N e Od ¢ uma matriz de dimensdo

N x N.

Demonstragdo:

Como L é simétrica, entdio L=! = L7 = L. Mostra-se que

e Sev = [v[0],v[1],...,v[N — 1],0[N —1],...,v1,v0] é um vetor de simetria par de com-
primento 2N, entdo o produto vL resulta no vetor v = /2 [v[0],v[1],...,v[N — 1],
0,...,0].

e Sev = [v[0],v[1],...,v[N — 1], —v[N — 1],..., —v[1], —v[0]] é um vetor simetria impar
de comprimento 2N, entdo o produto vL resulta no vetor v = 1/2[0,...,0,v[N — 1],

.., v[1], v[0]].
Considere que e,, é a n-ésima coluna de E, e escrevendo E = [eg,e1,...,ean_1], O

produto LE := [rg,r,T2,...,rN_2,Iy_1] resulta em

t
LE=— [eg+en_1,...,en—1 T €ent1,eN—1 —€eN41,-..,€ —€n_1] (B.8)

V2
Assim, as N primeiras linhas de LE, rg,...,ry_1, sd0 vetores centro-simétricos pares,
enquanto que as [V ultimas linhas de LE, ry, ..., ron_1, sdo vetores centro-simétricos im-

pares. Ja o produto LEL = [rg, r),rh ... »I'/2N71] resulta em
LEL = [I'(),I'l,...,I'QN_l]L
= [ro+Ton—1,...,'N-1+TN41,'N-1 —TN41,.-.,T0 —Fan—1]. (B.9)

Observe que rg ary 3o vetores centro-simétricos pares. Dessa maneira, r/,, = v/2 [r,,[0],

coy [V —1],0,...,0], param =0,...,N — 1.
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Observe também que r 41 a roy—1 S40 vetores centro-simétricos impares. Dessa maneira,
r =+v210,...,0,7n[N —1],...,7,[0]], param = N, ..., 2N — 1.

m

Com isso, LEL ! é a soma direta das matrizes Ev e Od,

Ev 0
0 Od

LEL ' =

Pelo fato de S ser uma matriz tridiagonal, as matrizes Ev e Od também sdo tridiagonais.
De maneira similar, pode-se verificar o caso em que L tem dimensao (2N + 1) x (2N + 1),
fmpar. Para este caso, Ev é uma matriz de dimenséo (N + 1) x (N + 1) e Od é uma matriz

de dimensdo N x N. [ |

Lema B.6
Os autovetores centro-simétricos pares E sdo extensdes simétricas dos autovetores de Ev. Os

autovetores centro-simétricos impares K sdo extensdes simétricas dos autovetores de Od.

Demonstragdo:
Se ey, ¢ um autovetor de Ev, entdo o vetor e = [e}]0...0]", parak =0,..., [ (N +1)/2],¢

um autovetor centro-simétrico par de LEL ™!, uma vez que
LEL 'e=)e —=E (L_le) = (L_le) .

De maneira andloga, se oy é um autovetor de Od, entdo o = [0...0|o}]?, para k =

0,...,|N/2 — 2], é um autovetor centro-simétrico {mpar de LEL ™!, uma vez que
LEL 'o=Xo=E (L '0o) = A (L o).

Como L~! = L, é possivel encontrar autovetores centro-simétricos pares de E a partir

de Ev, ou autovetores centro-simétricos impares a partir de Od, fazendo

u%:LEQUHWﬂkzoww{Ngly (B.10)
€

u%+1:Lm.“00ﬂT,k:O,“,{ZJ, (B.11)
respectivamente. |
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B.2.2 Demonstrag¢do da Proposicao 3.5

Proposic¢ao 3.5
As matrizes C4 e Od, definida em 3.19, comutam. As matrizes S; ¢ Ev, definida em 3.19,

comutam.

Demonstragdo:
Pela Proposicao 2.9, se v é um autovetor centro-simétrico par de comprimento N de E, e portanto
de F g, entdo v é um autovetor de comprimento L%J de S4.
Analisando o Lema B.5, se v € um autovetor de Ev, entdo v € um autovetor de S4. Por ser

tridiagonal Ev tem um unico conjunto de autovetores, V . Assim,

EvS; = VAV'S,=S,VAV~!

= S;Ev.

Considere que as matrizes F, E e L tenham dimensio N x 2. A matriz F, obtida pela

transformacdo de similaridade LF'L, € tal que

_ S, 0
F = LFL = ,

0 Cy

em que S, tem dimensdo L%J X L%J e C, tem dimensao L%J X L%J

A matriz E, obtida pela transformacio de similaridade LEL, é tal que

_ Ev 0
E =LEL =
0 Od
em que Ev tem dimensao L%J X L%J e Od tem dimensdo L%J X L%J |
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APENDICE C

AUTOVALORES DA MATRIZ D

N este apéndice € determinada a multiplicidade dos autovalores da matriz D, apresentada na
Tabela 4.1.

Proposicao C.1
A matriz D tem, no mdximo, quatro autovalores distintos.
Demonstragdo:

A matriz D tem ciclo 4 e suas poténcias inteiras sdo

D = (5(1-j)I+35(1+)

D? = (31— j)I+3(1+)P)" =P,
D? = PD,

D*=PD?* =1

e o resultado segue. |

Proposicao C.2
A matriz inversade D ¢ D™ = L(1 4 j)I+ (1 — j)P.
Demonstragdo:

Como D tem ciclo 4, entdio D~ = D3. Assim,
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D! = D*=PD
1 . 1 .
— P (50004 50+9P)

1 1
— (14 NI+ =(1—4)P.
2( +7) +2( 7)

Os possiveis autovalores (\) de D sdo as 4 rafzes daunidade (A\* = 1, A € {1, —1,/—1, —/—1}).
Isso néo implica que todos estes sejam de fato autovalores de D. Uma maneira de determinar os au-
tovalores de D e suas multiplicidades € através de seu polindmio caracteristico Pp(\) = |A\I — D|.

O Lema C.1 auxilia na obten¢@o do polindmio caracteristico de D.

Lema C.1

Para N par, a matriz de dimensdo N x N,

b 0 00 0 ¢
0 b 00 c 0
0
M — 00 b ¢ 0 0 C.1)
00 c b 0 0
0
0 ¢ 0 0 b 0
c 0 00 0 b
tem determinante dado por (b2 — 62) %.
Demonstragdo:
Permutando a segunda e a dltima linhas de M, obtém-se a matriz M’,
[ b 0 0 0 0 c ]
c 0 0 0 0 b
0
N b oc 00 C2)
0 0 c b 0 0
0
0 c 0 0 b 0
0 b 00 c 0

Essa matriz tem em suas primeira e segunda linhas elementos nulos nas mesmas posicoes.

Rearranjando as linhas de M de maneira que duas linhas consecutivas (1° linha e 2° linha,
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3° linha e 4° linha, efc.) tenham elementos nulos nas mesmas posi¢oes, a matriz M’ tem a

seguinte estrutura

[ b 0 00 0 c ]
c 0 0 0 0 b
0 b 0 0 c 0
M=1|0 c 0 0 b 0 (C.3)
0
00 ... bc ... 00
(00 ... cb ... 00|
Obtém-se a matriz M’ com um nidmero par de permutagdes, entdo M| = |[M’|. O

determinante de M’ é dado por [M'| = (b% — ¢?) M,

, em que M/, é obtida pela exclusdo
da primeira e segunda linhas de M'. Tem-se ainda que [M'| = (b% — 02)2 IM’,_,|, em que
M/, _, é obtida pela exclusdo da primeira e segunda linhas de M’,_;. Em geral, observa-se
que [M'| = (b* — c2)$O M, _, .1l- para sp = 1,...,N/2, de forma que [M| = |[M'| =
(b2 — 02) . ]

vz |

Considere D uma matriz de dimensao N x N. Quando N ¢é impar, D tem a estrutura

2 0 0 0 0
0 1—j 0 0 1+
1
D=§ 0 0 ... 1—j5 145 ... 0 : (C4)
0 0 ... 1+j5 1—j5 ... 0
0 1+j5 ... 0 0 ... 1—j

Teorema C.1

Para N impar, o polinémio caracteristico de D é

N-—-1

PoA)=A-1)(@A=1+4)*—-(1+4)7) = . (C.5)
Demonstragdo:

Fazendoa = (A —1),b = (2A\ — 1+ j) e ¢ = (1 + j) na Equagédo (C.4), o polindbmio

157



caracteristico Pp () torna-se

a 0 0 0 0
0 b 0 0 c
0 b 0 0 c
0 0 b ¢ 0
Pp(\) = 00...bc...0=(a)00 , .
C
0 0 c b 0
0 c 0 0 b
0 ¢ 0 0 b

A submatriz obtida excluindo-se a primeira linha tem a mesma estrutura que a matriz M
N-—-1

do Lema C.1 e sua dimensdo é um nimero par. Assim, Pp(A) = a (b> — ¢?) 2, ou seja,

N-—1

PoN) =(A—1)(@A—1+5)2—(1+5)?) 7

Teorema C.2

Para N impar, os autovalores de D sdo N = 1, com multiplicidade % e N = —j, com

multiplicidade %
Demonstragdo:
Os autovalores de D sdo as raizes do polindmio Pp (), ou seja, as solugdes de
N-—1

A=D1 (Cr=1+4)*-(1+4)?* * =0.

Do termo (2A — 1+ j)2 — (14 7)2)"2" = 0, tem-se que as raizes sio A = L e A = —j

que ocorrem % vezes. A raiz A = 1 ocorre mais uma vez devidoaotermo A —1=0. W

Quando N € par, D tem a estrutura

158



2 0 0 0 0 0
0 1—5 ... 0 0 0 ... 145
110 o ... 1-50 1445 ... 0
D—- J J . (C.6)
210 0 ... 0 2 0 0
0 0 145 0 1—3 0
0 144 ... 0 0 0 ... 1—j

Teorema C.3

Para N par, o polinémio caracteristico de D é

N—2

PoA)=A-12(2A—14+5)° - (1+4)?) = . (C.7)

Demonstragdo:
Fazendoa = (A —1),b = (2A — 1+ j) e ¢ = (1 + j) na Equacdo (C.6), o polindmio

caracteristico Pp () torna-se

a 0 0 0 00 0 0
0 b 0 0 00 0 ¢

: 0

Po()) = 0 0O b 0 ¢ 00 C8)

0 0O 0 a O 0 0
0 00 c 0 b 00

: 0
0O cO ... 00O ... 00

Pode-se rearranjar as linhas de C.8 de forma que a (IN/2 + 1)—ésima linha passe a ser a

segunda linha, ou seja,
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a 00 ... 000 ... 00
000 ... 0 a0 ... 00
0O b0 ... 00O0 ... 0c¢
Pp(A) = ’ (C9)

0 0 O b 0 ¢ 0 0
000 ....¢c0%5bb ... 00

0
O ¢ O ... 00O ... 0

Este rearranjo ¢ feito com um nimero par de permutacgdes, logo Pp(A) = Pf(\). De

maneira andloga & demonstra¢do do Teorema C.1, o polindmio caracteristico Pp () é

0 b 0 0 c
5| 0 0 b ¢ 0
Pp(A) = (a)
0 0 c b 0
0 c 00 b
N-2 N-2
Assim, Pp(A) =a? (b® —¢?) 2 =(A=1) (A =1+ = (1+4)?) . |
Teorema C.4
Para N par, os autovalores de D sdo A = 1, com multiplicidade %, e A = —j, com multipli-
cidade %
Demonstragdo:

Os autovalores de D sdo as raizes do polindmio Pp (), ou seja, as solugdes de

N—-2

A=12(2r=1+4)*=(1+4)?*) * =0.

Do termo (2A — 1+ )2 — (1 + )27z = 0, tem-se que as raizes sio A = 1 e A = —j que

N-2

ocorrem ~=2 vezes. A raiz A = 1 ocorre mais duas vezes devido ao termo (A — 1)2 = 0. W
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