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The effort of the economist is to see, to picture the
interplay of economic elements. The more clearly
cut these elements appear in his vision, the better;
the more elements he can grasp and hold in mind
at once, the better. The economic world is a misty
region. The first explorers used unaided vision.
Mathematics is a lantern by which what before
was dimly visible now looms up in firm, bold
outlines. The old phantasmagoria disappear.

We see better. We also see further.

— Irving Fisher

Sans les mathématiques on ne pénétre point au
fond de la philosophie. Sans la philosophie on ne
pénétre point au fond des mathématiques. Sans
les deux on ne pénétre au fond de rien.

— Leibniz
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CarituLo I

INTRODUCAO

“Amicus Plato — amicus Aristoteles — magis

amica veritas.”

— Isaac Newton

PROBLEMA de como individuos formam suas preferéncias por alternativas (conseqiién-

cias incertas, ou mais precisamente, distribui¢cbes de probabilidade sobre possiveis

conseqiiéncias) é de interesse em areas como psicologia, marketing e teoria da decisao, embora
em cada uma delas o foco difira entre descritivo, investigativo e prescritivo [1].

O psicologo almeja entender como o individuo processa informagdes; distinguir o processo
que melhor representa o processamento cognitivo de informagoes. Sendo assim, a modelagem
de preferéncias tem a tarefa de diferenciar um modelo do outro. O foco ¢ investigativo.

O estudioso do marketing deseja entender como o individuo (consumidor) toma suas de-
cisdes de compra e como intervir nesse processo. A idéia, nesse contexto, é modificar a
percepgao da incerteza do consumidor sobre as conseqiiéncias de suas compras, por meio de
estratégias de propaganda ou mesmo modificagdes no produto. No caso de uma concessiona-
ria de automoveis usados, e.g, o consumo de combustivel, a disponibilidade, a confiabilidade,
inter alia, sdo incertezas para o consumidor. Um modelo de comportamento para o consumi-
dor de carros semi-novos é entao necessario para o direcionamento inteligente das estratégias
de marketing da empresa. O foco é descritivo.

Ja no caso de teoria da decisdo, o foco é prescritivo (ou normativo). O individuo ou
agente decisor’ esta diante de um problema importante e complexo. O objetivo da modelagem

da preferéncia é estimar a funcdo utilidade do decisor sobre as possiveis conseqiiéncias, de

"De agora em diante denota-se individuo decisor ou agente decisor apenas por decisor. Hi quem defenda o termo decididor.



————— ANDRE LEITE WANDERLEY —————

modo a ajuda-lo a escolher uma alternativa no seu espaco de agdes que seja coerente com um
funcional objetivo.

A teoria da decisdo, como estudada hoje, teve seu inicio na metade do século XX nos
trabalhos de Abraham Wald [2] e usando resultados da teoria da utilidade de von Neumann
e Morgenstern [3]. Desde entdo, teve contribuicdes das mais diversas areas do conhecimento.
Hoje considerada como assunto académico per se, a teoria da decisdo € foco de pesquisas em
economia, estatistica, ciéncias politicas e sociais e filosofia. Os cientistas politicos se inte-
ressam, por exemplo, em regras para elei¢des e outros aspectos de decisdes em grupo. Os
psicologos se interessam em estudar o comportamento de decisores durante o processo de

decisao. Filosofos focam principalmente a questao da racionalidade [4, 5].

11 A Educao da Funcao Utilidade

A teoria da decisio tem um construto central: a funcio utilidade do decisor. Sem esta
funcdo nao se pode aplicar a teoria. Sem se medir as preferéncias dos individuos, ndo tem
sentido falar em aplicacdo da teoria da decisdo.

O processo de edugio da funcio utilidade requer a elaboragdo de um protocolo. A maioria
das criticas que sdo feitas a teoria da decisdo recaem na apresentacdo de casos praticos nos
quais individuos violam algum dos axiomas da teoria da utilidade, ou mesmo o resultado
principal do valor esperado da fungao utilidade. Alguns experimentos sao preparados como se
fossem “armadilhas”, explorando mecanismos psicologicos (ancorangem, ilusdo da certeza,
superestimac¢ao ou subestimacido de probabilidades, etc.), de forma a levar os individuos a
cometerem erros relativos ao previsto pela teoria da decisdo. Protocolos bem elaborados
evitam esses problemas [6, 7].

Apesar de muitos estudos disponiveis na literatura, nota-se uma lacuna quanto a procedi-
mentos bem estabelecidos e praticos. Os estudos dos mecanismos probabilisticos subjacentes
as escolhas tem sido em varias dire¢oes. Duas delas se destacam: as chamadas escolhas pro-
babilisticas (Campello de Souza [8, 9]) e os modelos estatisticos de erro para a estimagao da
fungdo utilidade, ¢f Hauser [1].

A situagdo torna-se complicada no caso em que as consequéncias ou payoffs tém de ser
representadas por vetores, isto €, no caso multidimensional. Nesta situa¢do, ha uma imbri-
cagdo entre dois fendmenos: o tradeoff entre as diversas dimensoes dos payoffs e a matriz de

aversdo ao risco [10]. A curvatura geral da funcdo utilidade de argumento multidimensional,

14
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assim como as curvaturas das curvas de iso-utilidade (que caracterizam os tradeoffs), tém uma
ligacdo intima com a aversdo ao risco. Esta é representada, por exemplo, pela chamada ma-
triz de aversdo ao risco [10]. Essas intera¢oes tém implicacoes diretas em qualquer que seja o
protocolo de edugio das preferéncias, e ha que se lidar com isso.

Subjacente a essas questoes estd o conceito de ordem. Na teoria da utilidade de von
Neumann e Morgenstern, o primeiro axioma exige a existéncia de uma ordem completa (ou
total) sobre o conjunto de todas as distribui¢cdes de probabilidade sobre os bens (payoffs; os
p;’s). Ora, o conjunto R™, para n > 2, ndo é naturalmente ordenado. Ha que se trabalhar
pois no estabelecimento de uma ordem total, como parte do processo de educdo. Isto nio
¢ feito, tipicamente, de maneira formal. Em geral, parte-se diretamente para uma expressiao
analitica geral e, entdo, estima-se os seus parametros (Keeney & Raiffa [11]).

O enfoque proposto nesta tese é o de considerar explicitamente o estabelecimento de uma
ordem total e a0 mesmo tempo explorar os mecanismos probabilisticos dos erros do processo
de educdo. Neste processo, explora-se a monotonicidade da funcdo utilidade com relagao a
todos os seus argumentos.

A teoria da decisdo classica fornece uma abordagem normativa para a representag¢io e o
manuseio de preferéncias. Teorias, ferramentas e técnicas desenvolvidas nos altimos 60 anos
fornecem uma estrutura adequada para a composi¢ao de sistemas de apoio a decisio. Neste
contexto, pode-se conceber representacoes para preferéncias face a incerteza e multiplos ob-
jetivos: estas representagdes capturam aspectos importantes da preferéncia tais como atitude
diante do risco, tradeoffs entre objetivos conflitantes, efc. Em geral, a aplicagdo direta desta
teoria tem sido dificil devido ao alto custo para a edugio das preferéncias [11].

No nucleo da teoria da decisdo encontra-se o paradigma da maxima utilidade esperada:
asssumindo-se uma funcdo utilidade que quantifica a preferéncia em relacdo as distribui¢oes
de probabilidade sobre os possiveis resultados de um processo decisorio. Diz-se que uma
alternativa de acdo é 6tima se maximiza a utilidade esperada [5, 12, 13]. Note-se que se usa
aqui o fato de que o resultado de uma agdo é uma distribuicdo de probabilidade, ¢f Dorfman,
Samuelson e Solow* [14, p. 431]:

“In economic and military life it is probably quite exceptional to find a pay-off
matrix that is free of probability distributions.”

2Esta afirmacdo, retirada do livro Linear programming and economic analysis, capitulo Elements of Game Theory, é uma rara
exce¢do na literatura de teoria dos jogos, pois a vasta maioria da literatura se omite deste fato, assim como se omite do processo

de edugio da funcao utilidade.
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————— ANDRE LEITE WANDERLEY —————

Construida sobre este paradigma, a teoria da decisdo iniciada por Wald [2] teve um im-
pacto significativo em diversas disciplinas. Por exemplo, prover uma abordagem unificada
para a inferéncia estatistica [12, 13] e formalizacio matemadtica para a microeconomia [3, 15].
Nas tultimas décadas tem sido utilizada para resolver problemas nas mais diversas areas como
finangas [16], medicina [17] e politicas publicas [18].

Para o caso de fungoes utilidade multiatributo (multidimensional, multicritério ou ainda
multiobjetivo), a referéncia, ainda hoje, é o livro de Keeney e Raiffa [11]. Neste livro, os
autores usaram o termo Multiattribute Utility Theory (MAUT) para este caso em particular.
Embora esta ndo seja um teoria propriamente dita, tratando-se de métodos ad hoc para a
obtenc¢ao de funcdes utilidade multilineares, obteve grande sucesso em aplica¢oes onde existe

independéncia entre os critérios.

1.2 Objetivos

No intuito de estabelecer protocolos de edugao da funcdo utilidade multiatributo fazendo-
se menos hipoteses, tais como a independéncia entre os critérios, alguns objetivos foram esta-

belecidos para este trabalho.

1.2.1 Obyjetivos gerais

> Estudar os conceitos de aversao ao risco;

> Elaborar um método de estimacao da funcdo utilidade multiatributo.

1.2.2  Objetivos especificos

> Contribuir para o estudo da questdo das preferéncias no contexto da teoria da utilidade de

von Neumann e Morgenstern;
> Elaborar um protocolo para a edu¢ao de uma ordem linear sobre as preferéncias;

> Estudar a relagdo da matriz de aversdo ao risco com os conceitos de independéncia entre os

atributos; e implicacdes na estrutura da fung¢ao utilidade.

> Realizar experimentos de educdo das preferéncias.

16
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1.3 Justificativa

A aplica¢do da “teoria” da utilidade multiatributo é bastante limitada, em parte pela falta
de métodos gerais para edugao dos parametros da fun¢io utilidade, em especial para os casos
onde a func¢do nao é multilinear. Como consequéncia, a maioria dos estudos se restringem as
especificagoes lineares, onde a estimacao e interpretagao dos parametros sao mais diretas.

O aspecto mais dificil da aplicagdo da teoria da decisdo é o alto custo da edugdo das
preferéncias do decisor, i.e., a estimacdo da funcdo utilidade. Na pratica, esta etapa consiste
em entrevistas e aplicacdo de questionarios, primeiro para a obten¢ao de caracteristicas da
funcdo utilidade e, posteriormente, para obten¢ao de pontos necessarios para a estimacao dos

parametros da funcio.

1.4 Resultados

Introduz-se um novo método para a educdo da fun¢io utilidade multiatributo. Elabora-se
um algoritmo para a edugdo de uma ordem linear sobre os payoffs, neste caso multidimensio-
nais, que representa as preferéncias do decisor de modo a se poder usar os métodos classicos
de educdo da fungio utilidade monodimensional. Além disso, apresenta-se as implicagdes na
estrutura da funcdo utilidade de restri¢oes nos tradeoffs geradas pela escolha de uma ordem
linear particular. Diversas representagdes do conceito de tradeoff usados na literatura foram
estudadas. Estuda-se também a relagao deste conceito com os conceitos de aversio ao risco
e explora-se esta ligacdo na escolha da forma funcional da utilidade. Finalmente, esse estudo
fornece uma ferramenta para educao de funcdes utilidades multiatributo parcimoniosa em re-
lacdo ao tamanho do questiondrio e as hipoteses sobre a estrutura de preferéncias do decisor,

facilitando assim o uso da teoria em epigrafe.

1.§ Estrutura da tese

No Capitulo 2 apresenta-se uma revisdo dos conceitos da teoria da utilidade de von Neu-
mann e Morgenstern. No Capitulo 3 estuda-se os conceitos de aversio ao risco e independén-
cia entre os atributos. No Capitulo 4 é desenvolvido uma protocolo para a educdo da funcdo
utilidade multiatributo. No Capitulo 5 finaliza este trabalho, com conclusées, comentarios e

sugestOes para trabalhos futuros.
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Carituro 11

DEcISOES E UTILIDADES

“Your act was unwise,” I exclaimed “as you see
by the outcome” He solemnly eyed me. “When
choosing the course of my action,” said be, “I had

not the outcome to guide me.”

— Ambrose Bierce

Teoria DA DecisAo surgiu de uma série de publicacdes de Abraham Wald que teve inicio

em 1939, com o artigo Contributions to the Theory of Statistical Estimation and Testing

Hypotheses [19], e culminou em 1950 com a publicacdo do livro Statistical Decision Functions [2].
Segundo Savage [20], Wald “presents a new theory of the foundations of statistics.”

Antes de Abraham Wald, o problema central da estatistica era o de produzir inferéncias, ou
seja, produzir afirmag¢oes razoavelmente seguras com base em informagdes incompletas. Esta
nova teoria, entretando, muda o foco de inferéncia para a escolha de a¢des, isto é, o problema
passa a ser o de como escolher uma ag¢do “6tima” com base em informg¢des incompletas |5,
12, 20]. A Teoria da Decisao de Wald generaliza e simplifica de maneira elegante a teoria de
Neyman-Pearson, unificando problemas considerados distintos por Neyman e Pearson [13,
19, 21]. A teoria cldssica se preocupa apenas em fazer afirmacdes a partir de uma amostra,
sem levar em considera¢ao o uso final dessas afirmagoes. Na Teoria da Decisdo, ao contrario,
combina-se as informag¢des da amostra com outros aspectos relevantes do problema, de modo

a escolher uma melhor a¢do (em um sentido pré-estabelecido) [2, 5, 13].
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Além de unificar a teoria estatistica de até entdo, em 1945 Wald mostrou que sua teoria
¢ intimamte ligada com a Teoria do Jogos desenvolvida por von Neumann [3]. De fato, o
problema de inferéncia estatistica como formulado por Wald pode ser interpretado como um
jogo de soma nula com dois jogadores, onde um é o “estatistico” e o outro é a “natureza” [22].

Esta estreita relagio com o trabalho de von Neumann potencializou a abrangéncia da
Teoria da Decisdo. Usando-se a Teoria da Utilidade de von Neumann e Morgenstern [3] na
teoria de Wald, aumentou-se sobremaneira o espectro desta ultima, de “foundations of statistics”
para ferramenta fundamental em problemas de Economia, Engenharia, Psicologia, ec.

Os trabalhos de Campello de Souza [5], Berger [21], Ferguson [13] e Savage' [12] apresen-
tam uma exposi¢ao detalhada da Teoria da Decisio.

Considera-se um problema de decisio uma situa¢do com, no minimo, os seguintes elemen-

tos:

1. Um conjunto A de agoes (ou alternativas). Uma agdo a em A disponivel para o decisor
capaz de realizar uma certa tarefa. Para que o problema de decisdo seja bem definido, o

conjunto A deve ser exaustivo e mutualmente exclusivo.

2. Um conjunto O de estados ou estados da natureza. Um elemento 6 em © representa uma in-
fluéncia nos possiveis resultados de uma agdo. Nao se tem controle sobre este elemento.
Nio se sabe qual estado ira se concretizar, é sob esta incerteza que se deve decidir por

uma agao e aceitar as consequéncias.

3. Um conjunto de distribuicdes de probabilidade P sobre possiveis consequéncias (resulta-
dos ou ainda payoffs) ¢ de um conjunto C. Se se decide pela agdo a e o estado na natureza
é 0, entdo tem-se a distribuicdo de probabilidade p(c| 6, a) sobre as possiveis consequén-
cias. Esta aplicacdo que leva um par ordenado (6,a) € © x A em um elemento de P é

chamada de “Fungio consequéncia.”

Uma formulag¢do completa do problema de decisdo precisa ainda da hipétese de que € pos-
sivel, para o decisor, construir uma rela¢do binaria* que capte sua preferéncia em relacio aos
elementos do conjunto P, ou seja, sobre distribui¢des de probabilidade sobre as consequén-

cias. Nas palavras de von Neumann e Morgenstern [3, p. 17]:

*Savage [12, p. 156] apresenta a teoria de Wald em seu “The foundations of statistics” como Minmax theory: “In recent years there
has been developed a theory of decision, here with due precedent to be called the minimax theory, that embraces so much of current statistical

theory that the remaining chapters can largely be built around it. The minimax theory was originated and much developed by A. Wald [...]”
20 conceito de relagdes foi primeiro introduzido por Gauss em seu Disquisitiones Arithmeticee, publicado em 1798.
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“More precisely, we expect him, for any two alternative events which are put
before him as possibilities, to be able to tell which of the two be prefers.

It is a very natural extension of this picture to permit such an individual to
compare not only events, but even combinations of events with stated probabili-

ties.”
Apresenta-se a seguir a formalizacdo do conceito de preferéncia de von Neumann e Mor-

genstern e sua representa¢do numérica, a func¢io utilidade.

2.1 Teoria da utilidade

Considera-se que o decisor, quando avalia o peso das consequéncias das a¢oes disponiveis,
leva em consideragdo as probabilidades associadas as consequéncias (em C). Apresenta-se
nesta secao um modelo matematico pelo qual tal avaliagio ¢é feita. Este modelo se baseia na
nog¢ao de que um decisor “racional” é capaz de expressar sua preferéncia entre consequéncias
de maneira consistente com certos axiomas. Mostrar-se-4 que a preferéncia de um decisor
por uma consequéncia podera ser expressa por uma fun¢do real, chamada wu#lidade, assim
como a preferéncia sobre distribui¢oes de probabilidade sobre consequéncias (P) é baseada
apenas no valor esperado da utilidade. Note-se que estas distribui¢des sdo consequéncias de
determinadas acoes, dessa forma esta utilidade induz uma preferéncia nas agdes, jamais o
contrario. Nao faz sentido dizer que um individuo tem preferéncias por acdes.

Define-se aqui racionalidade como a consisténcia para com os axiomas apresentados a
seguir. Uma maneira equivalente porém mais abstrata, apresentada por Allais [23, p. 518],

afirma que um decisor é racional se
(a) Persegue objetivos coerentes ou consistentes entre eles;
(b) Age de forma apropriada na busca destes objetivos.
Ainda segundo Allais [23, p. 518], estas duas condi¢des tém como consequéncias:

(1) Existe uma ordem completa sobre P;

(2) Se dois elementos de P sdo tais que o primeiro fornece uma probabilidade de ganho maior

que o segundo, entdo o primeiro sera preferido ao segundo;

(3) Considera-se probabilidades objetivas.

Os pontos (1) e (2) sao amplamente aceitos. O ponto (3) ainda gera muita controvérsia.
Tanto A. Wald quando von Neumann eram “objetivistas.” Entretanto, Savage, como suges-

tdo de Bruno de Finetti [20] e quatro anos depois do livro de Wald [2], publicou seu livro
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“The foundations of statistics” em que apresenta uma exposi¢do da teoria da decisao de Wald
e da teoria da utilidade de von Neumann-Morgenstern, com axiomas de probabilidade sub-
jetiva, além dos considerados anteriormente. Bem mais acessivel que os trabalhos de Wald,
principalmente do ponto de vista matematico, tornou-se a referéncia no assunto. Entretanto,
estas mudangas (sobretudo Savage [12] e Anscombe-Aumann [24]) introduziram dificuldades

— vide Ellsberg [25] e Machina [26], ¢f Paradoxo de Ellsberg [25].

Segue-se a descricdo classica da teoria da utilidade. Define-se inicialmente um modelo de

preferéncia sobre consequéncias aleatodrias.

DEFINICAO 2.1 Uma relagio de preferéncia em P é uma ordem linear, denotada <, de P;
t.e., ¢ uma rela¢do bindria que admite as seguintes propriedades:
(linearidade) se p; € ps sdo elementos de P, entdo p; < ps ou ps < P13

(transitividade) se p;, py € p3 sdo elementos de P, e se vale p; < ps € pa < p3, entdo

também vale p; < ps.

Um elemento p em P pode ser visto como uma loteria que, de acordo com a distribui¢io
de probabilidade p, fornece uma consequéncia em €. Supde-se que o decisor seja “racional,”
no sentido que ele possui uma relagao de preferéncia entre loterias, como na Defini¢ao 2.1.

A afirmagido p; < po significa que o decisor “racional” nio prefere a distribui¢do p; a

distribuigao po; i.e., ele prefere po a p; ou € indiferente em relagdo as duas.

DEFINICAO 2.2 Seja p; e po elementos de P. Diz-se que p, é preferido a p; e denota-se
por p; < pa, se vale p1 < p2 e po £ p1. Além disso, diz-se que p; e p2 sdo equivalentes,

denota-se por p; ~ po, se vale p; < p2 € p2 < p1.

Desta definicio segue os seguintes lemas:
LEMA 2.1 A relacdo bindria ~ é uma relacdo de equivaléncia.

LEMA 2.2 Se p; < p2 € po < p3, entdo p; < ps.

A demonstracdo destes lemas é direta.

E importante notar que as seguintes propriedades sio verdadeiras para o conjunto P:
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(a) P é convexo, i.e., p € P e ps € P implica que ap; + (1 — a)ps também pertence a P para

todo0<a<1;e

(b) Toda distribui¢do degenerada esta em P. Uma distribui¢ao degenerada é aquela que con-

centra toda a massa probabilistica em um tnico elemento de C.

Tratar-se-a aqui apenas de distribui¢des que concentrem toda a massa probabilistica em
um namero finito de elementos de €. Note-se que se pode extender P de modo a conter
distribui¢cdes mais gerais (e.g, distribui¢des continuas) e as propriedades citadas continuardo
validas. Note-se que se pode entender a combinacdo linear Ap; +(1—\)ps como a combinacdo
linear de dois vetores p; e ps, em que cada elemento do vetor indica a probabilidade associada
a uma consequéncia em G, embora P nao defina um espago vetorial.

Pode-se construir uma fungdo real, com dominio em P, que represente a relacdo de prefe-

réncia do decisor. A fungdes deste tipo da-se o nome de fungdo utilidade.

DEFINICAO 2.3 Uma utilidade em P é uma funcdo real u, definida em P, a qual é linear

em P; ie., se p; € pp sdo elementos de P e A € um numero real tal que 0 < X < 1, entdo

u(Ap1 + (1 = A)p2) = Au(p1) + (1 — Nu(p2). (2.1)

DEFINICAO 2.4 Uma funcio utilidade u representa uma relacdo de preferéncia (<) se, para

todo p; e py em P, vale

P1 < P2 se, e somente se, u(p1) < u(pz).

Sejam ¢y, co, ..., c elementos de C e ay,as,...,a; nimeros reais ndo negativos tais que
> a; = 1; denota-se (aicq, ..., axck) o elemento de P que apresenta probabilidade «; de se

obter a consequéncia ¢;. Se se define para cada ¢ € P, v(c) = u(lc) para funcdo utilidade w,

entao
k
ul(arcr, ..., agck)] = g a;v(c;). (2.2)
i=1
¢ o valor esperado da fun¢do v usando a distribui¢do (ajcq, ..., axck). Entdo, se existe uma

fun¢io utilidade u que representa a preferéncia < de um decisor, entdo este agird de modo a
maximizar o valor esperado da fun¢do v. A fungdo v é chamada de fungao valor ou utilidade

de Bernoulli.
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Nem sempre uma relagao de preferéncia pode ser representada por uma fungio utilidade.
Para que isso seja sempre possivel, faz-se necessario que a relagao de preferéncia satisfaca a

hipéteses adicionais [5, 13], a saber:

Hipotese 1: Se p1, ps e ¢ sdo elementos de P e \ real tal qued < A < 1, entdo p; < ps se, e
somente se, Ap1 + (1 — \)g < Ap2 + (1 — A)g.
Hipdtese 2: Se pi, p2 e p3 sdo elementos de P tais que p; < p2 < p3, entdo existe nimeros

reais Aepcom0 <A <le0< pu<1,tais que
Aps + (1= N)p1 < p2 < pps + (1 — p)p1.

Nesta condi¢do, tem-se 0 seguinte teorema:

TEOREMA 2.1 Se a relagdo de preferéncia < em P satisfaz as hipdteses 1 e 2, entdo existe
uma utilidade, u, em P que representa <. Além disso, u é unica a menos de uma transfor-

magao linear.

A demonstracao deste resultado é apresentada em detalhes em Campello de Souza [5] e
Ferguson [13].

Note-se que se u representa uma relacio de preferéncia <, entdo & = au + 3, onde a > 0
e [ sdo numeros reais, é também uma funcio utilidade que representa <.

Este resultado afirma que se um decisor possui uma relacio de preferéncia que satisfaz
certas restri¢des, ele ird se comportar como se tivesse associado uma utilidade numérica para
cada consequéncia em C, e sua preferéncia em P coincidird com uma preferéncia pelo elemento

de P com maior utilidade esperada.

2.2 Construcao da funcao utilidade

Para construir a fung¢io utilidade u sobre um conjunto de distribui¢des P, escolhe-se duas
consequéncias, ¢g € ¢, induzidas pelas distribui¢des py = (1¢g) e p,, = (1¢y,), respectivamente,

e de tal forma que pg < p,,. Define-se, por conveniéncia, as seguintes utilidades:

u(po) = v(co) =0 e u(pn) = v(ey) = 1. (2.3)

E usual escolher ¢, € cg, isto é, p,, € pg, como os extremos da ordem linear, z.e., o elemento
mais preferido e o elemento menos preferido da relagido de preferéncia do decisor, respecti-

vamente. A escolha feita em (2.3) é arbitraria e serve para definir uma escala para funcio
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utilidade u. Deste modo, valores de u(p) para p no intervalo [pg, p,] (ndo confundir com uma
loteria) serdo estabelecidos a partir de comparacoes as distribui¢cdes degeneradas py (o com

probabilidade 1) e p,, (¢, com probabilidade 1).

Existem diversas maneiras de prosseguir com a edug¢ao da fungao utilidade. Por exemplo,
pode-se comparar um elemento degenerado de P (o que é equivalente a tomar-se um elemento
de @); e comparar com a loteria simples® Ap,, + (1 — A\)p,. Uma maneira de fazer essa com-
paragio € solicitar ao decisor que escolha um ntimero real \; (0 < A; < 1) de modo que o
faca indiferente em receber qualquer uma das seguintes loterias: (1) ¢; com probabilidade 1;
(2) [en, Aiy o, onde receberd ¢,, (mais desejavel) com probabilidade \; e ¢y (menos desejavel)
com probabilidade 1 — \;. Simbolicamente, espera-se que o decisor seja capaz de encontrar

um \; (0 < \; < 1) tal que seja vélida a seguinte relagio:

Pi ~ Aipn + (1 — Xi)po,

em que p; € a distribui¢do de probabilidade degenerada que fornece ¢; com probabilidade 1.

Seja u uma fung¢ao utilidade que representa esta relagao de preferéncia, entao

u(p;) = u(Xipn + (1 — Ai)po)
= Aju(pn) + (1 — Ai)u(po)

Como p;, po € pn, sdo loterias degeneradas, pode-se escrever:

v(c;) = Nv(en) + (1= X)v(eg) = A

Note-se que a idéia é construir primeiro a func¢do valor, fun¢io utilidade quando restringe-se
P as loterias degeneradas, e com isso se valer da condi¢do que u € linear em P para encontrar
a utilidade para uma distribui¢do qualquer (¢f Definicdo 2.3).

Por outro lado, se existe um elemento p; que forne¢a ¢; com probabilidade 1, tal que

p1 < po, entdo eduz-se 0 \; (0 < \; < 1) tal que

Po ~ Aipi + (1 — Xi)pn.

3Loterias simples sdo aquelas que contém apenas elementos degenerados de P. Caso contrario sdo ditas compostas.
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Tem-se entiao

u(po) = Aiu(pi) + (1 — Ai)u(pn)

1=\
Ai

u(pi) = —

Considera-se agora que o elemento p; é preferivel ao elemento p, de P, ie., p, < p;.

Procura-se entdo um valor \; (0 < \; < 1) tal que valha a relagio

Pn ~ Aopo + (1 — Ni)ps,

o que implica que a utilidade de p; é dada por

u(p;) = T

E importante notar que, durante todo o processo de edugdo da funcio utilidade, é funda-
mental o conhecimento da relacio de preferéncia do decisor. E preciso conhecer, no minimo,
uma ordem sobre as distribui¢oes degeneradas de P que, além de induzir naturalmente uma
ordem sobre o conjunto €, de consequéncias deterministicas, extende-se para todo o con-
junto P com o uso da fun¢do valor sobre C e da linearidade sobre P da funcdo utilidade, ¢f
Equacio (2.2) .

De fato, se se fixa a relacao de preferéncia < onde pg < --- < p,,, e define-se a func¢io

utilidade como
u(p) =sup {\ | p > Apn + (1 — N)po}, (2.4)

tem-se que esta representa a relagdo de preferéncia <, vide a demonstra¢ao do Teorema 2.1
em Campello de Souza [5, p. 50] e Ferguson [13, p. 15]. Vé-se, portanto, que a defini¢do inclui

uma maneira de se medir a fun¢ido utilidade.

2.2.1 Métodos para a educio da funcio utilidade

A maioria dos métodos de edugio da fung¢io utilidade consideram loterias (jogos, distri-
bui¢oes de probabilidade) sobre duas consequéncias em €, ou seja, consideram elementos de
P na forma (acy, (1 — a)ez) com 0 < a < 1, ze., tem-se o resultado ¢; com probabilidade
a e o resultado ¢ com probabilidade 1 — «a, e ndo loterias sobre loterias (combinagoes de

distribui¢des de probabilidade). Se ¢; = ¢, & = 0 ou @ = 1, a loteria € dita degenerada.
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Outras maneiras de se denotar essa loteria sdo:

¢1 com probabilidade «
[cla «, 02] ou

co com probabilidade 1 — a.

Em geral, estes métodos utilizam comparacoes de loterias da seguinte maneira:
[Ci,Oé,Cj] :R [Clwﬁacl] (2'5)

em que um elemento é desconhecido e todos os outros sio dados, de modo que o decisor
especifique este elemento desconhecido para que a relagao (2.5) seja valida. Note que em
(2.5), ¢iy ¢j, ¢ € ¢ sdo elementos de C, a e § sdo numeros reais tais que 0 < a < le
0 < B < 1;e R é uma das relagdes < (menos preferivel que), ~ (equivalente ou indiferente) e
>~ (preferivel a).

Os métodos basicos de comparagao de loterias sao apresentados na Tabela 2.1, separados

em duas categorias:

I. jogos padrées: uma das loterias é degenerada;

2. jogos pareados: nenhuma das loterias ¢ degenerada.

Note-se que, na Tabela 2.1, os elementos sublinhados devem ser especificados pelo decisor

durante o processo de educao, conhecendo-se todos os demais.

Tabela 2.x: Métodos para comparagio de loterias.

Jogos padroes Jogos pareados
1. Preferéncia [ci,a,cj] Rex | e, o, 5] R [ex, B, a)
2. Equivaléncia em probabilidade | [¢;,a,¢;] ~cr | e, @, ¢j] ~ [ex, B, cl]
3. Equivaléncia em valor [ci, o 5] ~cp | [ci,a, 5] ~ [cr, B, cl]
4. Equivalente certo [ci, o, 5] ~ ¢ —

Antes de continuar com a apresentagao dos métodos, faz-se necessario apresentar algumas
questdes sobre a forma de representagao das loterias. Estudos empiricos sugerem que se deve
apresentar as loterias de maneira que todos seus elementos estejam explicitos, para facilitar
a mediagdo cognitiva [11, 27, 28]. A Figura 2.1 mostra alguns exemplos de como se pode
representar loterias em um questionario de edugao de utilidade. Note que todos os elementos
da loteria sdo representados.

Examina-se a seguir diferentes sequéncias de jogos padroes que podem ser usados para a

educdo da funcio utilidade. Os métodos serdo apresentados segundo a divisdo da Tabela 2.1:
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Ci

evento | prob. | result.
ganha ganha
A a Ci

Ci Cj

h

nioA | 1—«a Cj

11—«
Cj

Figura 2.1: Maneiras de apresentar uma loteria [c;, o, ¢;] para o decisor.

métodos de comparagao de preferéncia, métodos de equivaléncia em probabilidade, métodos

de equivaléncia em valor e métodos de equivalente certo.

Métodos de comparacao de preferéncia

No método de comparagio de preferéncia entre uma loteria [¢;, o, ¢;] e uma consequéncia
certa ¢; (ou seja, uma loteria degenerada) o decisor deve especificar a relagio R (<, = ou
~) tal que a expressdo [c;, a, ¢;] R ¢, seja satisfeita. Este método envolve uma sequéncia de
tais comparagdes em que as probabilidades e consequéncias sdo escolhidas de uma forma
particular.

Estes métodos sao usualmente utilizados de duas formas durante o processo de edugao
da utilidade. A primeira investiga a atitude ao risco em analises preliminares e em testes de
consisténcia de uma utilidade eduzida. Cada comparacido de preferéncia fornece uma das

seguintes restricoes lineares que a fun¢io valor eduzida deve satisfazer:

[ci,a, cj] < ¢ = av(c;) + (1 — a)v(cj) < v(cy)
[ci, 5] = ¢, = av(c;) + (1 — a)v(cj) > v(ck)
[ci, v, 5] ~ ¢ = av(c;) + (1 — a)v(cj) = v(ck).

Com um conjunto destas restri¢oes € possivel construir uma familia de fun¢ées valor ad-

missiveis ou entdo para testes de consisténcia.

Métodos de equivaléncia em probabilidade

Requer que o decisor especifique uma probabilidade « para a qual [¢;, o, ¢j] ~ ¢, em
que ¢y estd entre ¢; e ¢;. Este método se aplica para atributos (consequéncias) discretos ou
continuos. Inicialmente escolhe-se elementos de referéncia ¢ e ¢, em C, tais que ¢y < ¢p.
Em geral, estes elementos sdo escolhidos de forma que representem a pior consequéncia e
a melhor consequéncia em €. O problema agora é eduzir a utilidade em uma sequéncia

cop < c1 <+ < Cph_1 < Cp, utilizando-se um dos seguintes tipos de jogos.
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Valores extremos: [c,,, o, ¢o] ~ ¢;. Este método usa os pontos de referéncia do conjunto de
consequéncias C em todas as comparagdes, foi proposto por von Neumann e Morgenstern [3].

Se v(cp) =0 e v(c,) =1, entdo

U(CZ‘) = u([cn,ai,co])
= a;v(cn) + (1 — ai)v(co)

= Q5.

Entdo a probabilidade eduzida para garantir a indiferenca entre as loterias, é também a funcao
valor do elemento ¢;. Embora o método das loterias com valores extremos seja direto e
intuitivo, ele é muito susceptivel a uma dependéncia serial entre as respostas e a viés se os
extremos forem muito “distantes” [5, 11, 27] .

Valores adjacentes: [c; 11, s, c;—1] ~ ¢;. Ao invés de utilizar valores extremos, este método
usa consequéncias que sao “localmente extremas” para uma determinada consequéncia ¢; [28,

29]. Cada uma das respostas do decisor implica em uma equacdo da forma
v(e;) = av(cier) + (1 — ay)v(ei—q), 1=1,2,...,n—1.

Fazendo

v(co) = 0
v(en) = 1
fo=1
fi = ! ;iai,

Uma vantagem deste método é que o decisor ndo precisa responder a questdes para as
quais a probabilidade ficaria naturalmente proxima a zero ou a um, tornando esse processo de

educdo menos sensivel a falta de precisao das probabilidade especificadas pelo decisor [28, 29].
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Métodos de equivaléncia em probabilidade oferecem varias vantagens. Uma delas é que
como nio acontece encadeamento de respostas, i.e., 0 uso de respostas em jogos subsequentes,
a dependéncia serial entre as comparacoes de loterias pode ser atenuada permutando-se as
sequéncias de perguntas [28]. Respostas expressa em probabilidade sio menos susceptiveis
a distorc¢des devido ao risco [30], dependéncia de sequéncia [31] e outras fontes cognitivas
de viés [27]. Embora muitos individuos achem dificil fazer afirmagdes sobre probabilidades,
protocolos e treinamentos estao disponiveis para facilitar o processo de educdo. Além disso,
métodos de loterias adjacentes sdo robustos para probabilidades ndo muito perto de zero ou
um, de modo que os julgamentos do decisor a respeito destas probabilidade ndo tém que ser

precisos [29].

Métodos de equivaléncia em valor

Meétodos de equivaléncia em valor solicitam ao decisor que especifique um valor ¢ € C tal
que a relacdo de indiferenca [c, o, ¢;] ~ ¢y, seja valida. Estes métodos assumem a existéncia de
um continuo de valores ¢ em C; dessa forma pode-se garantir que exista um ¢ que satisfaga a

relacdo de indiferenca [27, 30].

Métodos de equivalente certo

A comparagio é feita de modo que o decisor especifique uma consequéncia ¢, chamada
equivalente certo, para o qual a expressao [¢;, o, ¢;] ~ ¢ é valida. Considere um continuo de
valores em € de modo que c existe, e se a preferéncia é estritamente crescentes em C, entao ¢
€ unico.

Considere fixo um conjunto de probabilidades 0 < a3 < -+ < a,—1 < 1 e dois pontos de
referéncia ¢y e ¢, em C tal que ¢y < ¢, com v(cg) =0 e v(uy,) = 1.

Método Direto: [c,,;,co] ~ ¢;. Este método é facil de implementar e a educdo da
fun¢ido valor é direta, v(c;) = ;. Note-se sua similaridade com o método de equivaléncia
de probabilidade utilizando-se valores extremos, posto isto, possuem as mesmas vantagens
assim, como as mesmas desvantagens [3, 11].

Utiliza-se os pontos extremos do conjunto C, ¢ e ¢,, pois, caso contrario, seria necessario
usar outros procedimentos para eduzir a funciao valor dos pontos menos preferiveis que ¢ e
mais preferiveis que c,. Isto pode provocar viés na estima¢ao do equivalente certo quando os

pontos extremos estio muito “distantes” [11].
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Método de encadeamento: se pontos da func¢ao valor previamente eduzidos sao utiliza-
dos na comparacgao de loterias subsequentes, entdo as respostas estio encadeadas. Simbo-
licamente, seja S; o conjunto de valores eduzidos de um decisor antes da i-ésima resposta.
Recursivamente S; é definida como S; = S;_1 U {¢;_1} parai =1,....n—1¢e Sy = {cn}-
Logo, para uma probabilidade dada 0 < «; < 1 e elementos ¢; e ¢,, em €N S;, a i-ésima
comparagio € [c;, a;, C] ~ ¢;.

Apés cada comparacdo, o novo valor ¢; é eduzido utilizando os valores previamente edu-

zidos e a igualdade a seguir:

v(ci) = u ([er, iy em))

= a;v(c) + (1 — a;)v(em)-

Para atenuar o viés introduzido para comparagio usando valores extremos, co e c,,
Krzysztofowicz e Duckstein [32] e Campello [5] propuseram um método onde primeiro par-
ticiona-se o espago ordenado de ¢j a ¢,, em subintervalos, entdo aplica-se 0 método em cada
uma das faixas para eduzir uma funcdo valor para cada faixa. A funcdo valor geral (para toda
a faixa) serd estimada a partir de jogos comuns nas faixas. Esta abordagem evita comparacoes

entre valores muito “distante” que podem introduzir viés na educao.

2.3 Outras consideragoes

Antes de comegar o estudo sobre a constru¢do de uma relagiao de preferéncia, é mister
dizer-se algo sobre a terminologia adotada, criticas classicas a teoria da utilidade e aspectos

normativos versus descritivos desta teoria.

2.3.1 Terminus technicus

A escolha de uma terminologia adequada é um problema de grande importancia em todas
as ciéncias [33]. Economia em particular, utiliza-se de conceitos e termos ja parcialmente
familiares ao grande publico, sendo isto uma fonte constante de dificuldade.

O conceito de “utilidade” surgiu de varias formas diferentes em economia [33]: “grau final
de utilidade” (Jevons), “utilidade efetiva”, “utilidade especifica”, “eficiéncia marginal” (estes
por Clark), “utilidade marginal” e “desejabilidade marginal” (Marshall), “rareté” (Walras),

“Ophélimité” (Pareto) e “Wantability” (Fisher).
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Neste trabalho, sempre que se usa o termo utilidade, refere-se ao construto de von Neu-

mann e Morgenstern [3, p. 15].

2.3.2 O “paradoxo” de Allais

O que se chama hoje de paradoxo de Allais é o resultado de um experimento apresentado
no artigo [23] “Le comportement de I’lhomme rationnel devant le risque: critique des postulats et

axtomes de 'école americaine.” Nele se pede a decisores que respondam as seguintes questdes:

1. Qual a relacdo de preferéncia entre as loterias A e B:

10% de chance de ganhar 500 milhdes.
A ganhar 100 milhdes com certeza. e B : 89% de chance de ganhar 100 milhdes.

1% de chance de nada ganhar.

2. Qual a relagdo de preferéncia entre as loterias C e D:

11% de chance de ganhar 100 milh&es. 5 10% de chance de ganhar 500 milh&es.

89% de chance de nada ganhar. . 90% de chance de nada ganhar.

Se um decisor é racional segundo os axiomas da teoria da utilidade, entdo se um decisor
afirma que B < A, necessariamente também deve afirma que D < C. No entanto, segundo
Allais, a maior parte das repostas foi B < A e C' < D, o que viola os axiomas.

No entanto, na sua amostra, Allais [23, p. 527] afirma que fazem parte individuos “[...] que
lopinion commune considére comme trés rationnels |...].” Este sentido de racionalidade é diferente
da hipoétese de racionalidade de von Neumann e Morgenstern ou mesmo de Savage. Nestes
ultimos, um individuo racional é aquele que se comporta de acordo com certos axiomas, 0s
quais o proprio Allais fornece uma definicio mais abstrata [23, p. 518].

Neste sentido, o resultado de Allais é que os individuos “que lopinion commune considére
comme trés rationnels” nao sao racionais no sentido de von Neumann e Morgensten. Posto isto,
vé-se que o resultado de Allais ndo se trata de um paradoxo e sim da confirmagio que a teoria
da utilidade ndo é puramente descritiva. Ela é normativa, podendo ser considerada descritiva

quando se trata de agentes racionais (no sentido axiomatico).
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Quanto ao “que lopinion commune considére comme trés rationnels,” subscrevo as idéias de
Bertrand Russell [34, p. 71]:

“Man is a rational animal — so at least I have been told. Throughout a long
life, I have looked diligently for evidence in favor of this statement, but so far I
have not had the good fortune to come across it, though I have searched in many

countries spread over three continents.”

2.4 A funcao de aversao ao risco de Arrow-Pratt

Desde Daniel Bernoulli (1938) que se coloca a questio da atitude de um decisor com
relagdo ao risco. No seu “Paradoxo de Sao Petersburg” ficou claro que seria necessario ir-se
além do valor médio de um jogo ou loteria, na hora de se tomar decisdes envolvendo incerteza.

Intuitivamente, um decisor averso ao risco é aquele que é conservativo em relagdo a suas
preferéncias. Considere um decisor frente a uma loteria que fornece uma consequéncia ¢ ou
uma consequéncia menos preferivel ¢/, como igual probabilidade, i.e., [c,1/2,¢/]. Suponha-se
que seja solicitado ao decisor que estabeleca sua preferéncia entre esta loteria e uma loteria que
fornece com probabilidade 1 o valor esperado da loteria inicial, denota por ¢ . Se o decisor
prefere a consequéncia certa ¢ a loteria [c,1/2,¢/] com as mesmas consequéncias esperadas,
entdo o decisor prefere evitar os riscos associados a loteria. Um decisor deste tipo é dito averso
ao risco.

Em tal situacdo, a utilidade do valor esperado de uma consequéncia de qualquer loteria
deve ser maior que a utilidade esperada da loteria. Se se denota uma loteria por p, um decisor

€ averso ao risco se, para todas as loterias nio degeneradas,

ulE(p)] > Efu(p)]-

Isto é, um decisor é averso risco se a sua utilidade é concava. Analogamente, um decisor é

propenso ao risco se a sua utilidade é convexa e neutro ao risco se a sua utilidade € linear [35].
Existe pois uma relacdo entre a expressao analitica da fun¢io utilidade, e a psicologia do

decisor com relagdo ao risco. Uma medida deste atitude com respeito ao risco, para o caso

monodimensional, é a fun¢iao de aversao ao risco de Pratt-Arrow [35]:
u/l (p)

r(p) = —
® ="

que pode ser vista como uma medida da curvatura da fung¢io utilidade. No caso multidimen-

)

sional, varias extensoes deste conceito foram apresentadas por diversos autores. Este é o tema

do préximo capitulo.
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Carituro II1

A AVERSAO AO RISCO E A FUNCAO
UTILIDADE

All models are wrong, but some are useful.

— George Box

MODELAGEM adequada para inimeros problemas em economia e teoria da decisdo en-

volve fung¢oes utilidades multidimensionais (ou multivariavel, multiatributo, multicri-

tério, etc.). Problemas de decisdo nos quais as consequiéncias sao expressas em termos de mais
de um atributo’ tém se tornado cada vez mais importantes.

No caso em que as fungoes utilidades sao unidimensionais (ou monodimensional, mono-
atributo), medidas de aversao ao risco, absoluto e relativo, foram apresentadas nos trabalhos
seminais de Pratt [35] e Arrow [36] (apud [37]), e desde entdo tornaram-se ferramentas indis-
pensaveis para a analise de risco em situa¢oes envolvendo riscos unidimensionais.

A extensio do conceito de aversdo ao risco para o caso multidimensional continua sem
uma resposta concreta. VArias tentativas para a generalizacdo para o caso multiatributo fo-
ram propostas, ¢f de Finetti [38] e Richard [39], Stiglitz [40], Keeney [11, 41], Kihlstron e
Mirman [42, 43], Paroush [44], Duncan [10], Karni [37], Levy e Levy [45], Ercolani [46] e
Shah [47]. Entre estes, destacam-se dois, o conceito de Kihlstron e Mirman [42] e o conceito
introduzido independentemente por de Finetti [38] e Richard [39]. O primeiro, mais freqiiente
na literatura, é compativel com o caso unidimensional. O segundo, embora tenha sido a
primeira proposta em ordem cronoldgica, foi muito pouco estudado.

As primeiras abordagens do problema foram propostas por de Finetti [38] e Richard [39].

Seja u(z,y) a funcdo utilidade de um decisor para dois atributos. Para qualquer zy < z; e

'Quando o argumento da fung¢io utilidade é uma distribuicao de probabilidade sobre vetores.
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qualquer yy < y1, considere as loterias

To, c.p. 12 Zo, c.p. 12
L= (z0,y0) cp. Y I, — (zo,y1) c.p. Y/

(z1,y1) cp. 12 (r1,%0) c.p. 12

Se o decisor prefere a loteria Ly que tem uma chance® igual para (zg,y;) ou (z1,%0) a lote-
ria L; onde ganha-se (z9,yo) ou (x1,y;) com igual probabilidade, z.e., u(Ls) > u(Lq), entdo
o decisor é considerado averso ao risco multidimensional (abreviado a.rzm). Este tipo de com-
portamento do decisor é considerado aversio ao risco, pois ele prefere uma combinag¢io do
“melhor” e do “pior” (Ls) a se arriscar entre todo o “melhor” ou todo o “pior” (L;). Caso
o decisor seja indiferente as loterias Ly e Lo, ele é dito neutro ao risco multidimensional (n.r.m);
e caso prefira Ly a Lo, propenso ao risco multidimensional (p.rm). Nota-se que este conceito de
aversdo ao risco nao restringe o decisor em relagdo a um atributo em particular, z.e., o decisor
poder ser averso ao risco no sentido de de Finetti-Richard e propenso ao risco em relacdo a
um atributo em particular segundo a definicio de Arrow-Pratt.

Kihlstron e Mirman [42], propuseram uma abordagem compativel com o conceito de
Arrow-Pratt. Um decisor é averso ao risco multidimensional se, diante da escolha entre um
vetor aleatério n-dimensional L (uma loteria) e seu valor esperado E[L], ele sempre prefere o
segundo ao primeiro. Usando-se a desigualdade de Jensen, tem-se entao que a matriz Hessiana
da funcdo utilidade tem que ser negativa semidefinida. Entao, por defini¢do, a fun¢io utilidade
u € concava em ambos os atributos. Portanto, aversao ao risco segundo Kihlstron e Mirman

implica em aversao ao risco segundo Arrow-Pratt em cada atributo isoladamente.

3.1 Aversao ao risco multidimensional

Considera-se inicialmente o caso para dois atributos, denotados por z e y. Supde-se que
os conjuntos de todos os possiveis valores dos atributos z e y sio intervalos da reta real, X
e Y, respectivamente. Seja P = X x Y o produto cartesiano de X e Y, formado pelos pares
ordenados (z,y),onde x € X e y € Y. Um elemento de P é chamado uma conseqiiéncia p =
(z,y). Assume-se que existe uma fun¢ao utilidade u(x,y) = u(p) definida em P. Além disso,
assume-se que esta fun¢do utilidade é suficientemente regular para justificar as demonstracoes;
geralmente isto vai significar que u é de classe C%[P] com primeira derivada positiva em todos

os atributos. Deixa-se subentendido que xg,x1 € X, yo,y1 € Y, 29 < 1 € yo < y1. Usa-se a

2“By chance I mean the same as probability” Thomas Bayes.
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seguinte nota¢ao no que diz respeito as derivadas parciais:

ou(z,y

ou(z,y
wy(z9) = 2520

0%u(z,y
Ugy (T, y) = #y)

Considere as seguintes loterias, para xg, z1, Yo, € y1 quaisquer:

(i) Loteria Ly da ao decisor probabilidade 50% de receber (z, o) e 50% de probabilidade de

receber (z1,y1).

(ii) Loteria Ly da ao decisor probabilidade 50% de receber (xg,y1) e 50% de probabilidade

de receber (x1,y0).

DEFINICAO 3.1 O decisor é averso ao risco multidimensional (a.r.m) se ele nao prefere L; a
Lo, i.e., Lo = Ly, para todo xg, 1, %0, € y1. Ele é neutro ao risco multidimensional (n.r.m)
se e somente se fica indiferente entre Ly e Lo, z.e., Ly ~ Lo, para todo xg,1,%0, € Yi.
Por ultimo, o decisor é dito propenso ao risco multidimensional (p.rm) se Ly 7 Lo para
todo xo, 1,50, € y1. Caso a preferéncia seja estrita (), diz-se entdo que o decisor é

estritamente averso ao risco multidimensional (s.a.r.m) se Lo > L e estritamente propenso ao risco

multidimensional (s.p.rm) se Ly > Lo para todo g, x1, Yo, € Y1.

A motivacdo para defini¢io de que Lo = L implica em a.zm e L,

~

=~ Ly torna o decisor
p.rm é a seguinte. A loteria Ly pode ser vista como um jogo “tudo ou nada” com 50% de
chance. Por outro lado, a loteria Ly garante que o decisor recebera pelo menos o “melhor”
em um atributo.

Note-se que o comportamento diante do risco multidimensional nio depende da aversio
ao risco do decisor em relacao a apenas um atributo, ze., o decisor pode ser averso ao risco

em relacdo ao atributo x, averso ao risco em rela¢do ao atributo y, e ainda propenso ao risco

multidimensional.
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TEOREMA 3.1 (RICHARD [39]) Um decisor é averso ao risco multidimensional se e so-
mente se para todo z,y em P, ug,(z,y) < 0; propenso ao risco multidimensional se e
somente se para todo (z,y) em P, ug,(x,y) > 0; e neutro ao risco multidimensional se e

somente se u, , = 0 para todo (z,y) em P.

DEMONSTRACAO 3.1 A demonstracdo é direta. Toma-se a diferenca entre as utilidades espe-
radasde Ly e Ly:

1 1 Z1 Y1
5 {ulao. o) +ulargn) — ulwon) —ulero)} = =3 [ [ wne gz (50
Zo Yo

A funcio utilidade serd a.zm se e somente se o lado esquerdo da Equacdo 3.1 é ndo negativa
para todo oy < x1 e yo < ¥, L.e., a utilidade esperada de Ly é maior ou igual a utilidade
esperada de L;. De modo equivalente, o lado direito da Equacdo 3.1 deve ser ndo negativo
para todo o < x71 e Yo < y1 0 que acontece se e somente se para todo (z,y) € P, uyy(x,y) <
0. A demonstracdo é analoga para os casos p.z.m e n.r.m.

OEA

Dessa forma, tem-se um critério simples para a determinacao do comportamento de aver-
sd0 ao risco multidimensional quando se dispoe de uma fun¢ao utilidade u(z,y).

Note-se que o fato de u(z,y) ser concava nio significa que u,, < 0 e por isso u(x,y)
ser a.r.m. Pois para u(z,y) ser cdncava, sua matriz Hessiana deve ser negativa semi-definida,

o que implica que os determinantes dos menores principais de sua matriz Hessiana devem

2

2y = 0. A dltima equagdo implica que u,, < 0Oe

alternar de sinal, ze., uy, <0 e ugptyy —u

N|=
N|=

—(Ugatiyy)? < Upy < (Ugalyy)

Logo, é possivel ter u,, > 0 e ainda u(x,y) ser concava.

Exempro 3.1 Considere a fungdo utilidade u(z,y), para x > 0 ey > 0, dada por:

N

u(@,y) = (zy)*.
Tem-se entio uy, (z,y) = 1/16(xy)~"/* > 0 ¢ ainda assim u é estritamente concava.
3.2 Prémio pelo risco multidimensional

Introduz-se agora o conceito de prémio pelo risco multidimensional. Para decisores que

apresentam a preferéncia Ly > L1, pode-se modificar Ly para um loteria L), tal que L}, ~ L.
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TEOREMA 3.2 (RICHARD [39]) Lo > L; se e somente se existe (infinitos) um par (7, m,)
onde 0 < m, <21 —xpe 0 < my <y — Yo, com m, > 0 oum, >0 ouambos, e a loteria

5, que fornece (z1 — m,,yo) com 50% de chance e (zg,y; — my) com §50% de chance, é
indiferente a loteria L;. Chama-se qualquer um desses pares que satisfazem essa condi¢ao

de prémio pelo risco multivariado (I1).

DEMONSTRACAO 3.2 Se L, = L1, tem-se entdo a seguinte relagao entre as utilidades espera-
das:

1 1 1 1

§u(x0,y1) + §u(m1,yo) > §u($0,yo) + 5“(3617,@1)- (3.2)
Seja agora L5 uma loteria com 7, = 1 — z¢ e m, = 0, entdo

1 1 1 1

EU(%'o’yo) + §u(m0,y1) < §u(9€0,y0) + 5“(9617%)7 (3.3)

donde a desigualdade levando-se em conta que u,(z,y) > 0 para todo (z,y) em P. Das
Equagoes 3.2 e 3.3 conclui-se que Ly > Ly > L,. A funcdo utilidade u(z,y) é continua e
entdo vale o teorema do valor médio. Logo, pode-se garantir que quando 7, = 0, existe um
valor para 7, tal que 0 < 7 < xy — ¢, e L, ~ Ly. Analogamente, quando 7, = 0 pode-se
garantir que existe um 7, tal que 0 < 7, < Y1 — Yo, € Ly ~ L;. Portanto, para qualquer
T, € [0,m;], existe um 7, € [0,7;] tal que L5 ~ L;.

Para demonstrar a suficiéncia argumenta-se que se existe um par (7., m,) que satisfaz a

roposicao L), ~ L, entao
proposi¢ 2 5

1 1 1 1 1 1
§u($0,yo) + §u($1,y1) = 5“(%’1 — Tz, Yo) + 5“(3607?;1 —7y) < §u(x1,yo) + §u(x0,y1) (3.4)

donde a desigualdade segue do fato que u,(z,y) > 0 e uy(z,y) > 0 para todo (z,y) € P. O
lado direito da desigualdade na Equacdo 3.4 € a utilidade esperada de Ls e portanto, Ly ~ L.

OEA

Pode-se estender a definicao de II para os valores de xg,x1,y0 € y1 onde Ly ~ L1 e o
decisor paga zero de I, z.e., m, = 7, = 0.

Intuitivamente, o prémio pelo risco multidimensional IT é a quantidade dos atributos X e
Y que o decisor tem que desistir de x1 e y;, na loteria Lo, de modo a tornar Ly equivalente a
loteria Ly. E um prémio pelo risco no sentido que o decisor prefere desistir dessas quantidades

em X e Y a se arriscar em uma loteria “tudo ou nada”.
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Analogamente, se o decisor é propenso ao risco multidimensional, pode-se estabelecer um
teorema com L; = Lo e os prémios pelo risco seriam adicionados a zg e 39, de modo a fazer

com que a relagdo Ly ~ LY seja satisfeita.

3.3 Comparando atitudes de aversao ao risco

A partir da defini¢do de prémio pelo risco multivariado da Se¢do 3.2, pode-se comparar
a propriedade de aversdo ao risco multidimensional entre duas funcdes utilidades u(x,y) e
v(z,y). Nao serdo discutidos em detalhes os casos onde a comparacdo € intuitiva e 6bvia,
tais como quando u(z,y) é p.rm e v(z,y), sendo a.zm ou n.rm, terd uma aversao ao risco
multidimensional maior que u(x,y), r.e., uzy(x,y) = 0 € vy (z,y) = 0 ou vyy(z,y) < 0 sdo
condigodes suficientes para este caso. Os casos interessantes ocorrem quando u(z,y) e v(x,y)
sdo ambos a.zm ou p.rm. Em particular, se u(z, y) e v(x, y) sdo ambos a.zm, diz-se que v(x, y)
tem uma maior a4.zm que u(x,y) se o II pago por um decisor usando v(z,y) é maior que o
prémio pelo risco usando u(x,y) para a mesma loteria. Mais precisamente, seja u(x,y) averso
ao risco multidimensional, entdo para quaisquer xq, 1, Yo € y1 como definidos anteriormente,

pode encontrar um par (7, 7,) de modo que L5 ~ Ly, ou seja,

2 (o 91— )+ ular 7, y0)) = 5 {uwo,y0) + (a1, )} (5:5)

Entdo, diz-se que v(z,y) é mais a.zm que u(x,y) se e somente se L}, - L; quando comparado

usando v(z,y), ou seja,

% {’U(ﬁg,yl - 7Ty) + ’U($1 - WxayO)} 2 % {’U($0,y0) + v(xlayl)} (36)

para todo o, z1,yo € y1 e todos os pares (7, T,) tais que a Equagdo 3.5 é valida. Fica claro
na Equacdo 3.6 que v(z,y) deve ser a.rm. Pode-se agora demonstrar o seguinte teorema, o

qual estabelece condi¢des suficientes para v(x,y) ser mais a.zm que u(x,y).
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TEOREMA 3.3 (RICHARD [39]) Seja u(x,y) tal que ug(z,y) > 0, uy(x,y) > 0 e uzy(z,y) <

0 para todo (z,y) € P. Para todo (z,y) € P seja v(z,y) tal que vy(z,y) > 0ev,(z,y) > 0;

~Vge (Vg Z —Ugz/Us; (3.7a)
g Uy 22 =Wy Wi (3.7b)
—Vyy[Vy 2 —Uyy/Uy; (3.7¢)
— Uy [Vy 2 — Uy Uy (3.7d)

Para qualquer z¢ < z1 e yo < y1 dado, e seja o par (7, m,) um II tal que

w(xy — Ty, Yo) + w(xo, Y1 — my) = w(xo,Yo) + u(x1,y1) (3.8)

Entao

v(x1 — 75, Y0) + v(0, Y1 — Ty) = v(Z0,Yy0) + v(x1, Y1). (3.9)

DEMONSTRAGAO 3.3 Seja(z,y) = v, (z,y)/u.(x,y) > 0 de modo que as condi¢des 3.7a € 3.7b

implicam em v, (x,y) < 0 e ¥, (z,y) < 0. Analogamente, seja

o(z,y) = vy(z,y)/uy(z,y) >0

, de modo que as condigdes 3.7¢ e 3.7d, respectivamente, implicam ¢, (z,y) < 0e ¢, (x,y) < 0.

Além disso, note-se que a Equagio 3.8 é equivalente a

Y1 —Ty T1—Tg 1 Y1
[ ey = [ et [ - megdy (o)
Yo o 1—Tg Yy

xT 1—7ry

Inicialmente, assuma que ¥(x; — 7y, y1 — my) = ¢(21 — 7y, y1 — my). Segue entdo de 3.7b:

Yi1—Ty T1—Tg Y1—Ty T1—Tg
/ / —Vgy(,y)dzdy > / / = (2, Y) gy (2, y)dxdy
Yo o

Yo zo

Y1—Ty T1—Tg
> w(w)/ / —Ugy (2, y)dzdy, (3.11)

Yo Zo
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pois 9, < 0 e 1, < 0. Substituindo a Equa¢io 3.10 na Equacido 3.11:

1

Y1—Ty XT1—Tg
/ / oy (2, y)dady > P(z1 — 7oy — ) / wo (@, y1)de
Yo o

X1 — Ty
Y1
+ 'l/]($1 — Ty Y1 — Wy)/ uy(xl - ﬂ'x’y)dy

Y1— Ty

> / 1 w(xvyl)ux(xvyl)dx

1— Ty
Y1
+¢(x1 — Tz, Y1 7"'y)/ uy(xl *Wray)dy

Y1—Ty

z1 Y1
>/ Ur(xvyl)dx+/ ’Uy($1 *Wxay)dy (3'12)

1= Ta y1—my
Integrando-se o lado direito da a Equagao 3.12 e cancelando-se os termos iguais chega-se a
Equacao 3.9.

Para o caso em que (x1 — Ty, y1 — Ty) < ¢(x1 — 7y, Y1 — Ty), basta trocar ¢ por ¢ e a
demonstragao é analoga.

OEA

Usando-se o Teorema 3.3 pode-se comparar a aversiao ao risco multidimensional de dois
decisores. As condicdes 3.7a e 3.7¢ impdem que o primeiro decisor, com fung¢io utilidade v,
possua uma aversao ao risco (no sentido de Pratt [35]) maior em relacdo aos atributos X e
Y do que o decisor com utilidade u. As condi¢oes 3.7b e 3.7d levam em conta as derivadas
parciais cruzadas vy, € uy,, essenciais na defini¢io de aversdo ao risco multidimensional. Se
as condigdes 3.7 sdo satisfeitas, entdo qualquer par (7, m,) de risco pelo prémio multidimen-
sional para o segundo decisor ndo sera, em geral, um risco pelo prémio multidimensional para
o primeiro decisor. Intuitivamente, o primeiro decisor é mais a.zm que o segundo porque ele
esta disposto a pagar um valor “maior” de prémio pelo risco multidimensional para qualquer
situagao de risco multidimensional.

Argumentando de forma similar ao Teorema 3.3, pode-se mostrar que as condicoes 3.7
com as desigualdades revertidas sdo suficientes para v(z, y) ser mais p.zm que u(x, u) se u(z, y)

é p.rm.

3.4 Operacoes que preservam a aversao ao risco multidimensional

Sabe-se da Secdo 3.1 que uma fungdo utilidade ¢é dita a.zm se e somente se u,, < 0 para
todo (x,y) € P. Nesta secao mostra-se que algumas operacdes sobre tais fungoes utilidade

preservam a propriedade a.zm. Este conhecimento serd util quando for preciso caracterizar se
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funcoes utilidade possuem a propriedade de a.zm e no estabelecimento de férmulas razoavel-

mente simples.

TEOREMA 3.4 (RICHARD [39]) Se u',u?,...,u™ sdo a.rm para todo (z,y) em P e se

b1,b2,...,b, sdo constantes positivas, entao

u=a-+ Zn:biui
i=1

éarm.

DEMONSTRACAO 3.4 Segue diretamente da diferenciacdo de u.

OEA

Teorema 3.4 no caso n = 1 mostra que transformacdes lineares com b; > 0 nao modificam
a propriedade a.zm. Além disso, as transformacgdes lineares positivas também nio mudam a
relagdo de aversdo ao risco multidimensional entre duas funcées utilidades u(z,y) e v(z,y),

como mostrado no teorema a seguir:

TEOREMA 3.5 (RICHARD [39]) Se u(z,y) é a.xm entdo para v(z,y) satisfazendo as condi-
¢oes 3.7, v(z,y) mais a.zm que u(z,y), entdo v’ = a; + byv(z,y), by > 0, tem maior a.zm

que v’ = ag + byu(z,y), by > 0.

DEMONSTRAGAO 3.5 Tem-se do teorema anterior que v'(z,y) € a.zm. O resto da demonstra-
¢do decorre do fato de que —uj,, /ul, = gy /Uy

OEA

TEOREMA 3.6 (RICHARD [39]) Se u(z,y) é a.rm e se f(-) é cOncava, entdo v(z,y) =

fu(z,y)) éa.rm.

DEMONSTRAGAO 3.6 Tem-se que vy = f'ugy + f"uzu, e, por hipotese, uz, < 0, u, > 0e
u, > 0. Logo v, , < 0se f(-) é concava.

OEA
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3.5 Extensao para o caso n-dimensional

Nesta secdo generaliza-se os Teoremas 3.2 a 3.6 para o caso em que o decisor leva em
consideracdo n atributos, a saber py,ps,...,p,. Assume-se que o conjunto de todos os pos-
siveis valores assumidos por p; é um intervalo fechado da reta real denotado por P;. Seja
P =P x Py x -+ x P,, produto cartesiano dos P;, o conjuntos das n-nuplas (p1,p2,...,pn)
com p; € P; para cada i. Um elemento de P é chamado uma conseqiiéncia e denotado por
p = (p1,p2,...,Pn). Como a aversdo ao risco multidimensional é uma propriedade bindria,
tem-se que focar nos atributos p; e p; para i # i. Chama-se entdo p;; um elemento do con-
junto P = Py X Py X -+ X Pi_y X Pty X -+ X Pj_1 X Pj41 x --+ x P,, pode-se dessa forma
escrever uma conseqiiéncia como p = (p;, pj, Pij)-

Assume-se que existe uma funcdo utilidade u(py, po, ... ,pn) = u(p) definida no conjunto
das conseqiiéncias®. Assim como na Secdo 3.1, supOe-se que a funcio utilidade é suficiente-
mente regular para justificar as demonstragoes, em geral isto significa duas vezes continua-
mente diferenciavel em todas as variaveis, com primeira derivada positiva.

A definiciao da a.zm pode ser estendida, para qualqueri,j = 1,...,n e # j, substituindo-
se « por p;, y por p; e adicionando p;; nas loterias Ly e Ly. O decisor é entdo a.zm em p; e p;
se para qualquer p;; € P;;, Ly 27 L; para todo pg,p%,pg, e p} (1.e., To,T1,Y0 € Y1). A mesma

extensao, mutatis mutandis, pode ser feita para os casos n.r.m e p.r.m.

1
ExempLO 3.2 Considere a fungdo utilidade u(py,p2,p3) = —(p1p2) ™' + p2. Tem-se que

1
U = ——
P1pP2 2 92
Y45V
Upypy = 0
Upyipy = 0.

Portanto, € a.r.m em relagdo a p1, pe; e n.r.m para p1, ps e p2, ps.

Verifica-se que os Teoremas 3.2 a 3.6 continuam validos, devendo-se apenas fazer as se-
guintes altera¢des nos enunciados e demonstragdes: substituir z por p;, y por p;; incluir p;;

tod res (z,y) ( ) d r (p9,pt, pij); a expressdo averso ao risco multi-
em todos os pares (,y), e.g, (zo,y1) deve ser (p7,pj, pij); p v u
dimensional, a.zm, deve ser substituida por a.zm em p;, p;; todas as fungdes em (x,y) agora

sdo fungoes de (p;,p;,pij)s;e P =P1 x Py x -+ x P,.

3Para ser mais preciso, a utilidade é definida sobre distribui¢des de probabilidade sobre vetores do espaco das conseqiién-

cias [5].
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3.6 Independéncia em utilidade e a aversao ao risco multidimensio-

nal

Estuda-se as implicagdes da aversido ao risco multidimensional na estrutura da fungio
utilidade. Denota-se por p;, um elemento do conjunto P;, = P; X P;y; X --- X P, e por
P<i um elemento do conjunto Po; = Py X P, X --- x P;_1. Pode-se agora escrever uma
conseqiiéncia como (p;, pip ) € a fungio utilidade u(p) = u(p«i, pip ). Tomando-se p; igual
a um valor especifico p%,;, pode-se falar em uma funcio utilidade condicional para p;, dado

p<i = p%;, sendo esta uma transformacio linear positiva qualquer de u(p%;, pip ).

DEFINIGAO 3.2 (INDEPENDENCIA EM UTILIDADE) Dado uma fung¢io utilidade u(p;, pip ),
diz-se que P,y € independente em utilidade de (i.u.) Po; se a preferéncia do decisor por loterias

em P;, para um valor fixo p%; em P; é a mesma para qualquer valor p?,.

A definicao anterior implica na seguinte estrutura para funcoes utilidades se P;, zu. Py,
fixado qualquer p?;:
u(p) = a(p«i) + b(p<i) - u(pgn,p») (3.13)
em que b(-) > 0. Note-se que P;p i.u. Po; ndo implica em Po; i.u. P;y..
Meyer [39, 48] obteve o seguinte resultado. Para alguma ordem dos atributos P;,--- , P,
ter-se-a

Pry tu. P, parak=2,....n e Py tu. Py, (3.14)

se e somente se para algum a e b > 0, ou

u(p) =a+bY_ ur(pr), (3.15)
k=1

em que ug(px) € a fungdo utilidade para o atributo py; ou

u(p) = a+b [ u(pr), (3.16)
k=1
em que cada uma das uy(py) € tal que ug(px) > 0 para todo zx, k= 1,...,n;0u
u(p) =a—>b || (—ur(pr)), (3.17)
k=1
com ug(px) < 0 paratodo zx, k=1,...,n.

Em economia, especialmente quando se estuda o consumo ou renda em fun¢ido do tempo,

a forma aditiva 3.15 € usada para representar a funcio utilidade do decisor. Entretanto, esta
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estrutura da utilidade possui uma estrutura (desejavel?) que implica em a.zm em P; e P; para

todo i # j.

TEOREMA 3.7 (RICHARD [39]) Se as condicdes 3.14 sdo satisfeitas, tal que a fung¢io utili-
dade pode ser escrita em uma das formas 3.15, 3.16 ou 3.17, entdo o decisor é n.rm para
todo P; e P; se a utilidade ¢ da forma 3.15; p.rm para todo P; e P; se a utilidade ¢ da

forma 3.16; e a.zm para todo P; e P; se a utilidade é da forma 3.17.

DEMONSTRAGAO 3.7 Derivando-se as Equagdes 3.15, 3.16 ou 3.17 com respeito a p; e p;, para

i e j quaisquer e i # j, tem-se:

82
e (3.18)
IpiOp;
0? uhul;
Y I T >0, e (3.19)
Gpiﬁpj UiUj he1
9% uju; i
= — *’U/k < 0, (3'20)
oot~ ) (—uy) AL
respectivamente.
OEA

De fato, tem-se o seguinte teorema para utilidades 7.zm:

TEOREMA 3.8 (RICHARD [39]) Um decisor é n.zm em P; e Pj parai,j =1,2,...,nei#j

se e somente se a utilidade é da forma 3.15.

DEMONSTRACAO 3.8 Se a utilidade é da forma 3.15, entdo mostrou-se no Teorema 3.7 que o

decisor é m.rm em P; e P; parai,j =1,2,...,nei# j. Se o decisor é n.rm em P; e P; tem-se
que up,,, =0 parai,j =1,2,...,nei# j. A demonstragao sera por indugao em n.
Para n = 2, up,p, = 0 se e somente se u(pi,p2) = u1(p1) + uz(p2). Assuma que a

proposicido é verdadeira para n — 1 atributos e considere u(p) para n atributos. Por hipotese,

a solugdo para u,,,, =0 parad,j =1,2,...,nei#jé
u(p) = f1(p1,pn) + fo(P2:pn) + -+ fo1(Pr—1,Pn). (3.21)
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Paratodoi=1,--- ,n — 1 tem-se
0 fi
= =0, 22
upzpn 8p18pn (3 )
para todo p; e p,. Entdo
fi(Pispn) = uwi(pi) + gi(pn)- (3.23)
Substituindo 3.23 em 3.21 e tomando-se
n
un(pn) = Zgi(pn)y (32'4)
i=1
completa-se a demonstragio.
OEA

3.7 Prémio em probabilidade multidimensional

Estende-se agora o conceito de prémio em probabilidade de Arrow para o caso multiatri-
buto. Esta generalizacdo foi proposta por H. Levy e A. Levy [45].

Considere a loteria Lj, que da ao decisor h com probabilidade X\ e —h com probabilidade
1 — X\, onde h = (hy,ha,...,h,) € IR™. Seja u uma fungio utilidade, com derivadas parciais

positivas. O vetor h é tal que vale a seguinte afirmagio:
u(p+h) > u(p) > ulp —h). (3.25)

A Condigao 3.25 assegura que receber o vetor h é preferivel ao status quo, o qual é preferivel
a perder h. Esta condicdo é trivialmente satisfeita se h; > 0 parai = 1,...,n, em que h;
representa os componentes do vetor /.

Seguindo a linha de raciocinio de Arrow para o caso monoatributo, H. Levy e A. Levy [45]
estendem a idéia para o caso multiatributo. Assumindo que a condi¢do 3.2 5 € satisfeita, entdao
existe A tal que o individuo fica indiferente entre entrar no jogo Lj; ou permanecer com um
valor certo p.

Tomando-se a utilidade esperada da loteria e igualando a utilidade de p, tem-se
u(p) = Au(p+h) 4+ (1 = Nu(p — h). (3.26)

Se o individuo é averso ao risco entao

A > = (3.27)
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Apresenta-se a seguir a matriz de aversao ao risco, extensao para o caso multidimensional
da fun¢ao de aversdo ao risco de Arrow-Pratt, proposta por Duncan [10]. Esta matriz serad
importante no estudo das inter-relacdes entres os conceitos de aversdo ao risco introduzidos

anteriormente.

3.8 Matriz de aversao ao risco

A matriz de aversdo ao risco, proposta por Duncan [10], é uma generaliza¢io da medida
de aversdo ao risco de Arrow [36] e Pratt [35]. Segundo Kihlstrom e Mirman [42], o principal
problema da medida de aversio ao risco de Arrow e Pratt é a limitagdo de ser definida apenas

para utilidades monoatributo:

Duncan estendeu esta definicio de modo a permitir o exame de inter-relagdes entre os atribu-
tos, construindo uma medida mais informativa.
Para introduzir a matriz de aversdo ao risco de Duncan, considera-se inicialmente a defi-
- o .
nigdo geral de prémio pelo risco.
Define-se como fungdo prémio 7(x, Z) a fun¢do que associa um vetor w = (7, T2, ..., T,) €

IR™ a certa loteria Z e consequéncias . Se E(Z) = 0, 7 deve satisfazer a equacao:
u(x — ) = Elu(x + Z)]. (3.28)

Aqui u é uma funcido utilidade de von Neumann-Morgenstern que satisfaz as preferéncia do
individuo. Note-se que, ao contrario do caso monodimensional, a solug¢ao deste problema nao
e unica. Pode-se ter varios prémios 7w como solu¢dao da Equacao 3.28. Considere continuas as

derivadas de segunda ordem:

_ Qu(x)
Entao
n 1 n
u(x — ) = u(x) — Z miui () + 5 Z mmiuii (e — 01), (3.29)
i=1 ij=1

para algum 6, 0 < € < 1. Por outro lado, se var(Z) = ¥ = [0;] existe, entdo

n

Blu(z — )] = F |u(@) — 3 Ziui(x) + % S ZiZjug@)+ S 0(2;2,%)
i=1 ij=1 ijk=1
= u(.’B) + % Z Uijuij(a:) + ﬁ(tl‘ Z), (3.30)

i,j=1
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A Equagao 3.28 exige a igualdade destas duas ultimas quantidades. Segundo Duncan [10],
uma soluc¢do aproximada para esta equagao é:
, - 1 & 1
u'm = —Zmui(m) =3 Z oijuij(x) = —3 tr(UY), (3.31)
i=1 ij=1
sendo U = [u;;j(x)] é a matriz Hessiana de u e o vetor u = (u;(x)) formado pelas derivadas
parciais de u. Note-se que esta equacao restringe 7 a um hiperplano n-dimensional.
Denota-se-a por 7 qualquer solugdo da Equagdo 3.31 e serd dita prémio aproximado pelo

risco. As solugdes 7 tém a seguinte forma:
. Lo,
7 =—5(u)” tr(UZ), (3-32)

para uma matriz qualquer A, m X n, a matriz A=, n X m, € a inversa generalizada de A, tal

que AA~ A = A. A solucdo natural é fazer
. 1 1 ‘
7r1:—§Zui U045, 2:1,...,71.
i

que pode ser reescrita da seguinte maneira

. 1
= dgRY, (3.33)
em que
R=[r] [u,]} = [diagu]~'U,
Us

e, se B é uma matriz n X n, dg B é um vetor n-dimensional com os elementos da diagonal
principal de B (b;;), enquanto que se ¢ é um vetor n-dimensional, diag ¢ é uma matriz n X n
com os elementos da diagonal principal iguais a c¢;.

Note-se que quando ¢ = j, tem-se o prémio pelo risco definido por Arrow e Pratt

Portanto, é apropriado chamar R como matriz de aversio ao risco.
Por exemplo, considera a seguinte familia de fung¢des utilidades indexadas pelas constantes
(91 € (92:
u(x) = —6; (e*’”1 + e*xz) — fpe T2

Tem-se entdo r** = 1, independente de 6; e 65, enquanto que, para i # j, tem-se
> P » €nq que, p J

02

ij _
() 01e%i + 0y
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Keeney [41] propods usar usar r* como medida de aversio ao risco. Propds também a ter-
minologia, para o caso em que r* é constante, que os atributos X; e X, sdo mutualmente
independentes em risco. Contudo, o exemplo mostrado sugere mostra que isto seria uma sim-
plificacdo exagerada.

Note-se que a independéncia em risco definida por Keeney pode ser valida e ainda R
nio ser diagonal. Por outro lado, Richard [39] aborda a aversio ao risco, como foi visto
no inicio do capitulo, de forma qualitativa, sem definir uma medida. Segundo Richard, um
individuo é averso ao risco multivariado se prefere loterias com “correlacio negativa” as
loterias com “correlacdo positiva.” Como foi visto, isto serd o caso quando os elementos fora
da diagonal de R forem nido negativos. Isto é consistente com a abordagem de Duncan pois,
da Equacdo 3.33, o prémio aproximado pelo risco é uma funcdo crescente dos coeficiente de
correlagdo para variancias fixas da loteria.

Os conceitos de aversdo ao risco estudados aqui podem ser usados para o estudo do com-
portamento do decisor e sugerir expressoes analiticas para os valores de utilidades eduzidos
no préximo capitulo.

Embora este procedimento nio seja necessario (e por vezes impossivel) para a solug¢do de
um problema de decisio, € util para comparacio entre diferentes decisores do comportamento
frente ao risco. Note-se que transformagoes afins de utilidades nido alteram as medidas de
aversao ao risco estudadas aqui.

A seguir tratar-se-a do problema da edu¢do da funcio utilidade.
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Carituro IV

EDUCAO DE ORDENS LINEARES

Ordnung und Sichtung sind der Anfang der Be-
berrschung, und der eigentlich furchtbare Feind

ist der unbekannte.

— Thomas Mann'

Teoria pA UtiLipape de von Neumann e Morgenstern, apresentada no capitulo ante-

rior, nao faz nenhuma referéncia a estrutura em si do conjunto das consequéncias,

denotado aqui por C. Por outro lado, tem como axioma a existéncia de uma rela¢do de pre-

feréncia < que induz uma ordem nesse conjunto. Com efeito, a existéncia desta relag¢do foi a

unica propriedade utilizada nos métodos de constru¢do da fung¢io utilidade apresentados no
Capitulo 2.

Os processos de edugao da fun¢do utilidade supracitados sao apresentados na literatura
como métodos para edugdo da fun¢io utilidade monodimensional (e.g, ¢f Farquhar [28]).
Neste trabalho, ndo foram apresentados desta forma, pois a dimensao de € em nada muda
aqueles processos. De fato, em todos os métodos, a tnica propriedade de € utilizada foi a
existéncia de uma relacdo de preferéncia < que o ordenasse.

Em problemas nos quais o conjunto € é monodimensional é natural assumir uma monoto-

nicidade na relagdo de preferéncia sobre as consequéncias, por exemplo: dinheiro, participa-

'Em traducdo de H. T. Lowe-Porter: “order and simplification are the first steps toward the mastery of a subject — the actual enem
¢ y ) 'y

is the unknown.”
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¢ao em mercado, unidades defeituosas, etc. Mesmo em atributos como temperatura corporal
ou pressao arterial, onde existe um ponto “ideal,” é possivel reestruturar ou particionar o
conjunto C de forma a assumir a monotonicidade. Sem perda de generalidade assume-se que
as relagdes de preferéncias sio monotonicas nos atributos.

Nos casos em que € = €1 X - - - x €,, é multidimensional ou multiatributo, mesmo conside-
rando a existéncia de uma relagdo monotonica em cada atributo (C;), ndo se tem, a priori, uma
ordem sobre todo o conjunto de consequéncias. Este é o tnico fato que leva a classificagio
(equivocada) dos métodos do Capitulo 2 como métodos unidimensionais.

Acredita-se que este problema pode ser contornado de maneira mais natural para uma
classe extensa de problemas. Considera-se aqui uma nova engenharia da construgio da funcao

utilidade. Os fatos que levaram a esta nova engenharia sdo os seguintes:

1. A maior parte das aplicacdo considera atributos discretos e limitados, destes, grande
parte numa escala ordinal. Quando nio, a discretizagdo é possivel e condi¢do sine qua

non para a educao;

2. A simples hipdtese de uma relagio monotdnica em cada um dos atributos implica uma
ordem parcial sobre o conjunto €, que pode sempre ser extendida para todo conjunto C,

a partir de um questiondrio;

3. De posse de uma ordem linear sobre C, os processos de constru¢do do capitulo anterior

tornam-se aplicaveis.

Os métodos existentes na literatura constroem inicialmente uma funcdo utilidade para
cada atributo e a agregacdo para construcdo da utilidade multiatributo é feita por formas
rigidas baseada em axiomas de independéncia entre os atributos. Apenas duas formas de
utilidade sdo concebidas: aditiva e multiplicativa. Estes métodos tém sua origem, com raras
excecoes, nos trabalhos de Keeney e Raiffa [11, 41, 49]. Este axioma extra, além da forma
de como as agregacoes das utilidades individuais sao feitas, tém sido objeto de criticas na
literatura.

Além disso, outros fatores aumentam a dificuldade destes métodos — por exemplo, é
sabido que loterias com valores extremos introduzem erro na edugdo da probabilidade de
indiferenca entre jogos. Entdo, quando se faz a educdo de utilidades monodimensionais,
pode-se estar considerando loterias que, na ordem total, estariam distantes, apesar de vizinhas

quando se considera apenas uma dimensao.
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A seguir, considera-se os fatos apresentados acima para a elabora¢do de um protocolo de

educdo para uma relagdo de preferéncia que ordena completamente o conjunto C.

41 Relagoes de preferéncia

Um principio central em modelos de preferéncia, presente em todos os trabalhos, ¢ a
no¢ao de ordem, formalizada pela transitividade e base para toda otimizagio. Mesmo em
paradigmas de decisao que ndo envolvem maximizac¢ao, como equilibrio de Nash em jogos
nao-cooperativos [50], assume-se que os individuos possuem uma relagio de ordem que re-
presenta suas preferéncias.

Como ja introduzido (¢f Definicdo 2.1), a estrutura matematica que se relaciona com o
estudo das relagdes de preferéncias sdo as relagoes binarias. Uma relagdo bindria é uma
ferramenta matemadtica usada para descrever associagoes entres elementos de conjuntos. For-
malmente, uma rela¢do bindria de um conjunto A para um conjunto B, é um subconjunto R
do produto cartesiano A x B, ze., RC A x B.

No caso de relacdes de preferéncia, o interesse recai sobre relagdes binarias sobre o espaco
de consequéncias €, (ou seja, relacdes que sio subconjuntos do conjunto €2), que admitem
certas propriedades: linearidade e transitividade.

A linearidade ¢é satisfeita se a relacdo de preferéncia é completa, ou seja, se se denota
a relacdo por “<”, para qualquer ¢; e ¢; em C, tem-se ¢; < ¢z ou ¢c2 < ¢;. O decisor
¢ capaz de comparar duas consequéncias quaisquer de C. Esta propriedade é fundamental
para a demonstragido do Teorema 2.1, que garante a existéncia de uma fung¢io utilidade que
represente esta relagao.

O fato de nio ser permitido a incomparabilidade entre duas possiveis consequéncias tem
sido alvo de muitas criticas, sobretudo da escola francesa*, que tem como principal expoente
Bernard Roy [51]. Esta escola afirma que um decisor é, muitas vezes, incapaz de exprimir suas
preferéncias devido principalmente a ambiguidade, a falta de informacio e ao conflito entre
atributos [51]. Contra estes argumentos, deve-se apenas lembrar que esta escola trata de pre-
feréncia sobre a¢oes. Este fato mascara a natureza aleatéria do problema, introduzindo uma
falsa sensacdo de certeza. Desta forma, incerteza em consequéncias das ac¢des € interpretada
como ambiguidade, falta de informagao, etc.

Trata-se aqui de preferéncias sobre consequéncias, neste caso, a edu¢do de uma ordem

2 Allais sugeriu em seus artigos uma divisdo entre escola americana e escola francesa, ¢f [23].
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completa sobre as consequéncias, acessiveis ao decisor, nio requer muito esfor¢o. E mais in-
tuitivo e direto ordenar as consequéncias do que ordenar as ac¢oes (sendo equivalentes apenas
no estranho mundo onde ac¢des levam a consequéncias deterministicas). No caso da preferén-
cia por um atributo, a linearidade estd associada diretamente ao fato das escalas de mensura-
¢do serem naturalmente ordenadas, e.g, se o atributo for dinheiro, mais dinheiro é preferivel
a menos dinheiro. No caso de varios atributos, a ordem pode vir a priori, como no protocolo
proposto neste trabalho, ou a posteriori como é o caso da literatura em geral. Dito isto, a

linearidade ndo engendra nenhuma limitagdo, ¢f [5-7, 28].

A transitividade é considerada como um axioma de racionalidade, de natureza norma-
tivo. A violag¢do da transitividade pode levar ao processo decis6rio comportamentos ciclicos.
Contra o axioma da transitividade existe o argumento de que o decisor possui um “poder
limitado de discriminac¢ao” [52]. Por exemplo, considere as faixas de cinza na Figura 4.1, as
faixas adjacentes de cinza apresentam graus proximos de cinza, embora seja clara a distin¢dao
entre as faixas extremas [5, p. 49]. O decisor, por possuir um poder limitado de discriminacao,
dird que € indiferente entre as faixas adjacentes e ndo entre as faixas dos extremos, violando

a transitividade. Isto acontece também com pequenas diferengas de peso.

C 1 Cz C 3 C4 CS

Figura 4.x: Faixas adjacentes com tons de cinza similares, contudo as faixas extremas com tons opostos.

Outro exemplo onde acontece a violagdo da transitividade é o paradoxo de Allais, apre-
sentado na Se¢ao 2.3.2. Nos dois exemplos, a transitividade é violada em condic¢des extremas,

em armadilhas psicoldgicas que nao acontecem em casos praticos.

A estruturacdo do problema de decisio e a preparagdo para educdo das preferéncias, com
as devidas escolhas de escalas de mensuragdo para os atributos, contribuem sobremaneira

para evitar comportamentos como oS descritos anteriormente.

Estuda-se a seguir o problema da edugio das preferéncias.

52



————— EDUGAO DE ORDENS LINEARES ————

4.2 Estrutura do conjunto de consequéncias

Independente do contexto em que o problema de decisdo se encontra, seja medicina, eco-
nomia ou engenharia, efc. as varidveis que representam as consequéncias podem ser combi-
nacdo dos atributos mais diversos: qualidade de vida, tempo de sobrevida, valor monetario,
tempo para lazer, probabilidade de falha de um determinado sistema, etc.

Qualquer que seja o problema em questdo, os atributos sdo representados em escalas de
medidas. Cada escala possui um certo nimero de operacdes possiveis sobre os valores dos
atributos, que vai desde relagoes de pertinéncia as operacoes aritméticas [, §3].

Uma escala de medida deve atender as seguintes propriedades:

Exaustividade: deve conseguir representar todos os fatos possiveis (abrangéncia);

Exclusividade: cada fato possui uma unica representagao (coeréncia).

Existem basicamente quatro escalas, propostas por Stevens [54] no seu artigo seminal “On

the Theory of Scales of Measurement.” A saber:

Escala nominal — Nivel mais elementar de mensurag¢do. Utiliza nimeros ou nomes para
identificagdo ou classificacio. Niao permite nenhuma operag¢do aritmética. Principal

funcdo € a distingao.

Escala ordinal — Além da distingao entre elementos, é enriquecida com uma relagiao de or-

dem entre os elementos.

Escala intervalar — Além de distin¢cdo e ordem, introduz uma regra de combinagdo entre

elementos na forma de uma “distancia.”

Escala de razao — A mais completa das escalas, acrescenta-se a escala intervalar uma origem.

Todas as operagdes aritméticas sdo validas.

Quando se pretende mensurar varios atributos de diferentes tipos, como € caso de interesse
deste trabalho, varias escalas de mensuracao podem ser necessarias. Esta “escala multidimen-
sional” ocupa-se de maneiras de se combinar diferentes atributos para formar um tnico indice
de mensuracdo. Note-se a semelhanca entre escalas e utilidades. Uma utilidade é, portanto,
uma escala de mensuracio exclusiva (pois representa apenas um individuo) para “medir” as
preferéncias do decisor. Além disso, como foi visto no Capitulo 2, a utilidade é representada

por uma escala intervalar.
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Sejam €y, C,, ..., C,, os conjuntos dos possiveis valores dos n atributos. Define-se o con-
) ) bl
junto das consequéncias € como o produto cartesiano dos atributos, z.e., € = C; X Cy X - - - X C,,.

1 .2

Uma consequéncia particular ¢ € € é dada por ¢ = (c!,c2,...,c"), em que ¢!, c?

,...,C" 830
elementos correspondentes de Cy, Co, . .., C,, respectivamente.

Considere a seguinte hipotese:

Hipdtese de Monotonicidade: As preferéncias do decisor sio monotonicas em relagio a
cada um dos atributos C;, i = 1,2,...,n. Isto é, se ¢} e ¢} sdo elementos de C; tais que
¢t < ¢, em sua escala de medida, entdo vale a relacio de preferéncia ¢} < cb, para todo

i=1,2,...,n.

Esta é um hipétese corriqueira em economia [15, 55] (como sugere o nome “bens” ou
“goods”). Note-se que esta hipotese € relativamente fraca, pois se um atributo ndo se comporta
desta maneira, pode-se aplicar uma transformacdo ou particio de modo que se tenha um
atributo para o qual a hipotese seja valida. Por exemplo, ao invés de se trabalhar com o valor
do deficit (d), em percentual, de energia no setor elétrico, pode-se trabalhar com o percentual
atendido, ou seja, 100 — d.

Caso um atributo seja representado numa escala nominal, deve-se inicialmente ordenar
este atributo. Considera-se neste trabalho que os atributos sdo naturalmente ordenados ou
foram previamente ordenados.

Considera-se também os atributos C;, ¢ = 1,2...,n, sao discretos e finitos (logo, limita-
dos). Tem-se, dessa forma, um “pior” e um “melhor” elemento para cada atributo. Denota-se
esses elementos por ¢} (pior) e ¢, (melhor), onde n; = ||C;, e =1,2,...,n. O nimero de

possiveis consequéncia ¢ € C, z.e., a cardinalidade de €, é dado por:

lel =TT e =T »
=1 =1

Considere o caso no qual existem dois atributos, e.g, saude versus riqueza, custo versus

deficit ou ainda salario versus tempo livre. Tem-se entdo o seguinte problema:

PROBLEMA 4.1 Dado o espaco de consequéncias €; x Gy C IR?, sendo o eixo C; partici-
onado em n; intervalos e o eixo Gy em n, intervalos, como encontrar uma ordem linear

sobre esses nq x ny elementos, que satisfaca as preferéncias do decisor?
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Resolvido este problema, z.e., encontrada esta ordem linear, pode-se tratar do problema de
educdo da funcdo utilidade multiatributo com os métodos monodimensionais apresentados
no Capitulo 2. Em particular, pode-se utilizar o método das faixas sobrepostas, proposto em

Campello de Souza [5].

DEFINIGAO 4.1 Denota-se por ¢;, o par ordenado (cj,¢i) € €1 x €z, um elemento do

espago das consequéncias. ¢f Figura 4.2.

o
Ead

A\

1
C]‘ 61

Figura 4.2: Exemplo de parti¢io do plano de dois atributos C; e C.

Note-se que algumas relagdo de preferéncia sdo induzidas pela monotonicidade dos atri-
butos. Sabe-se que o elemento menos preferivel é o cgg e 0 mais preferivel é o elemento ¢, -
Para todo ¢;j, € €, tem-se cop < Cjk <X Cnyny-

A seguir estuda-se estas relagoes parciais induzidas pela monotonicidade.

4.3 Ordem parcial

Trata-se agora em detalhe do conceito de ordem. Referéncias classicas sio Alencar [56],
Davey e Priestley [57] e Birkhoff [58].

Considere a seguinte defini¢ao:

DEFINIGAO 4.2 Chama-se relagao de ordem em €, ou apenas ordem em C, toda relagdo

R em C que € reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
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Em outros termos, uma relagio R em @ é uma relagcdo de ordem em @, ou simplesmente uma

ordem em C, se e somente se, possui as trés seguintes propriedades:
(Reflexiva) Vcc C=cRc
(Antissimétrica) Ve, € C, cRc e ¢/ Re=c=¢

(Transitiva) V ¢, c/,c”" € C, cRc' e /R = cR

Se R é uma relagao de ordem em C, também se diz que € é ordenado por R ou que R
ordena C e que o par (€, R) é um conjunto ordenado.

Diz-se que uma relagdo de ordem R é parcial se existe pelo menos um par de elementos
c e ¢’ em C tais que estes ndo sdo comparaveis na relacio R. Ou seja, ndo vale ¢/R¢” nem
c"Rc’. Dito de outra forma, R é uma ordem parcial se é reflexiva, assimétrica e transitiva,
mas nao ¢ linear.

Considere a seguinte relacao <, construida no conjunto das consequéncias C, juntos for-

mam o conjunto parcialmente ordenado ¢ = (C, x):
1.2 1.2 AR
(reyre, ™) g (s, 8%,...,8") & rt < s (4.1)

parari, st € C;etodoi =1,2,...,n. Além disso, é estritamente preferivel se vale (4.1) e, para
algum j (1 < j < n), a desigualdade estrita r/ < s/ é satisfeita’. Na Figura 4.3 ilustra-se estas
relacbes para o caso de dois atributos, com n; = 6 e no = 5, usando-se como referéncia a

consequéncia ¢34 (nao incluindo as relagbes implicadas pela transitividade da relagao).

C2 n3o relacionado
com C3s4
2 « <1<
k v \ s Crs@—>—=0Cij = Cij X Crs

3 < < —< < <

Y Y y
c2 < <

Y Y Y
c3 < <

Y Y Y
2 < <

cl c3 c cl Cs ¢ C

Figura 4.3: Exemplo de particio do plano de dois atributos e relagies entre cs4 e demais consequéncias.

3 As relagdes “<” e “<” representam as ordenagdes naturais nas devidas escalas de mensuragdo.
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Uma maneira mais adequada para representagao de relacdes de ordem é o diagrama de
Hasse# da relacao. Neste diagrama, uma versiao simplificada da ordem, representa-se cada
elemento de € como um vértice e desenha-se um segmento de linha entre dois elementos ¢ e

" < . Diz-se entdo que ¢’ cobre ¢, ou ¢ é o

c de C, se ¢ < ¢ e ndo existe ¢’ tal que ¢ X ¢
sucessor imediato de ¢, e desenha-se ¢’ acima de ¢. Note-se que nem todos os elementos da
relacdo de ordem sio representados por segmentos de linhas ou qualquer outro simbolo. Por
exemplo, reflexividade e transitividade ficam subentendidos.

O diagrama de Hasse para o exemplo anterior, com dois atributos €;, G com cardinali-

dades ny; = 6 e no = 5, é apresentado na Figura 4.4.

Figura 4.4: Diagrama de Hasse de € = (C, <) quandon = 2, ny = 6eng = 5.

Denote-se por ¢ = (€, <) um conjunto parcialmente ordenado.

DEFINICAO 4.3 (ELEMENTO MINIMAL) Um elemento ¢ de € é chamado minimal de € se

o tnico elemento ¢’ tal que ¢’ < céc =c.

Dito de uma outra maneira, ¢ é minimal se, no diagrama de Hasse de %, nao existe
segmento de linha abaixo de c.

Define-se um elemento maximal de um conjunto parcialmente ordenado ¢ de maneira
analoga. Note-se também que um elemento pode ser, a0 mesmo tempo, maximal e minimal.
O elemento maximal e minimal do conjunto ordenado % representado pelo diagrama de

Hasse apresentado na Figura 4.4, é entdo ¢ e cg5, respectivamente.

4Em homenagem a Helmut Hasse, matematico alemdo que introduziu esta representagdo em seu livro Hohere Algebra, 1926,

para facilitar a solu¢do de equagdes polinomiais.
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Neste modelo, o elemento minimal do conjunto ¢ corresponde a consequéncia menos
desejada do espaco das consequéncias.

A estrutura do conjunto parcialmente ordenado % foi completamente induzida pela hi-
potese de monotonicidade dos atributos. O objetivo é, contudo, construir uma ordem linear
que representa as preferéncia do decisor. Até o momento tem-se uma ordem parcial < sobre
o conjunto das consequéncias, precisa-se estender esta ordem parcial, de modo que qualquer
par de elementos em € seja comparavel. Tratar-se-a de extensdes de conjuntos parcialmente

ordenados na proxima secao.

4.4 Extensao linear de uma ordem parcial

Uma ordem parcial %, em um conjunto €, é uma extensao de uma ordem parcial <,
também em C, se para todo par de elementos ¢ e ¢/ em € que ¢ < ¢/, entdo vale também a
relacdo ¢ < . Posto isto, uma extensao linear de < é uma extensiao que é uma ordem linear
ou total.

Considere o caso em que se tem dois atributos e cada um deles duas possibilidades, como
representado na Figura 4.5. Neste caso, ha duas consequéncias nio comparaveis na ordem
parcial induzida pela monotonicidade, ¢15 € ¢2;. Existem duas possivel extensdes lineares
para esta ordem parcial. Considerando a monotonicidade, reduziu-se o problema de uma

busca entre (n; x ny)! = 24 ordens para apenas duas.

C22 C22
Ci12 C21
C12 C21 C21 C12
C11 C11
Ci1
(a) (b) (c)

Figura 4.5: Exemplo de partigdo de um espago de consequéncia com dois atributos. (a) Plano representando
as consequéncias. (b) Diagrama de Hasse da ordem parcial induzida. (c) Extensoes lineares da ordem parcial

induzida.

Denota-se aqui por < tanto a ordem parcial quanto sua extensao linear. A distin¢do se

fara segundo o contexto, usando-se notagoes diferentes em casos limites.
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Considere a seguinte defini¢ao:

DEFINICAO 4.4 (ORDEM LEXICOGRAFICA) A relacdo de preferéncia < € dita lexicogra-
fica se

(rtr? ) < (st 8?80 & s7) > po®) o golm) 5 po(m)

para uma dada permutagdo o dos atributos e i = 1,...,m; m < n.

Preferéncias lexicograficas podem ser entendidas como “preferéncias” ou prioridades so-
bre atributos. Duas consequéncias em € sdo comparadas a partir do atributo com prioridade
mais alta. Caso haja diferenca entre as consequéncias nesse atributo, escolhe de forma a ma-
ximiza o atributo prioritario, caso contrario segue-se para o proximo em ordem de prioridade
e assim por diante.

Durante o processo de educido é interessante descobrir se o decisor é capaz de estabelecer
prioridade entre os atributos. Embora nao seja uma condi¢ao necessaria, a existéncia de
prioridades pode simplificar o processo de edu¢ao da ordem linear e da fung¢ao utilidade, pois
pode-se combinar conjuntos de atributos onde seja clara, para o decisor, suas prioridades em
relacdo aos atributos.

Para o caso de dois atributos tem-se apenas duas permutac¢do possiveis (e também duas
ordens possiveis). Pode-se dar prioridade a €; ou Cy. Estes sdo os casos apresentados na
Figura 4.5 (c). Existem apenas duas extensoes lineares e estas sio exatamente as preferéncias
lexicograficas.

A existéncia de extensdes de ordens parciais é garantida por um teorema de existéncia
devido a Szpilrajn’ [59], em 1930. Resolvida a existéncia, considera-se agora o namero de
solugdes para este problema.

Denota-se por M(%) o numero de extensodes lineares de um conjunto parcialmente orde-
nado ¥ = (€, x). Uma maneira de calcular este nimero é a seguinte férmula de recorréncia

devido a Sidorenko [60, 61]:
MEC =)= D ME—m,=), (4.2)
meM

em que M denota o conjunto de elementos minimais de € e (2, <) = 1. E usual a notacio

mm = MC —m,x).

5Segundo o Szpilrajn [59, p. 387], outra demonstragdo para o mesmo teorema de existéncia devida a Banach, Kuratowski e

Tarski era conhecida na época, mas ndo publicada.
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Para o caso mais simples, com dois atributos e duas possibilidades por atributo, ¢f. Fi-

gura 4.5, tem-se:

M(C, <) = M
— gﬁclhclz + gﬁcu,czl

= §Nici1:c12;:€21 + Tcei1.C21,621

— C11,C12,C21,C22 C11,C21,C12,C22
= +

=2

)

em que os sobreescritos de 9, na penultima linha do resultado anterior, representam as ex-
tensoes lineares de ¢

Cada vez que um elemento minimal m ¢é retirado do conjunto C, é necessario recalcular
os elementos minimais de ¢, portanto, o conjunto M muda a cada etapa do calculo. Como,
a cada etapa, retira-se um elemento de C, e este processo sempre acaba, dado que € é sempre
finito. Portanto, a Equacdo 4.2 esta bem definida.

Outra abordagem para construcdo de extensoes lineares € a partir do conceito de ideais de
ordens. Antes de introduzir-lo, seguem alguns conceitos basicos.

Dado um conjunto parcialmente ordenado %, designa-se por cadeia (de C) a todo sub-
conjunto X de € no qual todos os elementos sio comparaveis. Por sua vez, designa-se por
anticadeia (de C) a todo subconjunto Y de € no qual ndo existem dois elementos distintos
comparaveis.

Denotando por cad(%) e anticad(%’) os conjuntos de subconjuntos de € que determinam,

respectivamente, cadeias e anticadeias de %,
max {[|X|[| | X € cad(¥)} e max{||Y]||Y € anticad(%)}

designam, respectivamente, por comprimento (x) e largura (1)), do conjunto parcialmente

ordenado %. Segue-se, e.g, para as ordens parciais induzidas que:

n

R(€) =3 (ni — 1)

i=1

ANE)=(n—1)min{n; —1,ny —1,...,n, — 1}.
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Posto isto, considera-se a seguinte defini¢do:

DEFINICAO 4.5 Um ideal de ordem de um conjunto parcialmente ordenado ¢ é um sub-

conjunto J de € que satisfaz, paratodoc € Je ¢ € C:

d<ec=c €.

O conjunto de ideais de ordem de ¢, ordenado pela relagio de inclusao (C), forma tam-
bém um conjunto parcialmente ordenado denotado por J(%¢’). Birkhoff [58] mostrou que
J(¥) representa completamente €.

Se € tem cardinalidade n, entdo J(%) possui comprimento n. Mais ainda, o posto (com-
primento a partir do &, ¢f Figura 4.7) v(J) de qualquer ideal J € J(¥) ¢ igual a cardinalidade
do ideal de ordem J.

Munido das estruturas supra-definidas pode-se agora apresentar um resultado que relaci-
ona o numero de cadeias maximais (z.e., cadeias com comprimento ||C||) do conjunto parcial-

mente ordenado J(%), com o nimero de extensdes lineares de € [62, 63].

PROPOSICAO 4.1 O numero de extensOes lineares (%) é igual ao numero de cadeias

maximais de J(%).

DEMONSTRACAO 4.1 De fato, a proposi¢ao pode ser vista como um corolario do teorema que
mostra a existéncia de uma bije¢ao entre as extensdes lineares de € e as cadeias maximais de
J(€). Apresenta-se a demonstrag¢io devida a Stanley [62].

Seja a aplicagdo o : € — {1,...,||C||} uma extensdo linear de ¥. Defina o ideal de ordem

comoJ; =07 1({1,2,...,i}),i=1,2,...,|C|. Entao
=70y CI C-“CJH@H =0

¢ uma cadeia maximal de ideais de ordem de €. Por outro lado, dada uma cadeia maximal, a
aplicagdo o : € — {1,...,||C||} definida por o(i) € J; — J;_1 é uma extensio linear de .

OEA

Tome-se, e.g, um espago com dois atributos (n = 2), onde o primeiro atributo possui duas
possibilidade (n; = 2) e o segundo trés (ny = 3), ¢f Figura 4.6. O diagrama de Hasse do

conjunto parcialmente ordenado de ideais de ordem de % é apresentado na Figura 4.7.

61



————— ANDRE LEITE WANDERLEY —————

A partir das cadeias maximais de J(¢) segue as extensdes lineares de ¢

C11 X C21 X C12 X €22 X C13 X Ca3 (4.3)
C11 X C21 X C12 X C13 X C22 = Ca3 (4.4)
C11 X C12 X €21 X €22 X C13 = C23 (4.5)
C11 X C12 X €21 R €13 X C22 X Ca3 (4.6)
C11 X C12 X C13 X €21 =X C22 = Ca3 (4.7)
Ca
cg ° °
cg ° °
c% ° °
—_——l
c e
(a) (b)

Figura 4.6: Exemplo de partigdo de um espago de consequéncias com dots atributos. (a) Plano representando as

consequéncias. (b) Diagrama de Hasse da ordem parcial induzida.

Note-se que as ordem lineares (4.3) e (4.7) sdo ordens lexicograficas. A primeira, ordem
linear (4.3), mostra uma prioridade sobre o atributo Cs. J4 a ordem (4.7), reflete uma priori-
dade sobre o atributo ;. A Figura 4.8 apresenta as cadeias maximais de J(C), note-se que as
cadeias extremas (laterais mais escuras) estdo relacionadas com as ordem lexicograficas. Com
dois atributos existem apenas duas ordens lexicograficas.

Tome-se o0 caso n = 2, e ny = ny = 3. As ordens relacionadas a este problema sio
apresentadas nas Figuras 4.9 e 4.10. Neste caso sdo 42 cadeias maximais e portanto, 42
extensoes lineares de 4. Sao duas ordens lexicograficas, cada uma delas com uma prioridade
sobre um atributo, e 40 ordens lineares intermedidrias para representar as preferéncias de um
individuo. Cada uma delas representa um tradeoff entre as consequéncias.

Apresentou-se aqui apenas exemplos bidimensionais, z.e., com dois atributos. Para dimen-
sOes maiores a diferenca fundamental é o aumento do nimero de ordens lexicograficas. Se
se trabalha com dimensio n, tem-se entdo n! ordens lexicograficas. Pode-se imaginar as or-

dens lexicograficas como pontos extremos de um conjunto de ordens. Todas as outras ordens
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{e11, €12, €22, €13, €23}

{e11, €12, €22, C13} {ec11, €12, €21, €22}

{011,612,013} {011,0127021}

{6117612} {6117021}

Figura 4.7: Diagrama de Hasse do conjunto parcialmente ordenado J(C).

Figura 4.8: Cadeias maximais de J(C) ou extensoes lineares de €.

sendo intermedidrias entre elas. Se existe uma ordenacdo sobre os atributos, pode-se reduzir
o nimero de perguntas necessarias no questionario.

Uma questdo de interesse é sobre o nimero maximo e o nimero minimo de perguntas
necessarias para extender 4. Considere ainda o caso bidimensional, ¢f Figura 4.11.

Neste caso tem-se dois atributos, cada um deles particionado em trés possibilidades (¢f

Figura 4.11, ny = ny = 3).
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Cq
3 ° ° °
c3 ° ° °
3 ° ° °
ct c a G
(a) (b)

Figura 4.9: Exemplo de particdo do plano de dois atributos mais simples possivel. (a) Plano representando as

consequéncias. (b) Diagrama de Hasse da ordem parcial induzida.

%]

Figura 4.10: Exemplo de particdo do plano de dois atributos mais simples possivel.

Note-se que, no conjunto parcialmente ordenado %, os elementos ¢33 e €31 ndo sdo com-
paraveis. Mais ainda, o elemento ¢;3 ndo é comparavel com nenhum dos elementos da area
hachurada, i.e., o fato das preferéncias sobre atributos serem monotonicas nada informa sobre
estas relacoes. No entanto, note-se que, se o decisor ao responder um questiondrio afirmar

que c32 < c13, entdo, da transitividade admitida nas relagoes de preferéncia, segue-se que
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Cz

L AN
’ RN
7 NN\

Figura 4.1x: Ordem induzida paran = 2, n; = 3eng = 3.

ele também prefere ¢13 a qualquer outra consequéncia localizada na drea hachurada. Caso
contrario, ou seja, se o decisor responde que ¢13 < €32, isto nada nos informara sobre as
outras comparagoes. Mas, se o decisor afirmar que c32 < ¢33 e depois que ¢31 < €12, entao
termina-se o processo de extensao e chega-se a uma ordem linear com apenas duas perguntas

ao decisor.

Dito isto, fica clara a existéncia de uma maneira de se montar o questionario de modo
que se aproveite a0 maximo a transitividade e a monotonicidade das rela¢des de preferéncia.
Antes de entrar na construcido do questionario, considera-se o caso com dois atributos e com

uma divisdo qualquer destes atributos.

Para o plano dividido de uma forma qualquer, com n; colunas e nsy linhas, tem-se os
seguinte limites para o numero de perguntas, denotando-se por Ny, é o nimero minimo de

perguntas e por Ny, 0 numero maximo de perguntas e ||C|| = ny X ns.

Niin = Min{ny; — 1,ny — 1} (4.8)

2 ny + ng —
N = ZZ<”1 Ci)i—1) = CII* — [|C[[(n1 + no 1). (4.9)
i g

4

Para o caso n; = ny = 7, a Tabela 4.1 apresenta alguns valores para estes limintes.
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Tabela 4.1: Exemplos de limites para o niimero de perguntas em fungdo de .

Nmin Nmax
I I

9
36

I00

225§
441
784

1296

O 0 N &N \»in AW D3

-
o

o 0 NN &N vk~ W DN

2025

Esta drea também inclui um dos problemas abertos mais famosos da teoria das ordens,
a conjetura 1/3-2/3 devida a Fredman em 1975, ¢f Brightwell [64]. Esta afirma que em um
conjunto qualquer parcialmente ordenado ¢ existe um par de elementos para o qual a fra¢do
de extensoes lineares de ¢ em que ¢ < ¢/, em relagao ao numero total de extensoes lineares
de €, esta entre 1/3 e 2/3.

Outra conjectura importante, devida a Peczarski [65], é conhecida como “The Gold Parti-
tion Conjecture.” Esta implica imediatamente na conjectura de Fredman. Além disso, implica
num resultado interessante, apresentado a seguir. Denota-se por §(%4’) o numero de compara-
cOes necessarias e sempre suficientes para extender linearmente 4. A partir da conjectura de
Peczarski, chega-se as seguintes cotas para §(%) [65]:

log, M(%)
logy M(E) < 6(%) < W

em que ¢ € o numero aureo:

1++5

¢ 2

O ntimero 9M(%) chamado aqui como “nimero de extensdes lineares de uma ordem par-
cial €” pode receber diversos nomes como “nimero de extensdes de 4 para uma ordem

» <«

total,” “namero de linearizacdes de ¢ compativeis em ordem,” “ntimero de maneiras de or-
denar € topologicamente,” etc. dependendo do contexto.
Apresenta-se a seguir uma versio modificada de um algoritmo classico de ordenagio de

ordens parciais, que servird como questionario de edug¢ao de ordens lineares.
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4.5 Ordenacao topologica

Ordenacao topoldgica consiste na constru¢do de uma ordem linear ou total a partir de
uma ordem parcial. A aplicacdo canénica da ordenacdo topoldgica (em inglés, topological
sorting ou topological ordering) é a programagao de uma sequéncia de trabalhos ou tarefas. O
interesse em algoritmos de ordenacdo topologica surgiu no inicio da década de 1960 no estudo
de técnicas PERT (Program Evaluation and Review Technique) para programagao de tarefas em
geréncia de projetos [66—68].

Introduz-se o algoritmo de ordenacio topoldgica para resolver o seguinte problema:

PROBLEMA 4.2 Encontrar uma extensao linear para ordem parcial ¥ que satisfaca as pre-

feréncias do decisor.

Dado um conjunto parcialmente ordenado ¥ = (C,<) e um conjunto completamente
ordenado® .Z = (L, <), sendo o conjunto £ inicialmente vazio, o algoritmo para ordenagio

topologica consiste, grosso modo, nos seguintes passos:

1. Encontrar um elemento minimal de ¢, denotado por m.

2. Remover m de €. Tecnicamente, isto significa substituir € por € — m e remover todos os
pares ordenados que contém m da rela¢do binaria <. Intuitivamente, consiste em apagar

m do diagrama de Hasse de €, assim como suas ligagoes.

3. Adicione m ao conjunto £ como “menor” (ou menos preferivel) elemento. Intuitiva-
mente, isto significa colocar m abaixo do elemento minimo de £ no diagrama de Hasse
e liga-los. Tecnicamente isto significa adicionar m em L e o par ordenado (m,c) em <,

para todo c em £.

4. Se C estd vazio, pare. Caso contrario, volta-se para etapa 1.

Pode-se modificar este algoritmo para que funcione como questionario de edugido para
se chegar a uma ordem linear que represente as preferéncias do decisor. Note-se que, na
primeira etapa, a escolha de um elemento minimal ¢ pode ser feita de diversas maneiras, pois
elementos minimais ndo sdo unicos (¢f Defini¢do 4.3).

Considere o conjunto parcialmente ordenado %, induzido por um espaco de consequéncias
com dois atributos, onde um dos atributos (C1) possui dois niveis (n; = 2) e o outro (Cz)

possui trés niveis (ny = 3). A Tabela 4.2 e a Figura 4.12 apresentam a execu¢do do algoritmo.

¢Note-se que se usa o mesmo simbolo (<) para denotar relagdes bindarias distintas.
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Tabela 4.2: Aplicagio do algoritmo de ordenagdo topologica de C comn =2, ny = 2eny = 3.

Etapa C M £ Escolha
I {011,012,013,021,022,023} {011} 1) —
2 {012, C13, C21, C22, 023} {012, 021} Ci1 Ci2
3 {613, C21, C22, 023} {013, 021} Ci1 X C12 C13
4 {ea1, €22, Ca3} {ca1} C11 X C12 X C13 —
5 {c22, co3} {c22} Ci1 X Ci12 X C13 X €21 —
6 {c23} {c23} Ci1 X C12 X C13 X C21 < €22 —
7 %] 1% C11 R C12 X €13 X C21 X C22 X C23 —

Etapa 3
C23
C13 C22
C21
Etapa 4 Etapa 5 Etapa 6
c23 c23 CCC22

C22 C22

Figura 4.12: Aplicagio do algoritmo de ordenacdo topoldgica de C com n = 2, ny = 2 e ny = 3. Visualizagdo a

partir do diagrama de Hasse. Os vértices em destaque sio elementos minimais.

Note-se que neste problema o decisor teve que responder a apenas duas perguntas, na
segunda e terceira etapa, ¢f. Tabela 4.2 e a Figura 4.12.

Para implementacio é conveniente outra abordagem que ndo a grafica. Ao invés disso,
pode-se usar a matriz de incidéncia para descrever o diagrama de Hasse de . Em tal matriz,
uma linha i representa os sucessores (na ordem <) do elemento i e uma coluna j representa
os antecessores do elemento j. Usar-se-a células com cor para denotar a existéncia de ligagao
e células brancas em caso contrario. O nimero de antecessores imediatos para cada elemento

de € sera denotado por «(-) e a posi¢do do elemento na ordem final por £(-).
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O questiondrio consiste em usar o algoritmo de ordenacdo topologica e sempre que existir
mais de uma possibilidade, isto é, sempre que houver mais de um elemento minimal, solicitar
ao decisor que estabelega sua preferéncia entre estes elementos.

A seguinte sequéncia de matrizes de incidéncia e diagramas de Hasse serd usada para
ilustrar o procedimento. Duas linhas serdo acrescentadas na matriz de incidéncia para repre-
sentar « e £. Considerando o caso com dois atributos e cada um deles com trés niveis, tem-se

a condi¢do inicial apresentada na Figura 4.13.

01 112 2 1 2 2

C33

O

oz H N

- H_H
o W W

C11 C12 C13 C21 C22 C23 C31 C32 C33

Figura 4.13: Matriz de incidéncia e diagrama de Hasse para ordem induzida. com n = 2, ny = 3 eng = 3. Os

vértices em destaque representam elementos minimais. Na matriz de incidéncia, isto significa que o(j) = 0.

Existe uma coluna j tal que «(j) = 0 e ainda ndo possui rotulo (ou seja, posi¢io na
ordem linear final). Esta é a coluna de ¢;;. Faz-se entdo ¢(c11) = 1 (etapa 3 do algoritmo
de ordenagao topoldgica apresentado acima) e subtrai-se 1 da linha corresponde ao elemento
c11. Desse modo elimina-se o elemento ¢1; da ordem parcial (esta corresponde a etapa 2 do
algoritmo), ¢f Figura 4.14.

Tem-se agora duas colunas tais que «(j) = 0 e j ainda nio foi rotulada. Neste momento,
deve-se questionar o decisor para que este decida entre ¢;2 < €27 ou o contririo, nio se
permitindo empate. Suponha que este tenha afirmado o contrério, z.e., que c21 < ¢12. Faz-se
entdo {(c12) = 2 e subtrai-se 1 da linha corresponde ao elemento ¢;9, ¢f Figura 4.15.

Continuando-se deste mesmo modo, tem-se as matrizes apresentadas nas Figuras 4.16 e 4.17

a seguir.
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~

1
0 01 0 2 2 1 2 2

C33

O

ca1 .
c23 .
N
EE

ci3 .

= [l

Ci1

C11 C12 €13 C21 C22 C23 C31 C32 C33

Figura 4.14: Matriz de incidéncia e diagrama de Hasse para etapa 2 do processo de edugio da ordem. Note-se que

o decisor precisa escolber entre dois elementos minimars.

11 2
0 0 00 1 2 1 2 2

C33

O
O
E N

C11 C12 C13 C21 C22 C23 C31 C32 C33

Figura 4.15: Matriz de incidéncia e diagrama de Hasse para etapa 3 do processo de edugdo da ordem. Novamente,

o decisor precisa escolber entre dois elementos minimars.
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{11 2 3
0 00 0111 2 2

C33

O

C31

[]
C23 . C2
"l
EE
cis ]

O

Ci11

31

&

C11 C12 C13 C21 C22 C23 C31 C32 C33

{11 2 3 4
0 00 OO 10 2 2

(1
3
Cl
C2 C.
C33
O
O
H B
C2 C31
O
3 32
C2

C11 C12 C13 C21 C22 C23 C31 C32 C33

{11 2 3 4 5
0 00 0 010 1 2

C33
C32 .

C31 .

C23 . c

H N

C11 C12 C13 C21 C22 C23 C31 C32 C33

2
-
)
2 C:
2
) C.
2

Figura 4.16: Matriz de incidéncia e diagrama de Hasse para ordem induzida. Etapas 4, 5 e 6.
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~

1 2 3 4 6 5
0 0 0OOO O O 0 2

C33

C32 . C33

C31
C23 . C23 C32
C22
C21
C13

Ci2

C11 C12 €13 C21 C22 C23 C31 C32 C33

£11 2 3 4 6 5 7
0 00O O OO0 O0 1

C33
C32 C33

C31

C11 C12 C13 C21 C22 C23 C31 C32 C33

C33

C32 C33

C11 C12 €13 C21 C22 C23 C31 C32 C33

Figura 4.17: Matriz de incidéncia e diagrama de Hasse para ordem induzida. Etapas 7, 8 e 9.
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Retirando-se o ultimo elemento minimal do quadro mais abaixo da Figura 4.17, tem-se as

seguintes posi¢oes, a partir da permutagdo definida por /:
C11 S C12 X C13 X C21 S C31 X C22 X C32 <X C23 X C33

Note-se que quatro perguntas, nos quadros onde os elementos minimais nao sao unicos, foram

necessarias para ordenacdo do conjunto de consequéncias.

4.6 Exemplo de educao: tempo livre versus salario

Considere o caso de um problema de decisio em que os atributos sdo tempo livre (lazer)
e saldrio. Deseja-se eduzir a utilidade de decisores para estes dois atributos. Note-se que
a hipotese de monotonicidade é claramente satisfeita, prefere-se maiores saldrios a menores
salarios. O mesmo acontece para tempo livre ou lazer.

Para facilitar o entendimento, utiliza-se o atributo horas trabalbadas por dia, ao invés de
tempo livre. Neste caso, pode-se considerar uma faixa para horas de trabalho que vai de 6
horas por dia até 10 horas por dia. Supde-se que outras possibilidades ndo sdo verossimeis.

Divide-se ainda esta faixa da seguinte maneira:

1. 10h por dia;

)

. 9h por dia;
3. 8h por dia;
. 7h por dia;

N

. 6h por dia;

“

Para o atributo trabalho, considera-se uma faixa que vai de dois mil reais até dez mil reais.
Considera-se esta faixa de saldrios adequada para individuos que estao entrando no mercado

de trabalho. Usou-se as seguintes possibilidades para o salario:

1. R$ 2.000,00 por més;
2. R$ 4.000,00 por més;
3. R$ 6.000,00 por més;
4. R$ 8.000,00 por més;

5. R$ 10.000,00 por més;

Considera-se que o atributo €; seja o salarios, com n; = 5 e que o atributo €5 seja o

tempo livre, com ny = 5. Neste caso, tem-se que ordenar 25 elementos.
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Este experimento foi conduzido com individuos em inicio de carreira (com excecdo de
um), com formagoes em medicina, engenharia, economia e matematica. Note-se que esta é
uma amostra de conveniéncia, apenas para ilustrar o uso do protocolo. O algoritmo apre-
sentado anteriormente foi implementado e utilizado para educdo das utilidades. A Tabela 4.3
apresenta o resultado para a educdo das ordens lineares. Note-se que a ordem ¢ estd em fun-
¢do da ordem lexicografica dos elementos de €. Da Tabela 4.3, tem-se que a ordem eduzida
do decisor nimero 3 é idéntica a ordem lexicografica que tem como prioridade o salario,

independente das horas trabalhadas.

Tabela 4.3: Experimento trabalho versus tempo livre.

decisor | 1 | 2 | 3 | 4| 5| 6
c by | by | b3 | by | U5 | U
cii I I 1 1 I 1
ci2 2 2| 2] 2]2]2
Ci3 4 13 3 3 3 3
Ci4 5 4 1 44| 4| 4
cis 6 | 715|655
c21 3 5 6 [ 6 | 6
C22 716717 |7]|7
C23 9 9 8 8 8 8
cay 11|10 9 |[10] 9 | 9
co5 12 | 14 | 10 | 12 | 12 | IO
c31 8 8§ | 11| 9 | 10| 1II
C32 10| I1 | 12 | II | II | I2
C33 14 | 15 | 13 | 14 | 13 | I3
C34 16 | 17 | 14 | IS5 | 14 | 14
C35 20| 18 | 15 | 17 | 17 | 21
c41 13 | 12 | 16 | 13 | I§ | I§
Cy49 15 | 16 | 17 | 16 | 16 | 16
C43 19 | 19 | 18 | 18 | 18 | 18
Cyy 21 | 21 | 19 | 20 | 20 | 20
C45 22 | 22 | 20| 22| 22|24
cs1 17| 13|21 |19 | 19 | 17
Cs9 18 | 20 | 22 | 21 | 21 | 19
cs3 23| 23 | 23| 23|23 |22
Cs4 24| 24 | 24 | 24| 24| 23
Cs5 25 | 25 | 25 |25 |25 | 2§
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Apoés a edugdo da ordem linear foi feita a edugdo da utilidade. Utilizou-se dois dos mé-
todos apresentados no Capitulo 2, todos os dois da classe de métodos de equivaléncia em
probabilidade. Para o decisor niimero 6 foi utilizado o método de valores extremos, apenas
com o intuito de mostrar os mecanismos de erros inerentes a este método, apresentados no
Capitulo 2. Para os demais usou-se o0 método de valores adjacentes também apresentado no
Capitulo 2.

A vantagem de se utilizar o método de valores adjacentes é que este serve como teste de
consisténcia da estimacdo de ordem, feita na etapa anterior. Note-se que as perguntas sao
da seguinte maneira, pergunta-se ao decisor qual a probabilidade (\) que o deixa indiferente

entre as loterias A e B:

A de chance de ganhar o par logo acima de ¢;;.
A : ganhar o par ¢;; com certeza. e

1 — X de chance de ganhar o par logo abaixo de c;;.

em que ¢;; representa um par salario e tempo livre, e os termos “logo abaixo” e “logo acima”
definem os pares adjacentes segundo a ordem eduzida. Portanto, se a ordem linear eduzida
for consistente, existe tal valor de probabilidade \. Se houver alguma inconsisténcia na ordem
eduzida, o decisor ird preferir ficar com uma das loterias.

Esta tipo de consisténcia ndo acontece quando se utiliza apenas os valores extremos da or-
dem para educdo da utilidade. As utilidades eduzidas sao apresentadas nas figuras a seguir. As
Figuras 4.24 e 4.25 apresentam as utilidades para os decisores 1 e 2, em funcdes dos dois atri-
butos. Note-se que apenas a edugdo do decisor 6 apresenta inconsisténcias (¢f Figura 4.23),
pois a utilidade deveria ser crescente quando considerada sua ordem linear. Este fato segue di-
retamente do método para edugio da utilidade, devido a dificuldade de ser considerar loterias
com valores muito “distantes,” ¢f Capitulo 2.

Em relacdo a dificuldade do processo de edugao, é clara a vantagem deste protocolo. Os
métodos cldssicos [11] para educdo da fungao utilidade multiatributo consistem basicamente
das seguintes etapas: edu¢do da funcio utilidade para cada atributo e educio de fatores de
escala para combinagdo das utilidades. Ou seja, para o mesmo problema, o protocolo apre-
sentado neste trabalho conduz apenas uma edugio de ordem e uma fungdo utilidade. Isto
além do fato da combinagao de funcdo utilidade gerar controvérsia, pois a combinacdo de

escalas de medida (ou seja, utilidades) nao ser bem definida [69].
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Figura 4.18: Utilidade eduzida para o Decisor 1. Note-se que o eixo horizontal estd ordenado de acordo com a

ordem linear eduzida.

1,00 e © o © e 6 o o o o o o o o
[ ]

Utilidade

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Consequéncias
Figura 4.19: Utilidade eduzida para o Decisor 2. Note-se que o eixo horizontal estd ordenado de acordo com a

ordem linear eduzida.
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Utilidade

e © © o
09090090099 09 ¢ o 9+ ¢+ ¢+ ¢ T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Consequéncias
Figura 4.20: Utilidade eduzida para o Decisor 3. Note-se que o eixo horizontal estd ordenado de acordo com a

ordem linear eduzida.
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0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Consequéncias
Figura 4.2x: Utilidade eduzida para o Decisor 4. Note-se que o eixo horizontal estd ordenado de acordo com a

ordem linear eduzida.
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Utilidade

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Consequéncias

Figura 4.22: Utilidade eduzida para o Decisor 5. Note-se que o eixo horizontal estd ordenado de acordo com a

ordem linear eduzida.

1,00 o © o °

Utilidade

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Consequéncias
Figura 4.23: Utilidade eduzida para o Decisor 6. Note-se que o eixo horizontal estd ordenado de acordo com a

ordem linear eduzida.
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Saléario

Figura 4.24: Utilidade biatrituto do decisor 1, com as dimensoes separadas.

79



Utilidade

0.8

0.6

0.4

0.2—

————— ANDRE LEITE WANDERLEY —————

Tempo Livre

- Salario

Figura 4.25: Utilidade biatributo do decisor 2, com as dimensoes separadas.
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4.7 Consideracoes finais

Apresentou-se neste capitulo uma nova maneira de eduzir fun¢oes utilidade multiatributo.

A aplicagdo deste novo protocolo consiste nas seguintes etapas:

1. Escolha dos atributos pertinentes;

2. Escolha de escalas de medida adequadas a cada atributo e ordenacdo, quando necessaria,

dos atributos;
3. Edugao da ordem linear, a partir do algoritmo proposto neste capitulo;

4. De posse de uma ordem linear, eduz-se a utilidade a partir de um dos métodos apresen-

tados no Capitulo 2. Sugere-se 0 uso do método de valores adjacentes.

Este procedimento ndo requer nenhum tipo de independéncia entre os atributos, o que
facilita o processo a constru¢do do problema de decisio. O decisor é primeiro questionado
com perguntas sobre preferéncia entre consequéncias deterministicas, com o intuito de se
encontrar uma ordem linear sobre o espaco das consequéncias, mas também funciona como
treinamento para perguntas sobre loterias, sabidamente com maior dificuldade cognitiva.

O processo de edugio da utilidade, dltima etapa deste protocolo, serve também como ve-
rificagdo da ordem linear eduzida, pois na montagem das questdes usa-se a ordem e qualquer
impropriedade na ordem acarretard em perguntas cuja utilidade eduzida serd 0 ou 1. Estes
valores extremos de utilidade sdo reservados para os valores extremos da ordem e qualquer

ponto intermedidrio com tais valores representa um equivoco na edu¢do da ordem.
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CarituLo V

CONCLUSOES, COMENTARIOS E
SUGESTOES

“The luxury of true-to-life performance tests [...]
can rarely be afforded — the engineer must be
right the first time. Thus no fruitful analytical

avenue of approach can be overlooked.”

— A E. Fitzgerald & C. Kingsley

PROBLEMA DA EDUGAO da funcdo utilidade tem sido tema central de pesquisas a partir

da década de 1960. Ainda hoje as referéncias basicas continuam a ser os trabalhos de

Keeney e Raiffa, principalmente o livro Decision with multiple objectives: preference and values tra-
deoffs, publicado em 1976 [11]. Reimpresso no inicio da década de 2000, os autores concluem:

In the intervening sixteen years, the theory most relevant to applications has

been augmented a little and the application of the theory has greatly expanded.

O protocolo proposto aqui exige um esfor¢co menor para o decisor, além de nao exigir
hipoteses de independéncia. A limitagdo estd no fato de exigir a constru¢ao de uma escala
finita e discreta para todos os atributos. Entretanto, acredita-se que esta ndo seja uma grande
limitacao, pois, de fato, a engenharia da tomada de decisdo exige este procedimento. A cons-
trugao de expressoes analiticas pode ser desnecessaria nos problemas de decisdo. A edugio de
uma matriz de utilidades é suficiente para resolucdo do problema.

Outra vantagem do protocolo introduzido neta tese é o fato de impedir que o decisor
cometa intransitividades durante a construcio da ordem. Além disso, combinado com a
educdo da utilidade utilizando o método de valores adjacentes, faz-se naturalmente um teste

da consisténcia da ordem linear eduzida.



———— CONCLUSOES, COMENTARIOS E SUGESTOES ————

A educdo de ordem como proposta aqui, além de ser intuitiva para o decisor e de reduzir
os mecanismos de erro, tem o papel importante de preparar o individuo para a educio da
utilidade, que sabidamente demanda um empenho cognitivo maior do decisor. Outra caracte-
ristica importante € que o algoritmo proposto é de implementagdo simples.

O estudo de conceitos de aversdo ao risco, além de servir como um guia dos diversos
conceitos existentes na literatura e suas ligagdes, cria uma banco de dados de possiveis fungoes
utilidades para uma posterior analise de regressao com os valores de utilidade eduzida.

Note-se que se sugere aqui utilizar os conceitos de aversao ao risco e independéncia de
modo completamente diferente da literatura. A literatura recomenda realizar primeiro testes
e hipoteses de independéncias, com isso chegando-se a uma estrutura para a fungdo utilidade
(que na maioria das vezes é aditiva). O proposto aqui consiste em eduzir primeiramente a
utilidade, usando-se apenas as hipoteses de von Neumann e Morgenstern, depois disso, pode-
se tentar, se for o caso, encontrar uma fungao utilidade que se ajuste a tais valores.

Fez-se no Capitulo 3 a revisdo de diversos conceitos de aversdo ao risco e estudou-se suas
relacdes, assim como as implicagbes de comportamentos frente ao risco e estruturas da funcdo
utilidade. Apresentou-se a matriz de aversdo ao risco de Duncan e estudou-se suas relagoes
com a estrutura da funcao utilidade.

Como sugestoes para trabalhos futuros, pode-se citar:

1. Realizar outros experimentos;

2. Construir medidas de aversao ao risco discretas para serem usadas diretamente com a

matriz utilidade eduzida;
3. Considerar extensdes do protocolo para decisdes em grupo.

4. Estudar medidas de distancias de conjuntos ordenados para comparacdes de ordens edu-

zidas e comportamentos de decisores.

A
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