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C U M ́  P

I  E́  R̃ 
C̧

por

A́ A́ S

Tese submetida ao Programa de Pós-Graduação em Engenharia Elétrica da Universidade

Federal de Pernambuco como parte dos requisitos para obtenc¸ão do grau de Doutor em

Engenharia Elétrica

O: P. G L T, PD

Recife, setembro de 2008.
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O problema de Fluxo de PotênciaÓtimo (FPO) vem sendo estudado desde a década de 1960

e vários métodos de resolução são encontrados na literatura. Em particular, os métodos de

Pontos-Interiores (PI) vêm tendo um grande destaque devido a sua robustez e eficiência,

alcançando convergência com reduzido número de iterações mesmo em problemas com

um grande número de variáveis. Apesar do seu bom desempenho computacional no que

se refere a número de iterações e tempo de processamento,os métodos de PI não possuem

convergência global, que consiste em encontrar uma solução independente da escolha do

ponto inicial. Um dos objetivos desta pesquisa é o desenvolvimento de um algoritmo de

FPO globalmente convergente, ou seja, capaz de encontrar uma solução sempre que esta

existir. Para atingir esse objetivo, o algoritmo proposto associa métodos de Região de

Confiança com os eficientes métodos de PI. Algoritmos globalmente convergentes são sem-

pre computacionalmente intensivos, de forma que três abordagens distintas para a resolução

dos subproblemas de região de confiança foram estudadas. Quanto à formulação do pro-

blema de FPO, foram desenvolvidos modelos que consideram dispositivos FACTS, como

o UPFC (Unified Power Flow Controller), e restrições de estabilidade de tensão. Algumas

opções de função objetivo, como minimização de perdas, minimização de corte de carga e

maximização de carregamento, foram testadas e o desempenho do algoritmo proposto foi

avaliado comparando-o ao desempenho de algoritmos de PI jáconhecidos.
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The Optimal Power Flow (OPF) problem has been studied since the 1960’s and several

methods for its resolution are available in the literature.In particular, the Interior-Point

(IP) methods have been widely used in nonlinear OPF solutions due to their robustness

and efficiency, reaching convergence with few iterations even for problems with a large

number of variables. Despite their good performance, the IPmethods are not globally con-

vergent, which means that convergence to a solution point isnot dependent on the choice

of the initial point. In this doctoral thesis, a globally convergent OPF solution algorithm

based on trust region methods is proposed. The proposed OPF algorithm combines trust

region methods with primal-dual IP methods. Because globally convergent optimization

algorithms are always time consumming, three different approaches for solving the trust

region subproblems are considered. Concerning the OPF problem formulation, it was de-

veloped OPF models that incorporate FACTS controllers, like the UPFC (Unified Power

Flow Controller), and voltage stability constraints. A number of objective functions, like

active loss minimization, load shedding minimization and loadability maximization, have

been implemented to assess the performance of the proposed OPF solution algorithm, and

its performance is compared with that of widely used IP algorithms.
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6.1. Método Primal-Dual de Pontos-Interiores para PQ . . . .. . . . . . . . . . 100

6.1.1. Cálculo das Direções de Busca . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 102
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GTO : Gate Turn Off Thyristor

IGBT : Insulated Gate Bipolar Transistor

IPFC : Interline Power Flow Controller

KKT : condições Karush-Kuhn-Tucker

LTC : Load Tap Changer
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Hk : Hessiana da função de Lagrange

~I : corrente complexa

IL : corrente através da reatânciaXL
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SÍMBOLOS xix

R : resistência

redr : redução real

redp : redução prevista

~Sse
R : potência complexa injetada no nóR pelo conversor série
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θse : ângulo da tensão do conversor série

θsh : ângulo da tensão do conversor paralelo

U : conjunto das barras com UPFC conectado

ν : passo vertical

VI : tensão no STATCOM

VL : tensão sobre a reatânciaXL
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

A ciência se compõe de erros que,
por sua vez, são os passos até a verdade.

Júlio Verne

N
 ̧̃ ́ de um sistema elétrico de potência, a decisão sobre uma ac¸ão

de controle ótima, objetivando a operação tanto econômica quanto segura do sis-

tema, é uma tarefa extremamente difı́cil, a qual é mais eficientemente executada

por uma ferramenta de Fluxo de PotênciaÓtimo (FPO) no centro de controle do sistema.

Problemas de FPO de grande escala vêm sendo, ultimamente, resolvidos de modo eficiente

por métodos de Pontos-Interiores (PI) [1–5], em especial os métodos Preditor-Corretor

1
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(PC) e de Múltiplas Correções de Centralidade (MCC) [6].Apesar do bom desempenho

computacional desses métodos em termos de número de iterações e tempo de processa-

mento, os algoritmos de PI carecem de convergência global.Convergência global é uma

propriedade desejável para qualquer algoritmo de otimização, pois garante a convergência

para um ponto solução do problema, se ao menos um houver, independente da escolha do

ponto inicial.

Com a reestruturação dos sistemas elétricos de potência e a introdução de competi-

vidade no mercado de energia elétrica, a tendência natural é que as empresas de energia

elétrica, ao postergarem investimentos na expansão dos sistemas e almejarem maiores lu-

cros com os ativos existentes, operem os seus sistemas próximos aos limites de capacidade,

ou seja, em pontos de operação altamente não-lineares, desafiando, assim, a robustez dos

métodos numéricos comumente utilizados nas análises demodelos matemáticos. No caso

especı́fico de modelos de FPO, em [7, 8] são analisadas várias condições crı́ticas para as

quais um algoritmo de FPO pode divergir.

Uma das principais motivações para o desenvolvimento deste trabalho é a crescente

necessidade por algoritmos de FPO com propriedade de convergência global, ou seja, ca-

paz de obter a solução ótima sempre que ao menos uma existir. Pode-se eleger, então,

como principal objetivo desta pesquisa de doutorado o desenvolvimento de um algoritmo

de solução de FPO com grande robustez de convergência. Esse objetivo será perseguido

associando-se métodos de Região de Confiança (RC) [9, 10]com os eficientes e rápidos

algoritmos de PI do tipo Primal-Dual de Barreira Logarı́tmica.

O termoregião de confiança(do inglêstrust region) foi inicialmente usado por Ce-

lis, Dennis e Tapia [11] em 1985, mas estudos preliminares j´a eram desenvolvidos desde

1970 por Powell [12, 13]. Os principais métodos de região de confiança são descritos

em [9, 10, 14]. Esses métodos pertencem a uma classe relativamente nova de algoritmos

de otimização não-linear e consistem na minimização de uma aproximaçãõf (x) da função

objetivo f (x) dentro de uma região fechada, chamada deregião de confiança. A expecta-

tiva é de conseguir uma redução em̃f (x) e que esta represente também uma redução na

função original,f (x).

Os métodos de região de confiança diferem entre si tanto naforma de modelar a função

objetivo quanto no tratamento das restrições, sendo a estratégia clássica a utilização da

aproximação quadrática para minimização irrestrita, dada por uma expansão em série de
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Taylor truncada. Essa modelagem pode ser encontrada, por exemplo, em [9, 15]. Aplica-

ções com restrições de igualdade, desigualdade e/ou de canalização podem ser encontradas

em [9,16–18].

Problemas de otimização restritos podem ser resolvidos também por meio de algorit-

mos de região de confiança para otimização irrestrita. Para esse fim, usa-se uma função

mérito para incorporar as restrições à função objetivo, transformando, assim, o problema

restrito em irrestrito. Nessas transformações são usadas, por exemplo, a função Lagrange-

ano Aumentado [19], funções de penalidade [9] e função barreira logarı́tmica [20].

Aplicações de métodos de região de confiança em sistemas de potência começaram a

surgir apenas recentemente e há poucos trabalhos desenvolvidos. Pajic e Clements [21,

22] utilizam um método de região de confiança na estimaç˜ao de estados de sistemas de

potência, o qual minimiza uma aproximação quadrática da função objetivo que é construı́da

por mı́nimos quadrados ponderados. Zhou, Zhang e Liu [23] apresentam um algoritmo para

otimização de potência reativa que combina Programaç˜ao Quadrática Sucessiva com região

de confiança. Nessa metodologia a função mérito usada éa função de penalidadel1. Costa,

Salgado e Haas em [24] utilizam métodos de RC na solução deproblemas de estimação de

estado.

Métodos de região de confiança podem ser associados a outras técnicas de otimização

na construção de novos algoritmos. Nesta pesquisa de doutorado, busca-se a associação de

métodos de região de confiança a métodos de pontos-interiores tipo primal-dual de barreira

logarı́tmica. Espera-se assim obter um algoritmo de solução de FPO que apresente a robus-

tez de convergência do método de região de confiança associada a rapidez e flexibilidade do

método de pontos-interiores. O problema a ser tratado é deotimização de larga escala com

restrições de igualdades e desigualdades, de forma que a estratégia clássica de resolução

(minimização irrestrita) não poderá ser diretamente usada nesse caso.

Pode-se eleger como uma contribuição importante desta pesquisa o desenvolvimento

de uma algoritmo de PI com estratégias de região de confianc¸a para otimização restrita de

larga escala, levando em conta a forma padrão dos problemasde FPO, ou seja, problemas

de otimização não-linear com restrições de igualdades e desigualdades tipo canalização

(limites mı́nimos e máximos sobre a mesma variável ou func¸ão de restrição). Alguns tra-

balhos associando métodos de pontos-interiores a métodos de região de confiança podem

ser encontrados em [25–30]. Contudo, nenhum desses trabalhos é aplicado a FPO nem leva
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em consideração a forma padrão desse problema.

Além de robustez de convergência e bom desempenho computacional em termos de

tempo de processamento, é importante que um programa de FPOseja abrangente, ou

seja, disponha de várias opções de função objetivo e deflexibilidade na especificação de

restrições. Uma vez que o algoritmo de solução em desenvolvimento leva em consideração

uma forma padrão geral do FPO, o mesmo poderá ser facilmente aplicado à solução de

diversos problemas de FPO, como: minimização de perdas ativas, cálculo do máximo

carregamento do sistema, minimização de corte de carga, etc. Esta pesquisa de douto-

rado propõe também contribuir com novas formulações deFPO, as quais devem levar em

consideração restrições de estabilidade de tensão e apresença de dispositivos FACTS (Fle-

xible AC Transmission Systems) no sistema elétrico.

A motivação para inclusão de dispositivos FACTS na formulação de FPO deriva da

crescente evolução da tecnologia de eletrônica de potência e a introdução cada vez mais

freqüente desses dispositivos nos sistemas. Os maiores problemas envolvendo a operação

e o planejamento de um sistema elétrico devem-se às linhasde transmissão, pois os seus

limites técnicos de operação restringem o nı́vel de potˆencia que pode ser transmitido com

segurança [31]. Por causa disso, tornou-se necessário o desenvolvimento de novos meios

de controle do fluxo de potência na rede elétrica. A utilização de novos dispositivos de

eletrônica de potência, como controladores FACTS, tornou-se uma necessidade imperativa.

Dispositivos FACTS são capazes de mudar, de forma rápida eefetiva, os parâmetros da rede

elétrica, tornando possı́vel o controle de fluxo de potência ativa e reativa, de módulo e de

ângulo da tensão, visando a operação ótima, além de melhorar, de forma generalizada, a

estabilidade do sistema [32–34].

A coordenação otimizada dos diferentes dispositivos de controle conectados à rede só

é possı́vel por meio de programas de FPO que os incorporem emsuas formulações. Um

dispositivo FACTS considerado nesta pesquisa é oUnified Power Flow Controler(UPFC).

A implementação de programas de fluxo de potência com UPFCou qualquer outro dispo-

sitivo FACTS requer uma modelagem matemática do dispositivo inserido na rede elétrica.

De uma forma geral, o UPFC é modelado por dois conversores, um série e outro paralelo,

que trabalham de forma independente, mas com interação via o enlace CC entre os dois,

conforme desenvolvido por Nabavi-Niaki e Iravani [35].

Noroozian et al [36] e Tumay e Vural [37] propõem um modelo simplificado do UPFC,
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no qual o conversor paralelo tem a função principal de prover potência ativa para o con-

versor série, não participando, portanto, do controle defluxo. Tal função é desempenhada

somente pelo conversor série. Em [36] as perdas entre os conversores série e paralelo são

desprezadas, enquanto que em [37] essas perdas são estimadas em 2%. Modelos mais

completos, considerando a atuação do conversor paralelono controle de fluxo, podem ser

encontrados em [34,38–40].

Programas de FPO incorporando UPFC foram desenvolvidos porLai e Ma [41], usando

algoritmos genéticos, por Ambriz-Pérez et al [38], usando método de Newton, por Zhang e

Handschin [34], usando um método de pontos-interiores e por Singh, Verma e Gupta [42],

Lehmköster [43] e Palma-Behnke et al [44] usando programac¸ão quadrática seqüencial.

Silva e Almeida apresentam em [45] a implementação dos dispositivos FACTS STATCOM

e SSSC no FPO por pontos-interiores. O FPO é utilizado para determinar as melhores

localizações para esses equipamentos e os seus impactos na operação de regime perma-

nente.

A motivação para a inclusão de restrições de estabilidade de tensão no programa de

FPO deriva da conjuntura polı́tica e econômica atual: a preocupação com a escassez dos

recursos naturais, as polı́ticas de racionamento e a reestruturação do mercado de energia

têm limitado o crescimento da capacidade de transmissão ede geração dos sistemas de

energia elétrica. Isso tem levado as empresas de energia a operarem seus sistemas altamente

carregados e muito próximos dos limites de estabilidade.

Os problemas de estabilidade em sistemas de potência estão relacionados à capacidade

das máquinas sı́ncronas manterem-se em sincronismo e à habilidade do sistema em manter

as tensões nas barras em nı́veis aceitáveis em condições de operação normal e após uma

contingência [46]. O primeiro caso diz respeito à estabilidade angular e está relacionado

com a transferência de potência ativa. O segundo caso refere-se à estabilidade de tensão e

está fortemente ligado à capacidade do sistema em suprir ademanda de potência reativa.

Embora os problemas de estabilidade de uma forma geral venham sendo estudados

desde a década de 1920, os problemas de instabilidade de tensão em particular vêm tendo

uma atenção especial a partir da década de 1970, principalmente depois de alguns episódios

importantes de colapso de tensão no Japão, nos Estados Unidos e na Europa [46]. Os pro-

gramas de FPO têm sido largamente usados para solucionar problemas como despacho de

potência ativa e reativa, minimizar perdas elétricas, maximizar o carregamento, minimi-
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zar corte de carga e melhorar o perfil de tensão. Tradicionalmente, esses problemas são

considerados desacoplados e têm sido tratados de forma independente. Entretanto, em um

sistema fortemente carregado esses problemas não são, necessariamente, desligados, sendo

necessário incorporar indicadores de estabilidade de tensão nos limites operacionais dos

programas de FPO para que os problemas sejam tratados de forma integrada [47].

Índices de estabilidade de tensão podem ser calculados eficientemente e existem vários

trabalhos disponı́veis na literatura, como, por exemplo, [48–51]. Tiranuchit e Thomas [52]

e Löf et al [53] propuseram o uso do valor singular mı́nimo damatriz Jacobiana das

equações de fluxo de potência como um ı́ndice para detectar o limite de estabilidade de

tensão. Esse ı́ndice foi usado mais tarde no conjunto de restrições de um programa de FPO

por Cañizares et al [47]. Posteriormente, Kodsi e Cañizares [54] e Muñoz [55] propuse-

ram restrições de estabilidade de tensão baseadas em um ´ındice proposto por Cañizares et

al [56], calculado pela seguinte expressão:

σi = uT
i JPF(V, θ)wi (1.1)

em queui e wi são os autovetores à direita e à esquerda, respectivamente, associados ao

menor autovalor da Jacobiana do problema de fluxo de potência não otimizado,JPF(V, θ).

A restrição de estabilidade tensão consiste, então, emimpor um valor mı́nimo para esse

ı́ndice, ou seja,σi ≥ σ
min
i .

Uma relativa dificuldade com a implementação da restriç˜ao de estabilidade de tensão

uT
i JPF(V, θ)wi ≥ σ

min
i (1.2)

é que a função de restrição é uma função implı́cita da solução do FPO, uma vez que os

autovetores à esquerda e à direita,ui e wi , da Jacobiana do fluxo de potênciaJPF(V, θ)

devem ser calculados no ponto solução. Para contornar essa dificuldade, utiliza-se um

procedimento iterativo em que várias soluções de FPO são obtidas.

1.1 Objetivos da Pesquisa

Os principais objetivos desta pesquisa de doutorado podem ser resumidos como segue:



1.2. COMPOSIÇÃO DA TESE 7

• Estudar detalhadamente os principais métodos de região de confiança para otimiza-

ção irrestrita e restrita que podem ser aplicados na otimização de sistemas elétricos

de potência;

• Desenvolver, a partir dos estudos do item anterior, um algoritmo de otimização não-

linear de larga escala, utilizando métodos de pontos-interiores com estratégias de

região de confiança, levando em consideração a forma geral de um problema de FPO.

• Implementar computacionalmente, na linguagem MATLAB, o algoritmo de FPO que

utiliza métodos de pontos-interiores e métodos de região de confiança, levando-se em

conta os principais aspectos para maior eficiência computacional, como estrutura de

dados, montagem eficiente de matrizes Jacobianas e Hessianas esparsas, inicialização

de variáveis, etc;

• Estudar os principais modelos para análise em regime permanente do dispositivo

FACTS UPFC e descrever a sua implementação eficiente no algoritmo de FPO de-

senvolvido;

• Desenvolver e implementar formulações de FPO que contenham:

– modelagem do dispositivo FACTS UPFC;

– inclusão de restrições de estabilidade de tensão.

• Testar exaustivamente o programa computacional de FPO desenvolvido em diversos

sistemas testes, visando comprovar a eficácia do algoritmode otimização proposto,

sobretudo com relação à robustez de convergência, comparando o seu desempenho

ao desempenho dos algoritmos de PI largamente utilizados nasolução de problemas

de FPO.

1.2 Composiç̃ao da Tese

Esta tese encontra-se organizada em oito capı́tulos, descritos a seguir:

Capı́tulo 1 Apresentam-se a motivação para a pesquisa, a análise de alguns trabalhos re-

lacionados com o tema da Tese e os principais objetivos do trabalho proposto.
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Capı́tulo 2 São apresentadas a formulação geral dos problemas de FPO e as funções-

objetivo estudadas nesta Tese.

Capı́tulo 3 Faz-se uma revisão teórica sobre dispositivos FACTS em geral, e em particu-

lar sobre os dispositivos STATCOM e SSSC, com o objetivo de facilitar a

compreensão do funcionamento do UPFC.É apresentada detalhadamente a

formulação matemática para inclusão do UPFC em programas de fluxo de

potência convencional (não otimizado) e em programas de FPO.

Capı́tulo 4 Faz-se uma apresentação detalhada dos métodos de Pontos-Interiores do tipo

Primal-Dual e Preditor-Corretor. Esses dois métodos, adaptados para pro-

gramação quadrática, são usados no algoritmo de regiào de confiança para

resolução dos subproblemas vertical e horizontal.

Capı́tulo 5 Faz-se uma revisão teórica sobre a técnica clássica de região de confiança para

minimização irrestrita. Depois, apresenta-se o métodode região de confiança

para minimização restrita de Byrd-Omojokun adaptado para minimização

com restrições de igualdades e de limites simples.

Capı́tulo 6 Apresenta-se a técnica de região de confiançade Byrd-Omojokun adaptada

por Plantenga associada aos métodos de pontos-interiorespara resolução dos

subproblemas de região de confiança. O algoritmo de FPO proposto nesta

Tese usa os métodos descritos neste capı́tulo, que se constitui um dos mais

importantes desta Tese.

Capı́tulo 7 Apresentam-se os resultados numéricos obtidos com o programa de FPO na

linguagem MATLAB implementando o método proposto e os métodos de PI,

e faz-se uma discussão detalhada desses resultados.

Capı́tulo 8 Apresentam-se as conclusões e as perspectivasde trabalhos futuros.

Anexo A Traz as expressões matemáticas das derivadas primeiras e segundas não-nulas

das restrições de igualdades dos termos correspondentesàs barras com UPFC.
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Modelos de Fluxo de Pot̂enciaÓtimo

A
̧̃ ̂   de um Sistema Elétrico de Potência (SEP) requer que

vários nı́veis de controle, envolvendo um complexo conjunto de dispositivos, se-

jam selecionados e apropriadamente coordenados. Na operac¸ão de um SEP, as

demandas das cargas por potências ativa e reativa modificam-se constantemente e muitas

vezes resultam em nı́veis de tensões que estão bem além dos limites toleráveis, prova-

velmente violando restrições de operação de equipamentos de consumidores e da própria

empresa de energia elétrica.

Para corrigir essas condições de operação inaceitáveis, os operadores do sistema são

constantemente requisitados para controlarem a produção, a absorção e o fluxo de potência

em todos os nı́veis do sistema, através do ajuste de diversas variáveis de controle do SEP,

tais como a geração de potência ativa e a tensão terminaldos geradores, o tape dos transfor-

9



2.1. FORMA GERAL DO PROBLEMA 10

madores com dispositivos LTC (comutação de tape sob carga), o ângulo de defasagem dos

transformadores defasadores (phase shifters), a susceptância de capacitores e de reatores

em paralelo, etc.

Devido ao fato de que os SEPs recebem injeções de potênciade várias unidades de

geração, e de que eles suprem potência para um grande número de cargas que são dispersas

em áreas geográficas de grandes dimensões, a tarefa de manter as tensões dentro dos limites

requeridos pode ser bastante complexa. O controle de tensão é largamente reconhecido

como sendo fortemente relacionado ao controle da potênciareativa. Porém, face ao elevado

número de variáveis de controle que podem ser manipuladas, associado com o elevado

número de restrições que são impostas à operação do sistema, a seleção apropriada e a

coordenação dos equipamentos para exercer esse controleestá entre os maiores desafios da

engenharia de potência.

No entanto, essa tarefa pode ser eficientemente executada por programas de Fluxo de

PotênciaÓtimo (FPO) existentes nos centros de controle do sistema elétrico, seja de forma

totalmente automática ou como ferramenta de auxı́lio a tomada de decisão pelo operador.

O FPO é uma sofisticada ferramenta computacional que se utiliza de técnicas avançadas de

otimização na determinação do estado operativo ótimodo SEP, minimizando ou maximi-

zando um determinado ı́ndice de desempenho do sistema enquanto satisfaz um conjunto de

restrições impostas sobre a operação.

2.1 Forma Geral do Problema

Vários problemas de FPO podem ser expressos na seguinte forma geral de um problema de

programação não-linear:

Minimize f (x) (2.1a)

sujeito a g(x) = 0 (2.1b)

xl ≤ xl ≤ xl (2.1c)

em que:

• x ∈ R
n é um vetor com as variáveis de decisão explı́citas, incluindo as variáveis de
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controle (tensões das barras de geração, tapes dos transformadores, compensação de

reativo em paralelo, potência ativa dos geradores, fator de carregamento, etc) e as

variáveis dependentes que não são funções (ângulo defase das tensões, tensões das

barras de carga, potência reativa dos geradores, etc);

• f : R
n 7→ R é a função escalar que representa um dado objetivo de otimização

da operação ou do planejamento do SEP, tal como o custo da geração, perdas de

potência no sistema de transmissão, corte de carga para tornar operativo um sistema

não operativo, etc;

• g : R
n 7→ R

m é um vetor não-linear que contém as equações usuais de balanço de

potência nas barras, ocasionalmente aumentado por algumas restrições especiais de

igualdades, tal como o controle do fluxo de potência entre sistemas numa operação

empool, ou fluxos que são estabelecidos em um determinado valor, etc;

• xl ∈ R
p é o vetor com as variáveisx sujeitas a limites máximosxl e mı́nimosxl

correspondentes a limites fı́sicos de equipamentos e limites operacionais do sistema.

Em vez de minimizar, o objetivo pode ser de maximizar uma func¸ão. Dentre os objeti-

vos usualmente utilizados, encontram-se:

• Minimização de custos de geração:minimiza o custo da geração da potência ativa

para a configuração base da rede elétrica enquanto assegura a viabilidade nas configu-

rações de contingências;

• Minimização de perdas ativas:minimiza as perdas ativas na configuração base en-

quanto assegura a viabilidade nas configurações de contingências;

• Minimização de corte de carga:minimiza o corte de carga para corrigir violações de

restrições operacionais tais como sobrecargas em circuitos, problemas de tensão, etc,

no caso base e nas configurações de contingências;

• Minimização do movimento de variáveis de controle:determina o menor número de

dispositivos de controle a serem ajustados de forma a corrigir violações de restrições

operacionais;
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• Maximização do fluxo ativo em um conjunto de circuitos:maximiza o fluxo ativo

através de um conjunto de circuitos na configuração base enquanto assegura a viabi-

lidade nas configurações de contingências;

• Maximização da carga em um conjunto de barras:maximiza a carga num conjunto

de barras, mantendo o mesmo fator de potência da carga e a viabilidade no caso base

e configurações de contingências;

• Maximização da potência transferida entre duas barras:maximiza a potência trans-

ferida entre duas barras, mantendo a viabilidade no caso base e configurações de

contingências.

Para otimizar (minimizar ou maximizar) a função objetivoespecificada, as seguintes

variáveis de controle podem ser utilizadas:

• Potência reativa de bancos de capacitores e indutores chaveáveis, de compensadores

sı́ncronos, de compensadores estáticos, etc;

• Tapes dos transformadores com dispositivo LTC;

• Tensão terminal dos geradores;

• Potência ativa dos geradores;

• Ângulo dos defasadores controlando fluxo ativo;

• Corte de carga, etc.

O conjunto de restrições geralmente é constituı́do por:

• Limites (máximos e mı́nimos) das tensões das barras;

• Limites dos fluxos nos circuitos (MVA, MW e/ou MVAr);

• Limites dos tapes dos transformadores com dispositivo LTC;

• Limites dos ângulos dos defasadores;

• Limites das gerações de potência ativa e potência reativa;
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• Limites das injeções de potência reativa de fontes em paralelo controláveis;

• Intercâmbio de potência ativa e reativa entre áreas, etc.

Além do caso base, a solução pode contemplar a operaçãodo sistema sob contingências,

tais como:

• Perda de circuito (linha de transmissão ou transformador);

• Perda de barramento;

• Perda de gerador;

• Adição de circuito (reconfiguração), etc.

Idealmente, a formulação de FPO deve permitir a definição de controles e limites dife-

rentes na condição base e nas configurações de contingências.

2.2 Equaç̃oes B́asicas de Fluxo de Pot̂encia

As equações básicas do problema de fluxo de potência tradicional [57], ou seja, o fluxo

de potência não-otimizado, são de fundamental importância para a formulação matemática

de uma ampla variedade de problemas de FPO. Para o desenvolvimento dessas equações,

são inicialmente apresentados os modelos de dois componentes básicos da rede elétrica: as

linhas de transmissão e os transformadores. No caso de transformadores, é apresentado um

modelo bastante geral, que modela até os sofisticados transformadores defasadores.

2.2.1 Fluxos de Pot̂encia e Correntes nos Circuitos

Linhas de Transmiss̃ao

Nos estudos de fluxo de potência, as linhas de transmissão são, geralmente, modeladas pelo

circuito Π, ilustrado na Figura 2.1, em que~yi j = gi j + jbi j representa a admitância série

da linha e~ysh
i j = jbsh

i j representa o efeito do carregamento capacitivo da linha (metade do

carregamento total concentrado em cada terminal).
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~Vi

~ysh
i j~ysh

i j

~yi j

~V j

~I i j
~I ji

Figura 2.1: Representação geral de linhas de transmissão.

Deduz-se, da Figura 2.1, que a corrente complexa que flui do n´o i para o nój é dada por:

~I i j = ~ysh
i j
~Vi + ~yi j

(
~Vi − ~V j

)

= (~yi j + ~ysh
i j )~Vi −~yi j ~V j

(2.2)

Analogamente, a corrente complexa que flui do nój para o nói é calculada por:

~I ji = ~ysh
i j
~V j + ~yi j

(
~V j − ~Vi

)

= −~yi j ~Vi + (~yi j + ~ysh
i j )
~V j

(2.3)

Matricialmente, temos a relação entre as correntes~I i j e ~I ji e as tensões de nós~Vi e ~V j dada

por: 
~I i j

~I ji

 =


(~yi j + ~ysh

i j ) −~yi j

−~yi j (~yi j + ~ysh
i j )




~Vi

~V j

 . (2.4)

A potência complexa que flui do nói para o nój é calculada por:

~Si j = ~Vi~I
∗
i j

= ~Vi

[
(~yi j + ~ysh

i j )
~Vi −~yi j ~V j

]∗

= ~Vi

[
~yi j (~Vi − ~V j) + ~ysh

i j
~Vi

]∗
(2.5)
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A potência complexa que flui do nój para o nói é calculada por:

~S ji = ~V j~I
∗
ji

= ~V j

[
−~yi j ~Vi + (~yi j + ~ysh

i j )
~V j

]∗

= ~V j

[
~yi j (~V j − ~Vi) + ~ysh

i j
~V j

]∗
(2.6)

Matricialmente, temos a relação entre os fluxos de potências complexas e as tensões de nós

dada por: 
~Si j

~S ji

 =


~Vi 0

0 ~V j






(~yi j + ~ysh

i j ) −~yi j

−~yi j (~yi j + ~ysh
i j )




~Vi

~V j





∗

(2.7)

Transformadores em Fase e Defasadores

Uma representação geral de transformadores (em-fase e defasadores) é ilustrada na Fi-

gura 2.2, a qual consiste de uma admitância série~yi j e de um auto-transformador ideal com

relação de transformação complexa na forma 1: ~ti j , ou seja, o tape~ti j no lado da admitância

série. Temos que~ti j = ti jejφi j , sendoφi j = 0 no caso de transformadores em-fase. Para a

~Vi
1 : ~ti j ~yi j

~V j

~I i j
~I ji~Vs

Figura 2.2: Representação geral de transformadores.

representação de transformadores da Figura 2.2, na qual otape está do lado da admitância

série~yi j , a relação entre as tensões dos nós terminais do transformador ideal é como segue:

~Vs

~Vi

= ~ti j (2.8)

Uma vez que as potências complexas na entrada e na saı́da do transformador ideal devem

ser iguais, temos:
~Vi
~I∗i j + ~Vs

~I∗ji = 0 (2.9)
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Podemos, agora, a partir das relações (2.8) e (2.9), deduzir a relação entre as correntes

complexas~I i j e~I ji injetadas nos terminais do transformador, isto é:

~I i j

~I ji

= −
~V∗s
~V∗i

= −~t∗i j (2.10)

Podemos deduzir, da Figura 2.2, que a corrente complexa que flui do nó j para o nói é

dada por:
~I ji = ~yi j

(
~V j − ~Vs

)
(2.11)

Utilizando as expressões (2.10) e (2.11), calculamos a corrente complexa que flui do nói

para o nój como:

~I i j = −~t∗i j~I ji

= −~t∗i j~yi j

(
~V j − ~Vs

)
(2.12)

Matricialmente, temos a relação entre os fluxos de correntes e as tensões dos nós terminais

na forma: 
~I i j

~I ji

 =


(~ti j~t∗i j )~yi j −~t∗i j~yi j

−~ti j~yi j ~yi j



~Vi

~V j

 . (2.13)

A potência complexa que flui do nói para o nój é calculada por:

~Si j = ~Vi~I
∗
i j

= ~Vi

(
−~t∗i j~yi j

(
~V j − ~Vs

))∗

= ~Vs

(
~yi j

(
~Vs− ~V j

))∗
(2.14)

A potência complexa que flui do nój para o nói é calculada por:

~S ji = ~V j~I
∗
ji

= ~V j

(
~yi j

(
~V j − ~Vs

))∗ (2.15)

Matricialmente, temos a relação entre os fluxos de potências complexas e as tensões de nós
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na forma: 
~Si j

~S ji

 =


~Vi 0

0 ~V j




(~ti j~t∗i j )~yi j −~t∗i j~yi j

−~ti j~yi j ~yi j



~Vi

~V j



∗

(2.16)

Equações Gerais de Fluxos

Comparando as equações de transformadores (2.13) e (2.16) com as equações de linhas

de transmissão (2.4) e (2.7), podemos deduzir as seguintesequações gerais de fluxos de

correntes e de potências complexas:


~I i j

~I ji

 =


(~ti j~t∗i j~yi j + ~ysh

i j ) −~t∗i j~yi j

−~ti j~yi j (~yi j + ~ysh
i j )




~Vi

~V j

 (2.17)


~Si j

~S ji

 =


~Vi 0

0 ~V j






(~ti j~t∗i j~yi j + ~ysh

i j ) −~t∗i j~yi j

−~ti j~yi j (~yi j + ~ysh
i j )




~Vi

~V j





∗

(2.18)

em que:

• ti j = 1 eφi j = 0, no caso de linhas de transmissão;

• ~ysh
i j = 0 eφi j = 0, no caso de transformadores em fase;

• ~ysh
i j = 0 eti j = 1, no caso de defasadores puros; e

• ~ysh
i j = 0, no caso de transformadores defasadores.

2.2.2 Injeç̃oes de Pot̂encias nos Ńos

A potência lı́quida injetada em uma barra é definida como sendo a diferença entre a geração

total e a carga total naquela barra. Essa potência vem a ser também a soma das potências

que fluem nos circuitos que têm aquela barra como um de seus terminais. Ou seja:

~Si = ~SG
i −

~SD
i

=
∑

j

~S ji +
∑

k

~Sik
(2.19)
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A potência complexa lı́quida injetada no nói é calculada por:

~Si = ~Vi~I
∗
i (2.20)

em que~I i é a corrente lı́quida injetada no nói, ou seja, ai-ésima componente no vetor~I da

equação de rede:
~Y~V = ~I (2.21)

Temos, portanto, de (2.20) e (2.21), que as potências complexas lı́quidas injetadas nos nós

i e j são:

~Si = ~Vi

(∑

k∈I

~Yik~Vk

)∗
(2.22)

~S j = ~V j

(∑

k∈J

~Yjk~Vk

)∗
(2.23)

em que~Yjk e ~Yik são elementos da matriz admitância de nó~Y; I é o conjunto das barras

adjacentes a barrai, incluindo a própria barrai eJ é o conjunto das barras adjacentes à

barra j, incluindo a própria barraj.

Admitindo que as barrasi e j são interligadas, seja por linhas de transmissão ou por

transformadores, e explicitando em (2.22) e (2.23) os termos das tensões dessas barras,~Vi

e ~V j , obtemos:

~Si = ~Vi

(
~Yii ~Vi + ~Yi j ~V j +

∑

(k,i, j)∈I

~Yik~Vk

)∗
(2.24)

~S j = ~V j

(
~Yji ~Vi + ~Yj j ~V j +

∑

(k,i, j)∈J

~Yjk~Vk

)∗
(2.25)

Considerando que~Y0
ii ,
~Y0

i j ,
~Y0

ji e ~Y0
j j denotam elementos da matriz admitância de nó antes da

inclusão do circuito-i j (que pode ser uma linha ou um transformador), temos que a inclusão

do circuito-i j (que assumimos ser um transformador) modifica as equaçõesde injeções de
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potência da seguinte forma:

~Si = ~Vi

((
~Y0

ii +~ti j~t
∗
i j~yi j + ~ysh

i j

)
~Vi +

(
~Y0

i j −~t
∗
i j~yi j

)
~V j +

∑

(k,i, j)∈I

~Yik~Vk

)∗
(2.26)

~S j = ~V j

((
~Y0

ji −~ti j~yi j

)
~Vi + (~Y0

j j + ~yi j + ~ysh
i j )
~V j +

∑

(k,i, j)∈J

~Yjk~Vk

)∗
(2.27)

2.2.3 Equaç̃oes de Balanço de Potência

As formulações matemáticas dos problemas de FPO usam as equações de balanço de

potência ativa e de potência reativa nas barras do sistema. Faz-se necessária, portanto,

a identificação das componentes real (potência ativa) e imaginária (potência reativa) das

injeções de potência complexa nas barras. Uma vez que:

~Si = Pi + jQi (2.28)

as injeções lı́quidas de potência ativa (Pi = ℜ{~Si}) e de potência reativa (Qi = ℑ{~Si}) são

dadas por:

Pi = Vi

∑

j∈I

V j(Gi j cos(θi − θ j) + Bi j sin(θi − θ j)) (2.29)

Qi = Vi

∑

j∈I

V j(Gi j sin(θi − θ j) − Bi j cos(θi − θ j)) (2.30)

em queVi e θi são, respectivamente, a magnitude e o ângulo de fase da tensão complexa

da barrai, V̂i = Viejθi , Gi j é o elementoi j da matriz condutância de barra,G, e Bi j é o

elementoi j da matriz susceptância de barra,B. Os tapes de transformadores estão presentes

implicitamente em elementos das matrizesG e B.

Seja:
~Si j = Pi j + jQi j (2.31)

então, os fluxos de potência ativa,Pi j = ℜ{~Si j }, e de potência reativa,Qi j = ℑ{~Si j }, no
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sentido do nói para o nój, são calculados por:

Pi j = V2
i gi j −ViV jgi j cos(θi − θ j) −ViV jbi j sin(θi − θ j) (2.32)

Qi j = −V2
i (bi j + bsh

i j ) + ViV jbi j cos(θi − θ j) −ViV jgi j sin(θi − θ j) (2.33)

e no sentido do nój para o nói, por:

P ji = V2
j gi j −ViV jgi j cos(θi − θ j) + ViV jbi j sin(θi − θ j) (2.34)

Q ji = −V2
j (bi j + bsh

i j ) + ViV jbi j cos(θi − θ j) + ViV jgi j sin(θi − θ j) (2.35)

em quegi j , bi j e bsh
i j são, respectivamente, a condutância série, a susceptância série e a

susceptância em paralelo do circuito-i j .

A partir dos fluxos de potência ativa (2.32) e (2.34), em sentidos opostos, calcula-se a

perda de potência ativa no circuitoi j como:

Pi j + P ji = gi j (V
2
i + V2

j − 2ViV j cos(θi − θ j)). (2.36)

As perdas ativas globais no sistema de transmissão,Pperdas, são calculadas como a soma

das perdas ativas em todos os circuitos do sistema, ou seja:

Pperdas=
∑

(i, j)∈B

gi j (V
2
i + V2

j − 2ViV j cos(θi − θ j)). (2.37)

As equações (2.29) a (2.37) formam a base para o desenvolvimento dos modelos de

FPO.

2.3 Exemplos de Formulaç̃oes de Fluxo de Pot̂enciaÓtimo

Problemas de FPO podem ser matematicamente formulados de v´arias maneiras. Nesta

seção são apresentadas, como exemplos, as formulações em quatro variantes importantes

nessa ampla famı́lia de problemas de otimização da operac¸ão: (a) minimização de perdas

ativas no sistema de transmissão, conhecido como despachoótimo da potência reativa;

(b) minimização do corte de carga; (c) maximização da capacidade de carregamento; e (d)
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maximização da capacidade de transferência simultânea da potência.

Os seguintes conjuntos de ı́ndices são utilizados neste capı́tulo: representa-se porN o

conjunto de todas as barras do sistema, porÑ, o conjunto de todas as barras exceto a barra

de referência, porG, o conjunto de barras degeração, porF , o conjunto de barras de carga

com fontes de reativos em paralelofixase porC, o conjunto de barras de cargacandidatas

ao controle da potência reativa. As seguintes relações entre conjuntos são observadas:

N = G ∪ F ∪ C eG ∩ F = G ∩ C = F ∩ C = ∅. Representa-se porNi o conjunto de

todas as barras eletricamente vizinhas a barrai, ou seja, que estão diretamente conectadas

a barrai. O conjunto de pares de ı́ndices ordenados

B = {(i, j) | i ∈ N , j ∈ Ni e j > i}

é definido como sendo o conjunto dos pares de barras terminais de todos os ramos (linhas

de transmissão e transformadores) do sistema. Define-seT ⊂ B como o conjunto das

barras terminais(i, j) dos transformadores com dispositivo LTC eU o conjunto de barras

conectadas ao terminal do UPFC.

2.3.1 Minimização de Perdas Ativas na Transmiss̃ao

O problema da minimização da perda de potência ativa no sistema de transmissão, como

formulado nesta seção, apresenta como restrições: as equações básicas de balanço de

potência ativa e reativa nas barras; os limites de operaç˜ao em relação aos nı́veis de tensões

em todas as barras; os limites de operação em relação a geração de reativos pelos gerado-

res; e os limites fı́sicos das susceptâncias em paralelo e dos tapes dos transformadores com

LTC.

Assume-se que as injeções de potência ativa em todas as barras do sistema, exceto a

barra de referência, são conhecidas e permanecem fixas nosvalores definidos pelo despacho

econômico (DE) de geração, ou seja, as gerações de potˆencia ativa não são consideradas

como variáveis do problema.

As variáveis de controle (aquelas que podem ser diretamente manipuladas pelo opera-

dor) são: as tensões terminais dos geradores, as susceptˆancias em paralelo dos capacitores

e reatores, e os tapes dos transformadores com dispositivo LTC. As variáveis de estado ou

dependentes são: as tensões nas barras de carga, o ângulode fase das tensões nodais, e a
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potência reativa dos geradores.

De forma compacta, o problema de minimização de perdas ativas no sistema de trans-

missão pode ser matematicamente expresso como segue:

Minimize Pperdas(V, θ, t)

sujeito a Pi(V, θ, t) + PDi (Vi) − PGi = 0, parai ∈ N

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi = 0, parai ∈ G

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi = 0, parai ∈ F

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi − bsh
i V2

i = 0, parai ∈ C

Fi j (V, θ, t) − Fi j = 0, {(i, j)} ⊆ B

Vmin
i ≤ Vi ≤ Vmax

i , parai ∈ N

tmin
i j ≤ ti j ≤ tmax

i j , {(i, j)} ⊆ T

Pmin
i ≤ PGi ≤ Pmax

i , parai ∈ G

Qmin
i ≤ QGi ≤ Qmax

i , parai ∈ G

bmin
i ≤ bsh

i ≤ bmax
i , parai ∈ C

Fmin
i j ≤ Fi j ≤ Fmax

i j , {(i, j)} ⊆ B

(2.38)

em quePperdas(V, θ, t), Pi(V, θ, t) e Qi(V, θ, t) são as funções perdas elétricas, injeção

lı́quida de potência ativa e injeção lı́quida de potência reativa, calculadas pelas expressões

(2.37), (2.29) e (2.30), respectivamente.PDi(Vi) e QDi (Vi) são as demandas de potências

ativa e reativa na barrai, respectivamente, as quais admitimos poderem variar com o

módulo da tensão da barra, segundo o modelo ZIP de carga [57]:

PDi (Vi) =
(
ap + bpVi + cpV2

i

)
Pnom

i (2.39)

QDi (Vi) =
(
aq + bqVi + cqV2

i

)
Qnom

i (2.40)

em quea + b + c = 1, e Pnom
i e Qnom

i são as demandas na tensão nominalVi = 1 p.u.

A variável Fi j representa o fluxo no ramoi j , seja de potência aparente, potência ativa,

potência reativa ou de corrente. Observe que, para reduziro número de restrições do pro-

blema, são incluidas restrições de limites de fluxos apenas em um subconjunto dos ramos,

aqueles considerados mais crı́ticos e com maior possibilidade de violação. O primeiro

grupo de restrições de igualdades impõe o balanço de potência ativa nas barras do sistema,

enquanto o segundo, terceiro e quarto grupos de restrições impõem o balanço de potência

reativa nas barras de geração, nas barras de carga com reativo fixo, e nas barras de carga
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com reativo controlável, respectivamente. A quinta restrição de igualdade juntamente o

último conjunto de restrições de desigualdades impõe os limites de carregamento nos cir-

cuitos selecionados. Outras restrições de igualdade podem ser incorporadas à formulação,

como, por exemplo, restrições de controle de intercâmbio entre áreas.

As desigualdades representam os limites fı́sicos sobre as susceptâncias em paralelo,

sobre os tapes dos transformadores com LTC, sobre as tensões, sobre a geração de rea-

tivos pelos geradores e sobre os fluxos nas linhas e nos transformadores. Observe que as

equações básicas do problema de fluxo de potência tradicional (não-otimizado) fazem parte

do conjunto de restrições do problema (2.38).

Alternativamente, pode-se definir uma função objetivo que considere as perdas ativas

apenas em uma certa área do sistema, como segue:

Minimize
∑

(i, j)∈Ω

Pi j + P ji ,

em queΩ é o conjunto dos ı́ndices das barras terminais dos circuitos que definem a área

de interesse onde as perdas devem ser minimizadas. Alternativamente, pode-se definir a

função objetivo como sendo as perdas reativas no sistema ou em uma certa área do sistema.

Essa função objetivo tem vários efeitos benéficos [58].Ela reduz as perdas ativas, mantém

o perfil de tensões plano e aumenta consideravelmente as reservas de potência reativa dos

geradores.

2.3.2 Minimização do Corte de Carga

Em várias situações na operação de um sistema de potência, esquemas de cortes de carga

são utilizados para reduzir a carga atual do sistema para umnı́vel que possa ser suprido

com segurança pela geração e pela topologia da rede disponı́vel. Esse tipo de situação

pode ocorrer, por exemplo, quando um sistema fortemente carregado é submetido à perda

de um equipamento importante, tal como uma linha de transmissão, um transformador ou

um gerador, de maneira tal que ele não pode mais suprir toda ademanda da carga com a

geração e a rede de transmissão pós-contingência.

O problema de minimização do corte de carga consiste em determinar o corte mı́nimo

da carga que é necessário para restaurar a viabilidade da operação (atender limites que
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estão sendo violados), ou mesmo para restaurar a solvabilidade das equações de balan-

ço de potência nas barras as quais, sem uma redução na carga, não teriam solução. Uma

formulação possı́vel para esse problema é como segue:

Minimize τ

sujeito a Pi(V, θ, t) + P0
Di

(Vi)(1− τ) − PGi = 0, parai ∈ N

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1− τ) −QGi = 0, parai ∈ G

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1− τ) −QGi = 0, parai ∈ F

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1− τ) −QGi − bsh
i V2

i = 0, parai ∈ C

Fi j (V, θ, t) − Fi j = 0, {(i, j)} ⊆ B

Vmin
i ≤ Vi ≤ Vmax

i , parai ∈ N

tmin
i j ≤ ti j ≤ tmax

i j , {(i, j)} ⊆ T

Pmin
i ≤ PGi ≤ Pmax

i , parai ∈ G

Qmin
i ≤ QGi ≤ Qmax

i , parai ∈ G

bmin
i ≤ bsh

i ≤ bmax
i , parai ∈ C

Fmin
i j ≤ Fi j ≤ Fmax

i j , {(i, j)} ⊆ B
(2.41)

em queτ é o fator de corte de carga nas barras, eP0
Di

e Q0
Di

são as demandas originais das

potências ativa e reativa, ou seja, as demandas anterioresà ocorrência da contingência.

Observe que a formulação do problema de corte de carga é relativamente simples e

pouco difere da formulação para minimização de perdas elétricas, principalmente com

relação ao conjunto de restrições, o que facilita a sua implementação a partir de um pro-

grama existente para minimização de perdas. A diferençabásica está na multiplicação da

potência da carga pelo fator de corte da carga a ser minimizado. Assim, um novo perfil de

carga pode ser determinado de forma que os limites operacionais sejam atendidos com o

menor corte de carga possı́vel.

Observe ainda que essa formulação considera que o mesmo percentual de corte de carga

é aplicado a todas as barras do sistema, o que pode ser impraticável, uma vez que a área

mais crı́tica do sistema que é a diretamente afetada pela contingência poderá requerer um

percentual de carga bem maior do que o necessário em outras barras/áreas do sistema. Além

do fator de corte comum, o mesmo está presente em todas as barras do sistema, enquanto

na prática ocorre somente em determinados conjuntos de barras.

Para diferenciar os consumidores no evento de um corte de carga, pode-se considerar a
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formulação:

Minimize
∑

i∈N

wiτi

sujeito a Pi(V, θ, t) + P0
Di

(Vi)(1− τi) − PGi = 0, parai ∈ N

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1− τi) −QGi = 0, parai ∈ G

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1− τi) −QGi = 0, parai ∈ F

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1− τi) −QGi − bsh
i V2

i = 0, parai ∈ C

Fi j (V, θ, t) − Fi j = 0, {(i, j)} ⊆ B

Vmin
i ≤ Vi ≤ Vmax

i , parai ∈ N

tmin
i j ≤ ti j ≤ tmax

i j , {(i, j)} ⊆ T

Pmin
i ≤ PGi ≤ Pmax

i , parai ∈ G

Qmin
i ≤ QGi ≤ Qmax

i , parai ∈ G

bmin
i ≤ bsh

i ≤ bmax
i , parai ∈ C

Fmin
i j ≤ Fi j ≤ Fmax

i j , {(i, j)} ⊆ B
(2.42)

em quewi é um coeficiente de ponderação da importância da barrai no montante do corte

de carga.

Observa-se nas formulações (2.41) e (2.42) que o mesmo parâmetro de corte de carga,τ

ouτi , é utilizado para o corte da carga ativaP0
Di

e da carga reativaQ0
Di

. Isso significa que o

fator de potência das cargas permanecerá constante. Todavia, pode-se facilmente modelar

o corte com modificação do fator de potência.

2.3.3 Maximizaç̃ao do Carregamento do Sistema

Para um estado de operação viável qualquer de um sistema,o problema de maximização

do carregamento é o de determinar o máximo crescimento da carga que o sistema ainda

pode suportar (seja a carga total do sistema, a carga em uma certa área do sistema ou a

carga em uma determinada barra ou conjunto de barras), aindasatisfazendo às restrições

de operação da empresa e dos equipamentos dos consumidores. Um programa capaz de

calcular o máximo crescimento da carga do sistema, sem contemplar novos investimentos

na geração e no sistema de transmissão, é uma ferramentabastante valiosa em estudos

de estabilidade de tensão. Dependendo de como o problema éformulado, sua solução

pode ser utilizada para definir contratos com grandes consumidores, definir transações entre
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sistemas interligados, etc.

Uma formulação particular do problema de maximização do carregamento do sistema

é como segue:

Maximize τ

sujeito a Pi(V, θ, t) + P0
Di

(Vi)(1 + τ) − PGi = 0, parai ∈ N

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1 + τ) −QGi = 0, parai ∈ G

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1 + τ) −QGi = 0, parai ∈ F

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1 + τ) −QGi − bsh
i V2

i = 0, parai ∈ C

Fi j (V, θ, t) − Fi j = 0, {(i, j)} ⊆ B

Vmin
i ≤ Vi ≤ Vmax

i , parai ∈ N

tmin
i j ≤ ti j ≤ tmax

i j , {(i, j)} ⊆ T

Pmin
i ≤ PGi ≤ Pmax

i , parai ∈ G

Qmin
i ≤ QGi ≤ Qmax

i , parai ∈ G

bmin
i ≤ bsh

i ≤ bmax
i , parai ∈ C

Fmin
i j ≤ Fi j ≤ Fmax

i j , {(i, j)} ⊆ B
(2.43)

em queτ é o fator de crescimento da carga.

Observe que, para resolver o problema (2.43) parte-se de um estado de operação viável

(ou seja, um estado no qual as restrições em (2.43) podem ser satisfeitas paraτ = 0) e

então aumenta-se o parâmetroτ até que o conjunto viável de (2.43) no espaço definido por

(V, θ, t) deixe de existir, pelo menos localmente, para o novo nı́vel de carga(1 + τ)P0
Di

e

(1 + τ)Q0
Di

. Portanto, o problema do máximo crescimento da carga tratacom condições

de operação altamente não-lineares. Observe também que há uma grande semelhança entre

a formulação do problema de minimização do corte de carga (2.41) e o de maximização

do carregamento do sistema (2.43). A principal diferença diz respeito ao sinal do fator

de carregamentoτ. As dificuldades numéricas que esses dois problemas impõem sobre a

técnica de otimização empregada na solução são as mesmas.

De forma similar ao problema de minimização do corte de carga, podem-se considerar
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crescimentos de carga distintos nas barras, resolvendo-seo problema:

Maximize
∑

i∈N

wiτi

sujeito a Pi(V, θ, t) + P0
Di

(Vi)(1 + τi) − PGi = 0, parai ∈ N

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1 + τi) −QGi = 0, parai ∈ G

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1 + τi) −QGi = 0, parai ∈ F

Qi(V, θ, t) + Q0
Di

(Vi)(1 + τi) −QGi − bsh
i V2

i = 0, parai ∈ C

Fi j (V, θ, t) − Fi j = 0, {(i, j)} ⊆ B

Vmin
i ≤ Vi ≤ Vmax

i , parai ∈ N

tmin
i j ≤ ti j ≤ tmax

i j , {(i, j)} ⊆ T

Pmin
i ≤ PGi ≤ Pmax

i , parai ∈ G

Qmin
i ≤ QGi ≤ Qmax

i , parai ∈ G

bmin
i ≤ bsh

i ≤ bmax
i , parai ∈ C

Fmin
i j ≤ Fi j ≤ Fmax

i j , {(i, j)} ⊆ B
(2.44)

em quewi é um coeficiente de diferenciação da barrai no crescimento da carga.

2.3.4 Maximizaç̃ao da Capacidade de Transfer̂encia Simultânea

Outro problema de grande interesse no planejamento da operação de um SEP é o da deter-

minação da máxima potência que pode ser transferida de um sistema para outro interligado,

ou de uma área para outra do mesmo sistema. A solução desseproblema é conhecida como

máxima capacidade de transferência simultânea, e o problema pode ser formulado da se-
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guinte forma:

Maximize
∑

i j∈Ω

Pi j (V, θ, t)

sujeito a Pi(V, θ, t) + PDi (Vi) − PGi = 0, parai ∈ N

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi = 0, parai ∈ G

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi = 0, parai ∈ F

Qi(V, θ, t) + QDi(Vi) −QGi − bsh
i V2

i = 0, parai ∈ C

Fi j (V, θ, t) − Fi j = 0, {(i, j)} ⊆ B

Vmin
i ≤ Vi ≤ Vmax

i , parai ∈ N

tmin
i j ≤ ti j ≤ tmax

i j , {(i, j)} ⊆ T

Pmin
i ≤ PGi ≤ Pmax

i , parai ∈ G

Qmin
i ≤ QGi ≤ Qmax

i , parai ∈ G

bmin
i ≤ bsh

i ≤ bmax
i , parai ∈ C

Fmin
i j ≤ Fi j ≤ Fmax

i j , {(i, j)} ⊆ B

(2.45)

em queΩ é o conjunto dos ı́ndices(i, j) das barras terminais dos ramos nos quais se deseja

maximizar o fluxo de potência ativa, ao mesmo tempo em que um conjunto de restrições é

satisfeito.

2.3.5 FPO com Restriç̃ao de Estabilidade de Tens̃ao

Vários ı́ndices de estabilidade de tensão vêm sendo estudados como propostas de restrição

de estabilidade de tensão no problema de FPO. Devido à complexidade das funções, a maior

dificuldade encontrada na implementação computacional dos programas que utilizam esses

ı́ndices é a eficiência computacional em termos de tempo deexecução [55].

Com o objetivo de tornar a inclusão de restrições de estabilidade de tensão compu-

tacionalmente mais prática e atrativa, uma nova formulação foi recentemente proposta

em [54]. Na formulação proposta, sejaJPF(V, θ) a matriz Jacobiana do problema de fluxo

de potência não-otimizado. Ou seja:

JPF(V, θ) =


H(V, θ) N(V, θ)

M(V, θ) L(V, θ)

 (2.46)
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A restrição de estabilidade de tensão proposta em [55] éexpressa da seguinte forma:

uT
i JPF(V, θ)wi ≥ σ

min
i (2.47)

em queui e wi são os autovetores à direita e à esquerda, respectivamente, associados ao

menor autovalor da jacobianaJPF(V, θ) e σmin
i é o mı́nimo valor aceitável para o menor

autovalor deJPF(V, θ).

Um problema de FPO com a restrição de estabilidade de tens˜ao (2.47) pode ser escrito

na forma geral:

Minimize f (x)

sujeito a Pi(V, θ, t) + PDi (Vi) − PGi = 0, parai ∈ N

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi = 0, parai ∈ G

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi = 0, parai ∈ F

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi − bsh
i V2

i = 0, parai ∈ C

Fi j (V, θ, t) − Fi j = 0, {(i, j)} ⊆ B

uT
i JPF(V, θ)wi − τi = 0,

Vmin
i ≤ Vi ≤ Vmax

i , parai ∈ N

tmin
i j ≤ ti j ≤ tmax

i j , {(i, j)} ⊆ T

Pmin
i ≤ PGi ≤ Pmax

i , parai ∈ G

Qmin
i ≤ QGi ≤ Qmax

i , parai ∈ G

bmin
i ≤ bsh

i ≤ bmax
i , parai ∈ C

Fmin
i j ≤ Fi j ≤ Fmax

i j , {(i, j)} ⊆ B

σmin
i ≤ σi ≤ σmax

i

(2.48)

em que a restrição de desigualdade (2.47) foi transformada na restrição de igualdade:

uT
i JPF(V, θ)wi −σi = 0 (2.49)

que define a variável ı́ndice de estabilidade de tensãoσi , acrescida da restrição de limites

simples:

σmin
i ≤ σi ≤ σ

max
i (2.50)

Restrições de estabilidade de tensão invariavelmente tornam a solução do FPO mais

complexa. Uma dificuldade com a restrição (2.47) é que elaé uma função implı́cita da
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solução do problema, uma vez que os autovetores à esquerda e à direita,ui e wi , da Jaco-

biana do fluxo de potênciaJPF(V, θ), devem ser calculados no ponto solução, e a solução

que contempla a restrição de estabilidade de tensão nãopode ser obtida sem a presença da

restrição na formulação. Essa dificuldade é contornada usando um processo iterativo de

solução no qual sucessivas soluções de FPO são calculadas.

2.4 Estado-da-Arte das T́ecnicas de Soluç̃ao

Os problemas de FPO são inevitavelmente problemas de programação não-linear não-

convexa de grande escala, bastante complicados nas aplicac¸ões práticas pela presença de

um grande número de variáveis discretas, tais como os tapes dos transformadores, as sus-

ceptâncias dos capacitores em paralelo, etc.

Dada a sua importância nas atividades de planejamento e operação, o FPO tem sido

um tema de intensa pesquisa há cerca de quatro décadas [58,59]. Métodos do gradiente

foram as primeiras técnicas utilizadas para resolver um problema de FPO [60], o qual foi

formulado matematicamente pela primeira vez por Carpentier em 1962.

Desde então, melhorias nas ferramentas de FPO têm sido alcançadas de duas maneiras

principais: (a) formulações mais eficientes do problema,e (b) técnicas de otimização mais

eficientes, flexı́veis e robustas. As principais técnicas para resolver os problemas de FPO

incluem métodos do gradiente reduzido, métodos baseadosno Lagrangeano aumentado,

funções de penalidades exatas e, principalmente, métodos baseados em aproximações lo-

cais, tais como Programação Linear Sucessiva (PLS) e Programação Quadrática Sucessiva

(PQS).

As técnicas de PLS e PQS têm sido largamente utilizadas na otimização de sistemas

de potência. Atualmente, elas podem tirar proveito dos eficientes métodos de Pontos-

Interiores (PI) para resolver os subproblemas de Programac¸ão Linear (PL) ou Programação

Quadrática (PQ) que são gerados a cada iteração PLS ou PQS [61, 62]. Entretanto, o pro-

cesso de convergência da PLS e PQS é, entre outros fatores,altamente dependente da

existência de um bom ponto de operação inicial para a aproximação local das funções

não-lineares, o que nem sempre ocorre.

Por outro lado, tem sido crescente a necessidade de resolverem-se problemas de FPO na
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sua forma não-linear original. Portanto, técnicas de otimização baseadas em aproximações

locais sucessivas, como PLS e QLS, tornaram-se menos atrativas. Por outro lado, a solução

eficiente de FPOs na forma não-linear pode ser um problema bastante complexo. Várias

condições sob as quais um algoritmo de FPO pode falhar na convergência são estudadas

em [7].

Um algoritmo que teve grande repercussão na solução não-linear de problemas de FPO

foi o proposto por Sun et al. [63]. Ele combina, no mesmo algoritmo, o método de Newton

(para otimização sem restrições) e funções de penalidade. Uma estrutura de dados bem pro-

jetada, a qual possibilita a fatorização em blocos, associada ao uso eficiente de técnicas de

esparsidade, tornou esse algoritmo bastante atrativo na ocasião. Entretanto, sua eficiência

computacional revelou-se altamente dependente da identificação das restrições ativas, um

problema que foi posteriormente estudado em [64].

Recentemente, os problemas de otimização em sistemas de potência [1–4, 65, 66], em

especial os problemas de FPO, têm sido resolvidos de forma eficiente por métodos de PI,

tanto na forma linear quanto na forma não-linear. Na área de programação matemática,

nos últimos vinte anos as pesquisas sobre os métodos de PI experimentaram um avanço

impressionante, tanto na teoria quanto na prática computacional.

O primeiro método de PI é atribuı́do a Frisch [67], o qual éum método de barreira

logarı́tmica que foi posteriormente, nos anos 1960, extensivamente estudado por Fiacco e

McCormick [68] para resolver problemas com desigualdades não-lineares. No entanto, foi

na área de PL, em 1984, que o extraordinário desempenho computacional de um método

de PI foi demonstrado na prática [69]. Desde então, vários métodos de PI foram propostos

e implementados.

Os primeiros resultados teóricos para os métodos de PI do tipo primal-dual seguidor

de trajetória são devidos a Megiddo [70]. Os métodos primal-dual de PI que incorporam

passos de predição e correção, tal como o método preditor-corretor de Mehrotra [71], são

atualmente aceitos como os métodos de PI computacionalmente mais eficientes. Melhorias

adicionais sobre o método preditor-corretor de Mehrotra foram posteriormente alcançadas

com o uso de múltiplos passos de correção [72, 73]. Aplicações dos métodos de PI com

múltiplos passos de correção em problemas de FPO foram propostas em [6,74,75]. Atual-

mente, variantes do método primal-dual de PI estão sendo estudadas para resolver todos os

tipos de problemas: de linear a não-linear, e de convexo a n˜ao-convexo.
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Otimização de sistemas de potência é uma das áreas ondeos métodos de PI estão

sendo aplicados extensivamente [5]. Isso porque, devido asdimensões e as caracterı́sti-

cas especiais de tais problemas, os métodos de PI têm demonstrado, na prática compu-

tacional, serem bastante eficientes no que diz respeito ao tempo de processamento e à

robustez de convergência. Entre as diversas aplicaçõesdos métodos de PI em sistemas

de potência, citam-se: (a) estimação de estados [65, 76], (b) modelos diversos de FPO

[1–4,61,62,66,74,77,78], (c) coordenação hidro-térmica [79], (d) colapso de tensão [80],

e (e) controle de reservatórios [81].

Nas aplicações supracitadas, os algoritmos de soluçãoincluem diferentes métodos de

PI aplicados a sequências de subproblemas de PL [62, 77], a sequências de subproblemas

de PQ [61], ou diretamente ao problema não-linear original[1–4, 65, 66, 78, 80]. Diver-

sos métodos de PI foram considerados, tais como o métododual affine-scaling[77, 82],

variantes do método primal-dual de barreira logarı́tmicapara PNL [1, 65], e variantes tipo

preditor-corretor para PL [62] e para PNL [2,4,66].

O bom desempenho computacional das aplicações descritasem [1, 2, 65], em termos

de robustez de convergência e tempo de processamento, foi responsável pelo crescente

interesse nos métodos de PI para resolver problemas de otimização não-linear de grande

porte em sistemas de potência. Resultados computacionaisnas primeiras aplicações em

FPO, baseados em redes elétricas de 2423 barras [2] e 3467 barras [1], mostraram que

o número de iterações para convergência dos métodos dePI é insensı́vel ao tamanho do

sistema elétrico (número de barras e circuitos), e que tais métodos são numericamente

robustos.

Como exemplos da robustez dos métodos de PI, cita-se as soluções dos problemas de

minimização de corte de carga [3] e de maximização do carregamento [4]. Esses problemas

são variantes altamente não-lineares do problema de FPO,que dificilmente são resolvidas

por técnicas baseadas em PL. Uma caracterı́stica interessante do método primal-dual de

PI é que a viabilidade é geralmente alcançada durante o processo iterativo, na busca pela

otimalidade. Isto significa que as equações de balanço depotência não precisam ser satis-

feitas desde o ponto inicial. Essa caracterı́stica é particularmente interessante na solução

do problema de mı́nimo corte de carga, situação em que a não solvabilidade das equações

de fluxo de carga é o problema em questão.



2.5. CONSIDERAÇÕES FINAIS 33

2.5 Consideraç̃oes Finais

Neste capı́tulo foi apresentada a formulação geral dos problemas de FPO como serão tra-

tados nesta tese e apresentadas as formulações dos problemas de minimização de perdas

ativas na transmissão, minimização do corte de carga e maximização do carregamento do

sistema. Para validação do programa proposto nesta pesquisa, será usado o problema de

minimização de perdas elétricas ativas, por ser um problema clássico, com um grande

número de soluções propostas no estado-da-arte, tornando mais fácil a sua comparação.

No tocante a novos modelos de FPO, foi apresentado neste cap´ıtulo uma formulação

com restrição de estabilidade de tensão. No entanto, face à grande complexidade da im-

plementação computacional eficiente dessa restrição os resultados numéricos apresentados

nesta tese não contemplam essa restrição.

Propõe-se ainda nesta pesquisa incorporar ao programa de FPO restrições que levem

em conta a presença de dispositivos FACTS na rede elétrica. Neste trabalho, optou-se pelo

estudo do dispositivo FACTS UPFC. No próximo capı́tulo é estudado o modelo do UPFC e

a inclusão de restrições no programa de FPO desenvolvidoque levem em conta a presença

do UPFC no sistema elétrico.



Caṕıtulo 3

Modelagem de Dispositivos FACTS no

Fluxo de Pot̂enciaÓtimo

O
  ́  têm demandado novos meios de controle do fluxo

de potência na rede elétrica. A utilização de novos dispositivos de eletrônica

de potência, como controladores FACTS, tornou-se uma necessidade imperativa.

Dispositivos FACTS são capazes de mudar, de forma rápida eefetiva, os parâmetros da

rede elétrica, tornando possı́vel o controle de fluxo de potência ativa e reativa, de módulo e

de ângulo da tensão, visando a operação ótima, além demelhorar, de forma generalizada,

a estabilidade do sistema [32–34].

A concepção de sistemas FACTS envolve, de maneira geral, equipamentos de eletrô-

nica de potência aplicados a sistemas de transmissão paracontrole em tempo real do fluxo

34
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de potência e da tensão de barra. Equipamentos com conceito FACTS começaram a ser im-

plementados a partir do final da década de 1960 por diversos grupos, mas o nome FACTS,

Flexible AC Transmission Systems, só passou a existir a partir de 1988, quando Hingo-

rani [83] publicou os seus artigos.

O conceito FACTS agrupa um conjunto de novos equipamentos deeletrônica de po-

tência que permitem maior flexibilidade de controle dos sistemas elétricos. Nesse caso,

entende-se flexibilidade como a capacidade de rápida e contı́nua alteração dos parâmetros

que controlam a dinâmica de funcionamento de um sistema el´etrico.

Neste capı́tulo, é apresentada uma visão geral dos dispositivos FACTS e uma análise

mais detalhada dos dispositivos STATCOM e SSSC, com o objetivo de facilitar a compre-

ensão do funcionamento do UPFC. Por fim, apresenta-se a inclusão do UPFC em progra-

mas de fluxo de potência convencional (não otimizado) e em programas de FPO.

3.1 Tipos de Controladores FACTS

Os controladores FACTS estão divididos em quatro categorias principais [33]:

• Controladores série;

• Controladores em paralelo;

• Controladores combinados série-série;

• Controladores combinados série-paralelo.

Os controladores podem ser classificados também em geraç˜oes, como segue [33]:

• Na primeira geração estão os equipamentos FACTS utilizando tiristores. Equipa-

mentos que são conectados em paralelo à rede são: i)Static Var Compensator(SVC),

composto por TCR (Thyristor Controlled Reactors), e ii) Thyristor Switched Com-

pensator(TSC). Equipamentos que são conectados em série à rede s˜ao: i) Thyristor

Switched Series Compensator(TSSC), e ii)Thyristor Controlled Series Compensa-

tor (TCSC). Um equipamento que possui as caracterı́sticas série e paralelo de forma

integrada é oPhase Shifter.
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• A segunda geração é composta por equipamentos que utilizam tiristores tipo IGBT

(Insulated Gate Bipolar Transistor) ou GTO (Gate Turn Off Thyristor). Equipa-

mentos dessa geração são os compensadores estáticos paralelo, STATCOM (Static

Synchronous Shunt Compensator), e série, SSSC (Static Synchronous Series Com-

pensator).

• A terceira geração de equipamentos FACTS é composta pelaintegração de equipa-

mentos série e paralelo numa mesma linha de transmissão, tal como faz o UPFC.

Pode-se considerar a existência de uma quarta geração deequipamentos FACTS, em que a

integração dos equipamentos série e paralelo é feita emlinhas diferentes. Isso resulta em

equipamentos com os nomes IPFC (Interline Power Flow Controller), CSC (Convertible

Static Compensator) e outras possibilidades.

O UPFC é o resultado de uma combinação do STATCOM com o SSSC. Por isso, para

melhor compreensão do princı́pio de funcionamento do UPFC, o STATCOM e o SSSC

serão estudados antes da sua apresentação.

3.2 Compensador Est́atico Paralelo: STATCOM

O STATCOM é um equipamento FACTS usado para o controle de potência reativa. O

STATCOM é o equivalente eletrônico do compensador sı́ncrono ideal. Sua principal função

é injetar corrente reativa no sistema de potência de formacontrolada. Para isso, é necessário

que o STATCOM trabalhe como uma fonte de tensão controlada.Pode-se ver, na Figura 3.1

[31], a configuração básica do STATCOM.

O princı́pio de funcionamento do STATCOM pode ser descrito observando-se o dia-

grama da Figura 3.2, que representa uma simplificação do STATCOM e do sistema elétrico.

No esquema simplificado, o sistema elétrico e o STATCOM sãorepresentados, respectiva-

mente, pelas fontes de tensãoVS eVI . A reatância indicada porXL representa as reatâncias

somadas dos circuitos equivalentes de Thévenin considerando o sistema e o transformador

de conexão do STATCOM. Vê-se também na Figura 3.2 o diagrama fasorial das tensões,

em queδ é o ângulo de defasagem entre as tensões do sistema e do STATCOM.
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~VS

XL/2XL/2

~VR

~I ~I

~VI

Figura 3.1: Configuração básica do STATCOM.

IL

XL

VSVS

VI

VI

VL
δ

Figura 3.2: Esquema simplificado do STATCOM e diagrama fasorial.

Considerando que a relaçãoRL ≪ XL é válida, o fluxo de potência ativa e reativa entre

as duas fontes de tensão, em regime permanente, pode ser descrito por:

PS =
VSVI

XL
senδ (3.1)

QS =
V2

S

XL
−

VSVI

XL
cosδ (3.2)

em que

δ � sen−1
(
XLPS

VSVI

)
e VS −VI �

XLQS

VS

Um exame dessas relações mostra que o sentido do fluxo de potênciaPS é determinado

pela abertura angularδ e o fluxo de potência reativa é aproximadamente determinado pela

diferença escalar entre as tensões das duas barras. Ou seja, se uma barra 1 tem ângulo de

fase adiantado em relação a uma barra 2 e tem-seV1 > V2, então os fluxos de potência ativa

e reativa são na direção 1→ 2.



3.3. COMPENSADOR ESTÁTICO SÉRIE: SSSC 38

Das equações de potência dadas e o diagrama fasorial na Figura 3.2, identificam-se as

situações [84]:

• Quando a tensãoVI está adiantada da tensãoVS a potência ativa flui do STATCOM

para a rede;

• Quando a tensãoVI está atrasada da tensãoVS, a potência ativa flui da rede para o

STATCOM;

• Quando a tensãoVI está em fase com a tensãoVS e |VI | = |VS|, não há fluxo de

potência ativa nem reativa;

• Quando a tensãoVI está em fase com a tensãoVS e |VI | < |VS|, não há fluxo de

potência ativa, enquanto potência reativa indutiva flui da rede para o STATCOM;

• Quando a tensãoVI está em fase com a tensãoVS e |VI | > |VS|, não há fluxo de

potência ativa, enquanto potência reativa capacitiva flui do STATCOM para a rede.

Nas situações apresentadas, vê-se como o STATCOM opera em relação ao sistema elétrico

ao qual está conectado. Analisando esses resultados, verifica-se que, caso as tensões do sis-

tema e do STATCOM estejam sincronizadas e em fase, não há potência ativa em nenhum

sentido, porém, se as amplitudes das tensões forem diferentes, observa-se a existência de

potência reativa. Desta forma, o STATCOM pode operar como um banco trifásico de indu-

tores variáveis, gerando correntes atrasadas de 90◦ em relação à tensão do sistema elétrico,

ou como um banco de capacitores trifásicos variáveis, gerando correntes adiantadas de 90◦,

realizando, portanto, o controle contı́nuo da tensão da rede elétrica.

3.3 Compensador Est́atico Śerie: SSSC

Um exemplo de equipamento FACTS baseado em um conversor de tensão CC-CA é o

SSSC, cujo princı́pio de funcionamento baseia-se na inserc¸ão de uma fonte de tensão em

série com a linha de transmissão. A tensão gerada pelo conversor deve estar em quadratura

e atrasada em relação à corrente, de forma que apresente amesma caracterı́stica de um

condensador, proporcionando um efeito capacitivo sobre o sistema elétrico, alterando a

impedância da linha de transmissão. A caracterı́stica indutiva também pode ser sintetizada
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e pode ser útil nos casos em que se deseja diminuir o fluxo de potência transmitida. Na

Figura 3.3 [31] está ilustrada a conexão de um SSSC a uma linha de transmissão.

~I ~IXL/2 XL/2

~VS

~Vse

~VR

Figura 3.3: Conexão do SSSC na linha de transmissão.

O sistemaVS representa a fonte CA trifásica (geração), a impedância é representada

por XL e a carga é representada pelo sistemaVR. O compensador deve gerar tensões em

quadratura, em avanço ou atraso, em relação à corrente da linha, correspondendo, desta

forma, a um capacitor ou a um indutor, respectivamente. Paragerar essas tensões, a corrente

de linha é medida e o bloco do controlador do SSSC calcula a tensão de compensação.

A amplitude dessa tensão está relacionada com o nı́vel de potência reativa que se deseja

gerar ou absorver. O SSSC proporciona o controle de fluxo de potência de uma linha de

transmissão alterando, de forma eletrônica, a sua impedˆancia.

3.4 Controlador Unificado de Fluxo de Pot̂encia: UPFC

O equipamento UPFC foi originalmente proposto por Gyugyi [85] em 1992. O UPFC

é constituı́do, basicamente, pelo agrupamento do STATCOMcom o SSSC, apresentados

anteriormente, formando um único equipamento. Ou seja, o UPFC é formado por dois

conversores ligados pelo lado CC, sendo que um deles é ligado em série com a linha de

transmissão e o outro, em derivação pelo lado CA [31]. O diagrama esquemático do UPFC

pode ser visto na Figura 3.4.

Uma das principais vantagens dessa topologia é que as duas fontes podem operar sepa-

radamente, como dois compensadores distintos de potênciareativa (um série e o outro em

derivação), compensando ainda potência ativa. Além disso, as potências reativas compen-
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sadas pelos conversores em derivação e em série podem serescolhidas independentemente

uma da outra, dando assim uma grande flexibilidade no controle do fluxo de potência pela

linha.

~I~I Xse

~VS

~Vse

~VR

~VS1~Vsh

Figura 3.4: Configuração do UPFC.

Tem-se na figura acima que:~Vse = mse~VS∠θse, em que 0≤ mse ≤ mse é o fator de escala

e 0 ≤ θse ≤ 2π é o ângulo da tensão do conversor série; e~Vsh = msh~VS∠θsh, em que

0 ≤ msh ≤ msh é o fator de escala e 0≤ θsh ≤ 2π é o ângulo da tensão do conversor

paralelo. Valores tı́picos demse situam-se entre 0 e 0.5 e demsh estão entre 0.9 e 1.1 [35].

O conversor série provê a função principal do UPFC, que ´e o controle de fluxo de

potência ativa e reativa, adicionando uma tensão de magnitude e ângulo controlados (~Vse)

em série com a linha de transmissão, modificando, assim, a tensão da linha~VS1 e, con-

seqüentemente, a corrente de linha~I . As potências ativas fornecidas pelo conversor para-

lelo irão satisfazer a demanda do conversor série e o intercâmbio da potência se dá através

do enlace CC entre eles.

O conversor paralelo opera como um compensador de reativos da linha de transmissão,

podendo ser usado para controle de tensão da barra à qual está conectado [36,86,87].

Em regime-permanente, o UPFC pode ser representado por duasfontes de tensão,~Vse

e ~Vsh, em série com suas respectivas impedânciasXse e Xsh, em queXse representa as

impedâncias da linha de transmissão e do transformador s´erie combinadas [37]. O modelo

do UPFC está ilustrado na Figura 3.5.

O modelo completo do UPFC pode ser desenvolvido a partir dos modelos do conversor

série e do conversor paralelo combinados. Para facilitar oentendimento, são vistas as duas

representações separadamente.
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~I~I Xse
~VS

~Vse ~VR

~VS1

~Vsh

Xsh

Figura 3.5: Configuração do UPFC com duas fontes de tensão.

3.4.1 Modelo do Conversor Śerie

Suponha que uma fonte de tensão é conectada entre os nósS e R de uma linha de trans-

missão. Essa fonte de tensão pode ser representada por umafonte ideal~Vse em série com

uma impedânciaXse (Figura 3.6). Na figura,~VS1 é a tensão sobre a reatânciaXse, sendo

dada por~VS1 = ~VS + ~Vse.

~I
~IXse

~VS

~Vse
~VR

~VS1

Figura 3.6: Configuração do conversor série.

O modelo do UPFC pode ser obtido pela substituição da fontede tensão série~Vse por

uma fonte de corrente~Ise em paralelo com a linha de transmissão [36] (Figura 3.7), sendo
~Ise = − jbse~Vse, combse = 1/Xse.

As potências injetadas~Sse
S e ~Sse

R correspondentes a fonte de corrente~Ise são:

~Sse
S = −~VS

~I∗se (3.3)

~Sse
R = ~VR

~I∗se (3.4)
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~VS Xse =
1

bse

~VR

~Ise

Figura 3.7: Substituição da fonte de tensão por uma fontede corrente.

A potência complexa em (3.3) injetada no nóS é calculada por:

~Sse
S = VSejθS(− jmsebseVSe− jθsee− jθS)

= − jmsebseV
2
Se− jθse

= − jmsebseV
2
S(cosθse− j senθse)

= −msebseV
2
S senθse− jmsebseV

2
S cosθse

(3.5)

Tem-se, então, que as potências ativa e reativa são dadaspor:

Pse
S = −msebseV

2
S senθse (3.6)

Qse
S = −msebseV

2
S cosθse (3.7)

De forma similar, a potência complexa em (3.4) injetada no nó R é calculada por:

~Sse
R = VRejθR( jmsebseVSe− jθsee− jθS)

= jmsebseVSVRe− j(θS R+θse)

= jmsebseVSVR[cos(θS R+ θse) − j sen(θS R+ θse)]

= msebseVSVRsen(θS R+ θse) + jmsebseVSVRcos(θS R+ θse)

(3.8)

em queθS R= θS − θR.

As potências ativa e reativa são:

Pse
R = msebseVSVRsen(θS R+ θse) (3.9)

Qse
R = msebseVSVRcos(θS R+ θse) (3.10)
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Pelas equações de injeções de potências acima, o conversor série pode ser visto como duas

cargas dependentes. O modelo do conversor série está representado na Figura 3.8 [37].

Xse~VS ~VR

Pse
S + jQse

S Pse
R + jQse

R

Figura 3.8: Modelo do conversor série.

3.4.2 Modelo do Conversor Paralelo

O circuito equivalente do conversor paralelo conectado à barraS é visto na Figura 3.9 [40].

A corrente que circula pelo conversor paralelo é dada por:

~Ish = − jbsh(~Vsh− ~VS) (3.11)

em quebsh = 1/Xsh.

~I~I~VS Xse ~VR

~Ish

Xsh

Vsh

Figura 3.9: Configuração do conversor paralelo.
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A potência complexa injetada no nóS é calculada por [40]:

~Ssh
S = ~VS~I

∗
sh

= VSejθS[ jbsh(mshVSe− jθshe− jθS −VSe− jθS)]

= jmshbshV
2
Se− jθsh− jbshV

2
S

= jmshbshV
2
S(cosθsh− j senθsh) − jbshV

2
S

= mshbshV
2
S senθsh+ jbsh(mshV

2
S cosθsh−V2

S)

(3.12)

Tem-se, então, que as injeções de potências ativa e reativa são dadas por:

Psh
S = mshbshV

2
S senθsh (3.13)

Qsh
S = bsh(mshV

2
S cosθsh−V2

S) (3.14)

Pelas equações de injeções de potências acima, o conversor paralelo pode ser visto como

uma carga conectada no fim do trecho. O modelo do conversor paralelo está representado

na Figura 3.10 [37].

Psh
S + jQsh

S

~VS
Xse ~VR

Figura 3.10: Modelo do conversor paralelo.

No UPFC, o conversor paralelo tem a função principal de fornecer a potência ativa

demandada pelo conversor série, sendo esse intercâmbio da potência feito pelo enlace CC.

Desta forma:

Pserie= −Psh
S (3.15)

A igualdade (3.15) é válida quando as perdas entre os conversores são desprezadas. De

acordo com a Figura 3.6, a corrente no ramo série é:

~IS R= − jbse(~VS1− ~VR)

= − jbse[(~VS + ~Vse) − ~VR]
(3.16)
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A potência complexa suprida pelo conversor série é calculada por:

~Sserie= ~Vse
~I∗S R

= mseVSejθseejθS [ jbse(VSe− jθS + mseVSe− jθsee− jθS −VRe− jθR)]

= −msebse[V
2
S senθse−VSVR sen(θS R+ θse)]

+ j
[
m2

sebseV
2
S + msebseV

2
S cosθse−msebseVSVR cos(θS R+ θse)

]
(3.17)

Assim, as potências ativa e reativa supridas pelo conversor série são:

Pserie= −msebse[V
2
S senθse−VSVRsen(θS R+ θse)] (3.18)

Qserie= m2
sebseV

2
S + msebseV

2
S cosθse−msebseVSVRcos(θS R+ θse) (3.19)

3.4.3 Modelo Completo do UPFC

O modelo completo de injeção de potência do UPFC é formado somando-se as parcelas de

potência do conversor série e do conversor paralelo, ou seja [40]:

PUPFC
S = Pse

S + Psh
S

= Pse
S − Pserie

= −msebseV
2
S senθse−

(
−msebse[V

2
S senθse−VSVRsen(θS R+ θse)]

)

= −msebseVSVRsen(θS R+ θse) (3.20)

QUPFC
S = Qse

S + Qsh
S

= −msebseV
2
S cosθse− bshV

2
S(1−mshcosθsh) (3.21)

PUPFC
R = Pse

R

= msebseVSVRsen(θS R+ θse) (3.22)

QUPFC
R = Qse

R

= msebseVSVRcos(θS R+ θse) (3.23)
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em quePUPFC
S e QUPFC

S são as potências ativa e reativa injetadas pelo UPFC na barra S e

PUPFC
R e QUPFC

R são as potências ativa e reativa injetadas pelo UPFC na barra R.

O modelo completo do UPFC pode ser visto na Figura 3.11.

(Pse
S + Psh

S ) + j(Qse
S + Qsh

S ) Pse
R + jQse

R

~VS
Xse ~VR

Figura 3.11: Modelo completo do UPFC.

3.5 Inclusão do UPFC no Ćalculo de Fluxo de Pot̂encia

Para incorporar o UPFC em um programa de fluxo de potência convencional são ne-

cessárias algumas modificações em sua formulação e no algoritmo de solução tradicional

(Newton completo, métodos desacoplados, etc). Nesta seção, são analisadas as alterações

necessárias em um algoritmo de solução de fluxo de potência para incorporação do UPFC.

A partir dessas alterações, pode-se verificar de que maneira o UPFC impacta também nas

formulações de FPO, uma vez que as equações básicas de fluxo de potência compõem o

problema de FPO.

3.5.1 Equaç̃oes de Fluxo de Pot̂encia sem UPFC

Conforme apresentado no Capı́tulo 2, as injeções de potência ativa e reativa em uma barra

i são dadas por:

Pi(V, θ) = Vi

∑

j∈I

V j(Gi j cos(θi − θ j) + Bi j sen(θi − θ j)) (3.24)

Qi(V, θ) = Vi

∑

j∈I

V j(Gi j sen(θi − θ j) − Bi j cos(θi − θ j)) (3.25)

em queVi e θi são, respectivamente, a magnitude e o ângulo de fase da tensão complexa
~Vi = Viejθi , Gi j é o elementoi j da matriz condutância de barraG, e Bi j é o elementoi j da
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matriz susceptância de barraB.

O problema de fluxo de potência é o de calcular as magnitudesdas tensõesV e os

ângulos de faseθ tais que as potências calculadas em (3.24) e (3.25), parai = 1, 2,. . . , n,

satisfaçam o balanço de potências nas barras:

Pi(V, θ) = PGi − PDi = Pdef
i

Qi(V, θ) = QGi −QDi = Qdef
i

em quePGi e QGi são potências geradas ePDi e QDi são potências de cargas (demandas).

Para um sistema CA simples, é necessário resolver o conjunto de equações não lineares de

balanço de potência ativa:

Pdef
i −Vi

∑

j∈I

V j(Gi j cos(θi − θ j) + Bi j sen(θi − θ j)) = 0 (3.26)

para as barras tipo PQ e PV, e o conjunto de equações de balanço de potência reativa:

Qdef
i −Vi

∑

j∈I

V jGi j sen(θi − θ j) − Bi j cos(θi − θ j)) = 0 (3.27)

para as barras tipo PQ, em quePdef
i e Qdef

i são os valores especificados de injeções de

potência ativa e reativa, respectivamente, para a barrai.

Há um segundo conjunto de equações que deve ser avaliado por aplicação direta das

tensões e dos ângulos calculados:

Qi = Vi

∑

j∈I

V j(Gi j sen(θi − θ j) − Bi j cos(θi − θ j)) (3.28)

para as barras tipoVθ e PV, e

P1 = V1

∑

j∈I

V j(G1 j cos(θ1 − θ j) + B1 j sen(θ1 − θ j)) (3.29)

a potência ativa injetada na barra de referência, considerada aqui, sem perda de generali-

dade, como sendo a barra 1. As potências reativas calculadas em (3.28) são comparadas

aos limites de operação que são impostos. Se o limite de potência reativa em uma barra
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tipo PV estiver sendo violado, essa barra passa a ser considerada como uma barra tipo PQ,

com o valor de potência reativa especificado sendo o do limite violado.

3.5.2 Soluç̃ao pelo Método de Newton-Raphson

No problema de fluxo de potência, desejamos resolver as equações não-lineares (3.26) e

(3.27) para as magnitudes das tensões das barras PQ e para osângulos de fase das barras

PQ e PV. Esse problema consiste em determinar as raı́zes das equações não-lineares:


∆P

∆Q

 =


Pdef

Qdef

−

P(V, θ)

Q(V, θ)

 =


0

0

 . (3.30)

Na iteraçãok, o método de Newton-Raphson requer a solução do sistema linear:


H(Vk, θk) N(Vk, θk)

M(Vk, θk) L(Vk, θk)



∆θk

∆Vk

 =


∆P(Vk, θk)

∆Q(Vk, θk)

 (3.31)

em que:

Hi j =
∂Pi

∂θ j
=


ViV j(Gi j sen(θi − θ j) − Bi j cos(θi − θ j)) sei , j

−Qi − (Vi)
2Bii sei = j

(3.32)

Ni j =
∂Pi

∂V j
=


Vi(Gi j cos(θi − θ j) + Bi j sen(θi − θ j)) sei , j

Pi/Vi + ViGii sei = j
(3.33)

Mi j =
∂Qi

∂θ j
=


−ViV j(Gi j cos(θi − θ j) + Bi j sen(θi − θ j)) sei , j

Pi − (Vi)2Gii sei = j
(3.34)

Li j =
∂Qi

∂V j
=


Vi(Gi j sen(θi − θ j) − Bi j cos(θi − θ j)) sei , j

Qi/Vi −ViBii sei = j.
(3.35)
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1. Faça uma escolha inicial das magnitudes e dos ângulos defase das tensões de barra

(tipicamente,V0
i = 1 eθ0

i = 0.)

2. Calcule os resı́duos de potência ativa nas barras PQ e PV,e reativa nas barras PQ:


∆Pk

∆Qk

 =


Pdef

Qdef

−

P(Vk, θk)

Q(Vk, θk)



Pare o processo iterativo se‖∆P(Vk, θk)‖∞ ≤ ǫ e ‖∆Q(Vk, θk)‖∞ ≤ ǫ

3. Forme o sistema linear


H(Vk, θk) N(Vk, θk)

M(Vk, θk) L(Vk, θk)



∆θk

∆Vk

 =


∆P(Vk, θk)

∆Q(Vk, θk)



e resolva para as correções∆θk e ∆Vk.

4. Obtenha uma nova estimativa para a solução como

θk+1 = θk + ∆θk

Vk+1 = Vk + ∆Vk.

Façak← k + 1 e retorne para o passo 2.

Algoritmo 3.1: Cálculo de fluxo de potência pelo método deNewton.

3.5.3 Equaç̃oes de Fluxo de Pot̂encia com UPFC

O UPFC pode ser facilmente incorporado na formulação de fluxo de potência efetuando-

se as seguintes modificações nas equações de balanço depotência das barras terminais do

UPFC [36,37]:

∆PS(V, θ) = PGS − PDS + PUPFC
S (V, θ) − PS(V, θ) (3.36)

∆QS(V, θ) = QGS −QDS + QUPFC
S (V, θ) −QS(V, θ) (3.37)

∆PR(V, θ) = PGR − PDR + PUPFC
R (V, θ) − PR(V, θ) (3.38)

∆QR(V, θ) = QGR −QDR + QUPFC
R (V, θ) −QR(V, θ) (3.39)
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em quePUPFC
S , QUPFC

S , PUPFC
R e QUPFC

R denotam as injeções de potências ativas e reativas

pelo UPFC nas suas barras terminais, as quais são calculadas pelas expressões (3.20) a

(3.23).

Como as injeções de potências pelo UPFC são funções apenas das tensões e ângulos das

suas barras terminais, apenas quatro elementos das submatrizes da Jacobiana das equações

de balanço de potência são afetados pela inclusão do UPFC, a saber [36]:

Na submatrizH(V, θ):

HS S = H0
S S−QUPFC

R

HS R= H0
S R+ QUPFC

R (3.40)

HRS = H0
RS + QUPFC

R

HRR = H0
RR−QUPFC

R

Na submatrizN(V, θ):

NS S = N0
S S+ PUPFC

S /VS

NS R= N0
S R+ PUPFC

S /VR (3.41)

NRS = N0
RS + PUPFC

R /VS

NRR = N0
RR+ PUPFC

R /VR

Na submatrizM(V, θ):

MS S = M0
S S

MS R= M0
S R (3.42)

MRS = M0
RS− PUPFC

R

MRR = M0
RR+ PUPFC

R
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Na submatrizL(V, θ):

LS S = L0
S S+ 2QSUPFC/VS

LS R= L0
S R (3.43)

LRS = L0
RS + QRUPFC/VS

LRR = L0
RR+ QRUPFC/VR

O sobrescrito0 denota o elemento da matriz sem a presença do UPFC [36]. Além dos

ajustes nas equações de balanço de potência, (3.36) a (3.39), e nos elementos da Jacobiana,

(3.40) a (3.43), deve-se observar também que na montagem damatriz admitância de barra
~Y a admitância de ramo~yS Rdeve ser a soma da admitância da linha de transmissão com a

admitância do conversor série.

3.6 Fluxo de Pot̂enciaÓtimo com UPFC

O controle do fluxo de potência na rede e da tensão nas barrasonde o UPFC está conectado

é feito mediante ajuste dos parâmetosmse, msh, θse e θsh. Para incorporar o UPFC em um

programa de FPO e efetuar esses ajustes de forma automática, é necessário efetuar algumas

modificações na formulação original (sem UPFC).

As equações de balanço de potência fazem parte do conjunto de restrições de igualdade

do problema de otimização. Nas barras com UPFC, essas equações são modificadas, como

visto na seção 3.5.3:

∆PS = PGS − PDS − PS −msebseVSVR sen(θS R+ θse) (3.44a)

∆QS = QGS −QDS −QS −msebseV
2
S cosθse− bshV

2
S(1−mshcosθsh) (3.44b)

∆PR = PGR − PDR − PR + msebseVSVR sen(θS R+ θse) (3.44c)

∆QR = QGR −QDR −QR + msebseVSVRcos(θS R+ θse) (3.44d)

Supondo que as perdas entre os conversores série e paralelosão nulas, e respeitando o

intercâmbio de potência entre eles pelo enlace CC, dado pela equação (3.15), a seguinte
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restrição de igualdade deve ser adicionada à formulaç˜ao:

∆PE = mshbshV
2
S senθsh−msebse[V

2
S senθse−VSVRsen(θS R+ θse)] (3.45)

Os seguintes limites de ajustes dos parâmetros do UPFC devem ser adicionados:

mmin
se ≤ mse≤ mmax

se , (3.46a)

mmin
sh ≤ msh ≤ mmax

sh , (3.46b)

θmin
se ≤ θse≤ θ

max
se , (3.46c)

θmin
sh ≤ θsh ≤ θ

max
sh . (3.46d)

Em resumo, a incorporação do UPFC em um programa de FPO dá-se mediante a adição

de quatro variáveis de controle (mse, msh, θse e θsh), pela adição da restrição de igualdade

(3.45) à formulação e pela modificação das restrições de balanço de potência (3.44) nas

barras com UPFC. O problema de FPO com restrições que levamem conta a presença do

UPFC na rede elétrica pode ser escrito genericamente da seguinte forma:
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Minimize f (x)

sujeito a Pi(V, θ, t) + PDi(Vi) − PGi = 0, parai ∈ N e i < U

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi = 0, parai ∈ G

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi = 0, parai ∈ F

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi − bsh
i V2

i = 0, parai ∈ C

Pi(V, θ, t) + PDi (Vi) − PGi − PUPFC
i (V, θ) = 0, parai ∈ U

Qi(V, θ, t) + QDi (Vi) −QGi −QUPFC
i (V, θ) = 0, parai ∈ U

Pseriei + Psh
Si

= 0, parai ∈ U

Fi j (V, θ, t) − Fi j = 0, {(i, j)} ⊆ B

uT
i JPF(V, θ)wi −σi = 0,

Vmin
i ≤ Vi ≤ Vmax

i , parai ∈ N

tmin
i j ≤ ti j ≤ tmax

i j , {(i, j)} ⊆ T

Pmin
i ≤ PGi ≤ Pmax

i , parai ∈ G

Qmin
i ≤ QGi ≤ Qmax

i , parai ∈ G

bmin
i ≤ bsh

i ≤ bmax
i , parai ∈ C

Fmin
i j ≤ Fi j ≤ Fmax

i j , {(i, j)} ⊆ B

σmin
i ≤ σi ≤ σmax

i

mmin
sei ≤ msei ≤ mmax

sei , parai ∈ U

mmin
shi
≤ mshi ≤ mmax

shi
, parai ∈ U

θmax
sei ≤ θsei ≤ θmin

sei , parai ∈ U

θmin
shi
≤ θshi ≤ θmax

shi
, parai ∈ U.

(3.47)

A incorporação das variáveis de controlemse, msh, θseeθsh na formulação acarreta a adição

dessas variáveis nas matrizes Jacobiana e Hessiana das restrições. As derivadas primeiras

e segundas das restrições em relação a essas novas vari´aveis encontram-se no Anexo A .

3.7 Resultados Nuḿericos

Para avaliar a inclusão do UPFC na rede elétrica, simulou-se um UPFC fictı́cio inserido

entre as barras 1 e 2 do sistema IEEE de 57 barras.

Os parâmetros do UPFC utilizados nas simulações foram escolhidos empiricamente,
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sendo:mse = 0.5, msh = 0.1, θse = −π/6, θsh = −π/4, Rse = 0.01 p.u.,Rsh = 0.01

p.u., Xse = 10 p.u., eXsh = 10 p.u. Após a otimização, os resultados obtidos foram:

mse = 0.36,msh = 0.21,θse = −0.13,θsh = −0.29. Os resultados obtidos antes e depois

da otimização são apresentados nas Figuras 3.12 e 3.13. Na figura 3.12, apresenta-se a

diminuição da potência na barra de folga e na Figura 3.13 ´e ilustrado o perfil de tensão do

sistema antes e depois da otimização.
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Figura 3.12: Potência na barra de folga.

Os resultados apresentados demonstram o efeito esperado doUPFC na rede elétrica. A

sua no sistema provocou uma melhora no perfil de tensão, aumentando a tensão nas barras

com nı́vel mais baixo e mantendo os nı́veis de todas as barrasem torno de um valor médio.

Além disso, associa-se a esse efeito a diminuição da potˆencia gerada na barra de folga,

possibilitando um ganho de potência.
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Figura 3.13: Perfil de tensão.

3.8 Consideraç̃oes Finais

Neste capı́tulo, foi apresentada uma visão geral sobre dispositivos FACTS, com uma análise

mais detalhada dos dispositivos STATCOM e SSSC com o objetivo de facilitar a compre-

ensão do funcionamento do UPFC. O modelo matemático do UPFC foi apresentado deta-

lhadamente e, a partir do estudo da solução de fluxo de potência pelo método de Newton-

Raphson, sua inclusão em um programa de fluxo de potência n˜ao otimizado foi claramente

definida. Por fim, foi estudada a introdução do UPFC em programas de FPO.

A adição de quatro variáveis de controle e de uma restrição de igualdade por UPFC à

formulação de FPO implica aumentar quatro colunas e uma linha na matriz Jacobiana das

funções de restrições e vinte e uma linhas e colunas na matriz de coeficientes do sistema

linear a ser resolvido nas iterações de PI, por UPFC incorporado. Isso não deve, entretanto,

causar um aumento considerável no tempo de iteração de programa devido ao pequeno

número de equipamentos instalados por sistema.
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No próximo capı́tulo, são apresentados os dois métodos de pontos-interiores para PNL

(primal-dual simples e preditor-corretor) a partir dos quais são desenvolvidas as versões

para PQ utilizadas na resolução dos subproblemas de regi˜ao de confiança. Além de base

para o desenvolvimento dos algoritmos de PI para PQ, os algoritmos de PI para PNL

são utilizados como referências nas comparações dos resultados obtidos pela técnica de

otimização proposta.



Caṕıtulo 4

Métodos de Pontos-Interiores para

Programação Não-Linear

H
́ uma grande variedade de métodos de otimização para a solução de problemas

restritos como o FPO formulado em (2.1) (ver [9, 88, 89]). No que se refere

à resolução de problemas de FPO, ultimamente tem-se utilizado uma classe de

métodos chamados de métodos de Pontos-Interiores (PI). Este capı́tulo descreve dois algo-

ritmos de PI de grande sucesso computacional na solução deproblemas de FPO: o método

primal-dual simples e a variante primal-dual preditor-corretor.

O texto apresentado no presente capı́tulo segue a referência [74] e os textos de relatórios

de pesquisa produzidos no Laboratório de Otimização Aplicada a Sistemas de Potência da

Universidade Federal de Pernambuco, onde esta tese foi desenvolvida.

57
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Para o desenvolvimento dos algoritmos de PI, consideramos inicialmente o problema

de otimização expresso na forma (2.1), o qual é reescritoabaixo por conveniência de

apresentação:

Minimize f (x)

sujeito a g(x) = 0

xl ≤ Î x ≤ xl

em quêI é uma matrizp× n contendop linhas da matriz identidaden× n, cujo produto

pelo vetorx resulta no vetor das variáveis sujeitas a limites, ou seja,Î x = xl .

4.1 O Método Primal-Dual de Pontos-Interiores

O método primal-dual de PI para resolver o problema (2.1) opera sobre um problema mo-

dificado que emerge quando transformamos todas as restriç˜oes de desigualdades em igual-

dades, adicionando os vetores de variáveis de folgas≥ 0 ez≥ 0, como segue:

Minimize f (x)

sujeito a g(x) = 0

xl + s− Î x = 0, s≥ 0,

Î x + z− xl = 0, z≥ 0.

(4.1)

As condições de não-negatividades≥ 0 ez≥ 0 em (4.1) são incorporadas em uma função

de barreira logarı́tmica que é agregada à função objetivo, resultando no problema modifi-

cado:

Minimize f (x) − µk

p∑

i=1

(ln si + ln zi)

sujeito a g(x) = 0,

xl + s− Î x = 0, s> 0,

Î x + z− xl = 0, z> 0,

(4.2)
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em queµk > 0 é o parâmetro de barreira, que é monotonicamente reduzido para zero

quando as iterações avançam, ou seja,µ0 > µ1 > · · · > µk > · · · > µ∞ = 0.

As condições de positividade estritas > 0 ez > 0 devem ser impostas para que os ter-

mos logarı́tmicos sejam definidos. Entretanto, essas condições são tratadas implicitamente,

pelo controle do tamanho do passo, conforme é descrito abaixo.

As condições necessárias de otimalidade para o problemamodificado (4.2), com o

parâmetro de barreiraµk fixo, podem ser derivadas a partir da função de Lagrange,L(y; µk),

associada ao problema (4.2), definida como:

L(y; µk) = f (x) − µk

p∑

i=1

(ln si + ln zi) + λTg(x) + πT(xl + s− Î x) + υT(Î x + z− xl)

(4.3)

em queλ ∈ R
m, π ∈ R

p
+ eυ ∈ R

p
+ são vetores de multiplicadores de Lagrange, conhecidos

como variáveis duais, ey = (s, z,π,υ,λ, x) é o vetor com todas as variáveis.

Um mı́nimo local de (4.2) é caracterizado por um ponto estacionário da função de

Lagrange, o qual deve satisfazer as condições necessárias de primeira-ordem de Karush-

Kuhn-Tucker (KKT):

∇sL = π− µkS
−1e = 0, (4.4a)

∇zL = υ− µkZ
−1e = 0, (4.4b)

∇πL = xl + s− Î x = 0, (4.4c)

∇υL = Î x + z− xl = 0, (4.4d)

∇λL = g(x) = 0, (4.4e)

∇xL = ∇ f (x) + ∇g(x)λ − ÎTπ+ ÎTυ= 0, (4.4f)

em quee = (1, 1,. . . , 1)T .
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O sistema de equações (4.4) é mais convenientemente expresso como:

Sπ− µke = 0, (4.5a)

Zυ − µke = 0, (4.5b)

xl + s− Î x = 0, (4.5c)

Î x + z− xl = 0, (4.5d)

g(x) = 0, (4.5e)

∇ f (x) + ∇g(x)λ − ÎTπ+ ÎTυ = 0. (4.5f)

Uma iteração do método primal-dual de PI para resolver (2.1) invariavelmente aplica

apenas uma iteração do método de Newton para achar raı́zes de equações sobre (4.5),

calcula um comprimento de passo na direção de Newton, atualiza as variáveis e reduz

o parâmetro de barreiraµk. O processo iterativo termina quando a inviabilidade primal,

a inviabilidade dual e o resı́duo de complementaridade est˜ao abaixo de tolerâncias pré-

determinadas. Os passos principais do algoritmo primal-dual de PI são como segue:

1. Façak = 0, escolhaµ0 > 0 e um ponto inicialy0 que satisfaça as condições de

estrita positividade(s0, z0,π0,υ0) > 0.

2. Obtenha o sistema de Newton para (4.5) no ponto corrente,

∇2
yyL(yk; µk)∆y = −∇yL(yk; µk),

e resolva para a direção de Newton∆y.

3. Calcule o comprimento de passoαk na direção de Newton∆y e obtenha uma nova

estimativa da solução comoyk+1 = yk + αk∆y.

4. Se yk+1 satisfaz o critério de convergência, então FIM. Caso contrário, faça

k← k + 1, reduza o parâmetroµk, e retorne para o passo 2.

Algoritmo 4.1: Método primal-dual de PI para resolver (2.1).

4.1.1 Ćalculo das Direç̃oes de Busca

Embora o sistema das condições de KKT (4.5) seja não-linear, sua solução é usualmente

aproximada por uma única iteração do método de Newton para achar raı́zes de equações
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(a direção de Newton é apenas um meio para seguir o caminhode minimizadoresx(µk)

parametrizado porµk). Quando tomamos os termos de primeira-ordem na aproximação em

série de Taylor do sistema de equações não-lineares (4.5) em torno do pontoyk, obtemos o

seguinte sistema linear indefinido:



Π 0 S 0 0 0

0 Υ 0 Z 0 0

I 0 0 0 0 −Î

0 I 0 0 0 Î

0 0 0 0 0 ∇g(x)T

0 0 −ÎT ÎT ∇g(x) ∇2
xxL(y)





∆s

∆z

∆π

∆υ

∆λ

∆x



= −



Sπ− µke

Zυ − µke

xl + s− Î x

Îx + z− xl

g(x)

∇ f (x) + ∇g(x)λ − ÎTπ+ ÎTυ



(4.6)

em queΠ = diag(π1, . . . ,πp), Υ = diag(υ1, . . . ,υp), e∇2
xxL(y) é a Hessiana da função

de Lagrange definida a seguir. No sistema acima omitimos o contador de iteraçõesk para

simplificar a apresentação.

A avaliação da Hessiana da função de Lagrange com relação às variáveisx, ∇2
xxL(y),

envolve uma combinação da Hessiana da função objetivo∇2 f (x) com as Hessianas das

funções de restrições∇2gi(x), i = 1, 2,. . . , m, da seguinte forma:

∇2
xxL(y) = ∇2 f (x) +

m∑

i=1

λi∇
2gi(x). (4.7)

4.1.2 Atualizaç̃ao das Variáveis

Novas estimativas para as variáveis primais e duais são calculadas por:

xk+1 = xk + αP
k ∆x,

sk+1 = sk + αP
k ∆s,

zk+1 = zk + αP
k ∆z,

λk+1 = λk + αD
k ∆λ,

πk+1 = πk + αD
k ∆π,

υk+1 = υk + αD
k ∆υ,

(4.8)
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em queαP
k ∈ (0, 1] eαD

k ∈ (0, 1] são os comprimentos de passos primal e dual, respectiva-

mente.

Os comprimentos de passos máximos que podem ser tomados na direção de Newton

são geralmente determinados pelos testes:

αP
k = min

{
1, γmin

i

{
−sk

i

∆si

∣∣∣∣∣∆si < 0,
−zk

i

∆zi

∣∣∣∣∣∆zi < 0

}}
, (4.9a)

αD
k = min

{
1, γmin

i

{
−πk

i

∆πi

∣∣∣∣∣∆πi < 0,
−υk

i

∆υi

∣∣∣∣∣∆υi < 0

}}
. (4.9b)

O escalarγ ∈ (0, 1) é um fator de segurança para assegurar que o próximo pontosatisfará

as condições de estrita positividade; um valor tı́pico éγ = 0.99995.

O uso de comprimentos de passos distintos nos espaços primal e dual é uma vantagem

do método primal-dual de pontos interiores, e tem provado na prática ser altamente eficaz,

reduzindo o número de iterações para convergência entre 10% a 20% em um problema

tı́pico. Entretanto, em programação não-linear, a interdependência de variáveis primais e

duais, presente na condição de viabilidade dual (4.5e), não permite rigorosamente o uso de

comprimentos de passos distintos nos espaços primal e dual. Assim, um comprimento de

passo comum para atualizar as variáveis primais e duais deve ser calculado por:

αP
k = αD

k ← min
{
αP

k , αD
k

}
. (4.10)

Embora haja o acoplamento mencionado entre as variáveis primais e duais, na prática,

o uso de um comprimento de passo comum ou o uso de comprimentosde passos distintos

têm ambos desempenhado bem.

4.1.3 Reduç̃ao do Par̂ametro de Barreira

O esquema para reduzirµk que é descrito aqui é uma extensão de esquemas que são uti-

lizados com sucesso em programação linear e programação quadrátrica [90]. Nak-ésima

iteração, o resı́duo das condições de complementaridade, chamado de resı́duo de comple-

mentaridade, é obtido por:

ρk = sT
k πk + zT

k υk. (4.11)
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Se as iterações convergem para uma solução ótima, ent˜aoρk → 0. O relacionamento

entreρk eµk, que está implı́cito em (4.5a) e (4.11), na forma:

p∑

i=1

siπi +
p∑

i=1

ziυi = 2pµk = ρ (4.12)

sugere queµk pode ser reduzido em função do decréscimo do resı́duo de complementari-

dade, tal como:

µk+1 = σ
ρk

2p
(4.13)

em queσ = 0.2 é o esperado, mas não necessariamente realizado, decréscimo no resı́duo

de complementaridade. O parâmetroσ ∈ (0, 1) é chamado de parâmetro de centralização.

Seσ = 1, então o sistema de KKT (4.5) define uma direção de centralização, um passo

em direção a um ponto na trajetória de barreira. No outro extremo,σ = 0 fornece o passo

de Newton puro, conhecido como a direçãoaffine-scaling. Para balancear os objetivos de

reduzirµk e melhorar a centralidade,σ pode ser escolhido no intervalo(0, 1).

4.1.4 Testes de Converĝencia

As iterações do algoritmo PDPI são consideradas terminadas assim que:

max
{
max

i

{
xi − xk

i

}
, max

i

{
xk

i − xi

}
, ‖g(xk)‖∞

}
≤ ǫ1, (4.14a)

‖∇ f (xk) + ∇g(xk)λ − ÎTπk + ÎTυk‖∞

1+ ‖xk‖2 + ‖λk‖2 + ‖πk‖2 + ‖υk‖2
≤ ǫ1, (4.14b)

ρk

1+ ‖xk‖2
≤ ǫ2. (4.14c)

Se os testes (4.14a), (4.14b) e (4.14c) são satisfeitos, então a viabilidade primal, a via-

bilidade dual e as condições de complementaridade são satisfeitas, significando quexk é

um ponto de KKT de precisãoǫ1. Tolerâncias de convergência tı́picas sãoǫ1 = 10−4 e

ǫ2 = 10−2ǫ1.
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4.2 O Método Preditor-Corretor de Pontos Interiores

Para obtermos o algoritmo preditor-corretor de Mehrotra, em vez de aplicarmos o método

de Newton a (4.5) para calcular a correção∆y parayk, substituimos o novo pontoyk+1 =

yk + ∆y diretamente em (4.5), para obter a aproximação:



Π 0 S 0 0 0

0 Υ 0 Z 0 0

I 0 0 0 0 −Î

0 I 0 0 0 Î

0 0 0 0 0 ∇g(x)T

0 0 −ÎT ÎT ∇g(x) ∇2
xxL(y)





∆s

∆z

∆π

∆υ

∆λ

∆x



= −



Sπ

Zυ

xl + s− Î x

Îx + z− xl

g(x)

∇xL(y)



+



µke

µke

0

0

0

0



−



∆S∆π

∆Z∆υ

0

0

0

0



(4.15)

em que∇xL(y) = ∇ f (x) + ∇g(x)λ − ÎTπ + ÎTυ, ∆S = diag(∆s1, . . . , ∆sp), e ∆Z =

diag(∆z1, . . . , ∆zp).

A maior diferença entre os sistemas de equações (4.15) e (4.6) é que o vetor do lado

direito de (4.15) não pode ser determinado de antemão por causa dos∆-termos não-lineares

∆S∆π e ∆Z∆υ em termos das incógnitas. A direção∆y que é obtida de (4.15) consiste de

três componentes, digamos:

∆y = ∆yaf + ∆yce+ ∆yco, (4.16)

em que cada componente é determinada por um dos três vetores no lado direito de (4.15).

As três componentes de direções podem ser interpretadascomo segue:

∆yaf : É a direçãoaffine-scaling, a direção pura de Newton que é obtida quando fazemos

µk = 0 em (4.6).É determinada pelo primeiro vetor no lado direito de (4.15),ou

seja, como a solução do sistema:



Π 0 S 0 0 0

0 Υ 0 Z 0 0

I 0 0 0 0 −Î

0 I 0 0 0 Î

0 0 0 0 0 ∇g(x)T

0 0 −ÎT ÎT ∇g(x) ∇2
xxL(y)





∆saf

∆zaf

∆πaf

∆υaf

∆λaf

∆xaf



= −



Sπ

Zυ

xl + s− Î x

Îx + z− xl

g(x)

∇xL(y)



(4.17)
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e é responsável pela otimização, ou seja, por reduzir asinviabilidades primal e dual

e o resı́duo de complementaridade.

∆yce : É a direção decentralização, cujo tamanho é governado pelo parâmetroµk que é

escolhido adaptativamente. A direção∆yce é determinada pelo segundo vetor no

lado direito de (4.15), ou seja, como a solução do sistema:



Π 0 S 0 0 0

0 Υ 0 Z 0 0

I 0 0 0 0 −Î

0 I 0 0 0 Î

0 0 0 0 0 ∇g(x)T

0 0 −ÎT ÎT ∇g(x) ∇2
xxL(y)





∆sce

∆zce

∆πce

∆υce

∆λce

∆xce



=



µke

µke

0

0

0

0



(4.18)

e mantém o ponto corrente afastado da fronteira da região viável e idealmente

próximo da trajetória de barreira para melhorar as chances de tomar um passo

grande na próxima iteração.

∆yco : É a direção decorreçãoque tenta compensar algumas das não-linearidades na

direção∆yaf. A direção∆yco é determinada pelo terceiro vetor no lado direito

de (4.15), ou seja, como a solução do sistema:



Π 0 S 0 0 0

0 Υ 0 Z 0 0

I 0 0 0 0 −Î

0 I 0 0 0 Î

0 0 0 0 0 ∇g(x)T

0 0 −ÎT ÎT ∇g(x) ∇2
xxL(y)





∆sco

∆zco

∆πco

∆υco

∆λco

∆xco



= −



∆S∆π

∆Z∆υ

0

0

0

0



(4.19)

As direções∆yaf e ∆yce, quando combinadas, definem a direção de Newton que é calcu-

lada de (4.6). Entretanto, para lidar com as não-linearidades em (4.15), a direção∆yaf é

calculada separadamente e antes da direção∆yce. Esse arranjo no cálculo de∆y nos provê

a possibilidade de escolhermosµk+1 adaptativamente, e com um meio de aproximarmos os

termos de segunda-ordem∆S∆π e ∆Z∆υ.
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4.2.1 O Passo Preditor

Para determinar um passo que aproximadamente satisfaz (4.15), primeiro retiramos osµk-

termos e os∆-termos no lado direito de (4.15) e resolvemos para a direç˜aoaffine-scaling:



Π 0 S 0 0 0

0 Υ 0 Z 0 0

I 0 0 0 0 −Î

0 I 0 0 0 Î

0 0 0 0 0 ∇g(x)T

0 0 −ÎT ÎT ∇g(x) ∇2
xxL(y)





∆saf

∆zaf

∆πaf

∆υaf

∆λaf

∆xaf



= −



Sπ

Zυ

xl + s− Î x

Îx + z− xl

g(x)

∇ f (x) + ∇g(x)λ − ÎTπ+ ÎTυ



.

(4.20)

A direção∆yaf é utilizada em duas formas distintas: (a) para aproximar os∆-termos no

lado direito de (4.15) e (b) para dinamicamente estimar o parâmetro de barreiraµk+1.

Para estimarµk+1, primeiro consideramos a regra padrão (4.9) para determinarmos o

passoαaf que seria dado se a direção∆yaf fosse, de fato, utilizada:

αP
af = min

{
1, γ ×min

i

{
−sk

i

∆saf
i

∣∣∣∣∣∆saf
i < 0,

−zk
i

∆zaf
i

∣∣∣∣∣∆zaf
i < 0

}}
, (4.21a)

αD
af = min

{
1, γ ×min

i

{
−πk

i

∆πaf
i

∣∣∣∣∣∆π
af
i < 0,

−υk
i

∆υaf
i

∣∣∣∣∣∆υ
af
i < 0

}}
. (4.21b)

Segundo, calculamos uma estimativa do resı́duo de complementaridade por:

ρaf = (sk + αP
af∆saf)

T(πk + αD
af∆πaf) + (zk + αP

af∆zaf)
T(υk + αD

af∆υaf). (4.22)

Finalmente, obtemos uma estimativaµaf paraµk+1 de:

µaf = min

{ (
ρaf

ρk

)2

, 0.2

}
ρaf

p
. (4.23)

Esse procedimento escolheµaf pequeno se a direção∆yaf produzir um decréscimo grande

no resı́duo de complementaridade, ou seja, seρaf≪ ρk, e escolheµaf grande caso contrá-

rio.
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4.2.2 O Passo Corretor

Em vez de calcularmos a direção composta∆yce + ∆yco para adicionar a∆yaf e então

obtermos∆y, calculamos a direção∆y de uma só vez de:



Π 0 S 0 0 0

0 Υ 0 Z 0 0

I 0 0 0 0 −Î

0 I 0 0 0 Î

0 0 0 0 0 ∇g(x)T

0 0 −ÎT ÎT ∇g(x) ∇2
xxL(y)





∆s

∆z

∆π

∆υ

∆λ

∆x



= −



Sπ − µafe+ ∆Saf∆πaf

Zυ − µafe+ ∆Zaf∆υaf

xl + s− Î x

Îx + z− xl

g(x)

∇ f (x) + ∇g(x)λ − ÎTπ+ ÎTυ



. (4.24)

Uma vez que os passos preditor e corretor são baseados sobrea mesma fatorização de

matriz (ver as matrizes de coeficientes em (4.17) e (4.24)), oesforço adicional no método

preditor-corretor está na solução do sistema linear extra para calcular a direção∆yaf, e

no teste extra utilizado para calcularµaf. Os benefı́cios que geralmente são obtidos desse

esforço extra são reduções no contador de iterações eno tempo total de solução. Os passos

principais do algoritmo preditor-corretor de pontos interiores são como segue:

1. Façak = 0, escolhaµ0 > 0 e um ponto inicialy0 que satisfaça as condições de

estrita positividade(s0, z0,π0,υ0) > 0.

2. Forme a matriz∇2
yyL(yk; µk) e obtenha a sua fatorização.

2a. Resolva o sistema (4.17) para a direção∆yaf, calculeαaf de (4.21), e obtenha

µaf de (4.22).

2b. Resolva o sistema (4.24) para a direção∆y.

3. Calcule o comprimento de passoαk na direção∆y e obtenha um novo ponto como

yk+1 = yk + αk∆y.

4. Se yk+1 satisfaz o critério de convergência, então FIM. Caso contrário, faça

k← k + 1, reduza o parâmetroµk, e retorne para o Passo 2.

Algoritmo 4.2: Método preditor-corretor de pontos interiores para resolver (2.1).
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4.3 Consideraç̃oes Finais

Neste capı́tulo fez-se uma apresentação detalhada dos m´etodos de Pontos-Interiores do tipo

Primal-Dual e Preditor-Corretor para programação não-linear (PNL). Essas duas técnicas,

adaptadas para programação quadrática, são usadas no algoritmo de região de confiança

(RC) proposto nesta tese para resolver os subproblemas vertical e horizontal gerados no

processo iterativo.

Procura-se, com a associação das técnicas de RC ao algoritmos de PI, o desenvolvi-

mento de um algoritmo com robustez de convergência sem grande comprometimento do

tempo computacional. No próximo capı́tulo, são detalhadamente apresentadas as técnicas

de região de confiança empregadas neste trabalho e, posteriormente, os métodos de solução

dos subproblemas de RC via métodos de pontos-interiores para programação quadrática.



Caṕıtulo 5

Globalização da Converĝencia via

Métodos de Regĩao de Confiança

N
 ́  ̂ atual a tendência natural é que os sistemas elétricos de

potência operem próximos aos seus limites de capacidade,dando origem a fortes

não-linearidades na trajetória das soluções dos modelos matemáticos dos siste-

mas, tais como os de FPO. A reestruturação da indústria depotência tem levado também

a novos e complexos modelos de FPO [91], desafiando as técnicas de solução comumente

empregadas, principalmente no que diz respeito à robustezde convergência. Neste capı́tulo

descreve-se, de forma tutorial, o desenvolvimento de um algoritmo de FPO globalmente

convergente.

Convergência globaĺe uma propriedade desejável para qualquer algoritmo de otimiza-

69
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ção não-linear. Por convergência global entende-se que o algoritmo de otimização deve

ser capaz de obter uma solução, se uma existir, para qualquer escolha do ponto inicial.

Há duas abordagens clássicas para globalizar um algoritmo localmente convergente [9]:

utilizar umabusca em linhaou impor umaregião de confiança.

Com motivação na pesquisa em [18], nesta tese considera-se um método de região

de confiança por duas razões principais: primeiro, devidoao grande sucesso que esses

métodos têm alcançado na globalização de algoritmos para otimização irrestrita e, segundo,

devido ao fato de que um esforço de pesquisa bem maior já foifeito na exploração de buscas

em linha. Mais especificamente, descreve-se uma aplicação no problema de FPO não-linear

de grande porte da técnica de região de confiança propostapor Byrd [16] e Omojokun [17].

Métodos de região de confiança podem ser definidos como umaclasse relativamente

nova de algoritmos de otimização que minimizam uma aproximação quadrática da função

objetivo não-linear dentro de uma região fechada chamadaRegião de Confiança. A região

fechada é assim denominada porque, dentro dessa região, omodelo quadrático pode ser

adotado como uma boa aproximação para a função objetivonão-linear. Espera-se que a

redução alcançada na aproximação quadrática corresponda a uma redução na função obje-

tivo original.

O desenvolvimento dos métodos de região de confiança remonta aos trabalhos de Le-

venberg [92] e Marquardt [93] para problemas não-linearesde mı́nimos quadrados. Os

métodos de região de confiança diferem entre si na forma emque modelam a função ob-

jetivo e na maneira em que tratam as restrições. A técnicaclássica de região de confiança

usa aproximações quadráticas para minimização irrestrita [9,10].

A técnica de Byrd e Omojokun estudada nesta tese pode ser vista como uma Programa-

ção Quadrática Sequencial (PQS) com uma região de confiança. O método de Byrd e

Omojokun decompõe cada subproblema de programação quadrática em dois subproblemas

menores de solução bem mais fácil, tornando o método bastante atrativo para otimização

de grande escala, tal como ocorre na otimização de sistemas de potência.

Aplicações de métodos de região de confiança em sistemas de potência estão apenas

começando a surgir na literatura de engenharia de potência. Pajic e Clements [21, 22]

foram os primeiros a utilizar um algoritmo de região de confiança para resolver problemas

de estimação de estados. Zhou et al [94] utilizam um algoritmo de região de confiança para

resolver um problema de FPO de redespacho de potência reativa. Wang et al [91] utilizam
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um algoritmo de região de confiança para lidar com problemas de convergência em modelos

de FPO de mercado de energia envolvendo funções não-suaves (funções não continuamente

diferenciáveis). Sousa e Torres em [95] apresentam um algoritmo de pontos-interiores com

região de confiança para solução do FPO não-linear, tendo esse algoritmo as seguintes

caracterı́sticas:

• A restrição de região de confiança é definida utilizandoa norma infinita, resultando

em subproblemas de FPO de região de confiança tipo programação quadrática (PQ);

• Os subproblemas de FPO gerados são resolvidos por um algoritmo primal-dual de

pontos-interiores para PQ;

• As decisões sobre aceitar ou não o passo calculado e sobre aumentar ou não o tama-

nho da região de confiança são tomadas com base em uma função mérito.

O algoritmo de FPO utilizando região de confiança descritoneste capı́tulo difere do

apresentado em [95] em três aspectos principais:

• A restrição de região de confiança é definida utilizandoa norma-2, resultando em

subproblemas quadraticamente restritos, enquanto no algoritmo em [95] é definida

utilizando a norma-∞, resultando em subproblemas linearmente restritos;

• Os subproblemas quadraticamente restritos são resolvidos pelo métododoglegde

Powell ou pelo método do gradiente conjugado de Steihaug, enquanto os subproble-

mas de PQ em [95] são resolvidos pelo método primal-dual depontos-interiores para

PQ;

• Os algoritmos de região de confiança neste capı́tulo e em [95] tratam as restrições de

limites simples sobre as variáveis de formas totalmente distintas.

Enfatiza-se desde já que o algoritmo descrito neste capı́tulo segue proximamente o algo-

ritmo de região de confiança desenvolvido por Plantenga, Lalee e Nocedal [18,96].
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5.1 Regĩao de Confiança para Otimizaç̃ao Irrestrita

Os métodos de região de confiança foram inicialmente desenvolvidos para resolver proble-

mas de otimização irrestrita da forma:

Minimize f (x)

sujeito a x ∈ R
n.

(5.1)

A informação extraı́da sobref (x) é utilizada para construir uma função modelomk

cujo comportamento próximo do ponto correntexk é similar ao da função objetivo não-

linear f (x). A função modelomk é usualmente definida como uma função quadrática que

é derivada da expansão em série de Taylor truncada def (x) em torno dexk, da forma:

mk(xk + d) = f (xk) + ∇ f (xk)
Td +

1
2

dT∇2 f (xk)d (5.2)

em que∇ f (xk) ∈ R
n é o vetor gradiente e∇2 f (xk) ∈ R

n×n é a matriz Hessiana def (x),

ambos avaliados emxk. Quandox está distante do pontoxk, a função modelomk(xk + d)

poderá não ser uma boa aproximação paraf (x), de forma que o vetord que minimiza

mk(xk + d) nem sempre faz sentido como um passo de minimização paraf (x). Por exem-

plo, a Hessiana∇2 f (xk) pode ser indefinida e há direções ao longo das quais a função

modelo é ilimitada por baixo e então‖d‖ = ∞. Por essa razão, para globalizar o algoritmo

restringe-se a busca por um minimizador demk a alguma região em torno dexk, chamada

região de confiança. Geralmente, a região de confiança é uma hiperesfera definida pela

norma Euclideana‖d‖2 ≤ ∆k, em que o escalar∆k é oraio da região de confiança.

O subproblema de região de confiança em torno do pontoxk para o problema irrestrito

(5.1) é definido como:

Minimize f (xk) + ∇ f (xk)
Td + 1

2dT∇2 f (xk)d

sujeito a ‖d‖2 ≤ ∆k.
(5.3)

Se a solução candidataxk+1 = xk + d não resultar em um decréscimo suficiente na função

objetivo não-linear originalf (x), então concluı́mos que a região de confiança dada pelo

raio ∆k é muito grande. Assim, reduzimos o raio da região de confiança e repetimos a

solução do subproblema de região de confiança (5.3).
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5.2 O Algoritmo de Byrd e Omojokun para Otimização

Restrita

O nosso interesse por métodos de região de confiança para otimização restrita está em

resolver problemas de FPO não-lineares que podem ser expressos na forma padrão (2.1),

reescrito abaixo por conveniência:

Minimize f (x)

sujeito a g(x) = 0 (2.1)

x ≤ x ≤ x

Os métodos de região de confiança para resolver o problemarestrito (2.1) geralmente

utilizam uma aproximação de PQ (objetivo quadrático e restrições lineares) estendida por

uma restrição de região de confiança, na forma:

Minimize f (xk) + ∇ f (xk)
Td +

1
2

dTHkd (5.4a)

sujeito a g(xk) + ∇g(xk)
Td = 0 (5.4b)

x ≤ xk + d ≤ x (5.4c)

‖d‖ ≤ ∆k (5.4d)

em que∇g(xk) ∈ R
n×m é a matriz de gradientes deg(x), e Hk ∈ R

n×n é a Hessiana com

relação ax da função de Lagrange associada a (2.1) (ou uma aproximação quase-Newton

dela), dada por:

Hk = ∇2 f (xk) +
m∑

i=1

λk
i ∇

2gi(xk), (5.5)

em que∇2gi(xk) ∈ R
n×n é a Hessiana da função de restriçãogi(x) e λi é o multiplicador

de Lagrange associado à restrição.

A técnica de região de confiança de Byrd e Omojokun para resolução de problemas com

restrições de igualdades não-lineares foi posteriormente adaptada por Plantenga [18] para

resolver problemas com restrições de igualdades e de limites simples sobre as variáveis,

como o problema (2.1) de FPO. Inspirado no tratamento de restrições de desigualdades por

métodos de pontos-interiores, em especial o métododual affine scaling, Plantenga propôs
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inicialmente uma transformação de escalonamento afim para tratar as restrições de limites

simples. Para esse fim, uma matriz de escalonamento diagonalé definida como:

Dk
ii =



xk
i − xi se apenasxi é finito

xi − xk
i se apenasxi é finito

min{xk
i − xi , xi − xk

i } sexi e xi são finitos

1 caso contrário,

(5.6)

e a transformação de escalonamento afim é da seguinte forma:

d = Dkd̂. (5.7)

Substituindo (5.7) em (5.4a) e (5.4b), ignorando o termo constante na função objetivo,

relaxando a restrição de limite (5.4c) e impondo a regiãode confiança sobrêd, obtemos o

problema escalonado:

Minimize ∇ f̂ (xk)
T d̂ +

1
2

d̂TĤkd̂ (5.8a)

sujeito a g(xk) + ∇ĝ(xk)
T d̂ = 0 (5.8b)

‖d̂‖ ≤ ∆k (5.8c)

em que∇ f̂ (xk) =Dk∇ f (xk), ∇ĝ(xk) = Dk∇g(xk), e Ĥk = DkHkDk.

Observe que todos os elementos afetados pelo escalonamentoafim estão identificados

pelo circunflexo no topo. Como observado em [18], uma propriedade importante do tama-

nho da região de confiança em (5.8) é que quando∆k < 1 exk está no interior das restrições

de limites, então todo pontoxk + d está no interior das restrições de limites.

O escalonamento afim permite que a restrição de limite sejarelaxada, desde que o tama-

nho da região de confiança seja apropriadamente escolhido[18]. Infelizmente, o subpro-

blema (5.8) torna-se mal condicionado quandoxk aproxima-se da fronteira. Para melhorar

o condicionamento, incorpora-se um termo de barreira logarı́tmica na função objetivo se-

melhante ao utilizado no método primal-dual de pontos-interiores, definindo a função de

barreira:

fB(x) = f (x) − µk

n∑

i=1

(
ln(xi − xi) − ln(xi − xi)

)
(5.9)
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em queµk > 0 é o parâmetro de barreira que decresce para zero quandok→ ∞.

O gradiente defB(x) e a Hessiana da função de Lagrange comfB(x) são calculados

por:

∇ fB(xk) = ∇ f (xk) − µk(Xk − X)−1e+ µk(X − Xk)
−1e

Hk = Hk + µk(Xk − X)−2 + µk(X − Xk)
−2.

em quee é um vetor unitárion-dimensional.

Usando a funçãofB(x) no lugar de f (x), o subproblema de região de confiança é

reformulado como:

Minimize ∇ fB(xk)
Td +

1
2

dTHkd (5.10a)

sujeito a g(xk) + ∇g(xk)
Td = 0 (5.10b)

‖d‖ ≤ ∆k (5.10c)

Resultado similar é obtido pela adição do modelo quadrático da barreira logarı́tmica na

função objetivo quadrática, seguida pela transformação de escalonamento afim.

Sexk não atende uma ou mais restrições linearizadas em (5.10b) e ∆k é pequeno, então

as restrições (5.10b) e (5.10c) podem ser inconsistentes. Ou seja, não existe um passod que

satisfaça as restrições de igualdades lineares (5.10b)e a restrição de região de confiança

(5.10c) simultaneamente. Por outro lado, a convergência global do método de região de

confiança depende de sua capacidade de reduzir∆k o suficiente para que o subproblema

modelo represente com precisão o problema original. Assim, restrições inconsistentes po-

dem ser inevitáveis no subproblema de região de confiança.

Para resolver o possı́vel conflito no atendimento de (5.10b)e (5.10c), na técnica de

Byrd-Omojokun a solução de (5.10) é dividida em dois subproblemas, chamados de sub-

problemavertical (ou normal) e subproblemahorizontal(ou tangencial). O subproblema

vertical é definido como:

Minimize ‖g(xk) + ∇g(xk)
Tv‖22 (5.11a)

sujeito a ‖v‖ ≤ ξ∆k (5.11b)
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em queξ ∈ (0, 1) é um fator de contração que define uma região de confiançareduzida

(tipicamente,ξ = 0.8).

Ignorando o termo constante na função objetivo quadrática, o subproblema (5.11) pode

ser reescrito como:

Minimize (∇g(xk)g(xk))
Tv+

1
2

vT∇g(xk)∇g(xk)
Tv (5.12a)

sujeito a ‖v‖ ≤ ξ∆k (5.12b)

A finalidade do subproblema vertical (5.11) é encontrar umpasso vertical, v, que se

localiza bem no interior da região de confiança (de acordo com o fator de contraçãoξ) e

que procura satisfazer as restrições de igualdades (5.10b) o máximo possı́vel (minimizando

a norma quadrática dos resı́duos das restrições).

O subproblema vertical envolve a minimização de uma função quadrática sobre uma

hiperesfera, de forma que ele pode ser resolvido por algoritmos bastante eficazes na solução

desse tipo de problema, como o métododoglegde Powell [13] e o método do gradiente

conjugado de Steihaug [97]. Esses dois métodos são detalhados na seção seguinte. Outros

métodos padrões para resolver subproblemas de região deconfiança são apresentados nas

referências clássicas [9,10,14,98].

Após resolver aproximadamente o subproblema vertical para o passo verticalvk, o passo

completodk é obtido resolvendo-se o subproblema horizontal:

Minimize ∇ fB(xk)
Td +

1
2

dTHkd (5.13a)

sujeito a ∇g(xk)
Td = ∇g(xk)

Tvk (5.13b)

‖d‖ ≤ ∆k. (5.13c)

A restrição de igualdade (5.13b) é uma relaxação da restrição de igualdade (5.10b), de

forma que (5.13b) e (5.13c) são sempre consistentes, ou seja, o conjunto viável é não vazio

(por exemplo,d = vk é viável). Conforme justificado em [18], é o subproblema vertical que

relaxa a restrição original o suficiente para permitir consistência. A restrição (5.13b) tem o

efeito de forçar o passo finaldk a fazer o mesmo progresso quevk faz em direção a satisfazer

as restrições de igualdades linearizadas, porém ao mesmo tempo em que minimiza a função

objetivo.
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Diferentemente do subproblema vertical (5.12), o conjuntode restrições do subpro-

blema horizontal (5.13) é composto pela restrição de região de confiança e pelas restrições

de igualdades. Se pudermos reformular (5.13) sem as restric¸ões de igualdades, então vamos

poder resolvê-lo também pelo métododoglegou pelo método de Steihaug. Para esse fim,

Byrd e Omojokun propuseram calculard obtendo um passo complementar avk. Tal passo

é ortogonal avk, e comovk pertence ao espaço gerado pelos gradientes,∇g(xk), então ele

pertence ao espaço nulo de∇g(xk).

SejaZk uma matrizn× (n−m) que gera o espaço nulo de∇g(xk), ou seja,Zk é tal que

∇g(xk)
TZk = 0. Então, o passo totald pode ser decomposto como:

d = vk + Zku (5.14)

em queu ∈ R
n−m representa a variável a ser determinada.

Observe que a substituição ded em (5.14) no lado esquerdo da restrição de igualdade

(5.13b) fornece:

∇g(xk)
T(vk + Zku) = ∇g(xk)

Tvk + ∇g(xk)
TZku = ∇g(xk)

Tvk

ou seja, a restrição de igualdade (5.13b) sempre é satisfeita para qualquer passod dado por

(5.14). Assim, considerando (5.14) em (5.13), observando que vk e Zku são ortogonais e

ignorando os termos constantes, o subproblema horizontal (5.13) pode ser reescrito sem

restrições de igualdades, ou seja:

Minimize ∇ f̄B(xk)
TZku+

1
2

uTZT
kHkZku (5.15a)

sujeito a ‖Zku‖ ≤
√

∆2
k − ‖vk‖

2. (5.15b)

em que∇ f̄B(xk) = ∇ fB(xk) +Hkvk.

O procedimento para resolver (5.4) encontra-se agora delineado. Primeiro, resolvemos

(5.12) para o passo verticalvk, a seguir, resolvemos (5.15) para o passo horizontaluk,

depois, utilizando (5.14), obtemos o passo completodk que aproximadamente resolve (5.4),

e, finalmente, obtemos:

xk+1 = xk + dk (5.16)
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desde quexk+1 proporcione uma redução na função mérito (a ser definida posteriormente).

Caso contrário, a região de confiança é reduzida e um novoponto tentativa é calculado.

5.3 Resolvendo os Subproblemas de Região de Confiança

Os subproblemas vertical (5.12) e horizontal (5.15) podem ser resolvidos pelo método

doglegou pelo método de Steihaug. Devido ao subproblema verticalter uma região de

confiança esférica noRn e o subproblema horizontal ter uma região de confiança elipsoidal

no R
n−m, vamos definir, antes da apresentação dos algoritmos de solução, uma notação e

uma forma padrão única para os dois subproblemas, como segue:

Minimize φ(s) = bT
k s+

1
2

sTAks (5.17a)

sujeito a ‖Cks‖ ≤ ∆̄k (5.17b)

em que o ı́ndicek significa um subproblema na iteraçãok.

Para modelar o subproblema vertical (5.12), definimoss = v:

bk = ∇g(xk)g(xk) (5.18a)

Ak = ∇g(xk)∇g(xk)
T (5.18b)

Ck = I (5.18c)

∆̄k = ξ∆k. (5.18d)

Uma vez que a matriz de gradientes∇g(xk) é de dimensãon×m e n > m, então a

matrizAk em (5.18b) é simétrica positiva semidefinida, ou seja,Ak é singular, tendon−m

vetores nulos linearmente independentes.
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Para modelar o subproblema horizontal (5.15), definimoss = u:

bk = ZT
k ∇ f̄B(xk) (5.19a)

Ak = ZT
kHkZk (5.19b)

Ck = Zk (5.19c)

∆k =
√

∆2
k − ‖vk‖

2. (5.19d)

Uma matrizCk , I em (5.17) torna a região de confiança elipsoidal, então éconveniente

transformar o problema de forma que tenha uma região de confiança esférica [18]. Para esse

fim, vamos definir a transformação de variáveis:

s̃ = (CT
k Ck)

1/2s (5.20)

tal que:

s = (CT
k Ck)

−1/2s̃. (5.21)

Introduzindo a transformação (5.21) no problema (5.17),obtemos o problema esferica-

mente restrito equivalente:

Minimize φ̃(s̃) = b̃T
k s̃+

1
2

s̃T Ãks̃ (5.22a)

sujeito a ‖s̃‖ ≤ ∆̃k (5.22b)

em que∆̃k = ∆̄k e:

b̃k = (CT
k Ck)

−1/2bk (5.23a)

Ãk = (CT
k Ck)

−1/2Ak(C
T
k Ck)

−1/2. (5.23b)

O problema esfericamente restrito (5.22) pode ser resolvido pelo métododogleg(seÃk é

definida positiva) ou pelo método de Steihaug e, então, utilizando a transformação (5.21),

obtemos a soluçãos do problema elipsoidalmente restrito (5.17).
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5.3.1 Os Passos de Cauchy e de Newton

Antes da apresentação do métododoglegde Powell [13] vamos definir opasso de Cauchy

e opasso de Newton.

O Passo de Cauchy: O ponto de Cauchy para (5.22) é o minimizador restrito na direção

de máxima declividade em̃s = 0. Portanto, ele é dado por:

s̃c = −α̃kb̃k (5.24)

em queα̃k é determinado pela minimização em linha:

Minimize α̃>0 b̃T
k (−α̃b̃k) +

1
2
(α̃b̃k)

T Ãk(α̃b̃k) (5.25a)

sujeito a ‖α̃b̃k‖ ≤ ∆̃k (5.25b)

cuja solução é calculada por:

α̃k =



b̃T
k b̃k

b̃T
k Ãkb̃k

seb̃T
k Ãkb̃k > 0 e

(b̃T
k b̃k)

3/2

b̃T
k Ãkb̃k

≤ ∆̃k

∆̃k

‖b̃k‖
caso contrário.

(5.26)

Utilizando as transformações (5.21) e (5.23a), obtemos opasso de Cauchy para o problema

elipsoidalmente restrito (5.17):

sc = −α̃k(C
T
k Ck)

−1bk. (5.27)

O Passo de Newton: O passo de Newton é o minimizador irrestrito para (5.22a), oqual

é dado por:

s̃n = −Ã−1
k b̃k. (5.28)

Similarmente, o minimizador irrestrito para (5.17a) é dado por:

sn = −A−1
k bk. (5.29)
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Conforme já observado, a matriz Ak = ∇g(xk)∇g(xk)T no subproblema vertical é singular

e, portanto, o passo de Newton não pode ser calculado por (5.28) ou (5.29). Uma vez

que a matriz ∇g(xk)∇g(xk)T possui n − m vetores nulos linearmente independentes, há

um manifold completo de minimizadores para (5.12), cada um satisfazendo as equações

de restrições linearizadas g(xk) + ∇g(xk)
T v = 0. Levando-se em conta a limitação do

passo imposta pela região de confiança, o minimizador de menor passo é o utilizado, sendo

unicamente calculado por:

sn = −∇g(xk)(∇g(xk)
T∇g(xk))

−1g(xk). (5.30)

Analisando-se a Equação (5.30), verifica-se que o passo sn localiza-se no espaço gerado

por ∇g(xk), condição indispensável para a ortogonalidade com o passo tangencial Zku, e

que ele satisfaz as equações de restrições linearizadas.

5.3.2 O Método Dogleg

Por ser um minimizador irrestrito, o passo de Newton pode violar a restrição de região

de confiança. Se o passo de Newton estiver dentro da região de confiança (ou seja, se

‖s̃n‖ ≤ Δ̃k), então s̃n é uma solução aproximada para (5.22). Senão, se o passo de Cauchy

estiver na fronteira da região de confiança (ou seja, se ‖s̃c‖ = Δ̃k), então s̃c é uma solução

aproximada para (5.22). Se nenhuma das condições anteriores são verificadas, então o

método dogleg encontra o minimizador restrito na trajetória dogleg sujeito a ‖s̃‖ ≤ Δ̃k,

ilustrada na Figura 5.1 [9].

−∇ f (xk)

xn

xc

trajetória ótima

trajetória dogleg

região de confiança

Figura 5.1: Trajetória dogleg.
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A trajetóriadoglegconsiste de dois segmentos de linha: des̃ = 0 a s̃ = s̃c e des̃ = s̃c

a s̃ = s̃n, e é definida por:

s̃(τ̃) =


τ̃s̃c paraτ̃ ∈ [0, 1]

s̃c + (τ̃ − 1)(s̃n − s̃c) paraτ̃ ∈ (1, 2].
(5.31)

Duas propriedades tornam o métododoglegbem definido [18]: o ponto de Newton é sempre

mais distante do que o ponto de Cauchy (ou seja,‖s̃n‖ > ‖s̃c‖) e o objetivo quadrático

decresce monotonicamente ao longo da trajetórias̃(τ̃). Decorre, então, que o minimizador

restrito quando‖sn‖ ≥ ∆̃k e ‖sn‖ < ∆̃k é a interseção da trajetórias̃(τ̃) com a fronteira da

região de confiança, ou seja:

‖s̃c + (τ̃ − 1)(s̃n − s̃c)‖ = ∆̃k (5.32)

sendo o escalar̃τ dado por:

τ̃k =
−s̃T

c (s̃n − s̃c) +
√

[s̃T
c (s̃n − s̃c)]2 + ‖s̃n − s̃c‖2(∆̃2

k − ‖s̃c‖
2)

‖s̃n− s̃c‖2
+ 1. (5.33)

Nas figuras a seguir, vêem-se três situações que podem ocorrer no processo de minimi-

zação [99]. Na Figura 5.2, o minimizador irrestritos̃n está dentro da região de confiança e,

portanto, é a solução de (5.22a). Na Figura 5.3, o minimizador restrito ao longo da direção

oposta ao gradiente está na fronteira com a região de confiança, assim, a solução é o próprio

ponto de Cauchy. Na Figura 5.4, o ponto de Cauchy está dentroda região de confiança,

logo, a solução encontrada é a intersecção do caminhodoglegcom a fronteira da região de

confiança.
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−∇ f (xk)

s̃n

região de confiança

contorno de f̃k

Figura 5.2: O minimizador é o passo de Newton.

−∇ f (xk)

s̃n

s̃c

região de confiança

contorno de f̃k

Figura 5.3: O minimizador é o passo de Cauchy.

−∇ f (xk)

s̃n

s̃c

região de confiança

contorno de f̃k

Figura 5.4: O minimizador é a intersecção.
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Os passos principais do métododoglegsão descritos no Algoritmo 5.1. A tarefa compu-

tacionalmente mais dispendiosa está em resolver o sistemalinear (5.28) para obter o passo

de Newtons̃n.

1. Dados∆̃k, b̃k e Ãk calcule o passo de Newtoñsn por (5.28). Se‖s̃n‖ ≤ ∆̃k, então

retorne com s̃k = s̃n (o passo de Newton é a solução aproximada).

2. Calcule o passo de Cauchys̃c por (5.24). Se‖s̃c‖ ≥ ∆̃k, entãoretorne com s̃k = s̃c

(o passo de Cauchy é a solução aproximada).

3. Dadoss̃n e s̃c obtidos nos passos 1 e 2, calcules̃(τ̃k) por (5.31) e (5.33) eretorne

com s̃k = s̃(τ̃k) (a interseção da trajetóriadoglegcom a fronteira da região de

confiança é a solução aproximada).

Algoritmo 5.1: Método Dogleg.

5.3.3 O Método do Gradiente Conjugado de Steihaug

O métododoglegé simples de implementar e fornece uma boa aproximação para a solução

de (5.22). No entanto, ele requer que a HessianaÃk da função objetivo quadrática seja

sempre definida positiva; caso contrário, o passo de Newtons̃n não é definido. A ma-

triz Ãk ser definida positiva não é um requisito para o método de Steihaug [97], o qual é

uma modificação do método do gradiente conjugado para incluir a restrição de região de

confiança e lidar com curvaturas negativas.

Uma propriedade das iterações do gradiente conjugado de Steihaug é que todo passo

intermediários̃j (iteraçõesinternasdo algoritmo de região de confiança) move-se para mais

distante ainda do ponto inicials̃0 = 0, ou seja,‖s̃j+1‖ ≥ ‖s̃j‖. Essa propriedade, aliada ao

fato de que a função objetivo quadrática decresce monotonicamente com cada novo passo

s̃j , implica que as iterações devem parar tão logo a fronteira da região de confiança seja

encontrada. Um resumo das iterações do gradiente conjugado de Steihaug é dado abaixo.
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1. Dados∆̃k, b̃k, Ãk e ǫ > 0, faça j = 0, s̃0 = 0, r̃0 = −b̃k, e p̃0 = r̃0.

2. Se‖r̃0‖ ≤ ǫ, entãoretorne com s̃k = s̃0.

3. Sep̃T
j Ãkp̃ j ≤ 0, então calculẽτ j tal ques̃ = s̃j + τ̃ j p̃ j minimiza φ̃(s̃) e satisfaz

‖s̃‖ = ∆̃k, e retorne com s̃k = s̃.

4. Calculeα̃ j = r̃T
j r̃ j/p̃T

j Ãk p̃ j e s̃j+1 = s̃j + α̃ j p̃ j . Se‖s̃j+1‖ ≥ ∆̃k, então calcule

τ̃ j ≥ 0 tal que‖s̃j + τ̃ j p̃ j‖ = ∆̃k, e retorne com s̃k = s̃j + τ̃ j p̃ j .

5. Calculer̃ j+1 = r̃ j − α̃ j Ãkp̃ j . Se‖r̃ j+1‖ < ǫ‖r̃0‖, entãoretorne com s̃k = s̃j+1.

6. Calculeβ̃ j+1 = r̃T
j+1r̃ j+1/r̃T

j r̃ j e p̃ j+1 = r̃ j+1 + β̃ j+1p̃ j . Façaj = j + 1 e retorne

para o passo 3.

Algoritmo 5.2: Método de Steihaug.

Como observado em [18, 96], as diferenças entre o método deSteihaug e o método do

gradiente conjugado padrão (de Hestenes e Stiefel [100]) são as duas condições de parada

extras nos passos 3 e 4 do Algoritmo 5.2. O primeiro teste pára o método se uma direção

de curvatura nula ou negativa ao longo deÃk for encontrada. O segundo teste interrompe

as iterações sẽsj+1 viola a restrição de região de confiança. Em ambos os casos, um ponto

final s̃k é encontrado na interseção da direção de busca corrente com a fronteira da região

de confiança.

No passo 3, há dois valores possı́veis deτ̃ j que fornecem:‖s̃j + τ̃ j p̃ j‖ = ∆̃k, os quais

são calculados por:

τ̃ j =
−s̃T

j p̃ j ±
√

(s̃T
j p̃ j)

2 + ‖p̃ j‖2(∆̃2
k − ‖s̃j‖2)

‖p̃ j‖2
. (5.34)

Uma vez quẽ∆k > ‖s̃j‖, pois do contrário o algoritmo teria parado na iteração anterior, o

argumento da raiz quadrada é real e os dois valores possı́veis paraτ̃ j são reais, sendo um

positivo e outro negativo. Observe que a função objetivo em s̃j + τ̃ j p̃ j é dada por:

φ̃(s̃j + τ̃ j p̃ j) = φ̃(s̃j) − τ̃ j r̃
T
j p̃ j +

1
2
τ̃2

j p̃
T
j Ãk p̃ j (5.35)

de forma que quandõpT
j Ãk p̃ j ≤ 0 podemos sempre fazerφ̃(s̃j + τ̃ j p̃ j) menor do quẽφ(s̃j)
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escolhendo o valor dẽτ j que tem o mesmo sinal der̃T
j p̃ j , ou seja:

τ̃ j =
−s̃T

j p̃ j + sinal(r̃T
j p̃ j)

√
(s̃T

j p̃ j)
2 + ‖p̃ j‖2(∆̃

2
k − ‖s̃j‖2)

‖p̃ j‖2
. (5.36)

No passo 4, o valor dẽτ j > 0 é obtido resolvendo-se a equação‖s̃j + τ̃ j p̃ j‖ = ∆̃k, o

que fornece:

τ̃ j =
−s̃T

j p̃ j +
√

(s̃T
j p̃ j)

2 + ‖p̃ j‖
2(∆̃2

k − ‖s̃j‖
2)

‖p̃ j‖
2

. (5.37)

5.4 Aspectos da Implementaç̃ao Computacional

5.4.1 Ćalculo da Hessiana da Funç̃ao de Lagrange

Os multiplicadores de Lagrangeλ não são explicitamente calculados pelo algoritmo de

região de confiança descrito. Sendo assim, para calcularmos em cada iteração de região de

confiança a matrizHk, dada por:

Hk = ∇2 f (xk) +
m∑

i=1

λk
i ∇

2gi(xk),

utilizamos uma estimativa de mı́nimos quadrados para os multiplicadores de Lagrange, ou

seja:

(∇g(xk)
T∇g(xk))λk = −∇g(xk)

T∇ f (xk). (5.38)

Sob a hipótese de que a matriz de gradientes∇g(xk) é de posto completo (qualificação

de restrições ou condição de regularidade), o sistema linear (5.38) é positivo definido e

pode ser resolvido por fatorização Cholesky ou pelo método do gradiente conjugado. A

avaliação da expressão da HessianaHk acima pode ser implementada de forma bastante

eficiente como descrito em [101].



5.4. ASPECTOS DA IMPLEMENTAÇ ÃO COMPUTACIONAL 87

5.4.2 Escolha entre o Ḿetodo Dogleg e o Ḿetodo de Steihaug

O métododogleg é aplicável a (5.17) apenas se a HessianaAk for definida positiva, o

que pode não ser sempre o caso, principalmente no subproblema horizontal. Uma vez

que o método de Steihaug pode ser aplicado a qualquer matrizsimétricaÃk, seja definida

positiva ou não, então empregamos este método como a única opção para calcular o passo

tangencial, tal como em [96].

No entanto, como no subproblema horizontal temos queAk = ZT
kHkZk e Ck = Zk,

a transformação (5.23) para modelar esse subproblema na forma padrão (5.22) é compu-

tacionalmente onerosa. Por essa razão, é proposto em [96]que as iterações de Steihaug

gerem iterações e direções de buscas da forma(Zu) j e (Zp) j em vez dẽu j e p̃ j , evitando a

multiplicação porZk em toda iteração. Por construção, todas as direções de buscas(Zp) j

localizam-se no espaço nulo da matriz de gradientes, ou seja, no espaço gerado porZk.

O algoritmo de Steihaug como implementado para resolver o subproblema horizontal é

descrito a seguir.

1. Dados∇ f̄B(xk),Hk, Zk, ∆k e ǫ > 0, faça j = 0, (Zu)0 = 0 er0 = −ZT
k ∇ f̄B(xk).

2. Resolva(ZT
k Zk)t0 = r0 parat0 e faça(Zp)0 = Zkt0.

3. Se
√

rT
0 t0 ≤ ǫ, então calcule o ponto de Cauchyuc por (5.40) eretorne com

(Zu)k = Zkuc.

4. Se (Zp)T
j Hk(Zp) j ≤ 10−8(Zp)T

j (Zp) j , calcule τ j tal que (Zu) = (Zu) j +

τ j(Zp) j minimiza (5.15a) e satisfaz‖(Zu)‖ = ∆k, e retorne com (Zu)k =

(Zu) j + τ j(Zp) j .

5. Calcule α j = rT
j t j/(Zp)T

j Hk(Zp) j e (Zu) j+1 = (Zu) j + α j(Zp) j . Se

‖(Zu) j+1‖ ≥ ∆k, então calculeτ j ≥ 0 tal que‖(Zu) j + τ j(Zp) j‖ = ∆k e retorne

com(Zu)k = (Zu) j + τ j(Zp) j .

6. Calculer j+1 = r j − α jZT
kHk(Zp) j e resolva(ZT

k Zk)t j+1 = r j+1 parat j+1. Se√
rT

j+1t j+1 < ǫ
√

rT
0 t0, entãoretorne com(Zu)k = (Zu) j+1.

7. Calculeβ j+1 = rT
j+1t j+1/rT

j t j e (Zp) j+1 = Zkt j+1 + β j+1(Zp) j . Façaj = j + 1

e retorne para o passo 4.

Algoritmo 5.3: O método de Steihaug aplicado a (5.15).

No passo 3, o cálculo do ponto de Cauchyuc para o subproblema tangencial (5.15) é
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obtido como segue. Resolva o sistema linear definido positivo:

(ZT
k Zk)ū = ZT

k ∇ f̄B(xk) (5.39)

paraū, e obtenha o ponto de Cauchy:

uc = −αkū (5.40)

em que:

αk =



∆k

‖Zkū‖
se ūTZT

kHkZkū ≤ 0

min

{
∆k

‖Zkū‖
,
∇ f̄ T
B

Zkū

ūTZT
kHkZkū

}
caso contrário.

(5.41)

De uma análise semelhante a do passo 3 do Algoritmo 5.2, segue que no passo 4 do

Algoritmo 5.3 há dois valores deτ j que fornecem‖(Zu) j + τ j(Zp) j‖ = ∆k, ou seja:

τ j =
−(Zu)T

j (Zp) j ±
√

((Zu)T
j (Zp) j )

2 + ‖(Zp) j‖2(∆2
k − ‖(Zu) j‖2)

‖(Zp) j‖2
. (5.42)

Comoτ j deve ter o mesmo sinal derT
j (Zp) j para que a função mérito sempre decresça,

temos que:

τ j =
−(Zu)T

j (Zp) j + sinal(rT
j (Zp) j )

√
((Zu)T

j (Zp) j)
2 + ‖(Zp) j‖2(∆2

k − ‖(Zu) j‖2)

‖(Zp) j‖2
.

(5.43)

No passo 5 o valor deτ j > 0 é obtido resolvendo-se a equação‖(Zu) j + τ j(Zp) j‖ =

∆k, o que fornece:

τ j =
−(Zu)T

j (Zp) j +
√

((Zu)T
j (Zp) j )

2 + ‖(Zp) j‖
2(∆2

k − ‖(Zu) j‖
2)

‖(Zp) j‖
2

. (5.44)
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5.4.3 Funç̃ao Mérito

Uma vez resolvido (5.13) para o passodk, umafunção méritóe utilizada para decidir se

esse passo proporciona um decréscimo suficiente ou não na função objetivo não-linearφ.

Assim como em [17,96], utilizamos a função mérito:

ψ(x,η) = f (x) + η‖g(x)‖2 (5.45)

em queη > 0 é oparâmetro de penalidadeque pondera a satisfação das restrições relativo

a minimização da função objetivo.

Uma vez que o último termo deψ(x,η) não é quadrado, essa função mérito não é

continuamente diferenciável em todos os pontos. Porém, ela éexata: na vizinhança de um

ponto soluçãox∗ comη > ‖λ∗‖∞ o mı́nimo deψ(x,η) é precisamentex∗.

Um procedimento para escolha e atualização do parâmetrode penalidadeη é descrito

em [96]. Basicamente, dado um passodk, η é escolhido grande o suficiente para quedk

resulte em uma redução do modelo da função mérito em torno dexk, modelo esse definido

como:

ψ̃(d,η) = f (xk) + ∇ f (xk)
Td +

1
2

dTHkd + η‖g(xk) + ∇g(xk)
Td‖2. (5.46)

O modelo da função mérito (5.46) é utilizado para calcular aredução previstana função

mérito (5.45), definida como sendo a variação no modeloψ̃(d,η) devida a um passodk, ou

seja:

redp(dk) = ψ̃(0,η) − ψ̃(dk,η)

= ψ(xk,η) − ψ̃(dk,η)

= −∇ f (xk)
Tdk −

1
2

dT
k Hkdk + η(‖g(xk)‖ − ‖g(xk) + ∇g(xk)

Tvk‖2).

(5.47)

em que as relaçõesdk = vk + Zkuk e∇g(xk)TZk = 0 são utilizadas.

Observe que o termo entre parênteses é positivo porque o c´alculo do passo verticalvk

reduz o objetivo‖g(xk) + ∇g(xk)Tv‖ do seu valor inicial‖g(xk)‖ emv = 0.

Devemos especificar como o parâmetro de penalidadeη é escolhido em cada iteração.

Como condição básica [18], para todo passodk calculado escolhe-seη grande o suficiente
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para quedk resulte em uma redução do modelo da função mérito. Um valor tentativa para

o parâmetro penalidade correspondente a esse passodk é:

η+ = max

ηk, 0.1+
∇ f (xk)Tdk +

1
2

dT
k Hkdk

‖g(xk)‖ − ‖g(xk) + ∇g(xk)Tvk‖

 (5.48)

em queηk é o parâmetro de penalidade da iteração anterior (comη0 > 0). Para esse valor

do parâmetro de penalidade a redução prevista (5.47) é positiva.

Devemos agora verificar se a escolha deη+ leva também a uma redução na função

mérito original (e não apenas no modelo). A redução realna função méritoψ(x,η) é

definida como:

redr(dk) = ψ(xk,η+) − ψ(xk + dk,η
+)

= f (xk) − f (xk + dk) + η+(‖g(xk)‖ − ‖g(xk + dk)‖).
(5.49)

Em princı́pio, se redr(dk) é suficientemente positivo, entãodk é aceito eηk+1 = η+; caso

contrário, o valor tentativaη+ é descartado comdk. Entretanto, na prática computacional

há o risco devk ser tão pequeno que o denominador de (5.48) aproxima-se de zero e o valor

de η+ torna-se muito grande. Por outro lado, isso acontece apenasquando as restrições

já estão aproximadamente atendidas; como não há a necessidade, neste caso, de penalizar

ainda mais as restrições, justifica-se manterη+ = ηk.

Heurı́stica para Modificar ηk

Conforme claramente analisado em [18], a convergência pode ser lenta se o parâmetro de

penalidade não for apropriadamente modificado. Por (5.48)calcula-seη+ utilizando uma

linearização das restrições, mas se as restrições s˜ao suficientemente não-lineares de forma

que‖g(xk)‖ − ‖g(xk + dk)‖ não é tão grande quanto‖g(xk)‖ − ‖g(xk) + ∇g(xk)Tdk‖, então

o passo pode aumentar a função mérito (tornando redr negativo) e ser rejeitado. Assim,

o algoritmo obtém passos aceitáveis somente com regiõesde confiança suficientemente

pequenas, e a convergência para uma solução é freada. Nesse caso, é vantajoso dar mais

peso à satisfação das restrições, aumentando ainda mais o parâmetro de penalidade. Desta

forma, um pequeno decréscimo‖g(xk)‖ − ‖g(xk + dk)‖ é suficiente para tornar redr posi-

tivo e permitir passos longos para uma solução. Entretanto, há um risco deηk tornar-se
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excessivamente grande e as iterações seguirem as restric¸ões demasiadamente próximas, o

que geralmente leva a um número excessivo de iterações naproximidade da solução. A

heurı́stica a seguir, apresentada em [18], leva em conta essas situações.

1. Calculeη+ utilizando (5.48).

2. Seη+ > ηk, η+ < 5ηk, ηk > ηk−l , ‖g(xk)‖ >
1
5‖g(xk−l)‖ e os dois últimos passos

tentados não tiveram ambos sucesso, então:

η+ = min
{
5ηk, η

+ + 25(η+ − ηk−l)
}

em quek− l, com l ≥ 1, é o ı́ndice da iteração mais recente na qual o passodk−l

foi aceito pelo algoritmo.

3. Seη+ = ηk, ‖vk‖ <
ξ∆k

10
e ‖g(xk)‖∞ < 104ǫ, então

η+ = max{η0, η̄, ‖λk‖}

em queη̄ é o segundo termo entre chaves em (5.48).

Algoritmo 5.4: Heurı́stica para modificar o parâmetro de penalidade.

A primeira condiçãosepermite um aumento adicional emη+ se pouco progresso foi feito

em direção à viabilidade (‖g(xk)‖ >
1
5‖g(xk−l)‖— um indicativo de que o erro na restrição

não está sendo suficientemente ponderado na função mérito) e se os dois últimos passos

tentados não tiveram ambos sucesso, sugerindo que o modelolinearizado das restrições

não é uma boa representação. Salvaguardas são incluı́das para prevenir que o parâmetro de

penalidade varie muito rapidamente (η+ < 5ηk) e para permitir aumentos apenas quando o

parâmetro de penalidade já estiver com valor crescente (ηk > ηk−l). A segunda condiçãose

permite reduções deη+ apenas quando as iterações estão próximas de atender asrestrições

de igualdades. Oη+ reduzido nunca é menor do que o valorη̄ necessário para assegurar

que o passo é uma direção descendente para a função mérito, ou menor do que‖λk‖.

Correção de Segunda Ordem

A função mérito (5.45) é não-diferenciável e, portanto, sofre doefeito Maratos[102], o que

pode resultar em um mau desempenho em alguns problemas. O efeito pode ser contornado
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calculando-se o termo decorreção de segunda ordeme adicionando-o adk, fornecendo o

novo ponto tentativa:

dcso = dk − ∇g(xk)(∇g(xk)
T∇g(xk))

−1g(xk + dk). (5.50)

Como o cálculo dedcso é computacionalmente oneroso, ele é calculado apenas se o

passodk foi rejeitado, sexk está próximo da viabilidade e se‖vk‖ é pequena comparada a

‖Zkuk‖. Essas condições tentam identificar o efeito Maratos na proximidade de um ponto

viável. Como proposto em [18], a introdução da correção de segunda ordem ocorre segundo

a lógica do Algoritmo 5.5 abaixo.

1. Calculeη+ pelo Algoritmo 5.4, redr(dk) por (5.49) e redp(dk) por (5.47).

2. Se
redr(dk)

redp(dk)
≥ ρ̄, então façaxk+1 = xk + dk, ηk+1 = η+, e∆k+1 ≥ ∆k, e retorne.

3. Se‖vk‖ ≤ 0.8ξ∆k e ‖vk‖ ≤ 0.1‖Zkuk‖, então calculedcso usando (5.50), recalcule

redr(dcso) paradcso e vá para o passo 4. Senão, façaxk+1 = xk, ηk+1 = ηk e

∆k+1 ≤ γ‖dk‖, e retorne.

4. Se
redr(dcso)

redp(dk)
≥ ρ̄, então façaxk+1 = xk + dcso, ηk+1 = η+, e ∆k+1 ≥ ∆k, e

retorne. Senão, façaxk+1 = xk, ηk+1 = ηk e ∆k+1 ≤ γ‖dk‖, e retorne.

Algoritmo 5.5: Análise da aceitação do novo ponto.

Observe que a redução prevista redp não é recalculada emdcso, ao contrário da redução real

redr, e que o teste de aceitação para o passo com correçãode segunda ordem envolve ambas

as quantidades. Essa condição é necessária na prova da convergência global do método, que

pode ser encontrada em [18] e que não faz parte do escopo deste trabalho. Observe ainda

que sedcso é aceito ele pode violar a restrição de região de confianc¸a; entretanto, a violação

não deve ser grande porquevk estava dentro de sua região.

5.4.4 Modificando o Tamanho da Regĩao de Confiança

O Algoritmo 5.5 não especifica claramente o tamanho da regi˜ao de confiança, apenas se o

raio deve ser aumentado, mantido ou reduzido. A seguir, descrevemos o esquema proposto

em [18] para atualização da região de confiança. Quando um passodk (ou dcso) é aceito o
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tamanho da região de confiança é aumentado conforme a regra:

∆k+1 =



max
{
10‖dk‖, ∆k

}
se 0.9≤

redr
redp

max
{
2‖dk‖, ∆k

}
se 0.3≤

redr
redp

< 0.9

∆k caso contrário.

(5.51)

Quando um passo é rejeitado,∆k+1 é reduzido para uma fraçãoγ ∈ [0.1, 0.5] do com-

primento do passo rejeitado. O valor preciso é calculado por retroação ao longo dedk para

um ponto adequado utilizando uma função linear ou quadrática de comprimento de passo

que aproxima a relação redr/redp. No caso da função linear, o escalarγ é calculado por:

γ =
1− ρ

1−
redr
redp

(5.52)

e esse valor é salvaguardado para estar dentro do intervalo[0.1, 0.5] antes de fazer∆k+1 =

γ‖dk‖. No caso da função quadrática, a regra é a seguinte:

γ =



0.5ṗ(0)

ṗ(0) −
redr
redp

se
redr
redp

− ṗ(0)‖dk‖ − 1 > 0

0.1 caso contrário.

(5.53)

em queṗ(0) é a derivada direcional de redp emxk na direçãodk, sendo esta quantidade

limitada por

ṗ(0) ≤ −∇ f (xk)
Tdk + ηk+1‖∇g(xk)

Tdk‖.

O valor máximo é utilizado parȧp(0). Segundo Plantenga em [18], tanto o esquema linear

quanto o quadrático desempenham bem, e uma combinação dos dois é utilizada. Se‖dk‖ <

∆k, então o esquema quadrático é utilizado; caso contrário, usa-se a fórmula linear.

5.4.5 Assegurando as Restriç̃oes de Limites Simples

A restrição de região de confiança não garante que as restrições de limites sejam atendidas

em toda iteração. No entanto, a função de barreira logarı́tmica requer que essas restrições
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sejam atendidas por todos os pontos. Para assegurar esta condição, similar aos métodos de

pontos-interiores tipo primal-dual, consideramos uma busca em linha utilizando o teste de

razões simples:

αk = min
{ xi − xi

k

di
k

∣∣∣∣∣d
k
i < 0,

xi − xi
k

di
k

∣∣∣∣∣d
k
i > 0

}
(5.54)

Seαk < 1 então uma ou mais componentes dexk + dk está violando um de seus limites.

Em tal caso, o algoritmo recua ao longo do passo para um ponto no interior das restrições

de limites, ajustandoxk+1 = xk + αkdk. Uma vez que um passoαk < 1 fornece um ponto

exatamente sobre o limite mais violado e no interior dos outros limites, então obtemos um

ponto estritamente interior fazendoαk ← 0.9995αk.

5.4.6 Suḿario do Algoritmo de Byrd-Omojokun

1. Façak = 0, escolhax0 estritamente dentro dos limites, defina o tamanho máximo
da região de confiançā∆ > 0, escolha∆0 ∈ (0,∆̄), ǫ ∈

(
0, 1

2

]
, ρ̄ ∈

(
0, 1

2

]
, γ1 ∈ (0, 1)

eγ2 > 1.
2. Calculef (xk), ∇ f (xk), g(xk) ∇g(xk) e uma estimativa dos multiplicadores de La-

grangeλk por (5.38).
3. Se‖∇ f (xk) + ∇g(xk)

Tλk‖ < ǫ e ‖g(xk)‖∞ < ǫ, entãoPARE.
4. Monte e resolva o subproblema normal (5.12) para o passo vertical vk utilizando o

métododogleg.
5. Monte e resolva o subproblema tangencial (5.15) para o passo horizontalZkuk uti-

lizando o método de Steihaug.
6. Obtenha uma solução aproximada do subproblema de regi˜ao de confiança (5.4)

comodk = vk + Zkuk.
7. Calculeη+ utilizando a heurı́stica dada no Algoritmo 5.4.
8. Calcule redr(dk) por (5.49) e redp(dk) por (5.47).
9. Calculexk+1, ηk+1 e ∆k+1 conforme o Algoritmo 5.5. Façak = k + 1 e retorne

para o passo 2.

Algoritmo 5.6: Algoritmo de Byrd-Omojokun.
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5.5 Consideraç̃oes Finais

Neste capı́tulo, fez-se uma revisão sobre a estratégia clássica de região de confiança, a

qual é utilizada para resolução de problemas de otimizac¸ão irrestrita, e apresentou-se o

algoritmo geral de região de confiança para minimizaçãoirrestrita.

Os problemas de FPO estudados nesta tese possuem a forma geral:

Minimize f (x)

sujeito a g(x) = 0,

x ≤ x ≤ x.

de forma que é necessário adaptar-se a estratégia clássica de região de confiança para resol-

ver problemas restritos. Para esse fim, várias técnicas vˆem sendo desenvolvidas [9,16–18]

e a técnica empregada nesta pesquisa é baseada na técnicade Byrd-Omojokun.

A técnica de Byrd-Omojokun foi detalhadamente apresentada neste capı́tulo. Testes

computacionais utilizando a técnica descrita revelaram que o algoritmo apresentado não

se adequou à resolução dos problemas de FPO devido ao seguinte: nas restrições ativas,

ou seja, que atingem o limite, a barreira logarı́tmica não ´e definida. Aplica-se, então,

a contração do passo para trazer o ponto para dentro dos limites, como descrito na seção

5.4.5; com isso, a convergência tornou-se extremamente lenta. Para resolver esse problema,

propõe-se uma associação do método de Byrd-Omojokun com os métodos de pontos-

interiores do tipo primal-dual e preditor-corretor. Nessanova abordagem, os subproblemas

de RC, vertical e horizontal, são resolvidos por algoritmos de PI em vez dos algoritmos

doglege de Steihaug, como no método de Byrd-Omojokun original. Essa modificação na

técnica de Byrd-Omojokun é descrita no próximo capı́tulo.



Caṕıtulo 6

Métodos de Regĩao de Confiança

Associados a Ḿetodos de

Pontos-Interiores

N
 ı́ - uma associação do método de região de confiança de

Byrd-Omojokun com os métodos de pontos-interiores descritos no Capı́tulo 3.

Essa associação pode ser feita de duas formas principais:i) aplicando-se um

método de região de confiança ao problema de barreira logarı́tmica para globalizar a sua

solução, ou ii) aplicando-se o algoritmo de pontos-interiores na resolução dos subproble-

mas de região de confiança. Nesta tese segue-se a segunda abordagem. Para esse fim, com

base no trabalho de Gomes, Maciel e Martı́nez em [103], definimos a restrição de região
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de confiança (5.4d) usando a norma infinita, de forma que o subproblema de região de

confiança é redefinido como:

Minimize f (xk) + ∇ f (xk)
Td +

1
2

dTHkd (6.1a)

sujeito a g(xk) + ∇g(xk)
Td = 0 (6.1b)

x ≤ xk + d ≤ x (6.1c)

‖d‖∞ ≤ ∆k (6.1d)

Observe que as restrições (6.1c) e (6.1d) sobre o passod podem ser combinadas em uma

única restrição, e o subproblema de região de confiançaé reescrito como:

Minimize f (xk) + ∇ f (xk)
Td +

1
2

dTHkd (6.2a)

sujeito a g(xk) + ∇g(xk)
Td = 0 (6.2b)

max{x− xk, −∆k} ≤ d ≤ min{x− xk, ∆k} (6.2c)

Ao definirmos a restrição de região de confiança utilizando a norma infinita, todas as

restrições em (6.2) são lineares e, assim, o subproblemade região de confiança é um pro-

blema de PQ. Entretanto, independente da norma utilizada, ´e possı́vel que a restrição de

região de confiança (6.2c) restrinja o tamanho de passod de forma tal que as restrições

(6.2b) tornem-se incompatı́veis [9]. Ou seja, uma passod que satisfaz (6.2b) pode não

interceptar a região de confiança (6.2c).

Para resolver o possı́vel conflito no atendimento de (6.2b) e(6.2c), na técnica de Byrd-

Omojokun a solução de (6.2) é dividida em dois subproblemas, vertical e horizontal, con-

forme descrito no Capı́tulo 5. Usando a norma infinita, o subproblema vertical é definido

como:

Minimize
1
2
‖g(xk) + ∇g(xk)

Tv‖22 (6.3a)

sujeito a max{x− xk,−ξ∆k} ≤ v ≤ min{x− xk, ξ∆k} (6.3b)

em queξ ∈ (0, 1) é um fator de contração que define uma região de confiançamais reduzida

(tipicamente,ξ = 0.8).

Ignorando o termo constante na função objetivo quadrática, o subproblema (6.3) pode
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ser reescrito como:

Minimize (∇g(xk)g(xk))
Tv+

1
2

vT∇g(xk)∇g(xk)
Tv (6.4a)

sujeito a max{x− xk,−ξ∆k} ≤ v ≤ min{x− xk, ξ∆k} (6.4b)

Após resolver aproximadamente o subproblema vertical para o passo verticalvk, o passo

completodk é obtido resolvendo-se o subproblema horizontal:

Minimize ∇ f (xk)
Td +

1
2

dTHkd (6.5a)

sujeito a ∇g(xk)
Td = ∇g(xk)

Tvk (6.5b)

max{x− xk,−∆k} ≤ d ≤ min{x− xk, ∆k}. (6.5c)

Diferentemente do subproblema vertical (6.4), o conjunto de restrições do subproblema ho-

rizontal (6.5) é composto pela restrição de região de confiança e pelas restrições de igualda-

des. Para reformular (6.5) sem as restrições de igualdades, Byrd e Omojokun propuseram

calculard por meio de um passo complementar avk, conforme descrito no Capı́tulo 5, ou

seja:

d = vk + Zku (6.6)

em queu ∈ R
n−m está por ser determinado.

Assim, considerando (6.6) em (6.5), observando quevk e Zku são ortogonais e igno-

rando os termos constantes, o subproblema horizontal (6.5)pode ser reescrito sem restri-

ções de igualdades, na forma:

Minimize ∇ f̄ (xk)
TZku+

1
2

uTZT
k HkZku (6.7a)

sujeito a max{x− xk,−∆k} − vk ≤ Zku ≤ min{x− xk, ∆k} − vk. (6.7b)

Forma Padrão dos Subproblemas: Antes da apresentação dos algoritmos de solução

dos subproblemas vertical e horizontal, vamos definir uma notação e uma forma padrão
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única para os dois subproblemas, como segue:

Minimize φ(w) = bT
k w+

1
2

wTAkw (6.8a)

sujeito a w ≤ Ckw ≤ w (6.8b)

em que o ı́ndicek significa um subproblema na iteraçãok.

Para modelar o subproblema vertical (6.4), definimos:

w = v (6.9a)

bk = ∇g(xk)g(xk) (6.9b)

Ak = ∇g(xk)∇g(xk)
T (6.9c)

Ck = I (6.9d)

w = max{x− xk, −ξ∆k} (6.9e)

w = min{x− xk, ξ∆k}. (6.9f)

Dado que a matriz de gradientes∇g(xk) é de dimensãon×mcomn > m, então a matrizAk

n× n definida em (6.9c) é singular, simétrica semidefinida positiva, e possuin−m vetores

nulos linearmente independentes. Para modelar o subproblema horizontal (6.7), definimos:

w = u (6.10a)

bk = ZT
k ∇ f̄ (xk) (6.10b)

Ak = ZT
k HkZk (6.10c)

Ck = Zk (6.10d)

w = max{x− xk, −∆k} − vk (6.10e)

w = min{x− xk, ∆k} − vk. (6.10f)

SendoCk = Zk de dimensãon× (n−m), então a dimensão dew e w em (6.10e) e (6.10f)

é a dimensãon do vetorx em vez den−m do vetorw.
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6.1 Método Primal-Dual de Pontos-Interiores para PQ

O método primal-dual de pontos-interiores para resolver oproblema (6.8) opera sobre um

problema modificado que emerge quando transformamos todas as desigualdades em igual-

dades, adicionando os vetores de folgar ≥ 0 es≥ 0, como segue:

Minimize bT
k w+

1
2

wTAkw

sujeito a w+ r −Ckw = 0, r ≥ 0,

Ckw+ s−w = 0, s≥ 0.

(6.11)

As condições de não-negatividader ≥ 0 e s ≥ 0 em (6.11) são incorporadas em uma

função de barreira logarı́tmica que é agregada à funç˜ao objetivo, resultando no problema

modificado:

Minimize bT
k w+

1
2

wTAkw− µki

p∑

i=1

(ln r i + ln si)

sujeito a w+ r −Ckw = 0, r > 0,

Ckw+ s−w = 0, s> 0,

(6.12)

em queµki > 0 é oparâmetro de barreiraque é monotonicamente reduzido para zero

quando as iterações avançam, ou seja,µ0 > µ1 > · · · > µk > · · · > µ∞ = 0.

As condições de positividade estritas > 0 ez > 0 devem ser impostas para que os ter-

mos logarı́tmicos sejam definidos. Entretanto, essas condições são tratadas implicitamente,

pelo controle do tamanho do passo, conforme é descrito abaixo.

As condições necessárias de otimalidade para o problemamodificado (6.12), com o

parâmetro de barreiraµki fixo, podem ser derivadas a partir de uma função de Lagrange

L(y; µki ) associada ao problema (6.12), definida como:

L(y; µki ) = bT
k w+

1
2

wTAkw−µki

p∑

i=1

(ln r i + ln si) + πT(w+ r −Ckw) + υT(Ckw+ s−w)

(6.13)

em queπ ∈ R
p
+ e υ ∈ R

p
+ são vetores de multiplicadores de Lagrange, conhecidos como

variáveis duais, ey = (r, s,π,υ, w) é o vetor com todas as variáveis.
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Um mı́nimo local de (6.12) é caracterizado por um ponto estacionário da função de

LagrangeL(y; µki ), o qual deve satisfazer as condições necessárias de primeira-ordem de

KKT:

∇r L = π − µkR
−1e = 0, (6.14a)

∇sL = υ − µkS
−1e = 0, (6.14b)

∇πL = w+ r −Ckw = 0, (6.14c)

∇υL = Ckw+ s−w = 0, (6.14d)

∇wL = bk + Akw−CT
k π+ CT

k υ= 0, (6.14e)

em quee = (1, 1,. . . , 1)T . O sistema de KKT (6.14) é mais convenientemente expresso

como:

Rπ− µki e = 0, (6.15a)

Sυ− µki e = 0, (6.15b)

w+ r −Ckw = 0, (6.15c)

Ckw+ s−w = 0, (6.15d)

bk + Akw−CT
k π+ CT

k υ = 0. (6.15e)

Uma iteração do método primal-dual de PI para resolver (6.8) invariavelmente aplica

apenas uma iteração do método de Newton para achar raı́zes de equações sobre (6.15),

calcula um comprimento de passo na direção de Newton, atualiza as variáveis e reduz o

parâmetro de barreiraµki . O processo iterativo termina quando a inviabilidade primal e

dual e o resı́duo de complementaridade estão abaixo de tolerâncias pré-determinadas. Os

passos principais do algoritmo primal-dual de PI são como segue:
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1. Façak = 0, escolhaµ0 > 0 e um ponto inicialy0 que satisfaça as condições de

estrita positividade(r0, s0,π0,υ0) > 0.

2. Obtenha o sistema de Newton para (6.15) no ponto corrente,

∇2
yyL(yki ; µki)∆y = −∇yL(yki ; µki),

e resolva para a direção de Newton∆y.

3. Calcule o comprimento de passoαk na direção de Newton∆y e obtenha uma nova

estimativa da solução comoyki+1 = yki + αki ∆y.

4. Se yki+1 satisfaz o critério de convergência, então FIM. Caso contrário, faça

ki ← ki + 1, reduza o parâmetroµki , e retorne para o passo 2.

Algoritmo 6.1: Método primal-dual de pontos interiores para resolver (6.8).

6.1.1 Ćalculo das Direç̃oes de Busca

Embora o sistema das condições de KKT (6.15) seja não-linear, sua solução é usualmente

aproximada poruma únicaiteração do método de Newton para achar raı́zes de equações

(a direção de Newton é apenas um meio para seguir o caminhode minimizadoresw(µki )

parametrizado porµki ). Quando tomamos os termos de primeira-ordem na aproximação em

série de Taylor do sistema de equações não-lineares (6.15) em torno do pontoyki , obtemos

o seguinte sistema linear indefinido:



Π 0 R 0 0

0 Υ 0 S 0

I 0 0 0 −Ck

0 I 0 0 Ck

0 0 −CT
k CT

k Ak





∆r

∆s

∆π

∆υ

∆w



= −



Rπ − µki e

Sυ− µki e

w+ r −Ckw

Ckw+ s−w

bk + Akw−CT
k π+ CT

k υ



(6.16)

em queΠ = diag(π1, . . . ,πp) e Υ = diag(υ1, . . . ,υp). No sistema acima omitimos o

contador de iterações internaski (de pontos-interiores) para simplificar a apresentação.
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6.1.2 Atualizaç̃ao das Variáveis

Novas estimativas para as variáveis primais e duais são calculadas por:

wk+1 = wk + αP
ki

∆w,

rk+1 = rk + αP
ki

∆r,

sk+1 = sk + αP
ki

∆s,

πk+1 = πk + αD
ki

∆π,

υk+1 = υk + αD
ki

∆υ,

(6.17)

em queαP
ki
∈ (0, 1] eαD

ki
∈ (0, 1] são os comprimentos de passosprimal edual, respectiva-

mente.

Os comprimentos de passos máximos que podem ser tomados na direção de Newton

são geralmente determinados pelos testes:

αP
ki

= min

{
1, γmin

i

{
−rki

i

∆r i

∣∣∣∣∣∆r i < 0,
−ski

i

∆si

∣∣∣∣∣∆si < 0

}}
, (6.18a)

αD
ki

= min

{
1, γmin

i

{
−πki

i

∆πi

∣∣∣∣∣∆πi < 0,
−υki

i

∆υi

∣∣∣∣∣∆υi < 0

}}
. (6.18b)

O escalarγ ∈ (0, 1) é um fator de segurança para assegurar que o próximo pontosatisfará

as condições de estrita positividade; um valor tı́pico éγ = 0.99995.

Em programação não-linear, a interdependência de variáveis primais e duais, presente

na condição de viabilidade dual, não permite rigorosamente o uso de comprimentos de

passos distintos nos espaços primal e dual. Assim, um comprimento de passo comum para

atualizar as variáveis primais e duais deve ser calculado por:

αP
ki

= αD
ki
← min

{
αP

ki
, αD

ki

}
. (6.19)
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6.1.3 Reduç̃ao do Par̂ametro de Barreira

Na ki-ésima iteração, o resı́duo das condições de complementaridade, chamado deresı́duo

de complementaridade, é obtido por:

ρki = rT
ki
πki

+ sT
ki
υki

. (6.20)

Se as iterações convergem para uma solução ótima, ent˜aoρk → 0. O relacionamento

entreρki eµki , que está implı́cito em (6.15a) e (6.20), na forma:

p∑

i=1

r iπi +
p∑

i=1

siυi = 2pµki = ρ (6.21)

sugere queµki pode ser reduzido em função do decréscimo do resı́duo de complementari-

dade, tal como:

µki+1 = σ
ρki

2p
(6.22)

em queσ = 0.2 é o esperado, mas não necessariamente realizado, decréscimo no resı́duo

de complementaridade.

O parâmetroσ ∈ (0, 1) é chamado deparâmetro de centralização. Seσ = 1, então

o sistema de KKT (6.15) define umadireção de centralização, um passo em direção a

um ponto na trajetória de barreira. No outro extremo,σ = 0 fornece o passo de Newton

puro, conhecido como adireção affine-scaling. Para balancear os objetivos de reduzirµk e

melhorar a centralidade,σ pode ser escolhido no intervalo(0, 1).



6.2. MÉTODO PREDITOR-CORRETOR DE PONTOS INTERIORES PARA PQ 105

6.1.4 Testes de Converĝencia

As iterações do algoritmo primal-dual de pontos-interiores são consideradas terminadas

assim que:

max
{
max

{
w−Ckwki

}
, max

{
Ckwki −w

}}
≤ ǫ1, (6.23a)

‖bk + Akwki −CT
k πki + CT

k υki ‖∞

1+ ‖wki ‖2 + ‖πki ‖2 + ‖υki ‖2
≤ ǫ1, (6.23b)

ρki

1 + ‖wki ‖2
≤ ǫ2. (6.23c)

6.2 Método Preditor-Corretor de Pontos Interiores para

PQ

Para obtermos o algoritmo preditor-corretor de Mehrotra, em vez de aplicarmos o método

de Newton a (6.15) para calcularmos uma correção∆y parayki , substituimos o novo ponto

yki+1 = yki + ∆y diretamente em (6.15), para obter a aproximação:



Π 0 R 0 0

0 Υ 0 S 0

I 0 0 0 −Ck

0 I 0 0 Ck

0 0 −CT
k CT

k Ak





∆r

∆s

∆π

∆υ

∆w



= −



Rπ

Sυ

w+ r −Ckw

Ckw+ s−w

bk + Akw−CT
k π+ CT

k υ



+



µki e

µki e

0

0

0



−



∆R∆π

∆S∆υ

0

0

0



(6.24)

em que∆R = diag(∆r1, . . . , ∆rp) e ∆S = diag(∆s1, . . . , ∆sp).

A direção∆y que é obtida de (6.24) consiste de três componentes:

∆y = ∆yaf + ∆yce+ ∆yco, (6.25)

em que cada componente é determinada por um dos três vetores no lado direito de (6.24).

As três componentes de direções podem ser interpretadascomo segue:

• ∆yaf é a direçãoaffine-scaling, a direção pura de Newton que é obtida quando faze-

mosµki = 0 em (6.16).É determinada pelo primeiro vetor no lado direito de (6.24),
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ou seja, como a solução do sistema:



Π 0 R 0 0

0 Υ 0 S 0

I 0 0 0 −Ck

0 I 0 0 Ck

0 0 −CT
k CT

k Ak





∆raf

∆saf

∆πaf

∆υaf

∆waf



= −



Rπ

Sυ

w+ r −Ckw

Ckw+ s−w

bk + Akw−CT
k π+ CT

k υ



(6.26)

e é responsável por reduzir as inviabilidades primal e dual e o resı́duo de comple-

mentaridade.

• ∆yce é a direção decentralização, cujo tamanho é governado pelo parâmetroµki que

é escolhido adaptativamente. A direção∆yce é determinada pelo segundo vetor no

lado direito de (6.24), ou seja, como a solução do sistema:



Π 0 R 0 0

0 Υ 0 S 0

I 0 0 0 −Ck

0 I 0 0 Ck

0 0 −Ck CK Ak





∆rce

∆sce

∆πce

∆υce

∆wce



=



µki e

µki e

0

0

0



(6.27)

e mantém o ponto corrente afastado da fronteira da região viável e idealmente pró-

ximo da trajetória de barreira para melhorar as chances de tomar um passo grande na

próxima iteração.

• ∆yco é a direção decorreçãoque tenta compensar algumas das não-linearidades na

direção∆yaf. A direção∆yco é determinada pelo terceiro vetor no lado direito de

(6.24), ou seja, como a solução do sistema:



Π 0 R 0 0

0 Υ 0 S 0

I 0 0 0 −Ck

0 I 0 0 Ck

0 0 −CT
k CT

k Ak





∆rco

∆sco

∆πco

∆υco

∆wco



= −



∆R∆π

∆S∆υ

0

0

0



(6.28)
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6.2.1 O Passo Preditor

Para determinar um passo que aproximadamente satisfaz (6.24), primeiro retiramos osµk-

termos e os∆-termos no lado direito de (6.24) e resolvemos para a direç˜aoaffine-scaling:



Π 0 R 0 0

0 Υ 0 S 0

I 0 0 0 −Ck

0 I 0 0 Ck

0 0 −CT
k CT

k Ak





∆raf

∆saf

∆πaf

∆υaf

∆waf



= −



Rπ

Sυ

w+ r −Ckw

Ckw+ s−w

bk + Akw−CT
k π+ CT

k υ



. (6.29)

Para estimarµki+1, primeiro consideramos a regra padrão em (6.18) para determinar-

mos o passoαaf que seria dado se a direção∆yaf fosse, de fato, utilizada:

αP
af = min

{
1, γ ×min

i

{
−rki

i

∆raf
i

∣∣∣∣∣∆raf
i < 0,

−ski
i

∆saf
i

∣∣∣∣∣∆saf
i < 0

}}
, (6.30a)

αD
af = min

{
1, γ ×min

i

{
−π

ki
i

∆πaf
i

∣∣∣∣∣∆π
af
i < 0,

−υ
ki
i

∆υaf
i

∣∣∣∣∣∆υ
af
i < 0

}}
. (6.30b)

Segundo, calculamos uma estimativa do resı́duo de complementaridade por:

ρaf = (rki
+ αP

af∆raf)
T(πki

+ αD
af∆πaf) + (ski

+ αP
af∆saf)

T(υki
+ αD

af∆υaf). (6.31)

Finalmente, obtemos uma estimativaµaf paraµki+1 por:

µaf = min

{ (
ρaf

ρki

)2

, 0.2

}
ρaf

p
. (6.32)
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6.2.2 O Passo Corretor

A direção∆y é calculada por:



Π 0 R 0 0

0 Υ 0 S 0

I 0 0 0 −Ck

0 I 0 0 Ck

0 0 −CT
k CT

k Ak





∆r

∆s

∆π

∆υ

∆w



= −



Rπ− µafe+ ∆Raf∆πaf

Sυ− µafe+ ∆Saf∆υaf

w+ r −Ckw

Ckw+ s−w

bk + Akw−CT
k π+ CT

k υ



. (6.33)

Os passos principais do algoritmo preditor-corretor de pontos interiores são como se-

gue:

1. Façaki = 0, escolhaµ0 > 0 e um ponto inicialy0 que satisfaça as condições de

estrita positividade(r0, s0,π0,υ0) > 0.

2. Forme a matriz∇2
yyL(yki ; µki ) e obtenha a sua fatorização.

2a. Resolva o sistema (6.26) para a direção∆yaf, calculeαaf de (6.30), e obtenha

µaf de (6.31).

2b. Resolva o sistema (6.33) para a direção∆y.

3. Calcule o comprimento de passoαki na direção∆y e obtenha um novo ponto como

yki+1 = yki + αki ∆y.

4. Se yki+1 satisfaz o critério de convergência, então FIM. Caso contrário, faça

ki ← ki + 1, reduza o parâmetroµki , e retorne para o passo 2.

Algoritmo 6.2: Método preditor-corretor de pontos interiores para resolver (6.8).

6.3 Soluç̃ao do Subproblema Horizontal sem CalcularZk

Admitindo que o cálculo da matrizZk seja computacionalmente oneroso, pode-se calcular o

passo completodk, após o cálculo do passo verticalvk, resolvendo-se o subproblema (6.5),
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repetido abaixo por conveniência:

Minimize ∇ f (xk)
Td +

1
2

dTHkd

sujeito a ∇g(xk)
Td = ∇g(xk)

Tvk

max{x− xk,−∆k} ≤ d ≤ min{x− xk, ∆k}.

Esse problema não pode ser diretamente colocado na forma padrão (6.8) devido à presença

da restrição linear de igualdade. Porém, as implicações nos algoritmos de PI apresentados

são mı́nimas, envolvendo basicamente uma modificação nosistema de Newton, a inclusão

de mais um vetor na atualização de variáveis e a modificação dos testes de viabilidade

primal e dual. Os elementos comuns ao problema padrão são:

w = d (6.34a)

bk = ∇ f (xk) (6.34b)

Ak = Hk (6.34c)

Ck = I (6.34d)

w = max{x− xk, −∆k} (6.34e)

w = min{x− xk, ∆k}. (6.34f)

O novo sistema de Newton é como segue:



Π 0 R 0 0 0

0 Υ 0 S 0 0

I 0 0 0 0 −Ck

0 I 0 0 0 Ck

0 0 0 0 0 ∇g(xk)
T

0 0 −CT
k CT

k ∇g(xk) Ak





∆r

∆s

∆π

∆υ

∆θ

∆w



= −



Rπ− µki e

Sυ− µki e

w+ r −Ckw

Ckw+ s−w

∇g(xk)
T(w− vk)

bk + Akw+ ∇g(xk)θ −CT
k π+ CT

k υ


(6.35)

A atualização das variáveis inclui o vetor de multiplicadores de Lagrange das restrições

de igualdades:

θk+1 = θk + αD
k ∆θ (6.36)
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enquanto os testes de viabilidade primal e dual passam a ser da forma:

max
{
max

{
w−Ckwki

}
, max

{
Ckwki −w

}
, ‖∇g(xk)(wki − vk)‖∞

}
≤ ǫ1, (6.37)

‖bk + Akwki + ∇g(xk)θki −CT
k πki + CT

k υki ‖∞

1 + ‖wki ‖2 + ‖θki ‖2 + ‖πki ‖2 + ‖υki ‖2
≤ ǫ1. (6.38)

Os demais passos dos algoritmos de PI são como descritos nasseções anteriores para o

problema padrão.

6.4 Suḿario do Algoritmo de Região de Confiança

1. Façak = 0, escolhax0 estritamente dentro dos limites, defina o tamanho máximo

da região de confiançā∆ > 0, escolha∆0 ∈ (0,∆̄), ǫ ∈
(
0, 1

2

]
, ρ̄ ∈

(
0, 1

2

]
, γ1 ∈ (0, 1)

eγ2 > 1.

2. Calcule f (xk), ∇ f (xk), g(xk) e ∇g(xk), e uma estimativa dos multiplicadores de

Lagrangeλk por (5.38).

3. Se‖∇ f (xk) + ∇g(xk)Tλk‖ < ǫ e ‖g(xk)‖∞ < ǫ, então PARE.

4. Monte e resolva o subproblema vertical (6.4) para o passo verticalvk.

5. Monte e resolva o subproblema horizontal (6.7) para o passo tangencialZkuk.

6. Obtenha uma solução aproximada do subproblema de regi˜ao de confiança (6.2)

comodk = vk + Zkuk.

7. Calculeη+ utilizando a heurı́stica dada no Algoritmo 5.4.

8. Calcule redr(dk) por (5.49) e redp(dk) por (5.47).

9. Calculexk+1, ηk+1 e ∆k+1 conforme o Algoritmo 5.5. Façak = k + 1 e retorne

para o passo 2.

Algoritmo 6.3: Algoritmo de região de confiança.

6.5 Consideraç̃oes Finais

Neste capı́tulo foram apresentados detalhadamente os algoritmos primal-dual e preditor-

corretor de pontos-interiores para programação quadrática (PQ).

A técnica de região de confiança empregada nesta tese pararesolução de problemas de
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FPO baseia-se em uma adaptação da técnica de Byrd-Omojokun para incluir restrições de

canalização. Neste trabalho, o problema de RC é definido pela norma infinita, em vez de

pela norma Euclideana como no método de Byrd-Omojokun, o que transforma os subpro-

blemas vertical e horizontal em problemas de programaçãoquadrática. Essa mudança per-

mite que a resolução dos subproblemas vertical e horizontal seja feita pelos dois métodos

de pontos-interiores para PQ descritos neste capı́tulo.

Métodos de região de confiança são computacionalmente onerosos. O método empre-

gado nesta tese tem como caracterı́stica principal a resolução sucessiva de subproblemas

de PQ dentro das iterações de região de confiança. A escolha da associação do método

de Byrd-Omojokun aos métodos de pontos-interiores deve-se à necessidade da elaboração

de um algoritmo robusto, com qualidade de convergência global, com pouco comprometi-

mento do tempo de execução. Procura-se, com a inclusão dos métodos de pontos-interiores,

garantir a convergência dos subproblemas em um tempo de iteração aceitável.

No próximo capı́tulo, apresentam-se os resultados numéricos obtidos com o programa

de FPO desenvolvido a partir dos métodos descritos nos cap´ıtulos 5 e 6.



Caṕıtulo 7

Resultados Nuḿericos

O
  - com região de confiança (RCPI) proposto nesta

tese foi implementado em MATLAB e testado nos sistemas-teste do IEEE com

30, 57, 118 e 300 barras e nos sistemas reais aqui denominadosde Real1, Real2,

Real3 e Real4. Seu desempenho computacional foi comparado com o de dois algoritmos

de PI largamente utilizados na solução do FPO não-linear: o método primal-dual simples

(PDPI) e a sua variante preditor-corretor (PDPC), ambos descritos no Capı́tulo 4. O pro-

blema de FPO resolvido é o de minimização de perdas elétricas ativas.

O conjunto de restrições de igualdades inclui as equações de balanço de potências ativa

e reativa, e as restrições de desigualdades incluem limites mı́nimos e máximos sobre os

módulos das tensões, sobre os tapes de transformadores, sobre as potências reativas dos

geradores e sobre as compensações de reativos em paralelo.

112
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Todas as simulações usaram a heurı́stica de inicialização sugerida em [74]. Os parâ-

metros utilizados nos algoritmos de PI (para PNL e PQ) são:µ0 = 0.01,γ = 0.99995,

σ = 0.2 eǫ = 10−4.

Na Tabela 7.1 são fornecidos, para cada sistema-teste, o n´umero total de barras,N , o

número de barras de geração,G, o número de barras de carga candidatas ao controle de

reativo,C, o número total de circuitos (linhas de transmissão e transformadores),B, e o

número de transformadores com dispositivo LTC,T . São fornecidos, também, o número

total de variáveis primais,n, o número de restrições de igualdades,m, e o número de

restrições de limites mı́nimos e máximos,p.

Tabela 7.1: Dimensões dos sistemas e do problema de FPO (2.1).
Sistema-teste N G C B T m p
IEEE 30 30 6 5 41 4 60 75
IEEE 57 57 7 5 80 10 114 143
IEEE 118 118 54 12 186 9 236 311
IEEE 300 300 69 12 411 50 600 727
Real1 51 1 12 66 6 102 121
Real2 29 1 7 37 7 58 73
Real3 42 1 22 55 6 84 103
Real4 94 1 13 103 8 166 187

Na Tabela 7.2 encontram-se as cargas ativas e reativas totais dos sistemas e as perdas

ativas para a condição base, ou seja, antes da aplicaçãodo procedimento de otimização.

Tabela 7.2: Carga inicial (ativa e reativa) e perdas ativas.
Sistema-teste P (MW) Q (MVAr) PL (MW)
IEEE 30 283.40 126.20 17.63
IEEE 57 1250.80 336.40 27.86
IEEE 118 3668.00 1438.00 132.48
IEEE 300 23246.87 7787.97 408.32
Real1 328.50 155.20 3.69
Real2 61.60 29.70 1.85
Real3 258.60 45.95 2.33
Real4 208.80 99.40 4.23
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7.1 Atualização dos Multiplicadores de Lagrange

O algoritmo de região de confiança RCPI minimiza aproximac¸ões sucessivas da função

objetivo original. Para gerar essas aproximações, a func¸ão objetivo é expandida em uma

série de Taylor truncada e a Hessiana da função objetivo ´e substituı́da pela Hessiana da

função de Lagrange, dada pela Equação (5.5):

Hk = ∇2 f (xk) +
m∑

i=1

λk
i ∇

2gi(xk). (5.5)

Para gerar os resultados apresentados neste capı́tulo, consideraram-se duas situações:

efetuando atualização dos multiplicadores de Lagrangeλ e sem efetuar essa atualização.

No primeiro caso, utiliza-se a Equação (5.38) dada no Cap´ıtulo 5:

(∇g(xk)
T∇g(xk))λk = −∇g(xk)

T∇ f (xk). (5.38)

Sob a hipótese de que a matriz de gradientes∇g(xk) é de posto completo, ou seja, os

gradientes das funções de restrições são vetores linearmente independentes, então a matriz

de coeficientes em (5.38) é simétrica definida positiva e o sistema pode ser eficientemente

resolvido por fatorização Cholesky.

No segundo caso, escolhe-se um valor inicial para os multiplicadores de Lagrange (λi =

1 se associado à restrição de balanço de potência ativaeλi = 0 caso contrário), mantendo

esse valor constante durante todas as iterações.

Em ambos os casos, os resultados finais obtidos foram praticamente os mesmos, com

pequenas diferenças nos valores de uma iteração para outra. Esse resultado já era previsı́vel,

se levarmos em conta que o método de região de confiança admite que a Hessiana da função

quadrática que aproxima a função objetivo original sejauma simples aproximação positiva

definida deHk em (5.5). Os valores constantes escolhidos (1’s e 0’s) levamem consideração

o significado dos multiplicadores de Lagrange, a função objetivo (minimização de perdas

ativas) e as restrições implementadas (balanço de potência ativa e reativa), o que conduz a

multiplicadores próximos de 1 e 0 no final do processo iterativo, respectivamente.

Apesar dos resultados serem os mesmos e do custo computacional da atualização, a

informação obtida a partir do cálculo dos multiplicadores de Lagrange é muito importante
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em análises pós-otimalidade, uma vez que cada multiplicador traz informação sobre o im-

pacto do nı́vel da restrição a ele associado no valor da função objetivo. Pode-se, entretanto,

renunciar ao cálculo, mantendo o valor constante em todas as iterações, à custa da perda

dessa informação.

Uma observação a ser feita é que o cálculo dos multiplicadores de Lagrange pela

Equação (5.38) no problema de FPO que tem a forma geral dadapela Equação (2.1):

Minimize f (x)

sujeito a g(x) = 0 (2.1)

x ≤ x ≤ x

oferece apenas uma aproximação dos multiplicadores reais, visto que o cálculo efetuado

pela Equação (5.38) não leva em conta as restrições de limites simples, de forma que tanto

o cálculo dos multiplicadores por (5.38) quanto os valoresconstantes já mencionados são

aproximações dos multiplicadores reais.

7.2 Influência do Ćalculo da Matriz Zk

Para avaliar a influência do cálculo da matrizZk na solução do subproblema horizontal,

efetuaram-se dois testes. O primeiro teste feito no algoritmo proposto foi a resolução do

subproblema horizontal via método de PI com o cálculo da matriz Zk para eliminar as

restrições de igualdades do subproblema horizontal, conforme descrito no Capı́tulo 6. No

segundo teste, considerou-se a solução sem o cálculo deZk. Neste último caso, o algo-

ritmo de PI para resolver o subproblema horizontal apresenta algumas modificações em

relação ao algoritmo usado para resolver o subproblema vertical, sendo a principal delas

a modificação do sistema de Newton com a inclusão das restrições lineares de igualdades,

conforme descrito na seção 6.3.

Nos dois casos, o processo de convergência foi exatamente omesmo, havendo coin-

cidência de todos os valores em todas as iterações, para todos os sistemas-teste usados.

Observou-se, entretanto, que além do cálculo deZk ser bastante oneroso, essa matriz é

densa, ou seja, todos os elementos são não nulos, o que torna o tempo de processamento

comZk bem maior que sem o cálculo deZk, principalmente para os sistemas maiores. As
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modificações ocorridas no sistema de Newton (6.35) para resolução semZk geram um au-

mento na dimensão do sistema, mas como a matriz de coeficientes é altamente esparsa, o

tempo de processamento é bem menor do que comZk.

Os métodos de região de confiança não têm intenção de competir em termos de tempo

de processamento com outros métodos de resolução de problemas de FPO, visto que a sua

caracterı́stica principal é a robustez. Entretanto, neste trabalho, procuraram-se avaliar os

métodos descritos no sentido de obter-se a melhor eficiência computacional possı́vel. No

caso especı́fico do uso da matrizZk, observa-se que evitar esse cálculo melhora o tempo de

processamento e ainda se obtém o mesmo resultado.

7.3 Resultados Nuḿericos

As tabelas apresentadas a seguir foram geradas sem atualização dos multiplicadores de

Lagrange e sem o cálculo deZk. Para todos os casos simulados, a escolha do raio inicial de

região de confiança foi feita empiricamente.

Na Tabela 7.3, apresenta-se o número de iterações obtidocom algoritmos de pontos-

interiores primal-dual (PDPI) e preditor-corretor (PCPI)e com o algoritmo RCPI proposto

na resolução do problema de FPO usando os sistemas-teste.Na Tabela 7.4 apresentam-

se mais detalhes dos resultados obtidos com o algoritmos RCPI. As colunasVert e Horz

referem-se ao número total de iterações de pontos-interiores para resolução dos subproble-

mas vertical e horizontal, respectivamente, em todas as iterações de região de confiança.

Os valores na colunaRC referem-se ao número de iterações externas de região deconfiança.

Tabela 7.3: Número de iterações para convergência.
Número de Iterações Perdas FinaisSistema-teste
PDPI PCPI RCPI (MW) Red(%)

IEEE 30 10 7 3 17.79 -0.91
IEEE 57 11 8 10 24.34 12.63
IEEE 118 15 9 3 118.77 10.36
IEEE 300 15 10 5 378.37 7.33
Real1 10 8 3 3.34 9.49
Real2 10 6 11 1.67 9.73
Real3 11 7 13 2.07 11.16
Real4 11 9 3 4.01 5.20



7.3. RESULTADOS NUMÉRICOS 117

Tabela 7.4: Número de iterações e perdas ativas finais do Algoritmo RCPI.
Número de Iterações Perdas FinaisSistema-teste
RC Vert Horz (MW) Red(%)

IEEE 30 3 26 27 17.79 -0.91
IEEE 57 10 86 95 24.34 12.63
IEEE 118 3 34 35 118.77 10.36
IEEE 300 5 63 75 378.37 7.33
Real1 3 27 30 3.34 9.49
Real2 11 25 35 1.67 9.73
Real3 13 78 88 2.07 11.16
Real4 3 28 35 4.01 5.20

Os resultados das Tabelas 7.3 e 7.4 mostram que o algoritmo RCPI encontrou o mesmo re-

sultado que os algoritmos PDPI e PCPI. Entretanto, cada solução dos subproblemas vertical

e horizontal em uma iteração de RC no algoritmo RCPI leva, aproximadamente, o mesmo

número de iterações que cada um dos algoritmos PDPI e PCPIpara resolver o FPO.

Nas Tabelas 7.5, 7.6 e 7.7 são detalhados o processo de convergência dos sistemas IEEE

30 e 118 barras e Real4, respectivamente. A colunaf (xk) contém o valor da função obje-

tivo, as colunasInv Primal eInv Dual contém os testes de convergência, a coluna∆k

contém o tamanho da região de confiança e a colunaηk, o valor do parâmetro de penalidade

da função mérito na iteração de região de confiança.

Tabela 7.5: Processo de convergência do sistema-teste IEEE 30 barras.
Iter Iter Iter Inv Inv
RC f (xk) Vert Horz Primal Dual ∆k ηk

0 2.5757 - - 0.3441 0.0248 0.1 100
1 2.4339 9 9 0.0254 0.0356 0.2 100
2 2.6102 9 9 0.0029 0.0374 0.4 100
3 2.6118 8 9 3.9991x10−5 0.0373 0.8 100

Verifica-se, nas tabelas acima, que o valor da função objetivo tem uma queda nas primeiras

iterações e depois chega a aumentar. Isso se deve à funç˜ao mérito, que leva em conta tanto

o valor da função objetivo quanto a satisfação das restrições. Durante o processo iterativo,

as restrições receberam um peso muito significativo (ηk = 100), forçando o algoritmo a

encontrar um ponto-solução viável, ou seja, com‖g(xk)‖ dentro de uma tolerância pré-

especificada. O valor do raio da região de confiança sempre aumenta de uma iteração para
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Tabela 7.6: Processo de convergência do sistema-teste IEEE 118 barras.
Iter Iter Iter Inv Inv
RC f (xk) Vert Horz Primal Dual ∆k ηk

0 5.6440 - - 0.5250 0.0582 0.8 100
1 4.8214 16 12 0.0335 0.1019 1.6 100
2 4.9815 9 12 0.0069 0.0986 1.6 100
3 4.9975 9 11 1.4834x10−5 0.0986 3.2 100

Tabela 7.7: Processo de convergência do sistema Real4.
Iter Iter Iter Inv Inv
RC f (xk) Vert Horz Primal Dual ∆k ηk

0 2.1921 - - 0.2017 9.9269x10−5 0.2 100
1 2.0982 11 14 0.0053 2.7221x10−4 0.4 100
2 2.1278 9 11 3.7837x10−4 5.0391x10−4 0.8 100
3 2.1291 9 11 2.5017x10−5 5.0695x10−4 1.6 100

outra. Isso já era previsı́vel, pelo fato de que, ao chegar perto da solução, os pontos gerados

são sempre viáveis.

7.3.1 Resoluç̃ao dos Subproblemas de Região de Confiança

Os subproblemas vertical e horizontal de cada iteração deregião de confiança foram resol-

vidos pelo método primal-dual de PI para PQ. O número de iterações para convergência

em cada subproblema é praticamente constante, variando pouco de uma iteração de região

de confiança para outra. O processo iterativo é semelhanteem todos os sistemas testados.

Nas tabelas 7.8 e 7.9 apresenta-se o processo de convergência dos subproblemas vertical

e horizontal em uma iteração de região de confiança para osistema IEEE 118 barras. Nas

tabelas, as colunasαP eαD referem-se aos comprimentos de passo primal e dual, respecti-

vamente, que foram considerados iguais. As colunasInv Primal, Inv Dual eRes Comp

representam os testes de convergência do algoritmo e a coluna f (x) traz o valor da função

objetivo na iteraçãok.

Pode-se perceber uma pequena diminuição no número de iterações dos subproblemas

vertical e horizontal na proximidade da solução. No algoritmo RCPI, um ponto inicial

viável não é necessário. A viabilidade vai sendo gradualmente alcançada durante o pro-

cesso iterativo até ser totalmente satisfeita no final da otimização, com isso, o algoritmo
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Tabela 7.8: Processo de convergência do Subproblema Vertical - IEEE 118 barras.
Inv Inv Res

Iter αP αP Primal Dual Comp f (xk)

0 - - 0.0000 4.485x102 6.2200 0.0000
1 0.3398 0.3398 0.0000 3.293x102 2.0740 -97.34
2 0.2797 0.2797 0.0000 2.497x102 1.2590 -1.336x102

3 0.4692 0.4692 0.0000 1.398x102 6.339x10−1 -1.618x102

4 0.1533 0.1533 0.0000 1.127x102 5.337x10−1 -1.649x102

5 0.2998 0.2998 0.0000 60.0200 3.879x10−1 -1.689x102

6 0.6680 0.6680 0.0000 13.1100 1.691x10−1 -1724x102

7 1.0000 1.0000 0.0000 1.750x10−13 3.513x10−2 -1.728x102

8 1.0000 1.0000 0.0000 2.279x10−13 7.479x10−3 -1.728x102

9 1.0000 1.0000 0.0000 2.976x10−13 1.545x10−3 -1.728x102

10 0.8200 0.8200 0.0000 7.511x10−14 5.324x10−4 -1.728x102

11 0.7228 0.7228 0.0000 2.085x10−13 2.236x10−4 -1.728x102

12 0.7236 0.7236 0.0000 1.882x10−13 9.323x10−5 -1.728x102

13 0.4192 0.4192 0.0000 1.803x10−13 6.166x10−5 -1.728x102

14 0.6262 0.6262 0.0000 7.934x10−14 3.049x10−5 -1.728x102

15 0.7371 0.7371 0.0000 1.347x10−13 1.232x10−5 -1.728x102

16 0.8501 0.8501 0.0000 1.820x10−13 3.885x10−6 -1.728x102

Tabela 7.9: Processo de convergência do Subproblema Horizontal - IEEE 118 barras.
Inv Inv Res

Iter αP αP Primal Dual Comp f (xk)

0 - - 0.0000 1.121x10−1 6.2200 0.0000
1 0.5568 0.5568 6.727x10−2 7.396x10−2 1.9420 -1.617x10−2

2 0.4734 0.4734 3.138x10−2 4.807x10−2 9.481x10−1 -2.344x10−2

3 0.4949 0.4949 1.444x10−2 2.964x10−2 4.595x10−1 -2.909x10−2

4 0.6393 0.6393 4.724x10−3 1.371x10−2 1.650x10−1 -3.458x10−2

5 0.5626 0.5626 1.894x10−3 7.022x10−3 7.061x10−2 -3.945x10−2

6 0.5117 0.5117 8.616x10−4 3.609x10−3 3.392x10−3 -4.304x10−2

7 0.5417 0.5417 3.719x10−4 1.661x10−3 1.566x10−2 -4.566x10−2

8 0.6565 0.6565 1.217x10−4 5.660x10−4 5.745x10−3 -4.744x10−2

9 0.7419 0.7419 3.048x10−5 1.451x10−4 1.714x10−3 -4.837x10−2

10 0.7675 0.7675 6.991x10−6 3.364x10−5 4.800x10−4 -4.874x10−2

11 0.8828 0.8828 8.135x10−7 3.939x10−6 8.423x10−5 -4.888x10−2

12 0.8924 0.8924 8.733x10−8 4.239x10−7 1.398x10−5 -4.890x10−2

13 0.9780 0.9780 1.916x10−9 9.338x10−9 1.149x10−6 -4.891x10−2
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Tabela 7.10: Número de iterações e perdas ativas finais - Casos Crı́ticos.
Número de Iterações Perdas FinaisSistema-teste
RC Vert Horz (MW) Red.(%)

IEEE 30 4 37 48 34.25 -1.42
IEEE 57 37 333 404 37.16 8.50
IEEE 118 3 31 39 125.99 9.91
IEEE 300 7 71 87 491.90 4.92

Tabela 7.11: Processo de convergência do sistema-teste IEEE 30 barras - Crı́tico.
Iter Iter Iter Inv Inv
RC f (xk) Vert Horz Primal Dual ∆k ηk

0 3.5577 - - 0.4491 0.0239 1 100
1 3.3684 9 11 0.0442 0.0447 2 100
2 3.7065 10 12 0.0015 0.0497 4 100
3 3.7083 9 13 1.1418x10−4 0.0497 8 100
4 3.7071 9 12 2.5443x10−5 0.0497 16 100

de pontos-interiores para PQ alcança convergência em um menor número de iterações na

proximidade da solução.

7.3.2 Converĝencia para Casos Cŕıticos

Para avaliar a robustez do algoritmo proposto, o carregamento dos sistemas IEEE 30, 57,

118 e 300 barras foi intencionalmente aumentado de forma a tornar esses sistemas crı́ticos e

sua solução de FPO bastante difı́cil com os limites de variáveis especificados. As perdas ati-

vas iniciais são, agora, 33.77 MW, 40.61 MW, 139.85 MW e 517.34 MW, respectivamente.

Para essa simulação, os algoritmos primal-dual e preditor-corretor de pontos-interiores fa-

lharam na convergência, enquanto que o algoritmo de região de confiança (RCPI) convergiu

em todos os casos.

Na Tabela 7.10 apresentam-se o número de iterações para convergência e as reduções

obtidas nas perdas ativas. Os processos de convergência para os sistemas IEEE 30, 118 e

300 barras crı́ticos são vistos nas tabelas 7.11, 7.12 e 7.13, respectivamente.

Note que, para o sistema IEEE 30 barras, no caso crı́tico e no caso não-crı́tico, o re-

sultado do processo de otimização é um aumento nas perdas. Deve-se observar, entretanto,

que o resultado depois da otimização retorna um ponto de operação do sistema em que to-
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Tabela 7.12: Processo de convergência do sistema-teste IEEE 118 barras - Crı́tico.
Iter Iter Iter Inv Inv
RC f (xk) Vert Horz Primal Dual ∆k ηk

0 6.6454 - - 0.5075 0.0571 5 100
1 4.6330 13 15 0.0442 0.1023 10 100
2 5.9794 9 13 0.0065 0.0969 10 100
3 5.9910 9 11 1.8139x10−5 0.0969 10 100

Tabela 7.13: Processo de convergência do sistema-teste IEEE 300 barras - Crı́tico.
Iter Iter Iter Inv Inv
RC f (xk) Vert Horz Primal Dual ∆k ηk

0 17.2136 - - 0.7067 0.2249 6 100
1 15.9898 2 2 0.6017 0.1924 10 100
2 7.8113 14 13 0.0738 0.0847 10 100
3 9.9276 11 15 0.0104 0.0937 10 100
4 9.9955 11 15 8.4175x10−4 0.0941 10 100
5 9.9809 11 14 3.1920x10−4 0.0940 10 100
6 9.9835 11 14 1.1177x10−4 0.0940 10 100
7 9.9814 11 14 4.0856x10−5 0.0940 10 100

dos os limites operacionais são respeitados, enquanto queantes da otimização esses limites

estavam sendo violados. Para todos os casos simulados, crı́ticos e não-crı́ticos, o algoritmo

RCPI foi testado com três pontos iniciais distintos, e os resultados finais nos valores das

perdas foram os mesmos, com uma pequena diferença no número de iterações externas (de

região de confiança).

7.4 Consideraç̃oes Finais

Os experimentos computacionais demonstraram que o algoritmo RCPI proposto nesta tese

foi capaz de convergir em todos os testes, enquanto os algoritmo PDPI e PCPI falharam na

solução dos sistemas-teste IEEE 30, 57, 118 e 300 barras tornados crı́ticos mediante um

aumento intencional de seu carregamento.

Para os casos convergidos, o algoritmo RCPI encontrou a mesma solução que os al-

goritmos de pontos-interiores PDPI e PCPI. Os experimentosnuméricos mostraram que

um ponto inicial viável não é necessário no algoritmo RCPI. A viabilidade vai sendo gra-
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dualmente alcançada durante o processo iterativo até sertotalmente satisfeita no final da

otimização.

O número de iterações de região de confiança, chamadas de iterações externas, é re-

lativamente baixo, entretanto, cada iteração de regiãode confiança envolve a solução de

dois subproblemas de PQ (vertical e horizontal), cuja soluc¸ão pelo método PDPI para PQ

requer aproximadamente o mesmo número de iterações que ´e usado pelo algoritmo PDPI

para resolver o problema de FPO não-linear diretamente, ouseja, de uma só vez. Os sis-

temas lineares nos algoritmos de PI para PQ e PNL apresentam as mesmas dimensões e

estruturas de esparsidade. Assim, pode-se concluir que o tempo tomado por uma iteração

do algoritmo PDPI para PQ é apenas ligeiramente inferior aode uma iteração do algoritmo

PDPI, uma vez que a matriz gradiente∇g(xk) e a HessianaHk são constantes durante as

iterações PDPI para solução dos subproblemas verticale horizontal. Adicionalmente, pode-

se concluir que o tempo de solução total do algoritmo RCPI ´e aproximadamente o número

de iterações de região de confiança vezes o dobro do tempode solução do algoritmo PDPI.

Entretanto, deve-se ter em mente que o objetivo do algoritmoRCPI não é competir com o

algoritmo PDIP em termos de tempo de solução, mas ser um algoritmo de solução robusto,

possivelmente com convergência global, para resolver problemas de FPO de convergência

bastante difı́cil. Neste último caso, o algoritmo RCPI mostrou-se eficaz na solução de

sistemas crı́ticos, enquanto os algoritmos PDPI e PCPI falharam na convergência.

Embora tenham sido levados em conta vários aspectos para maior eficiência computa-

cional, como estrutura de dados, montagem eficiente de matrizes Jacobianas e Hessianas

esparsas e a inicialização de variáveis, o objetivo principal desta pesquisa é evidenciar a

robustez do algoritmo e não o seu tempo de processamento.



Caṕıtulo 8

Conclus̃oes

N
 , fez-se uma verificação do estado-da-arte dos métodos deregião de

confiança (RC), procurando avaliar a sua aplicação em problemas de Fluxo de

PotênciaÓtimo (FPO). Foram encontrados alguns trabalhos com aplicações de

RC em sistemas de potência, mas com pouca aplicação em FPO.

É notória a dificuldade em desenvolver um algoritmo para resolução de FPO que reúna

as qualidades de robustez, tempo de processamento adequadoe convergência global, prin-

cipalmente devido às não-linearidades no ponto de solução dos modelos matemáticos dos

sistemas, tais como os modelos de FPO, grande parte causadaspela sua operação muito

próxima de seu limite de capacidade.

Em conseqüência dessa dificuldade, desenvolveu-se nestatese um algoritmo de FPO

incorporando o método de região de confiança de Byrd-Omojokun [16, 17], adaptado por

123
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Plantenga [18] para inclusão de restrições de canalizac¸ão, aos métodos de pontos-interiores

(PI). A utilização da estratégia de região de confiançaaliada aos métodos de PI tem o

objetivo de tornar o algoritmo globalmente convergente, robusto e sem comprometimento

significativo do tempo de processamento computacional.

Entre os objetivos desta tese, está o desenvolvimento de umprograma de FPO abran-

gente, com várias opções de função objetivo, levando em conta a inclusão de restrições

de estabilidade de tensão e dispositivos FACTS. Nos Capı́tulos 2 e 3, apresentam-se as

formulações de FPO, a inclusão de restrições de estabilidade de tensão e a modelagem ma-

temática do dispositivo FACTS UPFC para sua inclusão em programas de fluxo de potência

não-otimizado e em FPO.

O algoritmo RCPI desenvolvido a partir das técnicas estudadas nos Capı́tulos 5 e 6 foi

implementado computacionalmente em linguagem MATLAB e foitestado nos sistemas-

teste do IEEE de 30, 57, 118 e 300 barras e nos sistemas reais Real1, Real2, Real3 e Real4.

Inicialmente, os testes foram efetuados com os sistemas em sua condição original de carre-

gamento para avaliar o desempenho do algoritmo quanto à suacapacidade de atendimento

aos objetivos de otimização e para compará-lo com os algoritmos de pontos-interiores já

bastante usados em programas de FPO. Em um segundo momento, ocarregamento dos

sistemas-teste do IEEE de 30, 57, 118 e 300 barras foi intencionalmente aumentado até

ponto em que os algoritmos de pontos-interiores falhassem na convergência, tornando es-

ses sistemas crı́ticos. O objetivo desse segundo teste foi avaliar a robustez do algoritmo

proposto frente a casos crı́ticos. Os resultados numéricos apresentados no Capı́tulo 7 de-

monstram o desempenho bastante satisfatório do algoritmoRCPI, principalmente nos ca-

sos crı́ticos, em que foi observado que os algoritmos de pontos-interiores (primal-dual e

preditor-corretor) falharam na convergência, enquanto que o algoritmo RCPI convergiu em

todas as situações, provando a robustez da técnica proposta.

Algumas dificuldades na implementação foram sentidas, principalmente devido à pouca

literatura disponı́vel sobre métodos de região de confiança aplicados a FPO. A forma geral

de um problema de FPO, como apresentada neste trabalho, apresenta restrições de igual-

dades e de canalização, de forma que precisaram-se fazer adaptações ao método de Byrd-

Omojokun para ajustá-lo ao problema de FPO. A resolução do problemas de FPO usando

o método de Byrd-Omojokun, como descrito no Capı́tulo 5, usando a norma Euclideana,

não se adequou à forma geral dos problemas de FPO devido, principalmente, às restrições

de canalização. Assim, o método de Byrd-Omojokun foi redefinido para ser formulado
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usando a norma infinita.

Outra dificuldade verificada foi a não disponibilidade dos multiplicadores de Lagrange

das restrições de limites simples do problema não linearoriginal, o que impossibilita o

cálculo correto da inviabilidade dual para fins do teste de convergência. No entanto, um

procedimento para o cálculo preciso da inviabilidade dualjá foi identificado em [18]. Ou-

tro problema percebido foi a escolha do raio inicial de regi˜ao de confiança. A literatura

disponı́vel sobre esse tema restringe-se aos problemas de minimização irrestrita, casos que

não se adequaram aos problemas de FPO. Por essa razão, em todas as simulações feitas

neste trabalho, a escolha do raio inicial da região de confiança foi feita empiricamente.

Devido à caracterı́stica principal dos métodos de região de confiança, que é a resolução

sucessiva dos dois problemas de PQ (vertical e horizontal) dentro das iterações de RC, o

tempo total de processamento é claramente superior ao da solução direta pelo método de

PI para PNL. Entretanto, procurou-se diminuir esse problema levando-se em conta os prin-

cipais aspectos para maior eficiência computacional, comoestrutura de dados, montagem

eficiente de matrizes Jacobianas e Hessianas esparsas e a inicialização de variáveis.

A principal vantagem do algoritmo de região de confiança proposto nesta tese, em

relação aos algoritmos de pontos-interiores para resolução de problemas de FPO, é a sua ca-

pacidade de convergir em casos crı́ticos quando estes últimos falham. Conclui-se, portanto,

que o objetivo principal desta tese foi alcançado, tendo sido desenvolvido um algoritmo

com grande robustez de convergência e, possivelmente, comqualidade de convergência

global.

8.1 Perspectivas de Trabalhos Futuros

Este trabalho, ao propor um algoritmo de FPO globalmente convergente, não teve a inten-

ção de ser exaustivo, de forma que é necessária a sua continuação para aperfeiçoamento

das técnicas utilizadas. Assim, apresentam-se, a seguir,algumas sugestões para trabalhos

futuros:

• Desenvolver uma formulação para cálculo dos multiplicadores de Lagrange mais

adequada à forma geral dos problemas de FPO estudados. Ressalta-se, no entanto,

que o cálculo exato dos multiplicadores de Lagrange não éum requisito para a con-
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vergência do método;

• Desenvolver uma estratégia adequada para escolha do raio inicial de região de confi-

ança nos problemas de FPO, assim como estratégias de atualização do raio durante

as iterações de RC;

• Estudar a inclusão de restrições de canalização no método de Byrd-Omojukun, de

forma que os algoritmosdoglege de Steihaug, vistos nos Capı́tulo 5, possam ser

usados na resolução dos subproblemas de região de confiança definidos pela norma

Euclideana;

• Realizar testes exaustivos para determinar a sensibilidade do processo de convergên-

cia em relação aos diversos parâmetros do algoritmo.
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Anexo A

Elementos das Matrizes Jacobiana e

Hessiana para as Barras com UPFC

Nesta seção, apresentam-se as derivadas primeiras e segundas não-nulas das restrições de

igualdades dos termos correspondentes às barras com UPFC,apresentados no Capı́tulo

3. Todos os termos foram obtidos derivando as equações (3.44) e (3.45) com relação às

tensões, aos ângulos e às variáveis de controle do UPFC (VS, VR, θS, θR, mse, msh, θse e

θsh).
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A .1 Equações de Balanço de Potência

As equações de balanço de potência nas barras com UPFC s˜ao:

∆PS = PGS − PDS − PS −msebseVSVRsen(θS R+ θse)

∆PR = PGR − PDR − PR + msebseVSVRsen(θS R+ θse)

∆QS = QGS −QDS −QS −msebseV
2
S cosθse− bshV

2
S(1−mshcosθsh)

∆QR = QGR −QDR −QR + msebseVSVRcos(θS R+ θse)

Elementos da Matriz Jacobiana

∂PS

∂VS
= −msebseVRsen(θS R+ θse) (A .1)

∂PS

∂VR
= −msebseVS sen(θS R+ θse) (A .2)

∂PS

∂θS
= −msebseVSVR cos(θS R+ θse) (A .3)

∂PS

∂θR
= msebseVSVRcos(θS R+ θse) (A .4)

∂PS

∂mse
= −bseVSVRsen(θS R+ θse) (A .5)

∂PS

∂θse
= −msebseVSVR cos(θS R+ θse) (A .6)

∂PR

∂VS
= msebseVRsen(θS R+ θse) (A .7)

∂PR

∂VR
= msebseVS sen(θS R+ θse) (A .8)

∂PR

∂θS
= msebseVSVRcos(θS R+ θse) (A .9)

∂PR

∂θR
= −msebseVSVR cos(θS R+ θse) (A .10)

∂PR

∂mse
= bseVSVRsen(θS R+ θse) (A .11)

∂PR

∂θse
= msebseVSVRcos(θS R+ θse) (A .12)

∂QS

∂VS
= −2VS [msebsecosθse+ bsh(1−mshcosθsh)] (A .13)
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∂QS

∂mse
= −bseV

2
S cosθse (A .14)

∂QS

∂msh
= bshV

2
S cosθsh (A .15)

∂QS

∂θse
= msebseV

2
S senθse (A .16)

∂QS

∂θsh
= −mshbshV

2
S senθsh (A .17)

∂QR

∂VS
= msebseVRcos(θS R+ θse) (A .18)

∂QR

∂VR
= msebseVS cos(θS R+ θse) (A .19)

∂QR

∂θS
= −msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .20)

∂QR

∂θR
= msebseVSVR sen(θS R+ θse) (A .21)

∂QR

∂mse
= bseVSVRcos(θS R+ θse) (A .22)

∂QR

∂θse
= −msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .23)

Elementos da Matriz Hessiana

∂2PS

∂VS∂VR
= −msebsesen(θS R+ θse) (A .24)

∂2PS

∂VS∂θS
= −msebseVRcos(θS R+ θse) (A .25)

∂2PS

∂VS∂θR
= msebseVR cos(θS R+ θse) (A .26)

∂2PS

∂VS∂mse
= −bseVRsen(θS R+ θse) (A .27)

∂2PS

∂VS∂θse
= −msebseVRcos(θS R+ θse) (A .28)

∂2PS

∂VR∂θS
= −msebseVS cos(θS R+ θse) (A .29)

∂2PS

∂VR∂θR
= msebseVS cos(θS R+ θse) (A .30)
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∂2PS

∂VR∂mse
= −bseVS sen(θS R+ θse) (A .31)

∂2PS

∂VR∂θse
= −msebseVS cos(θS R+ θse) (A .32)

∂2PS

∂θ2
S

= msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .33)

∂2PS

∂θS∂θR
= −msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .34)

∂2PS

∂θS∂mse
= −bseVSVR cos(θS R+ θse) (A .35)

∂2PS

∂θS∂θse
= msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .36)

∂2PS

∂θ2
R

= msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .37)

∂2PS

∂θR∂mse
= bseVSVR cos(θS R+ θse) (A .38)

∂2PS

∂θR∂θse
= −msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .39)

∂2PS

∂mse∂θse
= −bseVSVRcos(θS R+ θse) (A .40)

∂2PS

∂θ2
se

= msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .41)

∂2PR

∂VS∂VR
= msebsesen(θS R+ θse) (A .42)

∂2PR

∂VS∂θS
= msebseVRcos(θS R+ θse) (A .43)

∂2PR

∂VS∂θR
= −msebseVRcos(θS R+ θse) (A .44)

∂2PR

∂VS∂mse
= bseVRsen(θS R+ θse) (A .45)

∂2PR

∂VS∂θse
= msebseVRcos(θS R+ θse) (A .46)

∂2PR

∂VR∂θS
= msebseVS cos(θS R+ θse) (A .47)

∂2PR

∂VR∂θR
= −msebseVS cos(θS R+ θse) (A .48)
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∂2PR

∂VR∂mse
= bseVS sen(θS R+ θse) (A .49)

∂2PR

∂VR∂θse
= msebseVS cos(θS R+ θse) (A .50)

∂2PR

∂θ2
S

= −msebseVSVR sen(θS R+ θse) (A .51)

∂2PR

∂θS∂θR
= msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .52)

∂2PR

∂θS∂mse
= bseVSVR cos(θS R+ θse) (A .53)

∂2PR

∂θS∂θse
= −msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .54)

∂2PR

∂θ2
R

= msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .55)

∂2PR

∂θR∂mse
= −bseVSVRcos(θS R+ θse) (A .56)

∂2PR

∂θR∂θse
= msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .57)

∂2PR

∂mse∂θse
= bseVSVRcos(θS R+ θse) (A .58)

∂2PR

∂θ2
se

= −msebseVSVR sen(θS R+ θse) (A .59)

∂2QS

∂V2
S

= −2 [msebsecosθse+ bsh(1−mshcosθsh)] (A .60)

∂2QS

∂VS∂mse
= −2bseVS cosθse (A .61)

∂2QS

∂VS∂msh
= 2bshVS cosθsh (A .62)

∂2QS

∂VS∂θse
= 2msebseVS senθse (A .63)

∂2QS

∂VS∂θsh
= −2mshbshVS senθsh (A .64)

∂2QS

∂mse∂θse
= bseV

2
S senθse (A .65)

∂2QS

∂msh∂θsh
= −bshV

2
S senθsh (A .66)
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∂2QS

∂θ2
se

= msebseV
2
S cosθse (A .67)

∂2QS

∂θ2
sh

= −mshbshV
2
S cosθsh (A .68)

∂2QR

∂VS∂VR
= msebsecos(θS R+ θse) (A .69)

∂2QR

∂VS∂θS
= −msebseVRsen(θS R+ θse) (A .70)

∂2QR

∂VS∂θR
= msebseVRsen(θS R+ θse) (A .71)

∂2QR

∂VS∂mse
= bseVRcos(θS R+ θse) (A .72)

∂2QR

∂VS∂θse
= −msebseVR sen(θS R+ θse) (A .73)

∂2QR

∂VR∂θS
= −msebseVS sen(θS R+ θse) (A .74)

∂2QR

∂VR∂θR
= −msebseVS sen(θS R+ θse) (A .75)

∂2QR

∂VR∂mse
= bseVS cos(θS R+ θse) (A .76)

∂2QR

∂VR∂θse
= −msebseVS sen(θS R+ θse) (A .77)

∂2QR

∂θ2
S

= −msebseVSVR cos(θS R+ θse) (A .78)

∂2QR

∂θS∂θR
= msebseVSVRcos(θS R+ θse) (A .79)

∂2QR

∂θS∂mse
= −bseVSVRsen(θS R+ θse) (A .80)

∂2QR

∂θS∂θse
= −msebseVSVR cos(θS R+ θse) (A .81)

∂2QR

∂θ2
R

= −msebseVSVR cos(θS R+ θse) (A .82)

∂2QR

∂θR∂mse
= bseVSVRsen(θS R+ θse) (A .83)

∂2QR

∂θR∂θse
= msebseVSVRcos(θS R+ θse) (A .84)
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∂2QR

∂mse∂θse
= −bseVSVR sen(θS R+ θse) (A .85)

∂2QR

∂θ2
se

= −msebseVSVR cos(θS R+ θse) (A .86)

A .2 Equação de Intercâmbio de Pot̂encia no Enlace CC

A equação de intercâmbio de potência entre os conversores série e paralelo é:

∆PE = mshbshV
2
S senθsh−msebseV

2
S senθse+ msebseVSVRsen(θS R+ θse)

Elementos da Matriz Jacobiana

∂PE

∂VS
= 2mshbshVS senθsh−msebse[2VS senθse−VRsen(θS R+ θse)] (A .87)

∂PE

∂VR
= msebseVS sen(θS R+ θse) (A .88)

∂PE

∂θS
= msebseVSVR cos(θS R+ θse) (A .89)

∂PE

∂θR
= −msebseVSVRcos(θS R+ θse) (A .90)

∂PE

∂mse
= −bse

[
V2

S senθse+ VSVRsen(θS R+ θse)
]

(A .91)

∂PE

∂msh
= bshV

2
S senθsh (A .92)

∂PE

∂θse
= −msebse

[
V2

S cosθse−VSVRcos(θS R+ θse)
]

(A .93)

∂PE

∂θsh
= mshbshV

2
S cosθsh (A .94)

Elementos da Matriz Hessiana

∂2PE

∂V2
S

= 2mshbshsenθsh− 2msebsesenθse (A .95)

∂2PE

∂VS∂VR
= msebsesen(θS R+ θse) (A .96)
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∂2PE

∂VS∂θS
= msebseVR cos(θS R+ θse) (A .97)

∂2PE

∂VS∂θR
= −msebseVRcos(θS R+ θse) (A .98)

∂2PE

∂VS∂mse
= −bse[2VS senθse−VR sen(θS R+ θse)] (A .99)

∂2PE

∂VS∂msh
= 2bshVS senθsh (A .100)

∂2PE

∂VS∂θse
= −msebse[2VS cosθse−VR cosθse] (A .101)

∂2PE

∂VS∂θsh
= 2mshbshVS cosθsh (A .102)

∂2PE

∂VR∂θS
= msebseVS cos(θS R+ θse) (A .103)

∂2PE

∂VR∂θR
= −msebseVS cos(θS R+ θse) (A .104)

∂2PE

∂VR∂mse
= bseVS sen(θS R+ θse) (A .105)

∂2PE

∂VR∂θse
= msebseVS cos(θS R+ θse) (A .106)

∂2PE

∂θ2
S

= −msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .107)

∂2PE

∂θS∂θR
= msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .108)

∂2PE

∂θS∂mse
= bseVSVR cos(θS R+ θse) (A .109)

∂2PE

∂θS∂θse
= −msebseVSVR sen(θS R+ θse) (A .110)

∂2PE

∂θ2
R

= −msebseVSVRsen(θS R+ θse) (A .111)

∂2PE

∂θR∂mse
= −bseVSVRcos(θS R+ θse) (A .112)

∂2PE

∂θR∂θse
= msebseVSVRsen(θS R+ θse (A .113)

∂2PE

∂mse∂θse
= −bse

[
V2

S cosθse+ VSVRcos(θS R+ θse)
]

(A .114)
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∂2PE

∂msh∂θsh
= bshV

2
S cosθsh (A .115)

∂2PE

∂θ2
se

= msebse

[
V2

S senθse−VSVR sen(θS R+ θse)
]

(A .116)

∂2PE

∂θ2
sh

= −mshbshV
2
S senθsh (A .117)



Índice Remissivo

C

Convergência Global, 2, 69

E

Estabilidade de Tensão

ı́ndices, 6, 28

restrições, 5, 28

F

FACTS, 4, 34–36, 38

controladores, 35

SSSC, 36, 38

STATCOM, 36

UPFC, 4, 36, 39

P

Pontos Interiores, 1, 57

método preditor-corretor, 64, 105

método primal-dual, 58, 100

Problemas de FPO, 1, 10

forma geral, 10

maximização da carga em um conjunto

de barras, 12

maximização da potência transferida

entre duas barras, 12

maximização do fluxo ativo em um con-

junto de circuitos, 12

minimização de corte de carga, 11

minimização de custos de geração, 11

minimização de perdas ativas, 11

minimização do movimento de variáveis
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