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Andlise de Sinais é uma das partes mais importantes da area de Processamento de Sinais. Esta
tese encontra-se dividida em trés partes, cada uma abordando um tépico de andlise de sinais. Foram
enderecadas as seguintes subareas: (i) métodos aproximados para avaliacao espectral; (ii) construcado
de wavelets e (iii) analise de sinais biomédicos.

O problema da estimacédo espectral sujeita a minimizacdo da complexidade computacional foi
abordado por meios de métodos de aproximacado. Dois métodos foram utilizados para propor algo-
ritmos eficientes para a transformada discreta de Hartley. O primeiro método introduzido consiste da
transformada de Hartley arredondada, um procedimento que utiliza a func&o de arredondamento para
gerar uma matriz de transformacdo com complexidade multiplicativa nula. A segunda abordagem
contempla a proposicéo da transformada aritmética de Hartley. E demonstrado o papel da interpola-
¢do como elemento decisivo na teoria das transformadas aritméticas. Esquemas de interpolagdo para
as transformadas de Hartley, Fourier cosseno e Fourier seno séo introduzidos.

O foco foi entdo dirigido para a construcao de novas wavelets. Dois procedimentos foram exami-
nados: (i) definicdo de novas wavelets a partir de equacdes diferenciais e (ii) construcdo de wavelets
Otimas associadas a uma dada classe de sinais. Da primeira abordagem, foram obtidas duas wa-
velets propostas nesta tese: a wavelet de Mathieu (baseada nas funcbes de Mathieu) e a wavelet
de Chebyshev (baseada nos polinémios de Chebyshev). Foram examinadas as propriedades de tais
wavelets e evidenciadas potenciais aplicacdes. O segundo método consistiu da proposicao de um
algoritmo para determinar wavelets 6timas para sinais eletrogastrograficos. Para tal, foram utilizados
argumentos de minimizacao do erro de reconstrucdo de sinais compactados via wavelet.

Na parte final, foi elaborado um algoritmo para classificacdo de sinais eletrogastrograficos. Foi
objetivada a discriminacao entre estados de desacoplamento elétrico gastrico e o estado basal.
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Signal analysis is one of the most important areas of Signal Processing. This thesis is divided in
three parts, each one addressing a specific topic of signal analysis. The sub-areas were: (i) approxi-
mate methods for spectrum evaluation; (ii) wavelet design; and (iii) biomedical signal analysis.

The problem of spectrum estimation under constraints of minimal computational complexity was
addressed by means of approximation methods. The first proposed procedure was the Rounded Har-
tley transform, which utilizes the round-off function to generate a transformation matrix of null mul-
tiplicative complexity. The second introduced method was the arithmetic Hartley transform. The
major role of interpolation in arithmetic transform theory was demonstrated. Moreover, interpolation
schemes for Hartley, Fourier cosine and Fourier sine transform were suggested.

The emphasis was then directed to wavelet design. Two new approaches were examined: (i) de-
signing new wavelets from differential equations; and (ii) designing matched optimal wavelets for
a given class of signals. The first methodology furnished the definition of two new wavelets: the
Mathieu wavelets (based on Mathieu functions) and the Chebyshev wavelets (based on Chebyshev
polynomials). The properties of such wavelets were quantitatively investigated and potential appli-
cations were suggested. The second approach consisted of an algorithm for the determination of
optimal wavelets to analyze electrogastrographic (EGG) signals. Arguments of error minimization of
reconstructed compressed signals were invoked to determine optimal wavelet parameters.

In the final part, an algorithm for the classification of EGG signals was formulated. It was sought
the discrimination between gastric electrical uncoupling and basal groups.
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Introducao

Thesis est omnis divisa in partes tres.
PARODIANDO JULIO CESAR(100A.C—44A.C.) NA FRASE
“GALLIA EST OMNIS DIVISA IN PARTES TRES”".

Nesta tese, teve-se a oportunidade de trabalhar com uma diversidade relativamente ampla de tépi-
cos que possibilitaram o estudo de varios problemas relacionados ao tema central: analise de sinais.
Devido a esta caracteristica multifacetada e, em certos momentos, multidisciplinar, houve uma certa
dificuldade em amalgamar os temas deste trabalho em um texto Unico. Decidiu-se, entdo, seccionar
o trabalho em trés partes. Cada uma das partes visa a ser razoavelmente autocontida, trazendo a
motivacdo do problema a ser atacado e as abordagens propostas.

Desta maneira, este capitulo introdutério € bem breve, deixando a fun¢éo de “introduzir/motivar”

0 assunto a cargo do capitulo inicial de cada parte da tese. Apesar disto, € fornecida aqui uma breve

visdo geral do que cada parte da tese representa e contribui. Uma viséo de aguia.

Motivacao

O “fio condutor” desta tese € o processamento digital de sinais. Sob este tema maior foram inves-
tigados essencialmente trés topicos: (i) analise de sinais classica sujeita a minimizagcédo da complexi-
dade computacional; (i) andlise de sinais em tempo-freqiiéncia via wavelets e (iii) processamento de
sinais bioldgicos.

Os frutos destas investigacdes motivaram pesquisas originais que se constituiram nas contribui-

¢Oes principais desta tese. Foram elas:

1. Investigar e propor algoritmos que tenham baixa complexidade computacional para o calculo
de transformadas trigonométricas definidas no corpo dos ndimeros reais, considerando técnicas

de aproximacao;

2. Propor métodos de projeto de filtros de analise multiresolucao e de criacdo de novas wavelets;

XX



3. Examinar a possibilidade da aplicagdo de métodos quantitativos de analise tempo-freqiéncia
para a analise de sinais elétricos de origem bioldgica, em particular os sinais elétricos do est6-

mago.

Organizacgao

Este trabalho encontra-se dividido em trés partes:
Parte I. Abrange métodos aproximados para analise espectral;
Parte Il. Traz um procedimento para proposi¢ao de wavelets;
Parte Ill. Prop8e uma analise de sinais biolégicos por wavelets.

As Partes | e Il trazem, essencialmente, contribuigbes tedricas com alguns incursdes em apli-
cacgOes potenciais. Deste modo, a pesquisa utiliza o método cientifico — hipotético-dedutivo. Na
Parte 1ll, mais evidenciadamente, é observada a utilizacdo da pratica experimental e validacdo de

hipotese.

Parte I. A primeira parte traz proposi¢des de dois métodos para a avaliagdo aproximada de espec-
tros de frequiéncia. Os esfor¢os foram concentrados na transformada de Hartley.

O Capitulo 2 traz uma investigacdo sobre o calculo da transformada discreta de Hartley através
de procedimentos de arredondamento de nimeros reais. E introduzida uma abordagem que promove
uma significativa redugcé@o na complexidade aritmética, resultando em uma estimativa da transformada
de Hartley com esfor¢co multiplicativo nulo.

Ainda sobre métodos para o calculo aproximado de transformadas, é introduzida no Capitulo 3
a Transformada Aritmética de Hartley. Os métodos de transformada aritmética visam o célculo de
transformadas sujeito a minimizacdo do niumero de multiplicagdes. A principio, tal procedimento
elimina as multiplicagdes. O capitulo é aberto com uma reviséo sobre o estado da arte, trazendo uma
exposicdo dos métodos mais importantes para o calculo da transformada aritmética de Fourier. Como
contribui¢@o original, obtem-se o desenvolvimento tedrico para o cémputo da transformada discreta
de Hartley através de métodos aritméticos. E evidenciado, neste trabalho, a importancia fundamental
gue o processo de interpolacdo desempenha nos métodos aritméticos.

O Capitulo 4 traz um estudo sobre as autofung¢des de transformadas integrais. Este estudo é
proposto como passo inicial para a definicdo de novos algoritmos aproximados para calculo de trans-

formadas.
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Part Il. A segunda parte desta tese versa sobre analise multiresolugéo utilizando wavelets. No
Capitulo 5, é feita uma breve revisdo dos conceitos fundamentais da analise de sinais via wavelets.
Nesta parte, ha alguns resultados acerca da dualidade tempo-freqiiéncia. Ademais, é proposto um
método sistematico para o projeto de wavelets, conectando soluc¢des de equacdes diferenciais classicas
com banco de filtros para geracdo de wavelets. Este procedimento proporcionou a definicdo de uma

classe especifica de wavelets, com 0s seguintes representantes:
e Wavelet de Chebyshev;
e Wavelet de Mathieu.

No Capitulo 6, é proposta a wavelet de Mathieu. Associou-se neste caso, a solucdo da equacéo
diferencial de Mathieu como sendo a resposta do filtro passa-baixa a ser usado no processo iterativo
para geracao de wavelets.

A wavelet de Chebyshev é gerada a partir de polindbmios de Chebyshev. No Capitulo 7, foram
examinados os polindbmios de Chebyshev de primeira e segunda espécie, demonstrando-se a possibi-
lidade de se gerar novas wavelets a partir das fungfes de segunda espécie. As propriedades gerais da
wavelet proposta foram investigadas, inclusive provando a existéncia de wavelets baseadas em qual-
guer polindmio de Chebyshev de 2a. espécie. A conexdo entre polindmios de Chebyshev e wavelets
induziu a definicdo de filtros extremamente simples (por exemplo, filtro média movel), o que, até
certo ponto, caracterizou-se como um resultado néo-trivial.

E possivel mostrar que os polinémios de Chebyshev s&o na realidade casos particulares de uma
classe mais geral de polindmios ortogonais denominados polindmios de Gegenbauer [1]. A publi-
cacdo New Compactly Supported Scaling and Wavelet Functions Derived from Gegenbauer Poly-
nomial$! explora esta generalizacéo, fornecendo uma classe mais ampla de wavelets. Mostra-se
também que as wavelets de Chebyshev podem ser geradas via um ajuste de pardmetros da wavelet de
Gegenbauer. Trata-se de um resultado com potencial aplicacdo em deteccéo de falhas em redes de

transmisséao [2].

Parte lll. A parte final da tese constitui-se de resultados de uma aplicacéo de wavelets no contexto

de Engenharia Biomédica. Foi abordado o problema de analise de sinais oriundos da atividade elétrica
do estbmago. A analise com sucesso de tais sinais — eletrogastrogramas — pode se constituir numa
valiosa ferramenta clinica para o diagndstico de patologias géstricas relacionadas a disfuncdes da

motilidade gastrica.

1Soares, L. R. and Oliveira, H. M. amté SobralCintra, R. J., “New Compactly Supported Scaling and Wavelet Func-
tions Derived from Gegenbauer PolynomialBroceedings of the IEEE Canadian Conference on Electrical and Computer
Engineering, Cataratas do Nidgara, Canada, 2004
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O Capitulo 8 situa o problema do ponto de vista fisiolégico, trazendo, numa viséo simplificada,
uma revisdo da area com os avancos realizados. E fornecida também uma breve descri¢éo da atividade
elétrica e seu relacionamento com o comportamento mecanico do estdbmago. No presente momento,
a eletrogastrografia (registro cutdneo da atividade elétrica gastrica) tem seu uso questionado. A ra-
zao disto é a dificuldade em se conseguir extrair informacdes relevantes dos eletrogastrogramas que
possam ser conectadas a alguma forma de diagndstico.

Nessa tese, é feita uma andlise por meio de wavelets. Para iniciar este estudo, buscou-se definir
um critério de 6timo para encontrar wavelets que sejam adequadas para os sinais gastricos. Este topico
€ coberto no Capitulo 9. Prop&e-se um método para a construcdo de wavelets “canattde(
com uma classe de sinais a ser analisado.

No Capitulo 10, € proposto um novo método para a andlise de sinais eletrogastrogréaficos. A moti-
vacao é de desenvolver um método que possa distinguir um grupo de animais com disfuncfes em sua
motilidade gastrica de um grupo de animais de controle (animais normais). Este seria 0 passo inicial
para validar a hipétese de que é possivel detectar patologias gastricas através de eletrogastrogramas.
Um resultado neste sentido é tido como um avanco nesta area, pois evidencia que de fato ha infor-
macao a se extrair do eletrogastrograma, fornecendo subsidios para pesquisas subseqientes. Para
tanto, foram utilizadas ferramentas de analise de sinais, tais como: wavelets, compresséo de sinais,

avaliacdo de erro e analise estatistica.
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Parte |

Avaliacao Espectral Aproximada



Capitulo 1

Complexidade Aritmética

“It is the mark of an instructed mind to rest satisfied with the
degree of precision which the nature of the subject admits and
not to seek exactness when only an approximation of the truth
is possible.”

ATRIBUIDA A ARISTOTELES(384A.C.—322A.C.)

1.1 Transformadas Discretas e Suas Complexidades

De modo geral, as transformadas discretas, quando formuladas pela sua defini¢éo, exigem um ele-
vado esforgo computacional para serem calculadas. Para esclarecer este conceito, tome-se o seguinte

exemplo. A transformada discreta de Fourier (DFT) [3] de comprimidriean a seguinte definicao:

N-1

V= Z}v&xp(—Zm’k/N), k=0,...,N—1, (1.1)
i=
1 N-1

vi=— Y Wexp2mk/N), i=0,...,N—1, (1.2)
N,

em guev; sdo elementos de um vetdrdimensional 8/ séo elementos do vetor transformado. Ou
seja,v e V formam um par transformada discreta de Fourier. E bem sabido que tal procedimento
tem complexidade d®(N?). Isto &, o nimero de operagdes necessarias para sua realizagéo é domi-
nado por uma funcdo quadratica &n Tal complexidade, torna o procedimento, em muitos casos,
proibitivo, haja vista o elevado numero de operacdes e os tempos de maquina exigidos.

O uso de algoritmos rapidos fornecem um meio eficiente de calcular uma transformada. Um
algoritmo rapido € uma implementacao que busca a redu¢céo do tempo gasto na execu¢do de um dado
procedimento. Uma maneira de se atingir este objetivo € através da reduc¢do no niumero de operacdes

aritméticas envolvidas. Uma outra interpretagao € dada por Richard E. Blahut [4]:
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“By a fast algorithm, we mean a detailed description of a computational procedure

that is not the obvious way to compute the required output from ihput.

Quando voltados para o calculo de transformadas, os algoritmos rapidos sdo usualmente denominados
de transformadas rapidas.

Apesar de ndo ser o Unico fator que determina o desempenho de um algoritmo, o nimero de
operacdes aritméticas é, sem davida, o fator mais relevante [5]. Por completicidade, séo listados

abaixo alguns fatores que contribuem para desempenho de um algoritmo:

Dimensdes.Em varias aplica¢cfes, tais como filtragem de imagens bidimensionais ou solu¢bes de
problemas de valor inicial em regides tridimensionais, € mais adequado que a transformada
nao ocorra de uma vez s6, mas em seqiéncia. A transformada de uma matriz pode ser feita
substituindo cada linha por sua transformada e ent&o calculando a transformada de cada coluna.
Pode ser vantajoso também converter sinais unidimensionais em matrizes (mapeamento 1D em

2D) para explorar este procedimento;

Célculos Extra. Em geral, h4 uma preocupacdo com a quantidade de operacfes aritméticas envol-
vidas. Entretanto, héd outras opera¢fes que sao muitas vezes negligenciadas nas avalia¢cdes de
desempenho de algoritmos. Algumas destas operacdes sdo: permutacdes e movimentacdo de
dados, deslocamentos de registradores e alocac6es de memoria necessarias para 0 armazena-

mento de indices;

Estratégias Hibridas. Algoritmos rapidos diferentes podem ser combinados. Por exemplo, para se
calcular uma transformada rapida de comprimeMte 421875= 23 x 32 x 5%, pode consi-
derar algumas estratégias: (i) fatotdr= N;NoN3, em queN; =23, N, =32 eN; =53 e
aplicar o algoritmo de Gauss-Cooley-Tukey para cada uma destas bases (para mais exemplos,
vide [4, p.118-130)); (ii) fatoraN = N;N,, em queN; =2 x 32 x5 e N, = 22 x 3 x 52 séo
constituidos de fatores primos entre si, e chamar o algoritmo de Good-Thomas e, subsequen-
temente, combinar os resultados através do algoritmo de Gauss-Cooley-Tukey [5]. Assim, em
transformacdes de comprimentos longos, é possivel associar transformadas de tipos diferentes e
assim abrir margem a um grande nimero de combinac¢des. Analisar algoritmos que se baseiam
neste principio ndo é uma tarefa trivial. Mais adiante, os algoritmos de Gauss-Cooley-Tukey e

Good-Thomas serao sucintamente comentados.;

Arquiteturas. As transformadas rapidas sao implementadas sob as mais variadas formas. Podem ser
descritas fisicamente em circuito integrado para uso em satélites, podem ser descritas em pro-

gramas para computadores de processamento paralelo. Assim, a escolha do algoritmo também



depende de consideracfes sobre a tecnologia (arquitetura) de que se dispde. Alguns algoritmos

podem ser mais facilmente adaptados para novas arquiteturas que outros.

Outro fator que influi na concepc¢éo de um algoritmo é o conhecingptmri de propriedades
do sinal de entrada. E identificado que se um sinal a ser analisado exibir algum tipo de simetria (por
exemplo, simetria par ou impar), simplificacdes e reducdes de calculos e armazenamento (memoéria)
podem ser feita e algoritmos mais eficientes podem ser obtidos.

O fato do sinal a ser analisado ter a propriedade de ser puramente real é particularmente interes-
sante, pois pode oferecer reducdes computacionais da ordem de dois aproximadamente [6]. Neste
caso, explora-se o fato de que sinais reais tém a transformada discreta de Fourier simétrica, necessi-
tando assim que se calcule apenas a metade do espectro discreto.

Uma outra transformada trigonométrica discreta de grande importancia é a transformada discreta
de Hartley (DHT) [7]. A DHT relaciona dois vetorésdimensionaisy = (Vo,Vv1,...,W_1)' <V =

(Vo,V]_, ce ,VN,]_)T, por:

1Nt 27iki
VkéNi;Vi.cas<N>, k=0,1,....N—1, (1.3)
N-1 orki\
Vi = Z)Vk-ca5<l)’ i=0,1,....N—1, (1.4)
2 N

em quecask £ cosx+ serx. Apresentando uma formulag&o bastante similar a da DFT, a transformada
discreta de Hartley [3, 7] tem atraido consideravel aten¢édo desde sua introdugcédo em 1983. Principal-
mente, as razdes para isto sdo: (i) a DHT é uma transformada puramente real, ndo exigindo uma
aritmética no corpo dos numeros complexos; (ii) as féormulas para a transformada direta e inversa
sdo essencialmente idénticas; (iii) a DHT & computacionalmente equivalente a DFT [8]; (iv) grande
simetria € encontrada na DHT [7].

Estas caracteristicas motivaram muita pesquisa para promover o0 uso da DHT no lugar da DFT.
Assim, a DHT encontrou &rea para diversas aplicacdes, tais como analise espectral, calculo de con-
volugdes, filtragem adaptativa, interpolacéo, sistemas OFDM/CDMA, sistemas de comunicagao e
processamento de imagens médicas [9]. Um lista representativa da literatura existente acerca da
transformada de Hartley é encontrada em [10]. Nessa tese, serdo focalizadas apenas algoritmos para
transformadas definidas no corpo dos nimeros reais. Entretanto, por completicidade, vale a pena
chamar a atencéo para a definicdo da transformada de Hartley em corpos finitos (FFHT) [11].

Como conseqtiéncia da definicdo da transformada discreta de Hartley, é possivel relaciona-la com

a transformada de Fourier [3]. Considerando o vetor transformada discreta de Fourier e de Hartley



denotados poF e H, respectivamente, é razoavelmente direto mostrar que

He = Re{Rd — Im{R}, (1.5)

em queRe e Jm informam a parte real e imaginaria de seus argumentos, respectivamente.

A existéncia de uma transformacao linear que conecta a transformada de Fourier com a trans-
formada de Hartley faz com que a vasta maioria dos algoritmos rapidos destinados a DFT sejam
convertidos para a DHT. De modo geral, um algoritmo proposto para a transformada discreta de
Fourier pode ser adaptado para a transformada discreta de Hartley. Em um excelente artigo, Soren-
senet al. [6] reescrevem os algoritmos rapidos mais importantes da DFT para serem utilizados para
o célculo da DHT.

O inverso também é verdadeiro: dado um algoritmo para a DHT, é possivel versa-lo para calcular

a DFT. A transformada de Fourier é obtida a partir da transformada de Hartley por:

Re{R} = E{Hk}, (1.6)
Im{R¢ = — O{H}, (.7

em quet e O indicam a parte real e impar, respectivamente.

No caso da transformada discreta de Fourier, h4 uma grande quantidade de algoritmos rapidos
propostos. Nesta classe, sem dlvida, o mais importante é o algoritmo de Gauss-Cooley-Tukey (ou
simplesmente Cooley-Tukey), escolhido em varias sele¢des como um dos 10 algoritmos mais impor-
tantes do século XX [12]. A razao para isso deve-se em parte ao fato do algoritmo de Gauss-Cooley-
Tukey (i) ser um dos primeiros algoritmos na area, (ii) ter uma implementacao bastante simples para
comprimentos que sao poténcia de dois e (iii) ser livre de patentes [4, 13]. Apesar do algoritmo de
Gauss-Cooley-Tukey ser tdo importante para calcular a transformada de Fourier (Hartley), ha diversos
outros algoritmos para o mesmo fim. De modo geral, as propostas de algoritmos rapidos procuram
explorar vantagens em condic8es particulares. Abaixo, os principais algoritmos para a DFT, ja clas-
sicos. Tais algoritmos sao denominados de modo geral de transformadas rapidas de Fourier ou FFT's

(Fast Fourier Transform

Gauss-Cooley-Tukey [4].De longe o método mais utilizado, é apropriado para transformadas de
comprimentd\ = N;N,. Este algoritmo divide uma transformada de compriméhémn trans-
formadas menores de comprimempe N,. Torna-se extremamente Util e simples Nséor

uma poténcia de dois.



Good-Thomas [4]. E baseado no Teorema Chinés do Resto [14]. Converte uma transformada de
comprimentoN = N;N, em transformadas de comprimenfds e N, sem a necessidade de
fatores multiplicativos de ajustéwiddle factor§. Entretanto, exige-se qué; e N, sejam

primos entre si.

Bruun [15]. Proposto em 1978, este algoritmo € adequado para transformada de comprimentos que
s&o poténcias de dois. E baseado em uma recurséo do poliddmice generaliza o algoritmo
de Cooley-Tukey para base dois. Apesar disto, € muito menos utilizado do que Cooley-Tukey

e apresenta certas dificuldades namericas (preciséo) [16].

Rader [4]. Reescreve a DFT como uma convolucédo. O método é aplicavel apenas para transformadas

de comprimentos primos.

Bluestein (chirp-2) [4]. Trata-se de um outro algoritmo que explora a conversdo da DFT em uma

convolucéo.

Winograd [17,18]. Matematicamente profundo, este algoritmo explora fatoracd2s-dé com co-
eficientesl, —1 ou 0. Deste modo, reduzindo dramaticamente a complexidade computacional

e freqlentemente atingindo limitantes inferiores.

Todos estes algoritmos citados tém seus analogos para a DHT.

A Figura 1.1 ilustra a importancia dos algoritmos rapidos, através de uma comparacao entre a
complexidade computacional exigida para o calculo da DFT pela defin@@y), e através do
algoritmo de Gauss-Cooley-Tuke)(Nlog, N).

A importancia de tais métodos € ilustrada em um caso bastante citado, encontrado em [13] e

transcrito abaixo:

“The FFT was put right to work by Lee Alsop, a geophysicist at IBM and Columbia
University. Alsop analyzed the seismographic record of a 1965 earthquake in Rat Island,
Alaska, using 2048 data points representing3b-hour period. A conventional Fourier
transform took more than 26 minutes to do the analysis; the FFT spit out the answer in
2.4 seconds. Moreover, by running tests with numerically generated data, Alsop found
that the fast Fourier transform was not only faster, but also more accurate than conven-

tional methodg?

INos computadores pessoais atuais, esta mesma operacdo pode ser realizada em milésimos de segundos.
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Figura 1.1: A curva cheia denota a complexidade computacional do célculo da DFT pela definicdo.
A curva em pontilhado mostra esta mesma complexidade quando se utiliza a FFT (Gauss-Cooley-
Tukey).

1.2 Complexidade Multiplicativa e Aditiva

Apesar dos algoritmos rapidos reduzirem a quantidade de operacfes aritméticas do calculo das
transformadas discretas, o nimero de operacées de multiplicacio recebe atencéo especial. E interes-
sante observar que as operacdes de multiplicagéo e divisdo consomem muito mais tempo de maquina
do que as operacdes de adicdo ou subtracdo. A Tabela 1.1 mostra 0 nimero de pitstisree
querido por algumas operacdes matematicas do processador Intel Péniti@j Apenas a titulo
de comparagdo sdo exibidos também os custos computacionais das fun¢des trigonométricas seno e

cosseno.

Tabela 1.1: Quantidade de pulsos de reldgio para algumas instrucfes aritméticas implementadas no
processador PentiuM.

Instrucéo Pulsos
add 1-3
sub 1-3
fadd 1-7
fsub 1-7

mul (unsigned) 10-11
mul (signed) 10-11
div (unsigned) 17-41
div (signed) 22-46
fdiv 39

sin, cos 17-137




Esta diferenca de desempenho entre as opera¢fes de adigdo e multiplicagéo é objeto de estudo ha
muito tempo [18]. E tal fato estimula muita pesquisa visando o desenvolvimento de algoritmos que
minimizam a quantidade de multiplicacoes [4, 6, 8, 18, 20, 21].

Devido a variedade de algoritmos existentes, é de interesse levantar critérios para classifica-los e
compara-los entre si. Existe uma dificuldade em escolher estes critérios, pois nem sempre é simples
determinar o desempenho de um algoritmo sob um determinado parametro.

O numero de multiplica¢cdes de um algoritmo é, sem duvida, uma das variaveis do funcional de-
sempenho. Apesar de haver outras variaveis, um algoritmo 6timo é normalmente escolhido como
sendo aquele que apresenta o0 menor nimero de multiplicacdes. Segundo Heideman [8], essa abor-
dagem € aceita, pois (i) as multiplicacbes sédo operacdes relativamente lentas e (ii) a quantidade de
multiplicacdes exigida para um algoritmo pode ser prevista (h4 uma teoria). Além disto, atualmente
nao existe uma teoria (e talvez nunca venha a existir!) que leve em conta todos os fatores que contri-
buem para a complexidade computacional de um algoritmo.

A teoria da complexidade multiplicativa € bem desenvolvida e se aplica bem a sistemas cujas
saidas sao descritas em termos de suas entradas usando-se apenas adicao, subtracao, multiplicacédo e
divisdo definidas em um corpo de interesse [8].

A complexidade multiplicativa de um algoritmo & expressa pelo nimero de multiplicagdes por
ele exigido. E (til, neste caso, esclarecer o que representa uma multiplicacdo. Uma multiplicacio
pode ser trivial ou ndo trivial. Para dois valo@es b, a operacd@- b sé sera contada como uma
multiplicagdo néo-trivial se ambas as quantidaalesb puderem assumir valores reais arbitrarios.
Assim, 3-b ndo representa uma multiplicagdo. Multiplicagdes em que um dos fatores € um nimero
racional séo consideradas triviais [4], pois multiplicagdes por inteiros podem ser interpretadas como
adicoes repetidas (por exemp®,b = b+ b+ b) e divisdes por inteiros podem ser evitadas através
de re-escalonamentos.

A complexidade aditiva é simplesmente definida como o nimero de adicbes necessarias para
o calculo de um algoritmo. Minimos tedricos para a complexidade aditiva sdo desconhecidos, em
verdade, ndo ha uma teoria para complexidade aditiva minimal

Em sua tese de doutorado [8], Heideman tenta abranger a maior parte da teoria da complexidade
multiplicativa e chega a resultados notaveis. Entre eles, a cota inferior para a complexidade multipli-
cativa para transformadas discretas de Fourier, que é aqui enunciaddpRd¢N) serd denotada a

complexidade multiplicativa minima de uma transformada discreta de Fourier de compriinento



Teorema 1.1 (Heideman)ParaN = ), p?, ondep;, i = 1,2,...,m, s&0 primos tais qu@; # p;

parai # j,ee,i =1,2,...,msao inteiros positivos, tem-se que

Mprt(N) =

N e e em g mo
355 o(me(fit) )
(1.8)
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%i ) q)zim) (p(mmC(dlj;dZa""dm))

ol Ol el AT
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1+ >
(p(pif)
o)
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A demonstracédo deste teorema foge completamente do escopo desse trabalho. Vide a referéncia [8,
p.98] para obter a prova. O uso desse teorema para diversos valdiegedea Tabela 1.2.

A existéncia de uma transformacéo inversivel que apresente apenas adicdes e multiplicacbes por
racionais entre as componentes da transformada discreta de Hartley e da transformada discreta de
Fourier faz com que os dois sistemas sejam considerados equivalentes do ponto de vista da comple-

xidade multiplicativa [8]. Dessa forma, pode-se resumir este resultado no seguinte lema.

Lema 1.1 (Equivaléncia) Para qualquer comprimento de blodg tem-se que a complexidade mul-

tiplicativa da DHT é idéntica a complexidade multiplicativa da DFT. Ou seja:

MphT(N) = MprT(N).

Dessa maneira, todo algoritmo para o célculo da transformada discreta de Hartley também o é
para o calculo da transformada discreta de Fourier e vice-versa.

Em resumo, dois fatores levam a um grande interesse pela complexidade aritmética multiplicativa:

e 0 elevado custo computacional das multiplicacdes, se comparadas com adi¢cles; e

e a existéncia de uma teoria estabelecida [8].

Tabela 1.2: Complexidade multiplicativa minima para alguns comprimentos de bloco.

N 2 3 4 5 6 8 12 16 24 32 48 64 128 256
Mper(N) O 1 0O 4 2 2 4 10 12 32 38 84 198 438
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1.3 Calculo Aproximado

Todos os algoritmos rapidos, até agora citados, implementam a transformada discreta de Fourier
de maneira exata. E interessante notar que mesmo os algoritmos “exatos” produzem algum tipo de
erro, durante seu célculo. Por exemplo, os erros oriundos da aritmética de ponto flutuante séo, a
principio, inevitaveis. Outro ponto relevante é que alguns algoritmos, como é o caso do algoritmo de
Gauss-Cooley-Tukey, sdo muito sensiveis a precisao dos termos de ajuste. Um exemplo de algoritmo
exato que pode exibir erros consideraveis € o Rader-Brenner. Este método apresenta, devido a sua
propria construgdo, uma consideravel instabilidade numérica [4]. Escalonamentos, muitas vezes pre-
sentes em algoritmos, também sé&o outra fonte de erros. Um escalonamento indevido pode acarretar
em perda de precisdo na representacdo em ponto flutuante.

Este cenario, de certo modo, forneceu mais uma justificativa para o desenvolvimento de algorit-
mos que em vez de realizar o calculo exato, realizam a operacdo de modo aproximado, oferecendo
uma complexidade aritmética menor. Assim, seria possivel ajustar 0 compromisso entre exatidao e
esforgo computacional. Tais algoritmos visam deixar a encargo do usuario a exatiddo necessaria, ava-
liando o espectro com precisdo tdo grande (ou tdo pequena) quanto se deseje. Alguns exemplos de
algoritmos aproximados s&o encontrados em [22-25].

Pode-se identificar diversas estratégias para conceber algoritmos de baixa complexidade multipli-

cativa. Entretanto, trés abordagens merecem nota:

e Considerar o uso célculo aproximado (aproximagdes), observando-se um balango entre exati-

dao e complexidade computacional;

e Explorar vantagens da representacdo numérica. Por exemplo, numa aritmética 2lese-
tiplicacGes por poténcias de dois séo realizadas através de deslocamentos no conteldo de re-
gistradores: uma operac¢do bem mais rapida do que uma multiplicagdo. Outro exemplo é a

codificacdo de inteiros algébricos proposto por Dimitrov [26];
e Utilizar métodos aritméticos (Teoria Aritmética) [27].

Como exemplo de algoritmo para o calculo aproximado da DHT, pode-se citar o algoritmo de

Bhatnagar [28], que utiliza nimeros de Ramanujan. Um intek@m nimero de Ramanujan se

em quea é um inteiro ndo-negativo. Tal procedimento reduz a dificuldade computacional da DHT

deO(N?) operagbes aritméticas pa@éN?) deslocamentoshifts adequado para aritmética em base
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binéaria) e adi¢bes; ©(N) re-escalonamentos. Por outro lado, a escolha de comprimento de bloco é
reduzida aos niumeros de Ramanujan, tais chineo{13,25,50,101}. Outro exemplo € o algoritmo
proposto por Dee-Jeoti [29] também para a DHT.

O estéagio final do processo de redugédo da complexidade multiplicativa seria a eventual eliminagéo
completa das operacgdes de multiplicagdo. Algumas transformadas, entretanto, ja apresentam, por
sua prépria natureza, complexidade multiplicativa nula (sem qualquer tipo de aproximac&o). E o
caso das transformadas de Hadamard-Walsh, que sempre atraem grande interesse pela sua baixissima
complexidade aritmética [30]. H4& uma motivagao constante ao desenvolvimentos de algoritmos livres
de multiplicacaorhultiplication freg.

Observa-se que na classe de algoritmos aproximados, os limites inferiores teéricos para o nimero
de multiplicagbes de uma transformada ndo se aplicam. Afinal, os limites estabelecidos em [8] (vide
Tabela 1.2) dizem respeito ao calcekatoda transformada. Deste modo, a principio, pode-se aceitar
a possibilidade de construcdo de algoritmos aproximados com complexidade multiplicativa nula.

No Capitulo 2, deste trabalho, sera proposta uma transformada original baseada nos conceitos de
célculo aproximado e complexidade multiplicativa nula. Esta transformada, a Transformada de Har-
tley Arredondada (RHT), visa a obten¢cdo de uma primeira aproximacao para o espectro de Hartley.
A RHT possui uma matriz de transformacéo cujos elementos sé&o exclusivamdn@el}. Assim,

de modo similar as transformadas de Hadamard-Walsh, ha apenas complexidade aritmética aditiva.

Para o calculo do espectro de Fourier, a Teoria das Transformadas Aritméticas desperta grande
interesse [27,31, 32], pois é capaz de fornecer alicerce tedrico para o desenvolvimento de algoritmos
gue requerem apenas adicoes, desconsiderando-se alguns fatores escalonamentos (multiplicacdes tri-
viais). Dessa forma foi proposta a Transformada Aritmética de Fourier (AFT) [32], essencialmente
baseada em teoremas acerca da fungéo de Mobius, que oferece apenas multiplica¢des triviais por
{-1,0,1}.

No Capitulo 3, sera mostrada uma pequena revisdo sobre o estado da arte da teoria da Transfor-
mada aritmética de Fourier. E entdo proposto um novo método aritmético, contemplando a trans-
formada discreta de Hartley (AHT). Este novo método — a transformada aritmética de Hartley —
permite a avaliacdo do espectro discreto de Hartley com complexidade multiplicativa ajustavel. O de-
senvolvimento da AHT permitiu lancar novas interpretagdes sobre os métodos aritméticos, inclusive
permitindo-se encontrar elementos que generalizam as transformadas aritméticas, como seu esquema
de interpolacao.

A Figura 1.2 localiza alguns algoritmos existentes para transformadas discretas. Entre eles, estdo

destacados a AHT e a RHT como contribuigdo dessa tese.
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Figura 1.2: Diagrama localizando alguns algoritmos. Os métodos marcadog gép(originais e
propostos nesta tese.



Capitulo 2

A Transformada de Hartley

Arredondadal

“Oh dear Lena, your beauty is so vast
It is hard sometimes to describe it fast.
I thought the entire world | would impress
If only your portrait | could compress.
Alas! First when | tried to use VQ
| found that your cheeks belong to only you.
Your silky hair contains a thousand lines
Hard to match with sums of discrete cosines.
And for your lips, sensual and tactual
Thirteen Crays found not the proper fractal.
And while these setbacks are all quite severe
I might have fixed them with hacks here or there
But when wavelets took sparkle from your eyes
| said, ‘Skip this stuff. I'll just digitize.” ”

Poem for LenaANONIMO

Este capitulo sera devotado a definicdo de novas transformadas aproximadas para estimar a trans-
formada discreta de Hartley. Nas Sec¢bes 2.1 e 2.2, define-se a Transformada de Hartley Arredondada
(RHT, Rounded Hartley TransformE também introduzido e discutido o conceitoinkersio apro-
ximada construto crucial para a formulacdo da RHT. A Secao 2.3 oferece uma abordagem para a
implementac&o de algoritmos rapidos para a RHT proposta. Trabalhos anteriores’[34a26itili-

zados amplamente, fornecendo as ferramentas matematicas para tal. Um caso particular é explorado

1Este capitulo representa uma ampliagéo do seguinte ad@®obralCintra,R. J., de Oliveira, H. M., Cintra, C. O.,
“The Rounded Hartley TransfofirlEEE International Telecommunications Sympositdatal, RN, 2002 [33].

2de SobralCintra,R. J., “A Transformada Rapida de Hartley: Novas Fatorag6es e um Algoritmo Aritnig¢bisserta-
¢do de mestrado, Programa de P6s-graduagdo em Eng. Elétrica, UFPE, jul. 2001.

3de Oliveira, H. M.,de SobralCintra,R. J. and Campello de Souza, R. MA Factorization Scheme for Some Discrete
Hartley Transform Matrices ICSECIT 2001 Proceedings — International Conference on System Engineering, Communi-
cations and Informations Technologies, Universidad de Magallanes, Punta Arenas, Chile, 2001.

13
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— um algoritmo rapido para a RHT de comprimento 16, bem como uma analise inicial sobre os
limitantes da complexidade computacional destes algoritmos rapidos.

Subsequentemente, na Secao 2.4, o caso bidimensional é examinado, com a introduc¢éo da trans-
formada de Hartley arredondada 2-D (RHT 2-D). O efeito da RHT 2-D é investigado em varias
imagens, sendo quantificado através da relacao sinal-ruido de pico (P&ASignal-Noite Ratjo
Este capitulo é finalizado com uma Conjectura que pode estabelecer uma conexao entre a RHT e as

transformadas de Hadamard-Walsh.

2.1 Transformada Arredondada de Hartley

A transformada discreta de Hartley (Equacéo f-8)mensional induz a definicdo de uma matriz

de transformagc&él,, cujos elementos s&o da forrhg = cas(Z™), i,k =0,...,n— 1. Essa ma-
triz sera chamada dmatriz de Hartley Sejav um vetorn-dimensional com elementos reai¥ea

transformada discreta de Hartleydeescreve-sg N V. Em termos matriciais, vem que
V =Hpv. (2.1)

A principio, uma matriz de Hartley possui elementos estritamente reais e apresenta uma grande
redundancia (repeticédo padronizada de seus elementos). O célculo da transformada discreta de Har-
tley pela Equagéo 2.1 apresenta um esforgo computacional multiplicativo da ord2Ndg6, 7).

Em um possivel cenario em que o vadxatodas componentes da transformada discreta de Har-
tley ndo tenha tanta relevancia — e, sim, sua estimativa — pode-se conceber simplificacdes neste
calculo. Este trabalho propde o uso da funcao de arredondamento como veiculo para esta simplifica-
cao.

A matriz de Hartley pode ser modificada, obtendo-se uma nova matriz: a matriz de Hartley arre-
dondada. Esta matriz é simplesmente definida através do arredondamento de cada elemento da matriz

de Hartley. Assim, os elementbg, da matriz de Hartley arredondada séo expressos por

2k ,
hig 2 cas<7:> C ik=01,...n-1, 2.2)
hi k
em que-] denota a funcéo de arredondamento. A Figura 2.1 mostra o efeito do arredondamento sobre

a funcdo de Hartley no intervale-m, 11j. A matriz de Hartley arredondada de ordemsera denotada

por Hy.
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S 2 -1 0 1 2 3
Figura 2.1: Fungbesagx) (linha cheia) gcagx)| (linha tracejada), parae [T, 1.

A funcéo de arredondamento simplesmente mapeia um nimero real em seu inteiro mais proximo.
Fica claro que hd uma ambiglidade quando se tenta arredondar niUmeros da fotifia onde

X € Z. Como regra adicional, admite-se que
[x-+1/2] 2 sign(x)(|x| + 1), 2.3)

em quesign(-) € a fungéo sinal. Observa-se, sem maiores dificuldades, que os elementos da matriz de
Hartley arredondadi x pertencem ao conjuntp-1,0,1}, uma vez quécagx)| < v2~ 1.4142.. ..
Conseqguentemente, a multiplicagcdo de um vetor pela matriz de Hartley arredondada requer apenas
operacdes de adicdo, independente do comprimento da transformada. Deste modo, a transformada
de Hartley arredondada € uma transformag¢éo com complexidade multiplicativa nula, algo bastante
atrativo. Em forma matricial, a transformada de Hartley arredondatium vetom-dimensionak

tem a seguinte expresséao:

V = Hpv. (2.4)

Nota-se qu&/ é, em verdade, uma estimacéao da transformada discreta de Hartley

Com a definicdo da nova matilk,, torna-se necessario enderegar uma investigacao para (i) ava-
liar o quao bom é a estimativa espectral fornecida\per(ii) identificar uma transformacéao inversa
para aH,.

Apenas para fornecer uma ilustracdo e motivador inicial, pode-se calcular os espectros da trans-
formada discreta de Hartley e da transformada de Hartley arredondada (RHT), a fim de realizar uma
comparagdo qualitativa. A Figura 2.2 mostra ambos 0s espectros para um sinal-ekémpto
coq907mx) (X — %)2 discretizado em 64 amostras no intervako [0, 1].

De modo a ganhar mais informacfes sobre o comportamento da matriz de Hartley arredondada,

gerou-se diagramas de intensidade para algumas matrizes particulares. iQna@éocada elemento
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Figura 2.2: O espectro de Hartley calculado pela D¥Tlinha cheia —) e pela RHWV (linha
pontilhada - -) de um sinal de 64 amostras da fung&¢x) = cog907mx)(x— 3)2,0 < x < 1.

(@n=2* (d) n=2%0

Figura 2.3: PadrBes obtidos pela matriz de Hartley aproximada para ordend$, 64,256 1024
Cada matriaH foi convertida em diagramas de intensidade representando cada elemento por um tom
em escala de cinza (branco represdntinza representde preto represental).

de IH, foi mapeado em tons de cinza em uma figuranfi@ixels. Alguns padrbes interessantes
foram obtidos, como se observa na Figura 2.3. Chama a atencéo a presenca de padrfes auto-similares

induzidos pelas simetrias da fungao de Harttey - ).

2.2 Inversao Aproximada

Para manter-se rigorosamente fiel a definicdo da transformada de Hartley definida por Hartley-
Bracewell [11,36,37], a matriz de Hartlel, e a matriz de Hartley arredondalla serdo escalonadas
por 1/,/n. Esta formulagdo faz com que a transformada direta e inversa sejam absolutamente iguais,
sem a necessidade de escalonamentos de ajuste que quebram a simetria. E valido observar que, como
se trata de um simples escalonamento, esta modificacdo ndo implica perda conceitual de qualquer
espécie. Muito pelo contrario, confere maior elegancia e harmonia aos resultados obtidos adiante.
Uma das mais interessantes propriedades da transformada discreta de Hartley é a involugéo. Isto

€, a transformada de Hartley é invertida através de outra aplicacao da transformada diréta.aSeja
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matriz de Hartley. Assim, por ser uma involucédo, tem-se que

Deste modo, implica-se que

Hol=H,. (2.6)

Apbs a operacao de arredondamento, esta propriedade, entretanto, ndo é transferida para a matriz
de Hartley arredondada. Como a RHT n&o se constitui em uma involucdo, tem-se, de modo geral,
que:

H. 1 Hy. (2.7)

Calculando explicitamente a matriz inversalidg verificou-se sua existéncia para qualquer or-
demn < 1024 Entretanto, a boa caracteristica computacional da midgriapenas elementesl, 0
ou 1) nao é verificada em sua matriz inversa. Sendo aﬁsn’ﬁ,é mais computacionalmente intensa,
sendo menos interessante.

Tal fato motivou uma investigagcao mais detalhadas sobre a inversédo matricial. Em particular para

uma matriz dada, foi-se guiado para a busca de matrizes com as seguinte propriedades:
e S&o aproximadamente (“quase”) iguais a matriz inversa da matriz dada;
e S&0 computacionalmente menos complexas do que a matriz inversa (exata).

Isto &, dada uma matri, visa-se obter uma nova matdz— a inversa aproximada, tal que:

A-AxI, (2.8)

em quel é a matriz identidade e o simbaipindica “aproximadamente igual a”. Este procedimento

sera denominado pamversdo aproximada

2.2.1 Uma Inversa Aproximada para a Matriz de Hartley Arredondada

Por inspecéo, verifica-se que a matkiz® (a menos de um escalonamento) € bastante similar a
propria matrizH,. Em verdadelH-! & quaseH,. ComolH, é definida a partir dél,, pode-se ser
levado a ampliar o conceito de involucéo e aceitar que, de algum ripdbguaseuma involucéo.
Estes sdo 0s pontos cruciais e qualitativos para o desenvolvimento a seguir. A Figura 2.4 ilustra as
idéias principais do novo conceito.

Antes disto, serdo introduzidos, nesta sec¢do, conceitos auxiliares acerca da inversdo aproximada.
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Figura 2.4: Este diagrama mostra a idéia principal da proposta. Objetiva-se matrizes que “quase”
invertem. As setas cheias representam percursos de baixa complexidade computacional, ao passo que
a seta tracejada indica maior complexidade computacional.

Defini¢do 2.1 (Periodo Matricial [38]) O periodo de uma matri& € o menor inteiro positivé tal

queAktl = A, [ |

Por exemplo, uma transformac&o idempotehisatisfaz a seguinte expressiidp= A, portanto
pode-se dizer qua tem perioddk = 1. De modo similar, uma transformacéo linear que tem periodo

k =2 é uma involucgéo.

Subsequentemente, sera avaliado o quéo boa é uma inversdo aproximada. Para isto, essencial-

mente, analisa-se a Equacéo 2.8 para obter:
A-A—-I=E, (2.9)

em quek é a matriz de erro ocorrido durante a inversdo aproximada. Deseja-se, portarEcsejae
tdo préximo quanto possivel de uma matriz nula. Para quantificar esta analise, é introduzida uma

medida que sera utilizada como figura de mérito para avaliar derko—|.

Definicdo 2.2 A normasn de uma matriZA é definida por

H(A) = HAn”, (2.10)

em quen é a ordem déA e || - || representa a norma de Frobenius de uma matriz:

0N 1/2
A = (Zz\amz) :
i=1j=1
em quea; j Sao os elementos de |

Esta norma aqui definida pode ser interpretada como uma medida da quantidade de energia por di-

mensao de uma matriz.
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Figura 2.5: Normai de (IH% —1 n) paran=2,3,...,1024

Utilizando a normas, pode-se realizar uma analise preliminar da matriz de Hartley arredon-
dadalH,. Avaliando a normazdo erro de aproximacaH? — |, para as dimensdes= 2, 3,...,1024
pode-se gerar o grafico exibido na Figura 2.5. Este gréfico indica que, dentro do intervalo analisado,
o0 erro gerado pela aproximagéo, segundo a medida aqui definida, é dominado por uma fungéo decres-
cente. Estes dados foram submetidos a uma analise para determinar uma fungdo de encaixe sujeita a

minimizacédo do erro médio quadratico. Utilizando o modelo de Freundlich,
p(H2—1,) ~a-n’, (2.11)

encontra-se os seguintes parame#res0.35167e b ~ —0.49324
Tais observacdes motivam uma inferéncia sobre o comportamento assintqﬁ(ﬁmﬁie In) ea

proposicéo da seguinte conjectura.

Conjectura 2.1
. — 2 o
lim 1 (Hy—1n) =0. (2.12)
|
Uma interpretag&o para esta conjectura é a seguinte: a “distancianaredl| , tende a ser menor

para transformadas de comprimentmaiores.

No escopo deste trabalho, é fornecido mais um novo conceito definido a seguir.

Definicdo 2.3 (Quase-involucao)luma involucdo aproximada € definida como uma transformacgéo
linear A tal que

A2~|. (2.13)
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Figura 2.6: Alguns padres matriciais Mg, paran = 56, 108 134e 256. A seguinte convengao para

a escala em tons de cinza foi utilizada: os elementos de maior valor absoluto sédo representados em
tons mais escuros (branco denota zero). A diagonal principal foi omitida para melhor visualizacéo
e contraste, pois seus elementos sdo em valor absoluto muito mais representativos que os elementos

restantes da matriz.
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De modo alternativo, a quase-involugdo pode ser vista como uma transformagéo de periodo aproxi-
madamente igual a dois.

Passa-se agora a intepretar as matrizes de Hartley arredondadas como exemplos de involucdes
aproximadas. Em verdade, a matHz pode ser tomada como sua propria inversa, em véi de
Ou seja, apesar de

Hn-H,1=1, (inversdo exata) (2.14)

tem-se que

Nn—oo

Hn-Ha=1n, e p(HZ—15) =>0. (2.15)
Conjectura 2.2 Todas as matrizes de Hartley arredondadas sdo quase-involucionarias.

Este resultado configura-se como Conjectura, pois se esta baseado em observacdo computacional do
céalculoH, - Hy limitado ao intervalon= 2,3, ...,1024 Ter-se-ia um teorema com a ampliagdo deste

resultado para todo valor dae

2.2.2 Observacoes

Nesta subsec¢do, sdo enunciadas duas observacdes de carater geral sobre as matrizes de Hartley

arredondadas e suas propriedades.

Erro

Como uma inversa aproximada ndo € precisamente a inversa de uma matriz dada, qualquer pro-
cedimento que use o resultado de uma inversa aproximada contém inerentemente erros pela prépria
natureza do método.

Tem-se que a transformada de Hartley arredondada é dada por
V = Hpv. (2.16)
Pode-se, entretanto, considerar a seguinte formulacéo,
v=MH.V = Hv, (2.17)
para realizar a inversao da transformada de Hartley arredondada; em vez da inversa exata:

v=H;V. (2.18)
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Claramente este procedimento introduz um erro pelo uso da inversdo aproximada. O erro deste pro-
cedimento é expresso por

v—v=(HZ=1,)v. (2.19)

Como se observa, 0 ernvo- v depende dmﬁ —I'n, bem como do sinal originai.

Fractal

Como a normrﬂ(lHﬁ — In) fornece um expoente fracionario (Equagao 2.11), os constHges
I, podem ser associados a estruturas do tipo fractal. Os padrfes exibidos na Figura 2.6 mostram um

comportamento auto-similar.

2.3 Algoritmo Rapido para a Transformada Arredondada de Hartley

Os resultados desta secdo foram alcancados utilizando-se algoritmos e a metodologia descrita
em [34, 35]. Tais métodos sao aplicados para o desenvolvimento de um algoritmo rapido para a
transformada de Hartley arredondada de comprimento 16.

A matriz em questadH; s, tem a seguinte expressao:

R

I S R o B B NN
PR
N
RPlrRrlIP| R

11111111 ﬂj

PRRRRE
PR
| =

[ S = |
(=l

Hig = : (2.20)
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I

H
g

em que “-"representa-1 e 0s espacos em branco sao zeros. O célculo da RHT utilizando esta matriz
oferece uma complexidade aritmética de 210 adi¢des. Este valor é 12,5% menor do que 0 humero
méaximo de adi¢cdes possiveis na operacdo multiplicagdo entre uma matriz de ordem 16 e um vetor de
comprimento 1616 x (16— 1) = 240

Aplicando a metodologia citada, pode-se mostrar que

Hig=P-As-Az-As-Aq, (2.21)
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em que
rl 1 7 -1 1 -
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 -
1 1 1 _
11 11 1 _
1 _
Ai1= |1 - , A= 1 1 )
1 - 1 1
1 - 1
1 - 1 1
1 — 1 _
1 - 1 _
1 - 1 1
L 1 —d L —d
rl 1 7 rli (2'22)
1 1 1-—
1 - 11
1 - 1—
1 1 11
1 1-
1 . %l
Az = 1 1 ) Ag= 11
1 1 1-
1 - 11
1 1 1-
1 1 1 1
1 - 11
1 — -1
L 1 — L 1 —

e P é uma matriz de permutacao que realiza a seguinte permutacao ciclica com respeito as colunas:
(1)(2,9)(3,5)(4,13)(6,11)(7)(8,14,12,16,15)(10), (2.23)

em que a notacao ciclica de Cauchy é empregada [39]. Este algoritmo rapido faz reduzir a com-
plexidade aditiva do computo para 60 adigbes. Este valor é aproximadaniegie = 64, para
n=16.

Convertendo esta representacdo matricial em um diagrama de fluxo, obtem-se a implementagéo
exibida na Figura 2.7. Este algoritmo tem a propriedade de conter em si algoritmos de comprimentos
menores. Em particular no algoritmo para a RHT de comprimento 16, os algoritmos para os seguintes
comprimentos estdo incorporados: 2, 4 e 8. Em se ajustando entradas especificas para zero, obtem-se
uma transformada de comprimento menor. Por exemplo, faagndo- - = vi5 = 0, resulta num al-
goritmo para a RHT de comprimento 8. Esta caracteristica é atrativa, pois confere maior flexibilidade
ao algoritmo [7, 34, 35].

Para comprimentos que sdo poténcia de dois, conjectura-se que a complexidade computacional
aditiva seja

A(n) =O(nlog,n), n=2¢k=1,234,... (2.24)

Para qualquer comprimento de bloco, a complexidade computacional multiplicativa é nula:

M(n) =0, vneN, (2.25)
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Figura 2.7: Diagrama de fluxo de um algoritmo rapido para a transformada de Hartley arredondada.
As caixas tracejadas denotam transformadas de comprimento menor embutidas no algoritmo.

que é a principal caracteristica da transformada de Hartley arredondada.

2.4 Transformada de Hartley Arredondada Bidimensional

A transformada discreta de Hartley bidimensional para uma im&gdmdimensaa x n é defi-

n—in-1 Ui+ Vj
buy = ai -cas( ) , (2.26)
v i; ,; i -

em quea; ; S80 0s elementos dee by, séo os elementos da transformada discreta de Hartley bidi-

mensional de&\ [40].

nida por

Ao contrario da transformada de Fourier, o niates-) da transformada de Hartley ndo é se-
paravel. Isto é, ndo € possivel expressar a transformada de Hartley bidimensional em termos da
transformada das linhas da imagem e, subseqientemente, das colunas [30]. Deste modo, para definir
a transformada de Hartley arredondada bidimensional, sera utilizado um método analogo ao utilizado
para a DHT bidimensional [40].

SejaA uma matrizn x n que represente uma imagem. O procedimento proposto consiste do

célculo de uma matriz temporafla que é expressa por

T =Hn-A-Hy, (2.27)

em quelH, € a matriz de Hartley arredondada de ordenmEsta operacéo é equivalente a tomar a

transformada de Hartley unidimensional das linhaé @g entdo, das colunas [30].
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Representando os elementos da matriz tempolapar t; j, i, j = 0,...,n— 1, novas matrizes
serdo consideradas a partirie
TO TO TN, (2.28)

cujos elementos sao da forma_; modn)s th—i (modn),j» tn—i (modn),n—j (modn), F€SPECtivamente.
AmatrizT®© representa uma permutacao das colunas da nfathizseguinte modo: séo trocadas

as posicdes da segunda e ultima coluna , da terceira e penultima, quarta e antepenultima, e assim

sucessivamente. A primeira coluna é, entretanto, mantida. Situacdo analoga ocorre com as linhas da

matrizT para se gerar a matZ"). Quando ambos os procedimentos sao realizados, tem-se a matriz

T, Utilizando estas novas estruturas, propbe-se a seguinte definicdo.

Definicdo 2.4 A transformada de Hartley arredondada bidimensioBale uma matriz quadrada
de ordenm é dada por
BAT+TO 4T TN, (2.29)

Esta defini¢céo € oriunda das propriedades da funade) de Hartley. Em particular, pa@b € R,

tem-se que
caga+b) = caga)cagb) + caga)cag—b) + cag—a) cagb) — cag—a) cag—b), (2.30)

induzindo as matrizes temporarias e seus formatos. A transformada de Hartley arredondada bidimen-
sional inversa sera definida do mesmo modo que a transformada direta.

Objetivando quantificar a degradacdo produzida pelo uso da inversdo aproximada, no caso bi-
dimensional, imagens padronizadas fornecidas g&nmal and Image Processing Institute Image
Database(USC-SIPI Image Databay§1] daUniversity of Southern Californiforam submetidas
a transformada de Hartley arredondada bidimensional direta e inversa. Apos a realizagao da transfor-
macao inversa, tém-se acumulados em cascata dois erros: (i) o erro gerado pela transformacéao direta
(aproximacéo da transformada de Hartley) e (ii) o erro gerado pela transformacao inversa.

Uma ferramenta usualmente utilizada para medir a restauragdo/degracdo de uma imagem é a
Relacao Sinal-Ruido de Pico (PSNReak Signal-to-Noise Ra)ioA PSNR fornece um indice para
avaliar a qualidade entre duas imagens e é expresso em decibels. Aqui a analise é restrita ao sinal de
luminancia, um estudo da crominancia ndo ofereceria dificuldade adicional. Esta figura de mérito é

definida pela seguinte expresséao:

PSNRzZOmgo< (2.31)

Rise)
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em quem é o maximo valor de intensidade que um pixel pode assumir. Usualmente, sdo consideradas
imagens em quen= 255 A quantidade RMSE € o erro médio quadratico entre duas imadexnN

de dimensam x n. Sua expressao é dada por:

1en-1
o Y —o(mj—nij)?

RMSE= -
n

(2.32)

Observa-se que a PSNR é um meio de medir a diferenca entre duas imagens.
As Figuras 2.8, 2.9 e 2.10 mostram imagens originais e suas respectivas imagens apos a trans-
formacao direta e inversa da RHT 2-D. O Programa 2.1 lista uma simples implementacdo para a

RHT 2-D utilizando linguagenvATLAB ™.

Programa 2.1 Um programa enMATLAB ™ para o célculo da RHT bidimensional, sua inversa
aproximada e a PSNR entre a imagem original e restaurada.

function Z = rcas(N)

0:(N-1);

j 0:(N-1);

[I,J] = meshgrid(i,j);

Z=round (cas (2 * pi /N *x1I .%xJ));

i

I

function [B, AA, PSNR] = twodrht(file)

A = imread(file ,’bmp’);
A = double(A);
M, N] = size(A);

if M "= N,
return;

end;

colormap(gray (256)) ;

K = rcas(N);

TEMP = K *x A * K;

TEMPFLIPCOL = [TEMP(:,1), fliplr(TEMP(:,2:N))];

TEMPFLIPROW = [TEMP(1,:); flipud(TEMP(2:N,:))];

TEMPFLIPRC = [TEMPFLIPCOL(1,:); flipud(TEMPFLIPCOL(2:N,:))];
B = (1/2) * (TEMP + TEMPFLIPCOL + TEMPFLIPROW - TEMPFLIPRC);
temp = (1/N) * (1/N) * K * B * K;

tempFLIPCOL [temp(:,1), fliplr(temp(:,2:N))];

tempFLIPROW = [temp(1,:); flipud(temp(2:N,:))];

tempFLIPRC = [tempFLIPCOL(1,:);flipud(tempFLIPCOL(2:N,:))];
AA (1/2) * (temp + tempFLIPCOL + tempFLIPROW - tempFLIPRC);
MSE = (1/N~2) * sum(sum((AA-A)."2));

RMSE = sqrt(MSE);

PSNR = 20 * logl0(255/RMSE);

A Tabela 2.1 fornece valores da PSNR de imagens padronizadas apoés a transformacao direta e
inversa. O valor final da PSNR é dependente da imagem: o ruido de quantizacdo da operacao de

arredondamento é influenciado pela morfologia da imagem.
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(a) Moon surface

(c) Clock

Figura 2.8: A esquerda, a imagem original; e a direita a imagem apos a aplicacéo da transformada de
Hartley arredondada direta e inversa.
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(b) APC

(c) Tank

Figura 2.9: A esquerda, a imagem original; e a direita a imagem apoés a aplicacéo da transformada de
Hartley arredondada direta e inversa.
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: ah 2 35 a0 gl

(b) Padrao de teste de 256 niveis (Lena)

Figura 2.10: A esquerda, a imagem original; e a direita a imagem ap0s a aplicacéo da transformada
de Hartley arredondada direta e inversa.

Tabela 2.1: Valores de PSNR para algumas imagens padronizadas apds uma transformacéao direta
e inversa da RHT 2-D. Todas as imagens foram obtidag86-SIPI Image Databagdl]. Em
parénteses, o cédigo identificador da imagem no referido banco de dados.

Imagem Dimenséo (pixels) PSNR (dB)
Moon surfaceq.1.09) 256 x 256 26.5522
Airplane 6.1.11) 256 x 256 25.7277
Clock (5.1.12) 256 x 256 20.8538
Aerial (5.2.09) 512 x 512 22.2006
APC (7.1.08) 512 x 512 27.3035
Tank (7.1.09) 512 x 512 24.4590
Elaine glaine.512) 512 x 512 21.0151

Lena fumbers.512) 512 x 512 18.8121
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2.5 Conexao com as Transformadas de Fourier e de Hadamard-Walsh

Como observacdes finais sobre a transformada de Hartley arredondada, sdo apresentadas algumas

relacBes entre esta nova transformada proposta e outras transformadas.

2.5.1 Transformada Discreta de Fourier

Como a transformada discreta de Hartley é completamente isomérfica a transformada discreta
de Fourier (Equacbes 1.5 e 1.6), h4, portanto, uma relacdo entre as duas. Deste modo, utilizando a
mesma relaco, a transformada de Hartley arredondada pode ser utilizada para fornecer uma estima-
tiva espectral da transformada discreta de Fourier. Novamente, a complexidade multiplicativa de tal
estimativa para a DFT seria nula, pois a conversao do espectro discreto de Hartley para o espectro

discreto de Fourier consiste apenas de adi¢cdes e de um escalonamento.

2.5.2 Transformada de Hadamard-Walsh

Em [42], foi estabelecida uma relag&o entre a transformada discreta de Hartley usual e a transfor-
mada de Hadamard. Esta conexao foi entdo utilizada para o desenvolvimento de algoritmos rapidos
para a DHT usual [35, 42—445.

No escopo deste presente trabalho, a seguinte Conjectura é proposta.

Conjectura 2.3 Sejan uma poténcia positiva de dois. A matkig é igual a matriz de transformacéo
de Hadamard-Walsh de mesma ordem, a exce¢éo dos elementos nulos e de permuta¢es de colunas

(ou linhas). |

Um exemplo vivido de uma permutacéo de colunas (ignorando os elementos nulos), é fornecida
pela comparagédo entre a matriz de Hartley arredonligdaa matriz de Hadamatdads, ambas de

ordemn=8:

4de Oliveira, H. M.,de SobralCintra, R. J., Campello de Souza, R. MThe Multilayer Hadamard Decomposition of
the Discrete Hartley TransforinXVIII Simpésio Brasileiro de Telecomunicac¢des, Gramado, Brasil, 2000.

5de SobralCintra, R. J., de Oliveira, H. M., Campello de Souza, R. Nni Algoritmo Bifuncional para a Avaliacao
dos Espectros de Hadamard e Hartle}(IX Simpdsio Brasileiro de Telecomunicag@es, Fortaleza, Brasil, 2001.
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Tabela 2.2: Permutacao de Colunas em Binario
Posicao Inicial Posicdo Final Reversdo dos bit

000 000 Sim
001 100 Sim
010 010 Sim
011 110 Sim
100 001 Sim
101 101 Sim
110 111 N&o
111 011 N&o
11 1 1 1 1 1 4
1110 - — — 0
11 - - 1 1 — —
10 -1 -0 1 —
Hg = , (2.33)
1 -1 - 1 — 1 —
1 - 10 -1 — 0
1 - — 1 1 — — 1
10 - - — 01 1
111 1 1 1 1 1
11 1 1 - — — —
11 - — — — 11
11 - — 1 1 — —
Hadg = (2.34)
1 - — 1 1 — — 1
1 - — 1 — 1 1 —
1 - 1 — 1 — 1 —
1 - 1 - — 1 — 1

A matriz Hadg € convertida (sob as condi¢Bes da Conjectura 2.3Hgmtravés da seguinte permu-
tacdo de colunas:

(1)(2,5)(3)(4,7,8)(6). (2.35)

Iniciando a contagem das colunas do zero e convertendo seu nimero para binario, esta permutacao fica
descrita como na Tabela 2.2. Uma caracteristica interessante € a presenca quase total da propriedade

de reversao dos bits do nimero em binario representativo da coluna.
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2.6 Conclusoes

Uma nova transformada livre de multiplicacdes foi obtida a partir da transformada discreta de
Hartley usual. Esta nova transformada — a transformada de Hartley arredondada — constitui uma
proposta de estimador espectral computacionalmente eficiente para o espectro discreto de Hartley.

Apesar da RHT ndo manter a propriedade involucional da DHT, foi observada a presenca de pro-
priedades particulares decorrentes do conceito de periodicidade de matrizes. Durante a definicdo e
estudo desta nova transformada, novos conceitos, como o de inversdo aproximada, foram introduzi-
dos. Tais estruturas sdo inovadoras, sem referéncia na literatura consultada.

A involucdo aproximada foi introduzida a partir do conceito de inversédo aproximada. Em vez de
se usar a inversdo exata (matriz inversa), a RHT utiliza a propria matriz de transformacéo direta para
realizar sua inversdo. Deste modo, o par transformacéo direta e inversa utiliza a mesma matriz, com
complexidade multiplicativa nula. A RHT foi imediatamente estendida para o caso bidimensional
com a introducéo da RHT 2-D.

O preco a pagar por algoritmos tdo simples, em termos computacionais, € a exatiddo. A RHT
€ um estimador e introduz erros, tanto no célculo da transformada direta, quando na transformada
inversa. No caso bidimensional, foi realizada uma andlise quantitativa sobre a degradacéo gerada
pela transformada em imagens padronizadas.

Apesar do erro existente, observa-se que a transformada de Hartley arredondada pode facilmente
encontrar aplicacGes em que tais erros sejam toleraveis. Possivelmente, as areas destas aplicacdes

incluam:
e Deteccao;
e Estimacéo;
e Decisdo.

A RHT é também uma boa candidata em aplicacbes que exigem o célculo massivo de estima-
¢Oes espectrais, possivelmente, em tempo-real, haja vista 0s baixissimos requisitos computacionais.
O método em questao abre um topico de pesquisa novo, em particular, o projeto de algoritmos de

refinamento, possivelmente iterativos, para a obtencéo de melhores estimadores.



Capitulo 3

A Transformada Aritmética de Hartley 1

“The whole of arithmetic now appeared within the grasp of me-
chanism”.
CHARLES BABBAGE (1791-1871)

3.1 Perspectiva Historica: Visao Geral sobre a Teoria

Quando em 1903 o matematico alem&o Ernest Heinrich Bputsicou o artigaGrundlinien des
wissenschatftlichnen Rechndd$] — trabalho que se tornaria pedra fundamental, teve-se o inicio
formal da pesquisa acerca das Transformadas Aritméticas (AT) — procedimento que utiliza a fungéo
de Mdbius e apenas adi¢Bes para o calculo de determinadas séries (por exemplo, a série de Fourier) e
transformadas. A despeito da publicacdo de Bruns, a técnica da transformada aritmética, a qual sera
comentada em maiores detalhes a seguir, passou despercebida da comunidade cientifica, exceto por
poucos matematicos, por muito tempo. Apenas 42 anos apés, em Baltimore, E.U.A., o hangaro Aurel
Freidrich Wintne?, publicou, as suas custas, uma monografia intitufsaarithmetical Approach
to Ordinary Fourier Series Este trabalho apresentava um método aritmético usando as funcdes de
Mobius para se calcular a série de Fourier de fungdes periédicas de simetria par.

Desde entéo, a teoria da transformada aritmética entrou novamente em um estado de hibernacao

gue persistiu por mais 43 anos. Entretanto, em 1988, quando o Dr. Donald W. Tufts e o Dr. Angaraih

1Este capitulo representa uma compilacéo dos artigode 8pbralCintra,R. J., de Oliveira, H. M., A Short Survey on
Arithmetic Transforms and The Arithmetic Hartley Transfoaneito para publicacdo na Revista da Sociedade Brasileira
de Telecomunicacdes e (e SobralCintra,R. J., de Oliveira, H. M., How to Interpolate in Arithmetic Transform Algo-
rithms’, Proceedings of the International Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing — ICASSP’02, Orlando,
Florida, E.U.A., 2002 [45].

2Bruns (1848-1919) obteve seu doutoramento em 1871 sob a supervisdo de Weierstrass and Kummer.

3Um fato curioso: Wintner nasceu em 8 de abril de 1903 em Budapeste. No mesmo ano que Bruns publicou o
Grundlinien Wintner morreu em 15 de janeiro de 1958 em Baltimore.

33
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G. Sadasiv, independentemente, re-inventaram o procedimento aritmético de Wintner, a teoria foi
novamente despertada. Desta vez, num ambiente tecnolégico inteiramente novo.

Durante os avancos tedricos objetivando a implementacédo da transformada aritmética, dois outros
pesquisadores tiveram papeis importante: Dr. Oved Shisha, Departamento de Matematiceida
sity of Rhodes Islande Dr. Charles Rader dioincoln Laboratories Ambos tinham conhecimento
prévio sobre a monografia de Wintner e colaboraram com Tufts em varias discussfes. Efh&988,
Arithmetic Fourier Transfornpor Tufts e Sadasiv estava sendo publicadt&gE Acoustic, Speech,
and Signal Processing Magazif&2].

Uma contribuicdo significativa veio no comeco da década de 1990 quando o Prof. Emérito Dr. Ir-
ving S. Reed entra em cena. Embora o Dr. Reed seja melhor conhecido pelos seus trabalho em Codifi-
cacao — tendo participacéo decisiva na introducéo dos cédigos Reed-Muller (1954) e Reed-Solomon
(1964) — sua contribuicdo para a teoria das transformadas aritméticas foi crucial. Em 1990 Reed,
Tufts e colaboradores realizam duas contribui¢des fundamentais [27, 31]. No primeiro deste dois tra-
balhos foi apresentada um versédo melhorada da abordagem utilizada por Tufts-Sadasiv, ampliando
assim a classe de fun¢des com que a transformada aritmética é capaz de lidar. Neste trabalho [27], 0
algoritmo da transformada aritmética de Fourier (AF&)modificado para que a série de Fourier de
sinais com simetria impar também pudesse ser avaliada.

A segunda contribuicdo vital, realizada pelo Dr. Reed e colaboradores, veio em 1992 com a pu-
blicacdo deA VLSI Architecture for Simplified Arithmetic Fourier Transform Algoritma|EEE
Transactions on ASSB1]. Em realidade vale a pena mencionar que este artigo foi apresentado
originalmente ndnternational Conference on Application Specific Array Processeadizada em
Princeton, E.U.A. em 1990. Como seria de se esperar, a publicacdo de 1992 atingiu um publico vas-
tamente maior, uma vez que foi publicada em revista. Este trabalho representou uma grande melhoria
em relagé@o a proposicéo anterior de algoritmo para a AFT [27]. A versdo de 1992 n&o apenas po-
dia lidar com sinais de qualquer simetria, como foi concebida para ter um melhor desempenho do
ponto de vista da eficiéncia computacional. De fato, Reed. demonstram que este “novo” algo-
ritmo possuia uma formulagdo que o tornava idéntico ao método originalmente proposto por Bruns
em 1903 (1).

Quando a AFT foi introduzida, houve muitos questionamentos acerca de sua praticidade e reali-
zabilidade [47]. As maiores criticas se dirigiam a excessivamente alta taxa de amostragem requerida
pelo algoritmo, ao discretizar um sinal continuo. Estudos posteriores, conduzidos por Tufts [48],

mostraram que tal dificuldade poderia ser superada.

4Apesar do nome “transformada”, as transformadas aritméticas s&o simplesmente algoritmos rapidos para suas respec-
tivas transformadas, e ndo, novas transformadas. Assim, a AFT é um algoritmo para a DFT.
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A conversado da AFT unidimensional para o caso bidimensional tornou-se uma questéo de tempo.
Muitas variantes foram propostas, seguindo as linhas gerais do caso unidimensional [49-54]. Desen-
volvimentos adicionais foram conduzidos visando a implementacéo da AFT com abordagens diferen-
ciadas da “canénica” (Reed) [27, 31]. Uma implementacéo alternativa, que chama a atencéo, propde
uma ‘Mobius-function-free AFT[55], que, como o nome sugere, elimina a necessidade da funcao de
Mobius do algoritmo. Procedimentos iterativos [56] e adaptativos [57] também foram considerados.
Entretanto, a apresentacdo mais popular da AFT é a encontrada em [27,58] por Reed.

Embora o objetivo principal e motivagéo original do método de transformacao aritmética seja
o célculo da transformada de Fourier, generalizacbes adicionais foram realizadas e o procedimento
aritmético foi empregado para calcular outras transformadas. Um exemplo disto € a Transformada de
Mobius Generalizada [59, 60] proposta e investigada pelo Dr. Luc Knoékakttemais, as quatro
versdes da transformada cosseno foram transladadas para o formalismo do algoritmo aritmético [61].

Nesta tese, € proposto um novo avan¢co com a definicdo da Transformada Aritmética de Har-
tley (AHT) [45]. Este trabalho constitui um esforgo na direcéo de aplicar o procedimento aritmético
em outras transformadas trigonométricas, além da transformada de Fourier. A AHT calcula a trans-
formada discreta de Hartleya transformada real, simétrica, similar a DFT, definida em 1983 por
Bracewell emThe Discrete Hartley Transfornum artigo publicado peldournal of Optical Society
of America

Em 1988, quando a AFT foi re-inventada, o0 ambiente tecnoldgico e o estado da arte eram dra-
maticamente distintos daqueles que Bruns e Wintner encontraram. Facilidades computacionais e
eletrdnicas para processamento de sinais tornaram possivel levar as transformadas aritméticas da ca-
tegoria de construtos tedricos para implementacdo. Desde sua introducdo em Engenharia, a AFT foi
identificada como uma técnica a ser considerada por meio de processamento paralelo e VLSI. Varias
implementag@es foram propostas em [31,52,58,62—-72]. As aplica¢des iniciais da AFT se deram nas
areas de reconhecimento de padrbes [73]; medi¢do e instrumentacao [74, 75]; processamento digi-

tal de sinais, como ferramenta auxiliar para o calculo da transformpia 77], processamento de

5Departamento de Tecnologia da Informagéo da Universidade de Ghent, Bélgica.

6Ralph Vinton Lyon Hartley (1888-1970) introduziu sua transformada integral de nicleo real em um artigo publicado
1942 noProceedings of |.R.EA transformada de Hartley relaciona um par de siti@i$ < F(v) pelas seguintes expres-
sbes

1
= Jam

() :\/%T/:: F (v)(cog(vt) + ser(vt))dv.

F(v) /:: f(t)(cog(vt) + ser{vt))ct,

"Ronald Newbold Bracewell (1921— ) nasceu em Sidney, Australia. Engenheiro Eletricista, o professor emérito Bra-
cewell é o maior responsavel pela divulgagdo da transformada de Hartley. Tem contribuigdes importantes em Microondas,
Optica e no desenvolvimento tecnoldgico dos radares. Proferiu varias palestras sobre a busca de inteligéncia extraterrestre.
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(a) Bruns

(c) Reed

Figura 3.1: Alguns pesquisadores importantes na histéria dos algoritmos da transformada aritmética.

imagens [78]. Recentemente, a AFT foi considerada como ferramenta para a decodificacao de sinais
DTMF [79].

No Apéndice C, ha uma bibliografia comentada dos trabalhos mais importantes sobre as transfor-
madas aritméticas.

Este capitulo é dividido em duas partes. Na Sec¢éo 3.2, € feito um resumo da teoria da trans-
formada aritmética de Fourier. Nessa parte, é apresentada uma revisdo da literatura e descricdo dos
algoritmos existentes mais importantes. Na segunda parte, Se¢éo 3.3, é introduzida a transformada
aritmética de Hartley, como contribuic&o original. As propriedades da AHT séo exploradas e suas
implicagBes sdo examinadas em detalhes. Mostra-se, neste trabalho, a importancia e o papel da inter-

polacdo como elemento chave para o funcionamento das transformadas aritméticas.

3.2 A Transformada Aritmética de Fourier

Nesta secdo, serdo apresentados os trés maiores avan¢os na técnica da transformada aritmética de
Fourier. S8o brevemente descritos os métodos para a AFT segundo os algoritmos de Tufts, Sadasiv,
Reedet alli. O foco da discussédo sera posto nos aspectos tedricos da AFT.

Antes de descrever os algoritmos propriamente ditos, convém um breve preliminar matematico,
fornecendo algumas ferramentas que serdo em seguida freqlientemente chamadas. Em termos nota-
cionais, neste trabalhq |k, indica quek; divide kp; |- | é a funcdo que retorna a parte inteira de um

numero €] é a fungdo inteiro mais proximo (arredondamento).



Lema 3.1 Sejank, k' e minteiros.

k-1 K k sek|K,
z cos<2nmk) =
m=0 0 caso contréario,

k—1 k/
z sen<2nmk> =0.

m=0

AN
DemonstracdoTomando a expressag, (ez’”k?) , sek|K', entdo

k-1 eam k-l
S (ez’”?) =y 1=k
m=0 m=0

Caso contrério, tem-se que

k— e m _ gl2mk
2 () =
m=0 1—el2mk

Deste modo,

k=1 k, sek|K,
z My —
m=0 0, caso contrario

Tomando-se as partes real e imaginaria, finaliza-se a demonstracao.

Defini¢do 3.1 (Funcado de Mobius)Para um inteiro positiva,

1, sen=1
p(n)

0, sep?|n para algum primap.

Um lema interessante que utiliza a fung&o de Mdbius é enunciado a seguir [14].

Lema 3.2
1 sen=1,

zu(d)z
din 0 sen>1.

(-1)", sen=T[]i_, pi, pi S&o primos distintas
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(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Teorema 3.1 (Formula de Inversdo de Mobius para Séries Finitaspejamn um inteiro positivo e

fn uma sequéncia ndo-nula pata< n < N e nula paran > N. Se

[N/n]
On = fkn, (3.5)
n kzl n
entao
[N/n]
fn= z H (M) Gmn. (3.6)
m=1

Este teorema de grande importancia para os desenvolvimento posteriores é conhecido como a versao
finita para a Férmula de Inversdo de Mdbius [14]. Uma prova deste teorema pode ser obtida em [27].

Para ilustrar este teorema, é fornecido a seguir um pequeno exemplo.

Exemplo 1 Considere a sequéncia= [1,2,3,4,5,6,7,8]. Uma nova sequéncig pode ser obtida

pela Equacéo 3.5:

1= f1+fo+fz+fa+ fs+ fg+ f7+ fg =36 (3.7)
O = fo+ fa+ fe+ fg =20 (3.8)
g3="fa+fs=9 (3.9)
Os= f4+ fg=12 (3.10)
gs="fs=5 (3.11)
Os=fs =6 (3.12)
gr="fr=7 (3.13)
gs=fg=8 (3.14)

Assim, a sequiénc= [36,20,9,12,5,6, 7, 8] pode ser invertida com uma aplica¢éo da Equacéo 3.6,

CcoOmo se segue:

fr = p(1)g1+ H(2)g2 + U(3)93+ H(4)9a + H(5)T5 + U (6)F6 + H(7)g7 + H(8)Ts
=1x36+(—1) x20+ (—1) x94+0x 12+ (-1) x54+1x6+(-1)x7+0x8  (3.15)

=36-20-94+0-5+6—-7+0=1
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fo = p(1)g2+ 1(2)9a+ 1(3)gs + U (4)08
=1%x20+(—1)x12+(-1)x6+0x38 (3.16)

=20-12-6+0=2

fa=p(1)gs+H(2)ge=1x9+(—1)x6=3 (3.17)
fa=pu(1)ga+u(2)gg=1x12+(-1)x8=4 (3.18)
fs=u(l)gs=1x5=5 (3.19)
fo=H(1)gs=1x6=6 (3.20)
fr=u(l)gr=1x7=7 (3.21)
fg=(1)gg=1x8=38. (3.22)

Nas seguintes subsecbes, serdo detalhados os seguintes algoritmos:
e Algoritmo de Tufts-Sadasiv;

e Algoritmo de Reed-Tulfts;

e Algoritmo de Reed-Shih.

Essa nomenclatura para tais algoritmos € sugerida nesse trabalho, numa tentativa de organizar e com-

pilar os resultados existentes sobre a AFT.

3.2.1 Algoritmo de Tufts-Sadasiv

Considere uma funcgéo real par periodi€g expressa por sua série de Fourier, como mostrado:

0

vit) = w(t). (3.23)
2
As componenteg(t) representam os harmdnicos\de), expressos por:
Vi(t) = ax - coq2rikt), (3.24)

em queay € a amplitude dé&-ésimo harmdnico.

Restringe-se, sem perda de generalidade,vgiyeem periodo unitario e média nulag(= 0).
Ademais, considere que ®& primeiros harmonicos sao os Unicos significativos. De tal sorte que
pode-se tomavy(t) = O, parak > N (sinal banda limitada). Assim, o somatdrio descrito na Equa-

¢ao 3.23 é confinado a aperdsermos.
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Defini¢éo 3.2 (Médias de Tufts-SadasivA médian-ésima é definida por

yal Z v( - f) (3.25)

paran=1,2,...,N. A func@oS,(t) assume valores nulos pare> N. |

Invocando as Equacfes 3.23 e 3.24 na Equacéo 3.25, encontra-se que:

Si(t) == nfv(t— T)

n m=0 n

1 n—1 o m
== ax cos( 2mkt — 21k —

n ngokzl < n>

00 n—1 m

== kzlakngo (coiant) cos<2nk ) + ser(2rikt) sen(anﬁ»

1 e n, senlk,
==Y axcog2rkt) -

& 0, caso contréri

i Z Vi), n=1,...,N. (3.26)

nk

Procedendo-se desta maneira, tem-se uma expressao damdsitiaa em termos dos harmonicos
dev(t), e ndo de suas amostras (Defini¢éo 3.2). Como é assumidg,@ue- 0,n > N, apenas 0s
primeiros|N/n| termos da Equacéo 3.26 podem assumir valores ndo-nulos.

Neste ponto, objetiva-se inverter a Equacéo 3.26. Ou seja, exprimir os harménicos em termos das
médiasn-ésimas, que séo, por sua vez, obtidas diretamente das amostras & sifdta inversdo

pode ser realizada através da formula de inversao de Mdbius.

Teorema 3.2 Os harmonicos/(t) séo obtidos pela seguinte expresséo:

00

W(t) = Y H(m)Sndt), Yk=1,...,N. (3.27)

m=1

DemonstracaoPara provar este resultado, alguma manipulacdo algébrica se torna necesséria. Inicia-

se substituindo a Equacéo 3.26 na Equacao 3.27. Assim, encontra-se que

00

(M) Smi(t) z z Viemn(t (3.28)

m=1
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Ap0s algum algebrismo, vem a parte sutil da prova. Tem-se

il“(m) ilvkmn Z Z 1 (M)Vimn(t)

m=1n=
= Zle (m)
m\J

De acordo com o Lema 3.2, 0 somatorio interno s6 pode se anulgk sel. Em outras palavras,

(3.29)

o termovi(t) é o unico sobrevivente ao somatoério externo. Deste modo, a prova esta compléta.

Apbs esta formulacgao tedrica, vale a pena ressaltar alguns aspectos deste procedimento [32]:

e Este algoritmo € a versao inicial (no contexto de Engenharia) da AFT e possui uma forte restri-

cao: é capaz de lidar apenas com sinais de simetria par;

e Todos o célculos realizados utilizam apenas adi¢cées, a menos de algumas poucas multiplicacdes
devidas a escalonamentos). Ou seja, a complexidade computacional € dominada pela operacéo

de adicao;

e Aarquitetura do algoritmo é adequada a técnicas de processamento paralelo. Isto pode ser reco-
nhecido claramente, uma vez que as médiasimas séo calculadas de maneira independente

uma das outras;

e O procedimento de Tufts-Sadasiv é inteiramente baseado na representacdo do sinal em termos

de sua série de Fourier, e ndo de sua transformada discreta de Fourier.

3.2.2 Algoritmo de Reed-Tufts

Apresentado em 1990 por Reetdal.[27], este algoritmo é uma generalizacdo do método anteri-
ormente proposto por Tufts-Sadasiv. A maior limitacdo do algoritmo de Tufts-Sadasiv foi removido
neste novo algoritmo, de modo que a AFT passou a ser capaz de lidar também com sinais de sime-
tria impar. A principio, este fato permitiu o calculo dos coeficientes da série de Fourier de funcdes
periddicas arbitrarias.

A descrigdo do algoritmo de Reed-Tufts se segue. Tomando uma fufi¢&eal com periodd,

cuja série de Fourier seja finita cdtermos, tem-se que

v(t) =ap+ % ancos<2Tnnt) z bnsen<2711_m> , (3.30)
n=1

em queag é o valor médio de(t). Os coeficientes pares e impares da série de Fourier sdo dados por

a, e by, respectivamente.
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Sem perda de generalidade, considerando-se owtnaomo o sinak(t) removido de seu valor

médioag (valor DC nulo), tem-se, conseqiientemente, que

v(t) = v(t) -

vt
% °°S<2mt> ) bnsen<27_|1_m> (3:31)

Fazendo com que a func&@) seja submetida a um atraso (deslocamento) temporal de ov@lor

decorre que

Vit+aT) = % ancos(Zm(%Jra ) z bnsen(2nn(_|_ +or))
n=1

(3.32)
N t
:n;cn( cos<2nn ) z dn(a sen(ZHn?) ,
emque-l<a<le
Ca(a) = apcoq2rma) + by ser(2rma), (3.33)
dn(a) = —a,sen2rma) + b cog2rma). (3.34)

Apobs tais preliminares matematicos, as médigEsimas (Tufts-Sadasiv) sdo generalizadas em
uma nova formulacao, como propde a proxima definicéo.
Definicdo 3.3 (Médias de Reed-Tufts)As médias-ésimas sdo expressas por
1t _/m
A= =
Si(a) 2 nmzov<nT+aT), (3.35)
emque-l<a<1.
No que se segue, é mostrado uma maneira de se calcular os coeficientes defebrerpartir

decy(a). Paraisto, sera obtida uma expresséo.@e) em termos das médiasésimas.

Teorema 3.3 Os coeficientesy (o) séo computados através da formula de inversédo de Mobius para

séries finitas e sdo expressos por

[N/n]
= 3 H()Sn(a), (3.:36)
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DemonstracaoSubstituindo o resultado da Equagéo 3.32 na Equacéo 3.35, obtem-se:
N 1 n—-1 21km N n 1 27km
= Z Z ( ) z dk(a z < . > . (3.37)

Uma aplicacao direta do Lema 3.1 conduz a seguinte expressao

S(a)= Y an(a). (3.38)

Invocando-se a férmula de inverséo de Mdbius para séries finitas (Teorema 3.1), prova-se finalmente
o teorema. O

Neste ponto, torna-se possivel enunciar o seguinte resultado.

Teorema 3.4 (Reed-Tufts)Os coeficientes da série de Fouriye b, sdo computados por

8n = tn(0), (3.39)

1

em quek e ms&o determinados pela fatoragéie= 2(2m+-1).

DemonstracdoParaa = 0, usando a Equacgéo 3.33, mostra-se diretamenteyaey (0).

Parac = 5, en=2¢(2m+ 1), tem-se dois subcasastpar ou impar.

e Param= 2q, tem-se queé = 2¢(4q+ 1). Dessa maneira,

omna — 2n2 AT T (3.41)

2k+2 - qu—l—2.

Consequientemente, substituindo-se esta quantidade na Equacéo 3.33, tem-se

Cn (2&2) = ancos<2nq+ g) + bnsen<2nq+ g) (3.42)

- bn.

e Param=2q+ 1, segue-se que= 2¢(4q+ 3). Assim, vem que

2'<(4q+3) 3m
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Novamente, chamando a Equacé&o 3.33, obtem-se uma nova expressao:
1 3
Cn kP2 =a,CoS 27Tq+7 +
b sen<2nq+ ?) (3.44)

- bn.
Unindo estes dois subcasos, pode-se facilmente verificar que
b me, (=1
h = (—1) Cnh 2k+2 . (345)

O
Em [27], hd uma analise detalhada acerca das complexidades aritméticas deste algoritmo. Tais

resultados sédo sumarizados pelas complexidades multiplicativa e aditiva, respectivamente expressas

por:
3
Mr(N) = EN’ (3.46)
e
3.2
AR(N) = §N , (3.47)

em queN é o nimero de harménicos a ser computado.

3.2.3 Algoritmo de Reed-Shih (AFT Simplificada)

Em [58], Reedet al. visitam novamente o algoritmo da AFT propondo novas modificacdes e
simplificagdes. Surpreendentemente, neste novo método, o modo de se calcular as-ésiias €
redefinido, ficando em total concordancia com a teoria originalmente proposta por H. Bruns [46] em
1903.

Definicdo 3.4 (Médias Alternantes de Bruns)A 2n-ésima média alternante de Brum,(a ), € de-

finida por
1 2n—1 m
L = _1\m, _
Ban(r) £ mZO( 1) v<2nT+O{T>. (3.48)

Fazendo uso das expressdes gafa ), aplicando o Teorema 3.3 e a Definicdo 3.3, obtem-se

prontamente o seguinte teorema.
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Teorema 3.5 Os coeficientes,(a), obtidos pela Férmula de Inversdo de Mdbius para séries finitas,
S&80 expressos por
L)

cn(a) = u(l) - Boni(a). (3.49)

DemonstracéoVide [31]. O
Neste ponto do desenvolvimento tedrico, falta pouco para poder calcular os coeficientes da série

de Fourier. Afinal, (i) ja foi mostrada uma relagéo entre as amostra do sinal e as médias alternantes de
Bruns e (ii) foi deduzida uma expressao conectando as médias alternantes de Bruns com os coeficien-
tescy(a). Resta agora mostrar uma formulag&o que relacione os coeficir®saos coeficientes
da série de Fourier§ e by)

Observando-se a Equacéo 3.33, duas condi¢des distintas sdo notadas:

e a,=Cy(0).

Este é precisamente o elo que faltava. Amalgamando os desenvolvimentos realizados até entéo, tem-

se uma extenséo do Teorema 3.5. Tal resultado &€ mostrado no seguinte teorema.

Teorema 3.6 (Reed-Shih)Os coeficientes da série de Fourgye b, sdo computados por

]
20— i/o v(t)dt, (3.50)
)
= S ()Bam(0) (351)
1-17s....
5] -1 1
bn = I _1 TB n — 5 352
DRI <4m) (352)

paran=1,... N.

A prova deste teorema segue as mesmas linhas gerais da prova do Teorema 3.4.
Para sinais conlN amostras, as complexidades multiplicativa e aditiva deste algoritmo s&o ex-

pressas, respectivamente, por

Mgr(N) =N, (3.53)

Ar(N) = =N2. (3.54)
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Comparando-se o algoritmo da AFT proposto por Reed, &télli com a versdo Reed-Tufts, é

possivel identificar avancos significativos. Vale a pena destacar alguns:

e O calculo dos coeficientes, e b, apresenta aproximadamente a mesma dificuldade computa-

cional. Deste modo, o algoritmo é mais “balanceado” do que o algoritmo Reed-Tufts.
e Esta versdo mantém-se atrativa as implementacfes que explorem processamento em paralelo.

e A complexidade computacional foi diminuida em relacdo a complexidade do algoritmo Reed-

Tufts.

3.2.4 Um Exemplo

Nesta subsecéo, sao feitos alguns comentarios acerca do algoritmo Reed-Shih, baseados em um
pequeno exemplo.

Considerando-se um sindl) com periodd = 1 suponha que se deseja calcular os coeficientes
da série de Fourier até o quinto harménico. Deste modo, pelo algoritmo AFT Reed-Shih, tem-se que

os coeficientes, e by da série de Fourier dgt) sdo expressos por

a 1 0 -1 0 —1| | By0)
a 01 0 0 0] Bg0)
azl=10 0 1 0 Of | BgO (3.55)
ay 00 0 1 0| Bg0)
as| [0 0 0 0 1] | Bi(0)
e - - — 4 - -
by 1010 -1|| Bx(3)
b2 0100 Of]|Ba3
bs| =10 0 1 0 O] Bs() |- (3.56)
by 0001 Of]Bs()
bs| [0 0 0 0 1| Buolz) |

Comparando estas formulacées com aquelas fornecidas pelo algoritmo Reed-Tufts, verifica-se facil-
mente o quéo “equilibrado” é o calculo dos coeficierdes b,. Ambos os coeficientes séo obtidos
através de formulacdes e matrizes bastante similares.

Sem maiores problemas, pode-se construir uma tabela relacionando as Médias Alternantes de
BrunsB,(a) e os instantes de tempo das amostras do sibahecessarias. A Tabela 3.1 mostra
que sdo necessérias pelo menos 40 amostras ndo-uniformemente espagddasideque se possa

calcular as médias alternantes de Bruns e, entdo, os coeficientes da série de Fourier.
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Tabela 3.1: Amostras necessarias para o célculo das médias alternantes de Bruns.

Médias Alternantes de Bruns Instante das amostras (s)

1
BZ(O) O??
113
B4(0) 07217?721
11125
BG(O) Oaéaéa??@vé
1131537
BS<O) 07§7217§7§7§721;§
11321337 409
BlO(O) 07T07§7E7§7§7§7E7§710
1 13
BZ(Z;) 24
1 1357
Ba(3) 8888
1 115 7 311
Bo(12) 1231212 4 12
Ba(L) 13 5 7 9 1113 15
8\ 16 16° 16’ 16° 16’ 16’ 16’ 16’ 16
B(i) 1 317 9 11 13 3 17 19
10820 20° 207 4° 20° 207 20 20’ 4° 20 20

Algumas conclusdes podem ser feitas:
e O algoritmo nédo é prontamente adequado para amostras uniformemente espacadas;

e Um amostrador uniforme que pudesse obter todas as amostras necessarias teria uma taxa de
amostragem muito alta. No exemplo ilustrado, um amostrador uniforme operant20Odta
deve ser utilizado para se computar os coeficientes da série de Fourier de um sinal banda-

limitada de frequiéncia deHz (!).

Certamente estas observacfes sdo negativas e perturbadoras. Levam a por em duavida a pratici-
dade do método AFT. Entretanto, € importante salientar que este procedimento nos leva ao célculo
exatodos coeficientes da série de Fourier. Uma solucdo empirica para o problema da alta taxa de
amostragem € o uso de aproximacdes. Um procedimento de interpolacdo baseado em amostras uni-
formemente obtidas pode ser utilizado para estimar as amostras requeridas pela AFT.

Por exemplo, considerando que o sin@) em questéo foi amostrado por um reldégio amostrador

com perioddly = 1—105. Tem-se disponiveis as seguinte amostras:

o (5)5(2) (3 (2)
/(1) ¥(56) ¥ (56) (1) ¥ (55)

Conforme a Tabela 3.1, examinando-se, em particular, o calcug(0¢ vé-se a necessidade de

(3.57)

obter — entre outras — a amostré%l). Pela Expressao 3.57 acima, tem-se que esta amostra ndo é
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disponivel. Para suplantar essa dificuldade, pode-se empiricamente considerar um procedimento de
arredondamento. Assim, usa-se a amosfrd) quando o algoritmo solicitar a amostr;), pois

[;11 X 10] /10= 3/10. Esta operagéo de arredondamento também é conhecida como interpolac¢éo de
ordem zero.

A precisado do algoritmo AFT esta associada a taxa de amostragem utilizada para discretizar o
sinal em analise. Quanto maior a precisdo desejada, maior deve ser a taxa de amostragem. Deste
modo, a operac¢do de arredondamento (interpolacao) introduz menores erros.

InterpolagBes de ordens mais elevadas (por exemplo, interpolagéo de primeira ordem) fornecem
estimativas mais precisas dos coeficientes da série de Fourier. Por outro lado, tais interpolacfes
resultam em um aumento da complexidade do algoritmo. Ha um compromisso entre a precisao e a
ordem da interpolacéo.

Para sinais amostrados a taxa de Nyquist ou préximo, a interpolacdo de ordem zero ja oferece
resultados bastante atrativos [27]. Uma andlise detalhada do erro dos esquemas de interpolacéo pode

ser encontrada em [27,61,76,80]. Comentarios ampliando este assunto também sdo expostos em [58].

3.3 Uma Nova Transformada Aritmética

Uma busca detalhada na literatura existente ndo revelou nenhuma mencédo a uma possivel “Trans-
formada Aritmética de Hartley” para computar os coeficientes da série de Hartley ou a transformada
discreta de Hartley. Tal fato motivou a investigacéo pela definicdo de tal procedimento.

Nesta sec¢do, os resultados acerca da transformada aritmética de Hartley sédo delineados. Como
sera mostrado, a introducdo da AHT foi crucial para o esclarecimento de alguns aspectos das trans-
formadas aritméticas, em particular o papel do processo de interpolagdo. Neste trabalho, é demons-
trado matematicamente que a interpolacdo é mais do que um artificio para aproximar amostras néao-
existentes. Em realidade, a interpolacdo determina a transformada aritmética.

Sera utilizada uma nova abordagem para o desenvolvimento teérico da transformada aritmética.
Em vez de considerar um singt) que foi discretizado segundo uma taxa de amostragem, a definicdo
da AHT seré baseada em um sinal puramente discreto. Deste modo, o ponto de partida para a AHT é
a transformada discreta e ndo a expansao em série, como foi feito no desenvolvimento da AFT. Esta
abordagem é filosoficamente atrativa, pois em Ultima analise uma transformada discreta simplesmente

associa um vetor a outro, dai a motivacao de eliminar consideracdes sobre amostragem de sinal.
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3.3.1 Transformada Aritmética de Hartley

A definicdo da transformada aritmética de Hartley seguira os mesmos passos utilizados para cons-
truir os primeiros algoritmos da AFT. Assim, o Lema 3.1 sera reformulado em termos da funcéo de

Hartley e sera realizada entéo a definicdo das médias, a luz da transformada discreta de Hartley.

Lema 3.3 (Propriedade Fundamental) A fun¢éocag-) satisfaz

k-1 K k, sek|k,
Z cas<2nmk> = (3.58)
m=0 0, caso contrario

DemonstracdoA prova segue diretamente do Lema 3.1. O

De modo a desenvolver um algoritmo aritmético para a transformada discreta de Hartley, é neces-

sdria a definicdo de médi&s calculadas dos elementos do sinal discreto no dominio do tempo.

Definigéo 3.5 Sejav = (Vo, V1, ...,Wn_1)" um sinalN-dimensional discreto no dominio do tempo. As

médiask-ésimas séo expressas por
éEZVE’ k=1,...,.N—1 (3.59)
m=

E interessante notar que esta definicio requer elementos do sinal discreto em indices fracionarios.
Algo bastante perturbador, afinal ttm-se apenas componentes de indice inteiro. A necessidade de
componentes de indice ndo-inteiro parece fazer com que maiores consideracdes sejam impraticaveis.
Entretanto, esta questdo sera enderecada novamente mais adiante, por enquanto serd admitido que os
coeficientes de indice fracionarios possam ser obtidos de alguma maneira.

Seguindo o desenvolvimento, tem-se que uma aplicacdo da transformada discreta de Hartley in-

versa env, na Equacao 3.59 leva ao seguinte resultado:

AN-1 k-1 K
S=-S W cas<2nm> , (3.60)
k kZO n;o k
em quevi sdo as componentes do vetor transformada discreta de HartleyJtiBzando o Lema 3.3,

tem-se diretamente que:

AN=1 k=1 K

S=-+ Vi ca 2nm>
PRPRS S
L(N-1)/k

)/K]
;) Vek-

(3.61)
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Por simplicidade e sem perda de generalidade, seré considerado uwcsimavalor médio nulo,
i.e., & YN v =0. Esta consideragdo ndo produz qualquer influéncia nos valovgskig 0. Assim,
a transformada aritmética de Hartley pode ser obtida pelo uso da férmula de inversao de Mdbius para

séries finitas [27]. De acordo com o Teorema 3.1, 0 seguinte resultado pode ser encontrado.

Teorema 3.7 (Baseado em Reest alli) Se

L(N-1)/K|
&= Zl Ve, 1<k<N-1, (3.62)
£
entao
L(N—1)/K]
Vi = u()Sq, (3.63)
2
em queu(-) é a fungéo de Mdbius. [

Com este teorema, é possivel calcular as componentes espectrais da transformada discreta de Hartley
através das médi&sésimas.
Para fins ilustrativos, serd avaliada a DHT para um sinal discreto com oito elementos. Usando a

Equacéo 3.63 do Teorema 3.7, obtem-se a seguinte construcao.

Vi=§-$-$-S$+S%-5, (3.64)
Vo=S-S5-S, (3.65)
Vz3=3-S, (3.66)
Vi=S, (3.67)
Ve=S, (3.68)
Vo=S, (3.69)
Vo =S, (3.70)

A componente espectrdg =\ pode ser diretamente calculada a partir do sinpbis ela representa
simplesmente o valor médio do sing = %Zr?n:on- Na Figura 3.2, é mostrado um diagrama de
como o célculo das componentes espectrais pode ser feito.

Com o Teorema 3.7, todas as estruturas matematicas para se calcular o espectro de Hartley foram
estabelecidas. Por completicidade, a transformada aritmética inversa de Hartley também pode ser

definida. De modo inteiramente analogo, tem-se o0 seguinte resultado.
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Figura 3.2: Diagrama para o calculo da AHT pafra- 8. As caixas fornecem as médirgsimas,
seguidas de uma série de simples escalonamentos. Ao fim, um arranjo para se levar em conta a funcao
de Mdbius.

Corolario 3.1 As componentes da transformada discreta de Hartley inversa

podem ser calculadas por

vi= > uo, (3.71)
em queg = 3t Vow, i =1,...,N-1. |

Ao se examinar os resultados encontrados, um fato intrigante chama a atant#e mutandis
a transformada aritmética de Fourier tem equacdes praticamente idénticas aquelas que foram obti-
das para a transformada aritmética de Hartley! Basta que se compare as Equacgfes 3.26 e 3.62. A
Equacéao 3.26 representa uma versao infinita e a Equacao 3.62 uma versao finita do mesmo conceito.
Segue-se entdo uma pergunta natural: se as equacdes rs@sraasque espectro esta realmente
sendo calculado?

Tal questionamento sera enderecado na proxima se¢do a medida que 0os mecanismo subjacentes
da transformada aritmética séo esclarecidos. Assim, ao leitor € solicitado que, por enquanto, coloque

esta “dificuldade” de lado. Resumindo, até este ponto, tem-se acumulado dois problemas:
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e Como lidar com indices fracionarios e encontrar componentes vetoriais com um indice fracio-

nario;
e Como duas transformadas aritméticas distintas podem ter a mesma formulagéo.

Interessantemente, ambas as questdes tem a mesma resposta.
De modo geral, um algoritmo para a transformada aritmética pode ser condensado em quatro

passos mais importantes:

1. Geracéo de indices, i.e., obtencéo dos indices necesséarios para os componentes do sinal em

analise (amostrasiny;

2. Obtencao das amostras de indice fracionario;

3. Calculo de médiasSc £ ¢ 3156V
4. Uso da formula de inversdo de Mdbius e obtencao do espeﬁztﬁe{}L’i‘wkJ 1) Sq-

O foco deste trabalho é concentrado no passo dois. Na sequéncia, € derivado um modelo mate-

matico que detalha a importancia e o papel da obtencéo das amostras de indice fracionario.

3.3.2 Interpolacéo

A teoria das transformadas aritméticas usualmente lida com aproximagdes utilizando interpola-
cOes lineares ou de ordem zero [27,31,77]. Tais aproximacdes séo utilizadas de modo empirico, como
um meio simples de se encontrar amostras de indice fracionario.

Nesta secao, € introduzido um método abrangente para calcular componentes vetoriais com indi-
ces fracionariosy;, r ¢ N, baseado em um processo de interpolacao usando as componentes vetoriais
conhecidas (amostra de indice inteiro). E mostrado também que a interpolacdo de ordem zero, tradi-

cionalmente utilizada, € em verdade um caso particular do procedimento geral aqui proposto.

Interpolagéo Ideal

Considerando um vetdd-dimensional = (v, ... ,vN_l)T, observa-se que valores da forma
r ¢ N sdo ndo-existentes. Entretanto, aceitando que seja possivel a existéncia de tais comppnentes

seus valores podem ser determinados pelo uso da transformada discreta de Hartley. Basta que se
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aplique a DHT inversa, expriminde da seguinte forma:

i Z)Vk <2nkr>
Iil NZTNZ:V. cas< i> cas(zﬁlkr> (3.72)
I&l NZ:v. 5 lcas( nki) cas(ZNm(r) :

em queVy, k=0,...,N—1sdo as componentes da DHT\e

Definindo afuncéo pesale Hartley por

1 N1 2 .
W e xS as( > S( ’;‘“) =0, .N—1, (3.73)

tem-se que o valor do sinal para um indice fracionario pode ser dado por uma interpolacdo d¢ ordem

expressa por
N—1
vi 2 S wi(r)-v. (3.74)
2,

Uma analise da funcdo peso de Hartley revela que@eum namero inteiro, pelas propriedades

de ortogonalidade da func&ag-), tem-se que

1, sei=r,
Wi(r) = (3.75)
0, Vi#r.

Deste modo, como esperado, ndo h& necessidade de qualquer processo de interpolagao.

Caso fosse considerado um outro nicleo de transformacao, o procedimento seria inteiramente
analogo. Assim, cada transformacéo esta associada a uma fungéo peso particular. Consequientemente,
cada transformacgédo exige uma forma diferente de se interpolar. A transformada aritmética permite
concentrar no processo de interpolacao a esséncia da transformada.

Considerando outros nucleos de transformacao, tais como cosseno e seno, pode-se encontrar ex-
pressdes para suas fungdes peso. Assim, apds alguma manipulag¢do trigonométrica, os pesos de in-
terpolacéo podem ser expressos em formas fechadas. Denotando a fun¢do de am8&s{ragem

Sax) £ =¥ tem-se a seguinte proposi¢&o.

Proposicao 3.1As transformadas de Fourier cosseno, de Fourier seno e de Hartley de compri-
mentoN tém suas funcdes peso (funcdes de interpolagcéo) dadas, respectivamente, por

Ndcleo de Fourier cosseno
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1 N-1/2 ISa(N_Nl/ZZH(i—r)) ISa(N_Nl/ZZIT(iJrr))

W =8 T2 s /Ny [

2N N 2 San(i—r)/N) (3.76)

Ndcleo de Fourier seno

N-1/2 1Sa(N_Nl/22n(i—r)> 1Sa(N_Nl/22n(i+r))

N )2 sani-n/N) 2 sami+r)/N) [’ (3.77)

w; (1)

Nucleo de Hartley

1 N—1/253<N7N1/227T(i—r)> 1 <7T(i+r)> iCOS(Nf,\Il/ZZH(iJrr))

WOSNTTN TsamionNy TN )T e+

DemonstracdoEstes resultados decorrem do uso de identidades trigonométricas [1] nas seguintes

expressoes, respectivamente:

1Nt 27Ki 27kr
wi(r) = = cos() cos<> : (3.79)
' N & N N
1Nt 271K 21kr
wi(r) = = sen<> sen<> : (3.80)
' N & N N
1Nt 271Ki 27kr
wi(r) = = cas() cas() : (3.81)
' N £ N N
]

Para ilustrar o comportamento das funcdes peso, na Figura 3.3, sdo mostradas duas funcdes peso
utilizadas para calcular as amostvag; e vigs, para a transformada aritmética de Hartley de compri-
mento 32. Para o célculo dgy 1, observa-se praticamente um pulso unitario em torno da amegtra
Isto € esperado, poi,1 € relativamente proximo did. No caso extremo, o calculo dgys, a fun-
¢ao peso de Hartley assume uma forma totalmente distinta. Para melhor descrever o comportamento
das funcdes peso, foi gerada a Figura 3.4. Esta figura mostra os valores dos pesos de interpolagéo para
varios valores de para os nucleos de Fourier cosseno e de Hartley, numa transformada de compri-
mento 16. Tais familias de curvas representam os valores(decomputados para= 0,0,1...15
ei =0...15. Através de observagcao computacional, encontra-se que 0s maximos locai gadem
0s maximos globais ein=r =0oui =r = N/2 = 8 (pico central) s&o unitarios.

Com a Proposicao 3.1, tem-se formas fechadas que completam a descricdo matemética do al-
goritmo da transformada aritmética. As expressdes até agora obtidas fornecem exatialas

componentes espectrais de um sinal sob analise. As funcdes peso tém complexidade computacio-
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Figura 3.3: Funcdes peso de Hartley utilizadas para interggare vios (transformada de compri-
mentoN = 32).

nal extremamente elevada e similar a complexidade do calculo da transformada pela sua definicéo,
Vi = YN otvi cas( 2ki). Ha, portanto, a necessidade de se implementar um meio para reduzir a com-

plexidade computacional do método.

Interpolagé@o N&o-Ideal

Como foi visto, a transformada aritmética imp&e uma amostragem nao-uniforme segundo a ex-
pressao

m—, k=1...N-1 m=0,....k—1 (3.82)

Em [47], pode-se encontrar uma demonstracdo de que o numero de PRrerigidos pelo método

€ muito elevado e pode ser expresso por

2
Dn = Z o(n)~3 (g) +O(NlogN), (3.83)

em queN é o comprimento da transformadapé) é a funcé@ap de Euler. Adicione-se a isto, o fato
de que as préprias funcdes peso propostas neste trabalho representam esforcos computacionais altos.
Para mitigar estes efeitos negativos, nesta se¢éo, serdo explorados formas aproximadas para as
funcdes peso. A partir da formulagédo puramente discreta para a transformada aritmética, é possivel
encontrar formas fechadas relativamente simples para as funcdes de interpolacéo.
Para tal, sera assumida a hipétese de que o comprimento de bloco é elevale; ke.,Esta
consideracao possibilita a simplificagdo das fungbes peso, obtendo-se fun¢des de interpolagéo assin-

téticas. Tal resultado é trazido na seguinte proposicéo.

Proposicéo 3.2 Aproximacdes continua das fungfes peso para os nucleos de Fourier cosseno, de

Fourier seno e de Hartley sdo dadas, respectivamente, por:
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i=0...15

(b) Nucleo de Hartley

Figura 3.4: (a) Funcao peso para o nucleo de Fourier cosseno. Observe que cada curva vale essenci-
almente zero, exceto el r ei =~ N —r. (b) Funcéo peso para o nucleo de Hartley.
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Ndcleo de Fourier cosseno

() = Sa(ZnS -n), Sa(2rréi+r))? (3.8

Ndcleo de Fourier seno

< Sa2n(i—r)) Sa2n(i+r))

Ndcleo de Hartley
" . 1—-cos2mw
Wi (r) NSe(Zn(l—r))er. (3.86)
DemonstracaoEste resultado é encontrado através do célculo de
’\Ilim Wi (r) (3.87)
para as formulas fechadas apresentadas na Proposicéo 3.1. O

Interessantemente, as expressoes assintdticas das fun¢des peso podem ser escritas em termos da
funcdo de amostrage®s-). Dado que o operador “transformada de Hilbert” seja disponivel, a

funcdo peso de Hartley assintética € dada por
Wi (1) wSa(er(i—r))—%il{Sa(Zn(i+r))}, (3.88)
ou alternativamente,

Wi (1) ~Sa2m(i — 1)) — Ca(2m(i +1)) — Al {5(2(r +i)) } (3.89)
em queil denota a transformada de HilbeBa(x) £ 2 e 5(x) é o impulso delta de Dirac.

Revisitando a Interpolagdo de Ordem Zero. A interpolacdo de ordem zero € realizada por um
simples arredondamento da parte fracionaria para o inteiro mais préximo. Este procedimento é lar-
gamente utilizado nos algoritmos de Reed e de modo geral nas transformadas aritméticas. Aqui sera
dado um novo enfoque a este procedimento.

Classicamente, a interpolacéo de ordem zero é utilizada, porque é simples, rapida e de baixo-
custo, oferecendo um meio empirico de se contornar os indices fracionarios. Neste trabalho, mostra-

se gue a interpolagdo de ordem zero representa muito mais que isto.
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Através de interpolacéo de ordem zero, uma componente ndo disponivel pode ser estimada (in-

terpolada) po¥; atraves da seguinte formulagéo:
\7] = Vm, (390)

em que]-| retorna o inteiro mais proximo de seu argumento. Examinando o comportamento assinto-

tico da funcéo peso de Fourier cosseno, tem-se 0 seguinte desenvolvimento:

Wi(r)~0 Vi#[r],N—]r]
_ sa2n(lr]-1)
—r

2
iy (1)~ S22 1)

2

(3.91)

~
~

%

NI NI

em quefr] ~ r. Com estes resultados, a Equacéo 3.74 fornece uma expressao simplificada para a

interpolacéo:

Vr & W[r](r)Vm +WN—[r](r)VN—[r] (392)
1 1
~ EVM + EVN_M' (393)

Assim, para sinais pareg = Vy_k, tem-se que a componente obtida pelo processo de interpolacéo é
aproximada pov; ~ v;|. Esta observagdo e crucial. A luz deste desenvolvimento, tem-se uma nova
explicacdo para a incapacidade das transformadas aritméticas de lidarem diretamente com sinais im-
pares. Por exemplo, o método Tufts-Sadasiv s6 pode analisar sinais pares. A justificativa apresentada

neste trabalho é a seguinte:

1. Para contornar o elevado numero de amostras, a interpolacdo de ordem zero foi utilizada de

maneira empirica;

2. Como foi mostrado aqui, as interpolacdes sao associadas as transformacdes. Em particular, a
interpolacdo de ordem zero é a aproximacéo da funcao peso de Fourier cosseno, como mostram

as Equacbes 3.91;

3. Assim, arredondamento implica em calcular a transformada de Fourier cosseno. Portanto, a
analise resultante oferece apenas os coeficientes pares da série de Fourier, ou a parte par do

espectro de Fourier (Fourier cosseno).

Este ponto de vista sobre as transformadas aritméticas ndo encontra similares na literatura consul-

tada. Esta explicacdo para a dificuldade de analisar sinais impares pavimenta o caminho seguido em
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Figura 3.5: Comparacéo entre os espectros discretos de Hartley calculados pela DHT (linha cheia) e
pela AHT (linha pontilhada). A funcéo utilizada fb{t) = cog90nt) (t — %)2 t=0...1,N=32

trabalhos anteriores [27, 31, 32] e fornece uma interpretacdo possivelmente mais simples.

Ordem da Interpolagdo. Uma maneira simples de gradualmente aprimorar o processo de interpola-
cao é reter apenas osvalores mais significantes dg(r), anulando os restantes. Para a interpolagao
de ordem zero, tem-ga = 1 para a funcao peso de Fourier cosseno. Agrupando-se os indices dos
m < N valores mais significativos da funcdo peso em um conjMytpuma interpolacdo nao-ideal
fica expressa por:

Vr = — w;i(r) - v, (3.94)

em quen £ Y jem, Wj(r) € apenas um fator de normalizagéo.
A Figura 3.5 exibe o espectro discreto de Hartley de comprimento 32 de uma func¢éao particular

(a) avaliado pela DHT e (b) pela AHT. Neste caso, foi utilizada interpolacdo assintétioa eoh

3.4 Conclusodes

Este capitulo traz uma breve descricdo dos métodos existentes para as transformadas aritméticas.
Cada um dos métodos mais importantes para a transformada aritmética unidimensional foi comentado
e comparado.

Como contribuicdo original, tem-se a definicdo da transformada aritmética de Hartley. Esta de-
finicdo revelou um dos pontos-chaves da transformada aritmética: o processo de interpolagcdo. Foi
demonstrado que as equag¢des fundamentais da Teoria Aritmética sdo essencialmente as mesmas in-
dependente da transformada em questéo. Foi justificado que a interpolacao, em verdade, é que deter-
mina o tipo de transformacéo. Foi explicado, de modo original, o porqué do método Tufts-Sadasiv
ser apenas capaz de lidar com sinais pares. O arredondamento utilizado empiricamente induz a trans-

formada Fourier cosseno.
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Como a interpolacéo define a transformacao, tem-se que a implementacéo de transformadas dis-
cretas, a luz das transformadas aritméticas, abre caminho para “algoritmos universais”. Neste tipo de
proposicédo, para diferentes transformadas, tem-se circuitos idénticos, exceto pelo médulo de interpo-

lagéo.



Capitulo 4

Autofuncoes de Transformadas Integrais

de Nucleo de Fouriet

Neste capitulo sera feita uma investigacao sobre as fun¢fes invariantes a algumas transformadas
integrais. Como sera evidenciado, esse exercicio € o alicerce para uma futura criacdo de uma nova
classe de algoritmos de transformacéo: expansédo em autofungdes.

Posteriormente, os resultados deste estudo referentes a transformada de Fourier serdo conectados
com o Principio da Incerteza, motivando a proposi¢do do conceitsodesolucaca ser visto no

Capitulo 5.

4.1 Pontos Fixos de uma Transformada

Interpretando uma transformada integfalcomo um operador linear em um espaco de funcoes,

pode-se inquirir sobre quais sao as funcbesie satisfazem:
T{f}=Af, (4.1)

em queA é um escalar denominado autovalor. Tais fungfes, se existirem, sdo denominadas de auto-
funcdes da transformadd.

Ha algumas fun¢des bem conhecidas que satisfazem esta condi¢ao para transformadas especificas.
Por exemplo, é sabido que a funcdo gaussiana (pulso gaussiano) é a transformada de Fourier de si

mesma.

1Este capitulo representa uma ampliacdo de uma parte do artigo: Soares, L. R., de Oliveirajé-5dbralCintra,
R.J., Campello de Souza, R. MEFdurier Eigenfunctions, Gabor Uncertainty Principle, and Isoresolution Wavel&b$
Simpdsio Brasileiro de Telecomunicagdes, Rio de Janeiro, RJ, Brasil, 2003 [81].
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Definicdo 4.1 Uma transformada integraf/ tem perioda € N, se para uma funcad, vem que

T7F-- Tt A2g70Wf_f (4.2)
~——————
n transformacdes repetidas

4.1.1 Pontos Fixos da Transformada de Fourier

Neste capitulo, a seguinte definicdo para a transformada de Fourier serd empregada:

ﬁ{f(t)}(s):F(s)é/Rf(t)exp(—j2nst)dt7 (4.3)

F(t) = /R F(s) exp(j27st)ds. (4.4)

De modo compactd, &, 7 f =F. Esta definicdo da transformada € bastante conveniente, pois da
a transformada grande simetria e elimina o inconveniente de multiplicador2s.por
A transformada de Fourier é um operador ciclico com periodo quatro. Ou seja, uma quarta aplica-

¢ao da transformada de Fourier a uma funt:&m como resultado a propria fungloEm simbolos:

- F

f 2 7 ot 2, (4.5)

Ay S .

em que o sobrescrito denota uma reverséo, istofé, = f(—).
Esta propriedade da transformada de Fourier é crucial para a obtencao de funcdes invariantes a

transformada. Antes disto, porém, convém encontrar os autovalores da transformada de Fourier.
Lema 4.1 (Autovalores de Fourier) Os autovalores da transformada de Fourier séb, +j.

DemonstracdoOs autovaloread de um operador linear sdo valores tais que satisfazem a Equacéao 4.1.
Ou segja,
Ff=Af. (4.6)

Assumindo que a transformada de Fourier sempre exista, uma aplicagdo da transformada de Fourier

fornece:

F{FTy=ATFf @.7)

2f. (4.8)
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Aplicando novamente a transformada de Fourier, desta vez, duplamente, tem-se:

FRz2f =) 27@¢ (4.9)

FBE = A4, (4.10)
Como a transformada tem periodo quatro, tem-seZj(fef = f e, portanto:
f =A% A=V (4.11)

g

Proposicao 4.1 (“Fonte” de Autofuncdes)Sejaf uma funcéo tal que a transformada de Fourier

Z f exista. Afuncad = f + #f + f~ +.%~ f € uma autofungéo da transformada de Fourier.

Demonstracdol.evando em conta a Expresséo 4.5 e calculando diretamente a transformada de Fou-

rier deh, tem-se que

Fh=F{t+Ff+f +.7 f} (4.12)
= Ft+70f+ Ff +FF f (4.13)
=f+f +7 f+f (4.14)
=h. (4.15)

E interessante observar que
h=f+7f+2@f4+ 201 (4.16)

0
Este resultado mostra claramente a vasta quantidade de autofungdes existentes. A Proposicdo 4.1
pode ser formatada em uma forma mais simples, expressando a fuaigéiermos das partes par de
fedeZf:
h=2&{f} +2&{Ff}, (4.17)

em quet{-} calcula a parte par de seu argumento.

Lema 4.2 (Simetria) As autofun¢des da transformada de Fourier associadas ao autovalor unitario

sdo funcgdes pares.
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DemonstracdoSe f for uma autofungéo da transformada de Fourier, tal que
Ff=", (4.18)
entéo aplicando a transformada de Fourier, segue-se que
Ft = Ff. (4.19)
Usando o resultado da Expresséao 4.5, tem-se finalmente que:
fm=f. (4.20)

O
Uma outra forma possivel de se gerar autofungdes para a transformada de Fourier € explorando
as propriedades de convolucéo no tempo e na freqiiéncia. Ou seja,fsejgmuas funcdes cujas

transformadas de Fourier existam. A propriedade da convolu¢cdo no tempo enuncia que
frgels Zf.7q, (4.21)

em quef xg = [; f(1)g(t — 7)dr. Sendo uma propriedade dual, a convolugédo em frequéncia tem a
seguinte caracteristica:

f.g<s Zfx7g, (4.22)

Lema 4.3 Sejamf e g funcbes simultaneamente pares ou impares, cujas transformadas de Fourier

existam. A funcab = fg+ .7 f x.% g € uma autofuncdo da transformada de Fourier.

Demonstracaottilizando diretamente as propriedades da convolucéo, tem-se que a transformada de

Fourier deh é dada por:
Fh=ZfxFg+7?f.72g (4.23)
= ftxFg+f g (4.24)
= FfxFg+f-g (4.25)
=h. (4.26)
A pentultima passagem é possivel, pois ambas as funcées sédo pares ou impares. O

Relaxando um pouco as hipéteses deste lema, com apenas uma funcdo par ou impar, pode se

construir uma autofuncéo para a transformada de Fourier.
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Corolario 4.1 Sejaf uma funcao par ou impar equipada com sua transformada de Fourier. A funcdo
h= f2+.7 f «.% f é uma autofuncéo da transformada de Fourier.
DemonstracaoFacaf = gno Lema 4.3. d

Coroléario 4.2 Sejaf uma funcéo par equipada com sua transformada de Fourier. A fuhg&o

f +.%# f € uma autofungéo da transformada de Fourier.
DemonstracaoA prova é imediata. O

Proposicao 4.2 (Generalizacdo do Lema 4.3%ejamfy, fo, ... funcdes pares g1,0o,-..,0om, M=

1,2,..., funcdes impares equipadas com transformada de Fourier. A funcéo

2m
h:rlfi-l_lgi—i— F i« Ffox-o xF*xFdo*--F gomC (4.27)
I = Convolucgéo de Convolugéo deém
transformadas de Fourier  transformadas de Fourier
de fung@es pares de fun¢Bes impares

€ uma autofuncéo da transformada de Fourier.

DemonstracdoNovamente, uma aplicagéo direta das propriedades de convolugédo. Tem-se que

2m
ﬁhzﬁ{ﬂ fi-”gi}—l—ﬂ{f foe Ffox-  FoxF dox-F Qom} (4.28)
i i=
2m
=FZ<[1fi¢*7 |‘|gi +ffy 010 - O (4.29)
i i=
=F fxF fox- - FouxF Qox---F Qom+ f1f2---(—01)(—02) --- (—%2m) (4.30)
=F T fox- Fonx F Gox - F Gom+ (—1)" 1t 0102+~ Gom (4.31)
=h. (4.32)
O
Fazendofy = fo=--- =gy =0y =--- = f, em quef é uma funcao par ou impar, tem-se direta-
mente que
h=f"4y Zfx...x7f. (4.33)
~—————

2m convolugdes

Restringindo ainda mais e tomanélgpar com transformada de Fourier, vem que

h=f"+.Z fx- - xFf, (4.34)
————
n convolugdes

em quen é um inteiro positivo.
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Digresséo sobre Operacdes Repetidas

A formulacdo mostrada na Equacéo 4.34 faz surgir a expresséao da convolucéo repetida. Con-
volucéo repetida € um tépico razoavelmente ndo explorado em analise de sinais no contexto de En-
genharia, sendo mencionado com pouca freqiiéncia. Uma busca nas publicacdes do IEEE [82], por
exemplo, retorna apenas um artigo [83].

Um resultado impressionante a respeito das convolugdes repetidas € devido ao estudo realizado
por Gnedenko-Kolmogorov sobre distribuicdes limites [84]. E possivel mostrar [83-85] que convo-

lucBes repetidas convergem no limite para a funcao gaussiana. Isto é,

fofofafs... —eal (4.35)
——
n — oo convolugdes

em quea é um real positivo. As condi¢bes para que isto ocorra envolvem as seguintes restricdes
sobref: (i) f(t) > 0 (ii) fp f(t)dt < oo, (iii) [ptf(t)dt < oo e (V) [pt?f(t)dt < o0 [83-85]. Sobre as
mesmas condi¢ces de Gnedenko-Kolmogorov, pode-se ampliar este resultado através da transformada

de Fourier da Expresséo 4.35. Procedendo assim, tem-se que
ﬂ’{f*f*f*f*-~-}—>9’{e_at2}. (4.36)

Aplicando a propriedade da convolucéo e calculando a transformada do pulso gaussiano, vem que:

MNof— \/Ze"zsz/a. (4.37)
n

Ou seja, sob certas condi¢des [84], o produto repetido de uma funcdo converge para a gaussiana.
Esta observacao é decorréncia direta do Teorema de Continuidade de Lévy [86,87]. Isto eleva ainda
mais a importancia da curva gaussiana. Pois a gaussiana passa a ser nao apenas uma autofuncdo da
transformada de Fourier, mas ser a funcéo limite de uma grande classe de autofuncdes. Eventual-
mente, para valores suficientemente grandes de funcbes dessa classe (Equacéo 4.34) tém notavel
semelhanca com a prépria gaussiana.

A Tabela 4.1 traz algumas autofuncdes néo-triviais da transformada de Fourier. Na Tabela 4.2,

tem-se algumas autofunc¢des encontradas na literatura [3].

4.1.2 Pontos Fixos da Transformada de Hartley

A transformada integral de Hartley € a transformada com maior similaridade com a transformada

de Fourier. Procurando a formulacdo com maior simetria, a seguinte definicdo da transformada de
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Tabela 4.1: Algumas Fun¢des Nao-triviais Invariantes a Transformada de Fourier



Tabela 4.2: Func¢des Invariantes a Transformada de Fourier
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Hartley sera considerada:

ALEO)}(S) = H(s) 2 /]R £(t) cag2mst)ct, (4.38)

F(t) = /R H () cag2mst)ds. (4.39)

Pelo fato da transformada de Hartley ser uma involucéo [7], pode-se dizer que € uma transformada de
periodo 2. Ou seja:

A7 S (4.40)

Como os mesmos construtos utilizados para a obtencdo de autofuncdes da transformada de Fou-

rier, tem-se 0s seguintes lemas.
Lema 4.4 (Autovalores de Hartley) Os autovalores da transformada de Hartley séb.

DemonstracdoOs autovalores da transformada de Hartley sdo valoress que:
HfF=Af. (4.41)

Considerando a existéncia da transformada de Hartley, tem-se que

Ay =X A1 (4.42)
= A%f. (4.43)
Mas comaz’{# f} = f, vem que
f =A2f. (4.44)
PortantoA = £1. O

Lema 4.5 Sejaf uma fungdo com transformada de Hartle# f. A funcdoh = f + 7 f é uma

autofuncéo da transformada de Hartley.

DemonstracdoDiretamente, tem-se:

Hh=(F+1) (4.45)
— o+ 2 (4.46)
= fF+1. (4.47)

—h. (4.48)
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]
Diferentemente da transformada de Fourier, as autofuncdes de Hartley podem ser assimétricas (com-
pare com o Lema 4.2).
A propriedade da convolugdo da transformada de Hartley oferece outro meio de se gerar pontos

fixos. Sejamf e g funcdes com transformadas de Hartley. Tem-se que [7]:

f*gi%(%f%g—jf—fyf—g+jffff—g+ff—f%g), (4.49)

1
Pgn D (TG A T A gt AN A gt A 5 G). (450)

(4.51)

Esta formulac@o da convolugdo pode ser bastante simplificada se uma das fucoggor par.

Neste caso, vem que [7]:

fxg 2wt H, (4.52)
f.9% #txg, (4.53)
(4.54)

as quais sao expressoes inteiramente analogas as propriedades da convolucéo para a transformada de
Fourier. Assim, de maneira similar ao tratamento dado a transformada de Fourier, pode-se elaborar

0s seguintes resultados.

Lema 4.6 Sejamf uma funcéo par @1,0, - -- funcdes equipadas com transformada de Hartley. A
funcéo

h=fgiQe- -+ fx Q1% Q- (4.55)

€ uma autofunc¢édo da transformada de Hartley.

DemonstracdoAplicando a transformada de Hartley éntem-se que:

Hh= (fhgp -+ AT A Qx HGp) (4.56)
= QG-+ A AP %0 (4.57)
=T« A N*xHQ--+ fo10o--- (4.58)
=h. (4.59)
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Lema 4.7 Sejamf uma funcéo par ¢ uma fungdo qualquer, ambas munidas de transformada de

Hartley. A fungdd = fg+ .7 f « 72 g € uma autofuncdo da transformada de Hartley.

Demonstracdotmediato do Lema 4.6. O
As Tabelas 4.3 exibem algumas autofungdes da transformada de Hartley encontradas a partir da

utilizacdo dos lemas propostos. Na Tabela 4.4, ha alguns pares encontrados na literatura [7].

4.1.3 Pontos Fixos da Transformada de Fourier Cosseno e de Fourier Seno

Esta breve secéo, contempla duas transformadas que tém comportamento muito similar: a trans-
formada de Fourier Cosseno e a transformada de Fourier Seno. Seus pares de transformacéo sédo

definidos, respectivamente, por:

Foos FOH(S) = Fo(s) 2 2 /0 " £ (t) cog 2t (4.60)
f(t)= 2/0oo Fe(s) coq2rst)ds, (4.61)
Fserf F(£)}(5) = Fe(s) 2 2 /0 " £ (t) ser(2mst)ct, (4.62)
F(t) =2 /0 " Fy(s) sen2mst)ds (4.63)

Séo transformadas inteiramente simétricas e, portanto, admitem os valotesno autovalores
de suas transformacdes. Este resultado pode ser obtido de maneira inteiramente analoga ao que se
encontra no Lema 4.4.

Resultados similares para o uso da convolug¢éo também podem ser encontrados. Em particular,
para funcdes e g pares, a transformada de Fourier cosseno admite a seguinte propriedade de convo-

lucdo [88]:

f.9 7% Foosf * Foosl, (4.64)

0 que permite encontrar resultados similares aqueles obtidos para a transformada de Hartley.

Lema 4.8 Sejaf e g funcdes pares. A funcdo= fg+ .Zcosf * Zcosg € uma autofuncdo da trans-

formada de Fourier cosseno.

Um resultado analogo pode ser obtido para a transformada de Fourier seno.
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Tabela 4.3: Algumas Funcdes Nao-triviais Invariantes a Transformada de Hartley

Funcéao

Grafico
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Tabela 4.4: Fungbes Invariantes a Transformada de Hartley
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4.1.4 Pontos Fixos da Transformada de Hankel

A transformada de Hankeé adequada para a investigacdo de problemas que envolvam simetria
circular. Neste caso, uma Unica variavel radi@l suficiente para representar 0s sinais em questao,
sem a necessidade de duas variaveis independeatg§3]. Neste caso, a transformada de Hankel
transporta a analise de um problema bidimensional para uma dimenséo e utiliza a funcéo de Bessel

como nucleo de transformacéo [88]. O par transformada de Hankeédima ordem € expresso por:

San{ f(1)}(s) = Fo(s) 2 /(;wrf(r)JV(sr)dr, (4.65)

Fr) = /0 " SR, (9)3 (sr)ds. (4.66)

Trata-se de uma transformada completamente simétrica com periggm® f = f. Deste modo,

para a transformada de Hankel, tem-se, diretamente, lemas analogos aos anteriores.

Lema 4.9 Sejaf uma funcao equipada com transformada de Hankel. A fuhgad + $Han f é uma

autofuncao da transformada de Hankel.

Ao analisar sinais bidimensionais, a operacdo de convolucéo fica um pouco mais sofisticada.
Considere-se duas fun¢dbs,y) eg(x,y) bidimensionais de simetria cilindrica em coordenadas car-
tesianas. Em coordenadas polares, teffifrge= f(x,y) eg(r) = g(x,y). Deste modo, sua convolugao
€ dada por [88]

frog= / / f <\/ u2+v2> g <\/(x— u)2+ (y—v)z) dudv. (4.67)
R JR
Conseqientemente, vem que [3, p.250]:

21
frog= /R /) f(p)9(R)pdpdé, (4.68)

em queR = r2+ p? —2rpcosh. Apesar de ter uma convolugdo um pouco mais complexa, a proprie-

dade da convolucéo torna-se presente quando se utiliza a transformada de Hankel [3,88]. Assim,

fao0 2 Gan f - Hang. (4.69)

2Hermann Hankel (1839-1873) fez contribuicdes significativas na Teoria da Integracéo, introduziu as funcdes de Hankel
(Bessel de #spécie). Faleceu em Schramberg, Alemanha.
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Lema 4.10 Sejam fungbes bidimensionais com simetria circular, expressas de modo unidimensional
por f eg. Se tais fungbes admitirem a transformada de Hankel, a fuh¢ad x>, g+ $Han f - Hang

€ uma autofuncéo da transformada de Hankel.

A Tabela 4.5 contem algumas invariantes da transformada de Hankel.

4.2 Expansédo em Autofuncdes

Uma possivel aplicacdo das autofuncdes de uma transforfiadesiste em encontrar uma base
para um espaco de funcdes, tal que os elementos dessa base sejam autofuncdes. Caso seja possivel,
o problema de calcular a transformada de uma funcdo dada se converte no problema de representar a
funcdo em questdo em uma base de autofuncdes.

Seja{en}_, um conjunto de autofungdes de uma transform@darmando uma base pata(1),

I C R. Dessa forma, se tal conjunto existir, uma dada funcdo pode ser escrita por:

(29

em que(-,-) indica o produto interno de fungdes.

Dessa forma, a transformadé de f é expressa por:

Tt=9 i)(f,aﬁaq (4.71)
_ i“’a“)‘%’ (4.72)
- iu,en)/\nen. (4.73)

Assim, o célculo da transformada dldorna-se o calculo déf,e,). Resta saber se esta base existe.

No caso especifico da transformada de Fourier, a resposta é afirmativa [89].

Funcbes de Hermite

Considerando a transformada de Fourier e suas propriedades, tem-se 0s seguintes pares transfor-

mados:

— L (j2ms)2 7 f (4.74)

(4.75)



Tabela 4.5: Funcdes Invariantes a Transformada de Hankel
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Somando ambos 0s membros destes pares, tem-se 0 seguinte novo par:

d?f .7 f

Gz (et Z 2L T+ e (4.76)
2 ,’ 2
(;2 - (2n)2t2> f 7, (éjsz - (2n)232> F (4.77)
(4.78)
Deste modo, sé for a solugcdo da seguinte equacéo diferencial
2
l—; — (2m)%%f = af, (4.79)

a transformada de Fourier ddambém é solucdo da mesma equacdo [85]. Para o caso especial, em
quea = —(2n+1), ninteiro, tem-se que as solugdes da Equag&o 4.79 s&o as fungdes de H8Enite

89]. As fungBes de Hermitg,(t) sdo definidas por:
h(t) = Hen(t)e /2, (4.80)

em queHe,(-) € o polindmio de Hermite de ordem[1, 90]. Trata-se de um caso bastante especial,
pois todas as funcdes de Hermite sdo autofungbes da transformada de Fourier [91]. Neste caso,

tomando as func¢des de Hermite normalizadas [1],

%mzvgﬁﬁ, (4.81)

a expansao de uma dada fundaem termos de, € dada por
f=3 (f,fn)Pn. (4.82)
n; n n

E dessa forma, a transformada de Fourief ée

ff;@im%mn (4.83)
= oi<f,¢>n> Z ¢n (4.84)
=iwmwmwm (4.85)

3Charles Hermite (1822—1901) nasceu em Lorraine e faleceu em Paris. Tem contribuicdes relevantes em Teoria dos
Numeros, Fun¢des Elipticas e Polindmios Ortogonais. Foi professor de Poincaré.
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A transformada de Fourier deé exatamente a sua expansdo em terma, da menos de multipli-

cacdes triviais pof— j)" (autovalores da transformada de Fourier).

4.3 Perspectivas

Este capitulo mostrou a infinidade de autofunc¢des para algumas transformadas integrais do tipo
nucleo de Fourier. Foram propostas diversas formas de se gerar autofuncdes, explorando-se as pro-
priedades das transformadas. Com estes métodos, foram esbocadas tabelas com algumas autofuncées
particulares para as transformadas de Fourier, Hartley e Hankel.

Uma possivel aplicac@o das autofuncdes é a avaliacao de transformadas. Apos a expansao de uma
dada funcdo em termos de uma base composta de autofuncdes a operacado de transformacéo torna-se
trivial. A literatura traz um Unico exemplo desta abordagem utilizando as fun¢cbes de Hermite como
base de autofuncdes [92]. Entretanto, a variedade de autofungdes sugere a existéncia de outras bases.
Por outro lado, a definicdo de outra base n&o parece ser algo trivial.

Este trabalho constitui-se no primeiro passo na dire¢cdo de um procedimento de geracao de bases

de autofuncgdes para transformadas particulares.
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Capitulo 5

Andlise de Sinais por Wavelets

“Each wavelet on the ocean tost aids in the ebb-tide or the
flow...".
CHARLES MACKAY, POETA ESCOCEY1814-1889)

A segunda parte desta tese versa sobre analise de sinais por meio de wavelets. Serdo enderecados
nos capitulos desta parte, fundamentalmente uma metodologia para proposi¢do de novas wavelets.
Na ultima parte desta tese, este tema sera novamente re-visitado sobre uma outra perspectiva.

Procurando deixar este trabalho mais auto-contido, antes da exposi¢céo dos capitulos com contri-
buicbes originais, neste capitulo sera feita uma perspectiva sobre a teoria. Por se tratar de conheci-
mento ja estabelecido, tais conceitos serdo brevemente comentados. Uma outra motivagdo para este
capitulo é pavimentar o caminho para os problemas que serao tratados nos capitulos subseqtientes

desta parte.

5.1 Incerteza no Plano Tempo-Frequéncia

A transformada de Fourier (Equacgéo 4.3) é largamente reconhecida como uma das ferramentas
mais importantes em andlise de sinais [3, 7, 87,93-95]. Sua capacidade de identificar o contetdo
frequiencial de sinais em andlise permite uma ampla variedade de implicacdes. Para citar, as areas de
aplicacdo da transformada de Fourier incluem desde Teoria das Probabilidades a Projeto de Antenas.

A transformada de Fourier pode ser interpretada como uma decomposi¢cdo de uma funcdo em
uma soma de func¢Bes periddicas, perpétuas — senoidais em diferentes freqiiéncias. De outra forma,

a transformada de Fourier representa uma dada fungdo numa base senoidal. Os sinais fisicos sao

1Este capitulo contem uma secéo do artigo: Soares, L. R., de Oliveira, HleMgbralCintra, R. J., Campello de
Souza, R. M., Fourier Eigenfunctions, Gabor Uncertainty Principle, and Isoresolution Wavelkds Simposio Brasileiro
de Telecomunicac¢des, Rio de Janeiro, RJ, Brasil, 2003 [81].
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analisados através da transformada em um intervalo de t€ragoconsiderado que, fora dessa janela

de observacao, seu comportamento se repete. Assim, a transformada de Fourier € especialmente
adequada para a representacdo e analise de sinais que séo periddicos ou tais que seus conteldos
harmonicos sdo aproximadamente constantes ao longo do tempo.

Ha uma grande diversidade de sinais de interesse — como sinais biomédicos e voz, por exem-
plo — que s&o ndo-estaciondrios e tém seu contetdo espectral sendo continuamente alterado com o
tempo. Assim, assumir a hipétese de que um sinal tem suas propriedades tempo-freqlienciais constan-
tes ao longo do tempo, pode ser uma exigéncia muito forte. Por causa disso, a transformada de Fourier
tem uma certa deficiéncia ao lidar com este tipo de sinal. Por ter uma base perpétad K «), a
transformada de Fourier faz com que a localizacdo temporal seja completamente perdida. Em outras
palavras, a transformada de Fourier revela o contetdo freqliencial, mas nada informguaade
tais freqUiéncias estao presentes.

A transformada discreta de Fourier (DFT) — verséo da transformada de Fourier adequada a ava-
liagdo numérica — apresenta as mesmas dificuldades. A DFT de comprishémtioece um vetor
cujas componentes estdo relacionadas a frequéncias do sinal analisado. Em verdade, para um si-
nal v(t) discretizado a uma taxa de amostragindeduz-se que a resolucéo da DET (diferenca

de frequéncia associada a duas amostras consecutivas) é dada por [96]:

Af = (5.1)

fs
N’
Similarmente a transformada integral de Fourier, a DFT nao traz qualquer tipo de informacéo tempo-
ral

Atécnica de transformada de Fourier de tempo curto € uma maneira de se contornar este problema
e introduzir localizac&o temporal a transformada de Fourier [97]. Consiste basicamente da insercao
de uma fungéo de janelamemct) que divide o sinal em analise em varios segmentos menores. E,
entdo, determinado o contetdo espectral de cada uma dessas partigdes.

A funcéo de janelamento objetiva limitar a analise de Fourier em um intervalo relativamente curto
de tempo, onde se pode, com um certo grau de confian¢a, assumir condi¢cdes de estacionariedade do
sinal. A escolha da largura da janela esta conectada as freqiiéncias contidas no sinal. Quanto mais
rapido for o sinal, menor deve ser a janela para se assumir estacionariedade [95]. Assim, tem-se a

seguinte transformagao:

V(f,1) é/w VOW(t — T) exp(— j2rtft)ct, (5.2)

—00
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Figura 5.1: Base de Gabor continua para varias freqiiéncias e janela gaussiana. A linha cheia (trace-
jada) corresponde a parte real (imaginaria) da base de Gabor.

em que a fungdo de janelamenti(t) é transladada de uma quantidajesegmentandg(t) para o
calculo da transformada de Fourier. Ao fim da operac¢éo, tem-se uma superficie sobre o plano tempo-
frequiéncia, cuja energi (f,t)|? € denominada de espectrograma. Esta transformag&o € invertida

através de

v(t):/_i/_ZV(f,r)w(s— T)exp(j2mft)drdf. (5.3)

Uma interpretacédo alternativa € a seguinte. As bases perpétuas de Fourier — senos e cossenos — sao
trocadas por senos e cossenos janelad@s;- 1) exp(j2rft), que fornecem localizagéo temporal
(Figura 5.1). O conjunto dessas fun¢des janeladas (senos e cossenos) é chamado de base de Gabor.

Em termos discretos, esta janela pode ser definida por

wnj#0, 0<n<N-1, (5.4)

w[n| =0, caso contrario.

Obviamente, ha uma infinidade de func¢des de janelamento que satisfazem esta condicdo. Entre elas
as mais conhecidas séo as janelas gaussiana, de Hamming, de Hanning, de Bartlett e de Kaiser [96].

Nesse contexto, a transformada discreta de Fourier de tempo curto direta é definida por

N-1 (- j2rki

Vhk 2 23 ViWi_nexp N ) , 0<n<N-1 (5.5)

Uma superficie reticulada é obtida em ponfogk) sobre o plano tempo-freqiiéncia discretizado.
O indicen se associa a informagéo tempordt,e frequencial. Este procedimento, que pode ser
calculado conN aplicagdes da FFT, ¢ realizado c@(N?log, N) operacdes [93]. A transformag&o

inversa é dada por

N—1N-1 H
1 <’2|’\}k”> . (5.6)

Vh= = Z Vi kWn_i €Xp
N i= kZO
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Figura 5.2: Reticulado de Heisenberg para um janelamento particular.

No caso continuo, para um instante de termpe freqiiénciav fixos, pode-se avaliar o grau
de espalhamento (incerteza) tempo-freqiiéncia que as bases de Gabor induzem. Adotando o desvio
padrédo como medida de dispersao e duracédo de um sinal [3], para se determinar a resolucéo temporal

de um janelamenta(t — 1) exp(j2nvt), tem-se que:

N2 = / (t—1)?|w(t — 7) exp(j2mvt) %t (5.7)
:/ £2w(t)2ct. (5.8)
E importante salientar que a resolucdo temporal é absolutamente constante, dependendo apenas
dew(t). Analogamente, pode-se realizar o mesmo procedimento a fim de encontrar a incerteza na

freqliéncia. Assumindo que(t — 7)exp(j2mnvt) tem transformada de Fourier dada pela expresséo,

W(f —v)exp(—j2n(f —v)T), aincerteza em torno desera

A%:/ (f —v)2W(f — v)exp(—j2n(f — v)1)[°df (5.9)
— [ 2wt (5.10)
Novamente, uma quantidade constante. A Figura 5.2 ajuda a ilustrar o procedimento. Como as incer-
tezas no tempo e na freqiiéncia sao constantes, para um escolha de janela, o plano tempo-freqiéncia
assume o aspecto esbocado na Figura 5.3. Cada reticulado de diherg&Eb é chamado de reti-

culado de Heisenberg [93].

No caso discreto, tem-se uma constru¢ao similar:

N—-1
&z%ﬁw% (5.11)

N-—-1
AF =5 KW, (5.12)
k=0
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o] o]

— — —
iy O A%
(@) At > At (b) Ay = A¢ (Isoresolucéo) (c) A < A¢

Figura 5.3: Discretizacdo do plano tempo-freqUéncia pela transformada de Fourier de tempo curto
para diversas janelas.

DFT
em quew —— W.
Um resultado classico nesse campo é a impossibilidade de se fazer as incertezas temporais e
freqUenciaisimultaneae arbitrariamentepequenas. Este é o principio da incerteza de Heisenberg-

Gabor [3, 85,91, 93], largamente citado.

Teorema 5.1 (Desigualdade de Heisenberg-Gabor)

1
N> o (5.13)

E um resultado bem conhecido o fato do limite inferior da Desigualdade ser atingidw/(para
exp(—kt?), em quek > 0 é uma constante. Ou seja, 0 pulso gaussiano garante o precoito de

incerteza(A:A¢). Uma janela gaussiana em patrticular faz comfyue As:
w(t) = exp(—it?) (pulso gaussiano) (5.14)

Nesse caso, pode-se introduzir uma nova terminoldg@esolucao Uma analise tempo-freqlien-
cial tera a propriedade de isoresolucdo se as incertezas temporal e frequencial forem idénticas. A
Tabela 5.1 traz o comportamento das incertezas temporal e frequencial.

Os conceitos de incerteza no tempo e na freqtiéncia podem ser conectados com as autofuncdes da

transformada de Fourier, discutidas no Capitulo 4 [81].

Lema 5.1 (Autofuncdes fornecem Isoresolucdols autofuncbes da transformada de Fourier tém

idénticas incertezas no tempo e na frequiéncia.

DemonstracdoSejaw(t) uma funcéo de janelamento tal qwei ZFw=W = Aw. A incerteza
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Tabela 5.1: Incerteza depende da funcéo de janelamento
w(t) Largura Resolu¢do Temporal Resolucdo Frequencial

1 co co 0
w(t) L At Af
o(t) -0 0 00

freqliencial é dada pela expressao abaixo.

- /_ Zx2|W(x)|2dx (5.15)
_ /:x2|/\w(x)|2dx (5.16)
_ /_ Zx2|( D"W()2dx  parane {0,1,2,3) (5.17)
- 1 Zx2|w(x)\2dx (5.18)
=N? (5.19)

O

Outro resultado sobre as resolucdes em tempo e freqiéncia € encontrado a seguir.

Lema 5.2 Sejaw(t) uma funcao de janelamento com transformada de Fodéf), com derivadas

W (t) eW'(f), respectivamente. Sew,W,W’ € L?(R), entdol; e As sdo quantidades finitas.

DemonstracdoConsidere a incerteza tempofal Tem-se que

N = / " 2pw(t) et (5.20)
= [ (iewte)) (wo) e 521)
= /m (—W'(1))(=W"*(t))dt (pelo Teorema da Energia de Rayleigh) (5.22)
= [ Wk <+ (5.23)
Analogamente, mostra-se glie < . O

O fato das incertezas em tempo e freqiiéncia serem constantes faz com que a transformada de
Fourier de tempo curto tenha alguns inconvenientes. Por exempld) pdiveo, a incerteza relativa
(Af/f) pode ser bem menor nas altas frequéncias do que nas baixas frequéncias. Ou seja, baixas
frequéncias podem ser inadequadamente representadas. Poder-se-ia dizer que uma “solucéo” para

esse dilema seriam seguidas aplicacdes da transformada de Fourier de tempo curto com varias janelas
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gue oferecam diferentes resolucdes para baixas e altas frequiéncias. Obstaculos para esta “solucéo”
incluem: (i) elevadissimo custo computacional, tornando andlise em tempo real completamente proi-
bitiva e (ii) elevada redundéancia. H4, entretanto, uma solucédo muito mais elegante e econémica, como

serda vista na proxima segao.

5.2 Wavelets

As wavelets sdo fun¢des oscilatérias com decaimento que, sob determinadas condi¢des [93, 95],

fornecem uma analise tempo-frequencial tal que

A
Tf = constante (5.24)

Uma wavelet é uma funcép € L2(R) com valor DC nulo

/m wt)dt =0 (5.25)

e energia normalizadap|| = 1. A Figura 5.4 exibe um exemplo tipico de wavelet. Esta fungéo serve

de modelo para um conjunto de funcdes
1 t—b
t)=—=y|— ), acR' ,beR. 5.26
sl = 20 () : (5.26)
Esta nova familia de fungBes é constituida de versdes escalonadas (dilatagcdo ou compressao) de um
fator a e deslocadas de um fatbrda fung&o originaly(t), que € chamada de wavelet-mée. Este

conjunto se apresenta como uma base alternativa as bases dev@aborexp(— j27ft), oferecendo

uma melhor distribuicdo das resolugbes tempo-freqiéncia. A Figura 5.5 mostra uma configuracdo

"

~0.5 k |
I
B3 0 5

Figura 5.4: Wavelet tipica: wavelet de Morlet.
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Figura 5.5: Possivel representacdo do plano tempo-freqiéncia induzido pela andlise via wavelets.

tipica dos reticulados de Heisenberg possibilitada pela analise por wavelets.
A transformada continua de wavelet de um sufglé definida por
o 1 t—Db
Wabé/ Oy (2t 5.27
@b = v (57 (5.27)
Assim, a quantidad#@/(a, b) pode ser interpretada como a correlacdo entre a fungéo em anélise
e uma versdo da wavelet-méae escalonada daleslocada db. A superficie associada a energia

contida da transformada de wavel®¥(a, b)|?, € denominada escalograma.

Posto que a funcag 7, Wsatisfaz a Condicéo de Admissibilidade [93],

0 2
cwz/ ‘W(ff) df < 4o, (5.28)

€ possivel mostrar que o sinal analisado pode ser invertido pela seguinte formulacao [93]

1 o o 1 /t-b\ 1
=g /0 /_ mW(a,b)\/aL/J<a>a2dbda. (5.29)

Para a Condic&o de Admissibilidade ser satisfeita, bast&(@je= 0 e queW(f) seja continuamente
diferenciavel [93].

Complementar & nogdo de fungdo wavelet, ha a funcdo de egitalsEm situacdes nas quais
séo conhecidos os coeficientes de wavilgg, b), apenas para algumas escaas a, a constante,
a parte do sinal em andlise responsavel pelo comportamento e informagéo nassescalg®de

ser aglutinado numa unica fungcdo — a funcdo de escala. Definindo-se os coeficientes de escala
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(aproximacéo de baixa-frequiéncia) por

Sab) = /: f(t)\j’a(p (t_ab) ., (5.30)

tem-se que a férmula de reconstrucéo fica modificada para:

1 o 1 t—b\ 1
v(t) _Cw/o /_OOW(a, b) 75 (a) _doda+ (5.31)
termo associado as pequenas escalas (detalhes)
1 ® 1 t—b\ 1
— b)—q@ | — | —db. 5.32
Cwa/ms(a’ )ﬁ(p( a )az (5:32)

termo associado a aproximagao

5.2.1 Série de Wavelet

Do ponto de vista pratico, a definicdo da transformada continua de wavelet encontra as mesmas
dificuldades que outras transformacdes continuas. Assim, uma verséo discretizada da transformada
continua foi objetivada [93, 98]. Traduzir uma wavelet continua para o caso discreto pode ser feito

através de uma discretizacdo das variaveis de escala e deslocamento:

_ ]
l,Uj"k(t) = \/%L,U (t (I;[JBCX >, (5.33)

em quej € N representa a discretizagdo em escakaceN a discretizacdo com relagdo aos des-
locamentos (translacfes). As quantidades fixas 3 representam os fatores de escalonamento e
deslocamento, respectivamente. Note-se que as mudancas em escala se dao de forma geométrica e
0s deslocamentos ocorrem aritmeticamentea Se2, diz-se que se tem uma transformada/série de
wavelet diadica.

Esta formulacéo permite adaptar a transformada continua para o seguinte par:

W = /_ZV(t)wj,k(t)dt, (5.34)

vit)= > 5 W @ k(1) (5.35)

j=—00k=—00

Estas expressfes encontram analogos na teoria das séries de Fourier [3]. Nem sempre o mesmo
conjunto de wavelets que faz a decomposi¢éo se presta para a reconstrucao da série. Nesse caso, ha

uma familia de fungdes emi(t) para a andlise e outra para a sint§$g. Diz-se nesse caso, que ha
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uma analise com wavelets biortogonais, pois

1, sej=mek=n,
(W) Pmm(t)) = (5.36)
0, sej#mouk=#n.

5.2.2 Transformada Discreta de Wavelet

Usualmente tem-se um sinal discrete: [Vo, v, ... ,vN,l}T, de comprimentdN = 27, geralmente
obtido por amostragem de um sinal contirg. Ou seja, supor resolug¢des arbitrarias como faz a
série de wavelets ndo faz sentido: a melhor resolucédo disponivel é a do sinal discreto disponivel.
Assim, avangando mais um passo e discretizando o tempo também, tem-se que sua transformada
discreta de wavelet (DWT) pode ser expressa em termos dos coeficientes de detalhe (coeficientes de

wavelet) e aproximacéao (coeficientes de escala), respectivamente dados por:

N—-1

dj = ; Vi (i/N), (5.37)
N—-1

SERLIO (5.38)

A reconstrucao do sinal pode ser obtida através de uma combinacdo de wavelets e de uma versao
da funcao de escala responsavel pela aproximagao de baixa-freqiiéncia do sinal:

27h-1 . B 2-i-1 _
Vi= 3 apk@ok(i/N)+ 5 3 dejdik(i/N), (5.39)
k=0 j=1 k=0

em quea; k e djk séo coeficientes de aproximacéo e detalhe, respectivamegng(-gé a fungéo
de escala. A funcag;(-) € a wavelet €y < J € nimero de escalas até a qual a decomposicédo em

wavelets foi realizada.

5.2.3 Multiresolucéo

As funcbes de wavelet e de escala tém vérias propriedades notaveis. Em [93], pode se encontrar,
uma excelente referéncia. No contexto de waveles diadicas, um resultado de destaque é a seguinte
equacao recursiva:

P(t) = Z hiv/2¢(2t — k). (5.40)

Esta é chamada d=juacao de refinamentmenuncia que uma funcdo de esaplpode ser obtida
a partir de versdes deslocadas@em uma escala imediatamente menor. Ela tem solucdo Unica
emhy e os valores que compdem o veltiosdo conhecidos como coeficientes do filtro de escala (filtro

suavizador).
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Outra equacdo recursiva fundamental enuncia que

Y(t) = Z Ov2(2t —K). (5.41)

Neste caso dual, o vetgré o filtro de wavelet (filtro de detalhe). Os filtros de escala e de wavelet

obedecem certas condi¢gdes de normalizacéo, a saber:

Y ha=v2, (5.42)

Y g =0. (5.43)

Representando filtros duais,e g podem ser relacionados entre si através da condi¢céo de filtros
espelhados em quadratura (Condicdo QMF). Smith e Barnwell [99] fornecem uma excelente exposi-

cdo sobre esse topico. A condicdo QMF estabelece que
On = (—1) 1. (5.44)

As implicacdes das equagdes recursivas séo de importancia pivotal. Uma conseqiéncia direta é o

seguinte par de equacfes [93, 98]

ajk= z hi—akaj—1, (5.45)
|

djik = gi-2aj-1i- (5.46)
|

Estas equacdes sdo chave. Elas enunciam que os coeficientes de detalhe ou aproximacdo em uma
escala de resolucéo mais grossg¢ippdem ser obtidos diretamente dos coeficientes de aproximacéo
na escala mais detalhada imediatamente infgriof.

Assim, uma estrutura, como vista na Figura 5.6a, pode ser utilizada para realizar analise via wa-
velets. Tal estrutura é essencialmente um banco de filtros, configurado de modo recursivo. Considere
como sinal de entrada um sinal discrgtoA cada passagem pelo conjunto de filtros e dizimadores,
tem-se um novo sinal que representa os detalhes e uma aproximag§aBfleDa mesma maneira,

0 conjunto de aproximacdes e detalhes pode ser utilizado para reconstruir o sinal original através de
uma estrutura dual, ilustrada na Figura 5.6b. Teoricamente, esta estrutura pode ser iterada indefini-
damente [100]. Isto claramente ndo é possivel, pois, normalmente, os sinais em analise sao finitos e,
eventualmente, apds varias iteracdes, as dizimacdes repetidas reduziriam o sinal a uma Unica amostra.

Este algoritmo rapido para se calcular a transformada discreta de wavelet foi proposto por Mallat e,
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(b)

Figura 5.6: Cascata de filtros: Algoritmo rapido para a transformada de wavelet. Os coeficientes sao
computados recursivamente, através de uma iteracdo dos filtros de escala e de wavelet. (a) Estrutura
de decomposicéo e (b) estrutura de reconstrucao.

neste trabalho, ser& referenciado por “algoritmo cascata”. Este algoritmo € notavelmente eficiente e

realiza a transformada de wavelet &N) operagoes.

5.3 Definindo Novas Wavelets

Nesta tese, sdo apresentados dois métodos de se construir novas wavelets. A primeira proposta
€ puramente investigativa, em que serdo propostas wavelets com potenciais aplicacées. Contextos
especificos em que a aplicacdo de tais wavelets torna-se vantajosa ainda sao objeto de estudo.

Como foi mostrado anteriormente, o projeto de filtros passa-baixas e passa-altas esta intimamente
relacionado com a analise de wavelets por meio das equacdes recursivas de refinamento e do algoritmo
cascata. A abordagem para construgdo de wavelets, que seré discutida em detalhes nos proximos dois
capitulos, utiliza como ponto de partida a definicdo de bancos de filtros. A geracédo de wavelets vem

por implicacdo. A metodologia proposta para o projeto destas novas wavelets € sumarizada a seguir.

1. Sera analisado um problema particular baseado em equacdes diferenciais classicas, cujas solu-

¢cOes tém grande relevancia em diversos contextos;

2. Sera mostrado uma forma sistematica de associar as solu¢des destas equacdes a filtros de escala

e filtros de wavelets;
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3. Estes novos filtros serdo empregados no algoritmo cascata, buscando a construcdo de novas

wavelets;

4. Caso o procedimento resulte em wavelets, suas propriedades serdo analisadas.

A utilizacdo deste procedimento permitiu a construcdo/introducdo de duas novas wavelets: a
wavelet de Mathieu e a wavelet de Chebysheyv, tratadas nesta tese.

A segunda abordagem para propor wavelets, utiliza o caminho inverso. No Capitulo 9, sera pro-
posto um método de construir wavelets “casadas”, wavelets que sejam otimizadas para analisar uma
classe de sinais em particular. A partir de um problema conhecido e de uma classe de sinais a serem
analisados, sera construida uma wavelet especifica para a aplicagdo. Para tal, serdo essencialmente
utilizados argumentos de minimizacado de erro, para eleger uma wavelet 6tima dentre um universo de

busca. Algumas vantagens desse procedimento serdo comentadas posteriormente (Capitulo 9).



Capitulo 6

Wavelets de Mathied

6.1 Introducao

O matematico francés Emile Léonard MatHiéntroduziu em 1868 uma nova familia de equa-
¢cOes diferenciais no seu trabalhidémoire sur le mouvement vibratoire d’'une membrane de forme
eliptigu€’ [103]. Conhecidas por Equacdes de Mathieu, estas expressfes estdo associadas ao com-
portamento de um onda em um cilindro eliptico.

Este trabalho é particularmente voltado para a forma candnica da equacgdo de Mathiag.[Para
g € C, a equagdo de Mathieu € uma equacéo diferencial linear de segunda ordem com coeficientes
periddicos dada por ,

c(ijw); + (a—2qco9q2w))y = 0. (6.1)

Foi mostrado posteriormente que esta equacao € aplicada em areas relacionadas com Mecanica Quan-
tica: os parametrose g sao relacionados com o nivel de energia e uma intensidade, respectivamente.
Parag = 0, a equacédo de Mathieu se reduz ao conhecido oscilador harmbnico, e qupiadrado

da frequéncia de oscilagdo [104, 105].

As solucdes da Equacdo 6.1 sdo os harmonicos eliptico-cilindricos, conhecidos como fungdes de
Mathieu. Tais fun¢des vém sendo constantemente aplicadas em uma variedade de fenémenos fisi-
cos, tais como problemas de difracdo, distorgdo em amplitude, péndulo invertido e o problema de
vibracdes em meios de densidade ndo-uniforme [106]. As funcbes de Mathieu também encontram
aplicacdo no contexto de guia-de-ondas que envolvem simetria eliptico-cilindrica, incluindo (i) pro-

blemas de transferéncia de poténcia em guias-de-onda elipticos [107, 108], (ii) estudo de padrdes de

1Este capitulo representa uma compilagao do artigo: Lira, M. M. S., de Oliveira, [deMgbralCintra,R. J., “Elliptic-
Cylindrical Wavelets: The Mathieu WavelgEEE Signal Processing Letters, v. 11, n. 1, pp. 52-55, 2004 [101].

2Francés, nascido em 1835, deve-se a Mathieu os grupos de Mathieu, que em conjunto com as funcées de Mathieu,
s&o talvez suas contribuicdes mais significativas. Um aluno brilhante, estudou matematica em nivel de graéicatéio na
Polytechniquele Paris, em incriveis 18 meses! Faleceu em Nancy, Francga [102].

93
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irradiacao de antenas elipticas [109] e (iii) antenas anulares elipticasceostripde excentricidade
arbitraria [110].

Wavelets séo utilizadas com freqtiéncia como ferramentas para a resolucao de equacdes diferen-
ciais [111-113]. De certo modo, neste trabalho sera feito o inverso: utilizar equages diferenciais
para construir (“resolver”) wavelets. Assim, este trabalho busca trazer para o contexto de processa-
mento de sinais as func¢des de Mathieu. O objetivo deste trabalho é a proposi¢do de novas wavelets
baseadas nas equagfes diferenciais de Mathieu. Tais wavelets tém sua construgcdo e uso motivados

por problemas que exploram a simetria eliptico-cilindrica.

6.2 Comentarios Gerais sobre as Equacdes de Mathieu

De modo geral, as solu¢des da Equacéo 6.1 sdo ndo periddicas. Entretanto para g dado
solucdes periddicas existem para infinitos, mas contaveis, valores particulaaesTdes valores
caracteristicos sdo denotados pgfg), em quer € um inteiro ou racional. Isto &, para um dado
q+# 0, ha variosa = a(q), indexados em que fazem com que a solugdo da equagdo de Mathieu seja
periddica.

Para varios problemas de relevancia fisica, é desejado que as solu¢fes da equacao de Mathieu
sejam periddicas de periodoou 21t [1, p.722]. Assim, ha quatro solucdes notaveis: solucdes pe-
riodicas de periodar ou 211 com simetria par ou impar. Convém separar os valoresgile geram
solugdes periddicas em dois grupos: (i) o que fornece solugdes pares e (ii) o que fornece solucdes
impares. Para o primeiro grupo, sera denotadea,(q) (mantendo a notacdo); para o segundo,
a=by(q).

As solucdes periodicas pares ou impares sdo denominadas de funcdes de Mathieu de primeira
espécie. Tais solu¢Bes também sdo denominadas de cossenos e senos elipticos — dencegglas por

e sg-) — tendo suas séries de Fourier expressas por:
&(w,q) = ZAr,mcosmw, paraa = a;(q), solu¢ado periddica par (6.2)
m

se(w,q) = ZArvmsen“nw, paraa = b, (q), solu¢éo periddica impar, (6.3)
m

em que 0s somatorios sao tomados apenas em valores pares ou impares dy @adic® periodo da
solugéo sejar ou 2, respectivamente. Os coeficienfes, séo dependentes do valoraescolhido.

Fixado o valor de, a notagéo dé, , € simplificada parém.
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Seq— 0er # 0, 0s cossenos e senos elipticos se degeneram em cossenos e seno usuais [1]:

éimocer(w, q) = coqrw), (6.4)
cIliLnose(w, q) =senrw). (6.5)

E, de modo similar a estas func¢des trigonométricas, as fun¢des de Mathieu satisfazem a propriedade

de biortogonalidade:

21

[ ca(w.ayca(wgdo=0,r #s

0
21

/ s (w,q)sa(w,q)dw="0, r £s, (6.6)
0

2n
| ca(@qsa(@qdo=o.

Um dos resultados mais interessantes relacionado as fungdes de Mathieu é o Teorema de Flo-
quet [114]. Em linhas gerais e em uma forma menos geral, este teorema afirma que as solucbes
periddicas da equacao de Mathieu podem ser expressas na forma

y(w) =Fy(w) =eY“P(w)  ou
_ (6.7)
y(w) =F(-w) =e "“P(-w),
em quev é uma constante que dependeadeg; e P(w) é uma fungéo de perioda

A constantev é denominada de expoente caracteristico [1, p.727]v 8 inteiro, entdo as

funcbesk, (w) eF, (—w) séo solucdes linearmente dependentes. Neste caso, estas funcdes gozam da

seguinte propriedade

y(w+km) = eVKy(w), (6.8)

y(w+km) = e 1VKTy(w), (6.9)

para as solugdds, (w) e F,(—w), respectivamente. Neste caso, sdo chamadas de solugbes de Flo-
quet [1].

A solucéo geral para a equacdo de Mathieu € expressa por
y(w) = c16/V?P(w) + coe VOP(—w), (6.10)

parag € R e v é ndo inteiro. As quantidades e c; sdo constantes arbitrarias [115]. Todas as

solugdes limitadas sdo descritas em uma série infinita de harmoénicos com amplitude decrescente com
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Figura 6.1: Algumas curvas de funcBes de Mathieu par de primeira espécie e goriodistes
cossenos elipticos foram calculados para os seguinte parametmes: (28g=>5, (b)v=5eq=>5.

a freqiiéncia [1, 115].
Neste presente estudo, a investigacao serd restrita as solu¢fes pares de2periddia esta
condigdo, em particular, os coeficientes da série de Fourier das fun¢des de Mathieu (Equagéo 6.2

e 6.3) satisfazem algumas relacdes de recorréncia [1]:

(a—1-g)A1—0ghs =0,

(6.11)
(a—m?)An—g(An_2+Ami2) =0, m>3, mimpar.

A Figura 6.1 exibe duas formas de onda ilustrando o comportamento dos cossenos elipticos, cuja

forma depende fortemente dos parametresy.

6.3 Wavelets de Mathieu

Apbs esta breve revisdo sobre a Teoria das Funcdes de Mathieu, sera explorado o uso de tais
fungBes para a construcdo de wavelets. Para tal, serd adotada a metodologia comentada no Capitulo 5.
No que se segue, wavelets serdo denotadag/(iore funcdes de escala p@(t). Seus espectros de

Fourier serad!(w) e ®(w), respectivamente.

6.3.1 Relagdes entre Wavelet e Fungéo de Escala

Observando que a transformada de Fourier de tempo discreto de um filtro suavizador (filtro de

aproximacgéo) hx} é dada por

H(w) £ ;ékgzhke—iwk, (6.12)
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vem que as equacdes principais de Andlise Multiresolugéo, no dominio freqiiencial, podem ser con-

densadas como se segue [116]:

ot =H(2)o(2)

5 5 (6.13)
@) =6(3)%(3):
em queG(w) 2 % S kez Ok€ /@K é a fungdo de transferéncia do filtro de detalhe.
Condicfes de ortogonalidade se aplicam, levando a [116]:
H(0) =1andH(m) =0, (6.14)
H(w)?+[H(w+m[> =1, (6.15)
H(w) = —e 19G*(w+ ). (6.16)

6.3.2 Filtros de Mathieu

Nessa secdo sera definido um conjunto de filtros que serédo condiderados para a geragao de novas
wavelets.
A teoria de wavelets sugere a seguinte relacao classica entre os espectros de uma wavelet e da

funcéo de escala associada:
w2y (@ W
Y(w) =€ H (—2 — n) ® (—2) . (6.17)

Esta relacdo apresenta grande similaridade com as solucdes de Floquet para a equacdo de Mathieu,
poisH (w) é uma fungdo periddica. Motivado por este fato, foram empregados maiores esforgos na
direc@o de encontrar uma conexao entre as duas teorias.

Uma abordagem inicial resultou em formatar a relacdo entre os espectros da wavelet e da funcéo

de escala como se segue:

—e o (2 -m). (6.18)

Comparando com a Equacéo 6.7, identifica-se que os segundos membros dessas equagfes tem o
mesmo formato. Em termos da notagéo da Equacao 6.7, esta nova Equacgéo 6.18 oferece um valor de
v ndo-inteiro e uma fun¢aB(-) ndo pode ter perioda. Entretanto, um ajuste adequado de escala

emw, re-escreve esta equacao da seguinte maneira:

L — e 29H* (20— ). (6.19)
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Definindo uma nova fungéo

Y(w) 2 Y(4w) /P (2w), (6.20)

percebe-se uma interpretagédo no contexto de wavelets. Basta que se observe que
W W
W(w) =G (7) ® (7) . (6.21)

Ou seja¥(2w) = G(w)P(w). Consequentemente, a funcéo relacionada com a equacgdo de Mathieu
€ exatamente

Y(w) = G(2w). (6.22)

Realizando uma mudanca de variavel da seguinte ma2efe2w — 11, tem-se que

Y (z+ g) — e 12247 (27). (6.23)

O expoente caracteristicopode ser ajustado para um valor particular através de uma simples mani-

pulacéo algébrica:

e 122y (74 7—21) — e 1ViH* (22). (6.24)
Definindo que
P(-2) £H*(22) = 5 ca@, (6.25)
kez

em quecy = % x, observa-se que o membro direito dessa equagéo acima representa uma solucéao
de Floquet para uma equacgéo de Mathieu em particular. A fuAGiidem periodarr, satisfazendo
a condicao iniciaP(0) = % Skhk = 1. Restringindo o dominio dos coeficientes do filljopara
o conjunto dos ndmeros reais, determina-se um conjunto de pararfeirgs), tais que a funcéo
auxiliar

V(@) £ e 122y, (74 g) (6.26)

seja solucdo da seguinte equacéo de Mathieu:

d2
Y+ (36— 205€0822))y, = O, (6.27)
sujeita as seguintes restricdes:
yu(0) = —Y(11/2) = —G(m) = -1, (6.28)
coqgnv) —y,(m) =0. (6.29)

Isto &y, (1) = (—1)".
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Para que seja possivel obter uma solucdo adequada para a Equacéo 6.27, condi¢cdes de contorno
serdo impostas aos valores a serem determinadesedg Sev for um inteiro, a quantidada
pertence ao conjunto de valores caracteristi(g), ja mencionado (neste caso=r). A solugéo
par de period@rt para a Equacao 6.27 € expressa por [1]
cev(z0)

w(z)=— 58, (0.0)" (6.30)

A funcaoY, (w) associada &, (z) e relacionada a um filtro de detalhe para a geracéo de wavelets

pode ser descrito por

n
_ _ oi(v-2)(w-2)C& (w—7.0)
Y(w)=Gy(2w) =e 2 56 (0.0) (6.31)
Finalmente, obtém-se a funcéo de transferéncia do filtro de detalhe:
[ARs
Gy(w) = ej(V—Z)(“’%")M' (6.32)

ce,(0,q)

E importante garantir que o expoente caracteristiseja escolhido de modo que as condicdes
iniciais, Gy (0) = 0 and G, () = 1, sejam satisfeitas. Estas restricbes sdo necessérias para que 0s
filtros fornecidos sejam compativeis com a Teoria de Wavelet. Assideve ser um inteiro impar.
Utilizando identidades e propriedades das fun¢des seno e cosseno elipticos, nota-se também que a
magnitude da funcao de transferéncia mencionada acima corresponde exatamente ao médulo do seno
eliptico [115]:

(6.33)

Dessa maneira, a solucao para o filtro suaviz&tiey pode ser encontrada através das condi¢des

de filtro espelhado em quadratura (QMF) [117], fornecendo:

__ivaca(3.9)
Hv(@) =~ 00 (634

Neste caso, encontra-se diretamentelduer) = 0 e que
W
Hu(@)| = [ce, (5.0) /ce(0.0)]. (6.35)
Para um valor fixo deg, a funcéo de Mathieu par com expoente caracteristiéalada por

cey(w,0) = H Az1c082 + 1w, (6.36)
=
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Figura 6.2: Magnitude da funcéo de transferéncia dos filtros de Mathieu para construcdo de wavelets:
filtro de aproximagéd¢H, (w)| (linha fina) e filtro de detalhgs, (w)| (linha cheia). Estes filtros foram
encontrados para os seguintes parametros. a3, q=3,a= 9,916, (b) v =5,qg= 15 a= 31,958

em quece, (0,0) = 320 Azi 1.
Os coeficientes do filtré& e H para construcdo de wavelets (wavelets de Mathieu) podem ser

expressos em termos dos valores dos coeficidigs; }<z das funcdes de Mathieu:

W Aay/2
\/Vi cey(0,0) (6.37)
@ _ gy Av-2)/2
V2 cey(0,0)
Sem muito esforgo, observa-se que
h", =h'_,, vl > 0. (6.38)

Os coeficientes dos filtros ficam completamente definidos com a incluséo de condi¢des de normaliza-

¢ao impostas pela Teoria de Wavelet:

\jé k :Zm h =—1, (6.39)
i (—1*ng =o0. (6.40)
k=—o0

6.4 Resultados

Exemplos ilustrativos para algumas fung¢des de transferéncias dos filtros de aproximagéo e detalhe
sao mostrados na Figura 6.2, para- 3 e 5, e ajustes adequados do valorgleA quantidadey é
encontrada numericamente com auxilio do método de Runge-Kutta de quinta ordem implementado
através do pacote computacioidthematic&® (Wolfram Research, Inc., Champaign, IL, E.U.A.).

O valora é escolhido de modo que forneca fungdes periodicas.



101

0.1 : - 0.025 0.008
0.05 |- J\/L . 0.0125 0.004
0 “/\/L — 0 0
-0.05 TV\/\ f . -0.0125 -0.004
0.1 * -0.025 -0.008 *
45 70 95 200 300 400 900 1300 1700
@) k=2 (b) k=4 ©) k=6
0.08 0.02 0.004
0.04 0.01 0.002
0 0 0
-0.04 -0.01 -0.002
-0.08 * -0.02 * -0.004 *
25 75 125 200 350 500 800 1400 2000
(d) k=2 ) k=4 ) k=6

Figura 6.3: Wavelets de Mathieu geradas através de filtros em aproximacéo tipo FIR submetidos ao
algoritmo cascata apos 2, 4 e 6 iterackeéa)—(c) Wavelet de Mathieu pare= 3 e q= 3. (d)—(e)
Wavelet de Mathieu para=5eq=15.

Tais solugBes apresentanzeros no intervalgw| < 1. O comportamento tipico de filtros passa-
baixas H) e filtros passa-altasd) é claramente observado (Figura 6.2). As wavelets de Mathieu
podem ser construidas a partir do filtro passa-baixas proposto, utilizando o algoritmo cascata [93].

Para efetivamente gerar as wavelets, foi realizada uma aproximacgéao dos filtros de Mathieu. Ob-
serve que originalmente, tais filtros tém resposta infinita ao impulso (lIR). Para um estudo inicial,
adotou-se descartar os coeficientes do filtro de Mathieu com magnitude merddréfjeesultando
em um filtro de resposta finita ao impulso (FIR). Nos exemplos mostrados aqui, foram retidos 19
coeficientes em cada filtro. Na Figura 6.3, para alguns valoraedg formas de onda particulares
resultantes do processo iterativo do algoritmo cascata sdo exibidas. Gradualmente, apos cada itera-
¢ao, a forma de onda resultante se aproxima da wavelet de Mathieu proposta. Estes resultados foram

simulados enMATLAB ™ (The Mathworks, Inc., Natick, MA, E.U.A.).

6.5 Observacdes Finais

Neste capitulo foi proposta uma nova familia de wavelets. Foi mostrado que as fungdes de trans-
feréncia dos filtros para analise via wavelet sdo relacionadas com as solugfes de equacdes de Mathieu.
E também que as magnitudes da funcdes de transferéncia dos filtros de aproximacéao e detalhe corres-

pondem as funcbes de Mathieu com expoente caracteristico impar.
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Adicionalmente, foi mostrado que, no intervato| < 71, 0 nimero de zeros da magnitude da
funcéo de transferéncia de tais filtros — tanto passa-baixas, como passa-altas — pode ser ajustado
com uma escolha adequada do expoente caracteristico.

Este trabalho se apresenta como a possivel primeira conexao entre equagfes de Mathieu e wa-
velets. A metodologia empregada neste estudo pode se aplicar na construcdo de outras wavelets, a
partir da solucao de outras equacdes diferenciais, como, por exemplo, polindmios de Legendre [118],
polinémios de Gegenbauer [2], entre outros.

As aplicacdes possiveis para tais wavelets localizam-se em areas que explorem as solu¢des de
Mathieu, simetria eliptica, como é o caso de fibra Gpticas. Outros problemas que lidam com este tipo
de simetria incluem a andlise de dindmica de moléculas em armadilhas eletromagtmépyfkl,

120].



Capitulo 7

Wavelets de Chebyshev

7.1 Introducao

A teoria de Sturm-Liouville abrange uma vasta cole¢éo de problemas de Engenharia e Fisica [90].
Um topico particularmente interessante é o relacionado com as equacdes diferenciais de Chebyshev
E possivel mostrar que a solugéo de tais equacgdes é um conjunto de polinémios denominados polind-
mios de Chebyshev [1].

Geralmente, os polinbmios de Chebyshev séo divididos em duas classes: os polinémios de pri-
meira espécie e 0s de segunda espécie. Os polinbmios de Chebyshev de primeira espécie de ordem
m, Tm(X), satisfazem a equagéo

(1-X)y—xy+n’y=0, (7.1)

ao passo que os polindmios de Chebyshev de segunda espécie deldx#y), satisfazem
(1—x)y—3xy+n(n+2)y=0. (7.2)

Os polinémios de Chebyshev formam um conjunto completo de funcdes ortogonais definidas no

intervalo [—1,1] com respeito as funcdes pegb— x?)~%2 e (1—x?)1/2, para os polindmios de

1Este capitulo representa uma compilagéo dos artigoge 8pbralCintra,R. J., de Oliveira, H. M., Soares, L. RQOh
Filter Banks and Wavelets Based on Chebyshev Polynomiéts WSEAS International Multiconference (CSCC 2003),
llha Corfu, Grécia,2003 [121] e (ije SobralCintra, R. J., de Oliveira, H. M., Soares, L. R.Chebyshev Wavel&tsXX
Simposio Brasileiro de Telecomunicagdes, Rio de Janeiro, RJ, Brasil, 2003 [122].

2pafnuty Lvovich Chebyshedlaguyruii JInBosuu UebLmmes) nasceu na Rissia em 1821. Um dos responsaveis
pelo estabelecimento da escola russa em Teoria das Aproximag8es, Chebyshev foi o primeiro a identificar e unificar o con-
ceito de polindmios ortogonais. Tem contribuicdes fundamentais na aplicagéo de Probabilidade em Estatistica, generalizou
o Teorema do Limite Central. Faleceu em S&o Petersburgo em 1894.

103
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primeira e segunda espécie, respectivamente. Alguns valores especiais sdo

Tn(l) = 1; T2n+1 = 07 (7-3)

Un(1) =n+1, Uz,1(0)=0. (7.4)

Ha uma grande lista de propriedades relacionando tais polinémios [1, 90, 123]. Entre elas, ha a

propriedade de simetria [90]

Tn(—X) = (—1)"Tn(x), (7.5)
Un(—x) = (—1)"Un(x). (7.6)

Classicamente, os polinémios de Chebyshev atraem grande atencdo em aplicacdes que envolvam
analise numérica, interpolacao e truncamento de séries [1,90]. Entretanto, nos ultimos anos, conexdes
entre polindbmios ortogonais e analise de sinais via wavelets, em particular decomposicfes no espago
L?(—1,1) foram propostas em [123,124].

Recentemente, em [101, 118], um novo topico de pesquisa foi investigado: a associacdo de solu-
¢Oes de equacdes diferenciais classicas — como as funcbes de Mathieu (cossenos e senos elipticos)
e os polinémios de Legendre [118] — e o projeto de wavelets. Neste trabalho, é explorada a possibi-
lidade de construir novas wavelets a partir de polindmios de Chebyshev. E investigado o uso de tais
polindémios para a definigdo de banco de filtros para a geracdo de wavelets. Para tal, ser&o utilizados
resultados de Teoria de Banco de Filtros.

O método proposto para este estudo é delineado nos seguinte passos:
1. Definicdo (construcéo) de filtros a partir dos polinémios de Chebyshev;

2. Exame das propriedades e caracteristicas dos bancos de filtros baseados nos filtros encontra-
dos [98];

3. Utilizacdo do banco de filtros para gerar wavelets usando o procedimento iterativo em cas-
cata [93,98].

Serd convencionada neste estudo, a seguinte notacdo. Filtros passa-baixas e passa-altas serédo
denotados pelas seqliéndis e g[n|, respectivamente. Sera adotado §uéin] =1e5,g[n =0.

Também se considerara uma matriz de convolucasimoo operador de dizimacéo por dois Sgi2).
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7.2 Wavelets de Chebyshev

Nesta sec¢do, sera investigada a definicdo de bancos de filtros baseados em polindmios de Che-

byshev e também a possivel aplicacdo destes polinbmios na construcéo de wavelets.

7.2.1 Filtros de Chebyshev de Primeira Espécie

Os polinémios de Chebyshev de primeira espégie) podem ser definidos através de uma sim-
ples relacédo recursiva [90]

Tm(X) = 2XTm-1(X) — Tm—2(X), 7.7)

assumindo-se quR(x) £ 1eTy(x) £ Xx.
Para se obter filtros passa-baixas destes polinémios, toma-se inicialmente uma mudanca de varia-

vel x = cosw. Deste modo, sdo formuladas novas funcbes [1, p.787],
Tm(cosw) = cogmw), (7.8)

cujas magnitudes no intervato € [0, 1T} satisfazem as condi¢bes de um filtro passa-baixas para a
magnitude da resposta em freqiiéncia. Poucas modificacdes sdo necessarias para que estes polindbmios
possam ser considerados como candidatos a serem utilizados numa estrutura de banco de filtros para
a geragao de wavelets.

Filtros H (e/*’) a serem utilizados para analise de sinais [116] devem verificar algumas condi¢des

especificas, tais como:

H(e)| =1, (7.9)
H(e™)|=0. (7.10)

Para fazer com que os polindmios de Chebyshev sejam (teis para este tipo de aplicacdo, um pe-
qgueno ajuste deve ser feito aos polindmigé:). Limitando a investigagéo aos polindbmios de ordem

imparm, pode-se definir a resposta em magnitude de um filtro suavizador (passa-baixas) como
IHY (e9)] 2 [Tyy(cogw/2))|, paramimpar. (7.11)

Estas funcbes sdo atrativas, pois ja sdo naturalmente normalizadas. A Figura 7.1 mostra algumas
curvas de tais fungoes.
Em um trabalho anterior [101] (Capitulo 6), wavelets baseadas nas equacgdes diferenciais de

Mathieu foram definidas de maneira similar. A estrutura matematica das wavelets de Mathieu na-
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Figura 7.1: Gréficos dgy(coqw/2))|, param= 3,5, w € [0, 1].

turalmente induz a associacdo de uma fase liselll’ para os filtros suavizadores de Mathieu. A
mesma abordagem sera seguida nesta proposta. Neste desenvolvimento, sera imposta uma compo-

nente de fase linear ao filtro suavizador de Chebyshev, descrito a seguir:
HD (el®) 2 e IM9/2T (cogw/2)), mimpar. (7.12)

Utilizando a Equacao 7.8, pode-se realizar a seguinte manipulacéo:

Hia) (el?) = e IM@/2T, (coqw/2))
= e IM9/2cogmw/2) (7.13)
1 .
—— — jmw
> (1+e ).
Como h,(%) &t H,%l), o filtro dem+1 coeficientesh,(%) pode ser expresso atraves da aplicacdo da

transformada de Fourier de tempo discreto inversa-lé,]r)n[%]. Isto é:

1/2, n=0,m,
hﬁﬁ) n] = / (7.14)

0, caso contrario.

Este fiItrohﬁ%) [n] seré utilizado para a definicdo de banco de filtros de reconstru¢éo e decomposicao.
As relacdes entre os filtros passa-baixas e passa-altas utilizados em um banco de filtros de analise e

sintese de sinais séo fornecidas em [98, 100, 125] através do seguinte conjunto de equacdes:

b [n) = v2hi ), (7.15)

(7.16)
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paran=0,...,m. Estas equag¢bes sao conhecidas como a condi¢éo de filtros espelhados em quadra-
tura (Condigdo QMF). Aqui, os indices d sdo utilizados para denotar os filtros de reconstrugéo e

decomposicéo, respectivamente.

Propriedades do Banco de Filtros de Chebyshev de Primeira Espécie

Denote-se o0 uso de fungBes em letras maiusculas como a transfarcasléincdes homologas
em minusculo. Assim,—lr(l) € a transformada-do filtro passa-baixas de reconstrut{:éjé £ \ﬁhﬁ}).
De modo similar, os filtros de reconstrucéo e decomposi¢ao terdo suas transformedeaisdas por
WY 2 B, g 2 6l hY Y g 2 Gl

Sera mostrado, a seguir, que os bancos de filtros baseados nos filtros passa-bbﬁ%?@ de
possuem a propriedade reconstrucdo perfeita [98]. Para satisfazer a reconstrucao perfeita, um banco
de filtros deve verificar as propriedades de (i) cancelamentiia® e (ii) auséncia de distor¢oes.

Para garantir o cancelamentoal@s, deve-se ter [127]
HY @HY (-2 + 6P (26" (-2) = 0. (7.17)

Substituindo estas transformadagelas expressdes correspondentes para os filtros de Chebyshev

em questao e consideranashdmpar, tem-se que

1 1 1 o 1 —

7ﬁ(1+2 )7ﬁ(1+(—2) )+7§(—1+2 )7\@(1—(—2) )= 7.18)
1 o1 1 1 . '
\ﬁ(lJrz )\ﬁ(l—z )—\ﬁ(l—z )\ﬁ(lJrz )=0,

gue assegura o cancelamentoatias [98]. Continuando o desenvolvimento, para se obter recons-
trucdo perfeita, € também exigido que o banco de filtros ndo introduza distor¢cdes. Ou seja, apenas

atrasos sdo admitidos [99]:
HY 2HY (2 + 6P (26 (2) = 277, (7.19)

em que € um inteiro ndo-negativo. Realizando substituicdes, segue-se que

1 —m 1 —m 1 —m 1 —m\ __ H,—m
\ﬁ(ljtz )\ﬁ(l+z )—|—ﬁ(—l+z )ﬁ(l—z )=2z" (7.20)

30 termoalias se refere ao fendémeno de superposicéo espectral decorrente de taxas de amostragem inadeqadas. Foi
mantida a terminologia inglesa por ser bastante usual. O termo foi cunhado por J. W. Tukey (1915-2000), que também
introduziu termos comapre-whitening tapering bispectrune cepstrun{126, p.75].

4N&o confundir com os classicos filtros de Chebyshev. Neste trabalho, o termo “filtro de Chebyshev” sera limitado aos
filtros aqui desenvolvidos.
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E interessante observar que o atraso do banco de filtros é exatamente igual inatdgmlindmio
de Chebyshev inicialmente selecionado.
Uma outra questdo a ser examinada é a condicao de ortogonalidade de banco de filtro. Um banco

de filtros é ortogonal se a seguinte condicéo for satisfeita [98, 99]:
Zh[k]h[k—Zn} =9d[n, (7.21)

em qued[n| é o impulso. Realizando os calculos para o filtro passa-baixas de Chebyshev de primeira
espécie, vem que:
1

h(l)[n]zé[l 0 ... 0 1. (7.22)

Assim, para este filtrd(¥[n] a condicdo da Equagéo 7.21 é verificada, sendo possivel a construgio
de um banco de filtros com ortogonalidade.

Embora estas duas propriedades desejaveis — reconstrucdo perfeita e ortogonalidade — sejam
satisfeitas, tem-se que verificar se tais filthég [n] fazem o processo iterativo do algoritmo cas-
cata [93] efetivamente convergir, gerando uma wavelet. A resposta a esta indagacao é negativa. Em
outras palavras, a funcéo limite do algoritmo cascata n&o é uma funcao suaaf( e o algoritmo
n&o converge er?. Para provar este fato, sera aplicado o seguinte teorema [98] acerca das condicdes

necessarias e suficientes para a convergéncia do processo interativo [128].

Teorema 7.1 (Strang [98]) Sejamh[n] um filtro passa-baixas de comprimemto+ 1 e H sua matriz
de filtragem associada. Se a matriz infinfta= (12)2HHT tem uma submatriz centrdlo,_1 de
ordem2m-— 1, tal que qualquer autovalok dessa submatriz satisfak| < 1 (exceto por um Unico

autovalorA = 1), entdo o algoritmo cascata converge &fn

De acordo com o Teorema 7.1, ao se eliminar as linhas impares da Btz (i.e., aplicar
o operador dizimagdo por do{$2)), tem-se prontamente a matfizn_1. Para os polindmios de

Chebyshev de primeira espécie, tem-se os filtros

hiy)==[100---0 01]. (7.23)

(m—1) zeros.

NI

Assim, a matri2ZHHT é formada por um empilhamento de linhas deslocadas de um elemento da
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seguinte linha (vetor):

[1 0O --- 0 1]*[1 0 --- 0 1]:

7.24
[100.-00200---0 91], (7.24)

(m—1)zeros  (m-—1)zeros

NI NI

em guex denota a operacédo de convolucéo linear.

Como os elementdl/2 do vetor resultante estdo separados do elemento unitario por um namero
parm— 1 de zerosifi é impar), a eliminacdo das linhas imparegdel T fara com que cada coluna
de Tom-1 tenha um Unico elemento 1 ou um par de elementos com YabrUma representacao

matricial é vista abaixo:

020000010
'|-2m_1:é 0000020000 0. (7.25)
0 .

000--0000O00--010

Observa-se quéom_1 € uma matriz estocastica.

Através do célculo direto dos autovalores desta matriz, a busca de marizgagjue satisfagam
as condicdes do Teorema 7.1 retornou apenas um caso favoraveh pa2s6. Este Unico caso €
m= 1. Interessantemente, pare= 1 o filtro suavizador resultante,

h@M:%h ﬂv (7.26)

€ 0 banco de filtros de Haar, que faz o algoritmo cascata gerar as wavelets de Haar. Limitando nossa
busca aos resultados computacionais, este foi 0 Unico polindmio de Chebyshev de primeira espécie

que produz uma wavelet.

Exemplo 2 Considerando o filtro passa—baixaél) n = % [1 00 1} param= 3, a submatriz

central de(|2)2HHT tem orden?m— 1 = 5. Computando esta submatriz, tem-se
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(7.27)

R O O +» O

O O O N O
SO B O O B
o O N O O
o N O O O,

cujos autovalores séit 3 e 1. Como ha dois autovalores com mddulo unitario, o Teorema 7.1 n&o
€ satisfeito. Uma aplicacéo deste tipo de filtro ao algoritmo cascata gera as formas de onda trazidas

na Figura 7.2: funcdes que ndo convergemlem

0.6 = 0.4 —
0.3 — 0.2 —
0+ — 0 —
0.3 — 0.2 —
-0.6 : 0.4 —L— L
0 5 10 0 5 10 15 20 25
@) (b)
0.3 T T T 0.2 x I I —
0.15 f 0.1} f
. I |
-0.15 — -0.1 —
03—l 1 | -0.2 *
0 10 20 30 40 50 0 25 50 75 100

(© (d)

Figura 7.2: Formas de onda geradas pelo algoritmo cascata quando filtros de Chebyshev de primeira
espécie de ordem trés sao utilizados. Sao mostrados os resultados para as interacdes 1 (a), 2 (b), 3 (c)
e 4 (c) do algoritmo.

7.2.2 Wavelets de Chebyshev de Segunda Espécie

Nesta subsecédo serdo examinados os polinémios de Chebyshev de segunda espécie. Esta familia
de polinbmios é construida por meio da mesma relagéo de recorréncia utilizada para gerar os poliné-

mios de primeira espécie. Entretanto, as condic¢des iniciais sao diferentes. Tem-se:

Um(x) = 2XUm—l(X) - Um—Z(X)v (7.28)
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paralp(X) = 1 eU;(x) = 2x. Uma variedade de propriedades e teoremas envolvendo estes polindbmios
pode ser encontrada em [1, 90].

Seguindo um desenvolvimento inteiramente similar ao realizado na subsecao anterior, sera inves-
tigado o uso dos polindmiddy,(x) para a definicdo de filtros passa-baixas. Serd mostrado que neste
caso, wavelets serdo geradas.

Primeiramente, serd adotada a usual mudanca de vaxiavebsw, levando a seguinte formula-

¢cao[1, p.776]:
serim+1)w

Um(cosw) = sene

(7.29)

Analogamente, o valor absoluto destas fungbes sera associado & magnitude da resposta em freqiéncia
do filtro passa-baixas a ser utilizado no algoritmo cascata. Entretanto, neste caso, diferentemente
dos polindmios de primeira espécie, as fung@agcosw)| ndo satisfazem prontamente as condicdes

de filtro passa-baixagH (el®)| = 1 e |H(el™)| = 0). Para tal, serdo necessarios ajustes adicionais.

De modo idéntico ao caso dos polinbmios de primeira espécie, é assumido um escalonamento no
argumento d&,(-) por um fator del/2, contornando o problema. Assim, a magnitude dos filtros

passa-baixas de Chebyshev de segunda espécie é expressa por
IHZ (6®)| = [Um(cogw/2))|,  for nimpar (7.30)

Isto induz qugH (e/™)| = 0. A restri¢io de ordem impar também deve ser respeitada, caso contrario
os escalonamentos d¢2 n&o procedem.
Em contraste com os polindbmios de primeira espécie, os de segunda espécie ndo sao naturalmente
normalizados. O valor maximo dé&,(cosw) € localizado no I6bulo principal & vizinhanca @e= 0
e pode ser calculado sem dificuldades:

_ Jim (M+1)cod(m+ 1)) (7.31)
w—0 coqw)

=m+1

Deste modo, um fator de escalonamentq;ég deve ser levado em consideragéo a fim de nor-

malizar a resposta do filtro. Este ajuste redefine a magnitude da resposta em freqiéncia para
i 1
HiY (&) £ = |Un(cogw/2))|,  mimpar (7.32)

Isto garante qu{sH,%z) (el9)| = 1. llustragdes da magnitude da resposta em freqUéﬂﬂa(aej“’) destes
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filtros sdo mostradas na Figura 7.3.

1 no1 n

0.75 |- ~H 075} -

05 + 05 -

0.25 |- ~0.25} -
0 0 | |

0 1 2 3 0 1 2 3

Figura 7.3: Gréaficos dgl;|Um(cogw/2))|, param=5,7, w € [0, 71].

O passo final desta seqliéncia de ajustes concerne a fase do filtro. Novamente, serd associada
uma fase linear convenientemente escolhida [101]. Conseqiientemente, os filtros passa-baixas de

Chebyshev de segunda espécie tém sua transformada de Fourier definida por
HP (o) 2 L g mor2y (cogw/2). (7.33)

Usando o fato de quén(cogw)) = ser((m+ 1)w)/senw), pode-se escrever a seguinte expressao:

@) gy L _jmw ser((m+1)w/2)
Hn (@) = 1 ™ serw2)

(7.34)

Surpreendentemente, esta € a exata formulacdo da resposta em freqiéncia dos conhecidos filtros
de média mdével ou janela retangular (!) [96]. A resposta ao imdnﬂ@{:n] deste tipo de filtro é

prontamente obtida e conhecida:

h@) [n] = o (7.35)
0, caso contrario.

Propriedades do Banco de Filtros de Chebyshev de Segunda Espécie

Considerando a Equacao 7.35 como ponto de partida, pode-se definir os filtros necessarios para o
banco de filtros. Como feito anteriormente, baseaddnSé)rfn] e usando definicbes similares para os

filtros de reconstrucao e decomposicdo (Equacdes 7.15 e 7.16), encontra-se as seguintes expressoes:

h[n = v2h@ [n), 9@ [n = V2(—1)*n[m—nl, (QMF) (7.36)
h2n =v2h[m-n],  o@[n = v2g[m-n. (7.37)
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As transformadag-séao prontamente encontradas e dadas por:

'(2)<Z):rr:£1i_ i (7.38)
62 (z) =mf21f (1", (7.39
Hi? (2) :mleiin 7, (7.40)
Gy (2 —nfl S —(-1)z". (7.41)

Primeiramente, serd examinada a questdo de reconstrucéo perfeita. Como comentado anterior-
mente, um banco de filtros deve satisfazer cancelamendtiatee auséncia de distor¢des a fim de
possuir a propriedade de reconstrucdo perfeita [98]. Ou seja, ambas as condi¢cdes abaixo devem ser

verificadas

H? 2HP (-2 + 67 (26 (-2) =0, (7.42)
HP 2H? (2 +GP (2GR (2) = 227, (7.43)

respectivamente. Apos tediosa manipulacéo, encontra-se que a propriedade de cancelati@nto de

€ completamente satisfeita:

m

”flizinfli(_z)i % 7im+1 -
w3 B33 )=°-

Entretanto, ap0s a aplicacao da Equacéo 7.43, obtém-se que

(7.44)

H? (2HP (2) + G (29GP (2) =

Y 2 1 g (mi1) 2 1 (7.45)
m+1 2 (1+72)2'

Como a expresséo resultante ndo é da foPaia, paral inteiro ndo-negativo, conclui-se que este

banco de filtro introduz algum tipo de distor¢éo.

E também facil de verificar qu#? [n] ndo obedece a Equagéo 7.21 e, portanto, ndo ha a condigéo
de ortogonalidade. Apesar destas condicdes ndo serem satisfeitas, ndo ha impedimento para a exis-
téncia de wavelets associadas. Em verdade, um exame sobre a convergéncia do algoritmo iterativo

para tais filtros particulares revela o seguinte Lema.
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Lema 7.1 Bancos de filtros baseados em polinémios de Chebyshev de segunda espécie de ordem

impar satisfazem o Teorema 7.1.

DemonstragdoTem-se quen [n] = m[11--- 1 1]. Assim, as linhas da matr@HHT tém o

(m+1) uns
seguinte formato
1 1
2—— i =
m+1h 4*m+1h 1} 7.46)
) .
m[l 2 - m m+l m --- 2 1}-

A matriz (|2)2HHT é entdo descrita por:

(21 .- O 0 0 0 0 - 007
43 0 0 0 0 0 00

67 - mlIm2m-3m4m-5- 00

45 mtl m mlm-2m-3 - 10
-  _.l/23+-m1 m m1l m m1. 32

Tom-1 T 12 . (7.47)
01 m3m2m-1 m ml - 54

00 m5m4m3m-2m-1- 76

00~ 0 0 0 0 0 34
00 - w12

Verifica-se que esta matriz em particular é estocastica: a soma dos elementos das coluna é sempre
unitaria. Para constatar este fato, basta observar separadamente as colunas pares e impares, notando
gue cada coluna tem elementos pares ou impares apenas. A soma dos elementos das colunas de

elementos paresd) e de elementos impareg) pode ser expressa por:

m-1

%=m+1+222k
k=1

m—1m+1 (m+1)?

=m+1+2 I (7.48)
m-1

=2 2k+1=~~—"72 7.49

S 2; + 3 (7.49)

Consequentement&y,_1 € uma matriz estocastica.
O seguinte teorema, derivado do célebre Teorema de Perron-Frobenius [38, p.53], apresenta-se

bastante adequado para demonstrarigue 1 satisfaz as condi¢cdes do Teorema 7.1.

Teorema 7.2 (Autovalores de Matrizes Estocasticas Irredutiveis (Perron-Frobenius)ye uma ma-

triz estocastica (markoviana)l for irredutivel, entddvl tem um autovalor simples com valor abso-
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luto igual a um. Sé for aperiddica, entédo, para todo os outros autovalokegem-se quéA | < 1.

DemonstracaoAssim, se for mostrado quen_1 € uma matriz estocastica (a) irredutivel e (b) ape-

riddica, o lema fica provado.

A primeira condicado é simples de ser verificada, dgig_1 € uma matriz banda com elementos

ndo-nulos na banda. Na terminologia de cadeias de Markov, pode-se dizer que todos os “estados” sdo

acessiveis entre si e, portanto, a mafriz_; é irredutivel [38]. Ademais, a diagonal da maffiz, 1

tem todos os elementos diferentes de zero. Assim, em termos de cadeias de Markov, isto seria inter-

pretado como auto-recorréncise(f-loop dos estados. Esta condicdo garante a aperiodicidade da

matriz, finalizando assim a demonstragéo.

g

A Figura 7.4 mostra alguns resultados obtidos do algoritmo cascata com a utilizacdo dos filtros

de Chebyshev de segunda espécie. Vé-se claramente o surgimento de uma wavelet suave e de suporte

compacto.
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Figura 7.4: Wavelets de Chebyshev de segunda espécie: resultados apés 2, 3 e 4 iteracbes, da esquerda
para direita. As curvas (a)—(c) sao para= 5 e as curvas (d)—(f), para=7.

Exemplo 3 Considere-se o filtro de Chebyshev de segunda espécie de ordem 3 dakxfﬁ) por

% [1 11 1} Construindo-se a submatriz central associadia (/2)2HH T, tem-se que:
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210
4 3 2

Ts—% 2 3 4 (7.50)
012
000

R W W = O
DN BN O O,

Como todos os autovalores desta matriZL%, %1 e 0 (duplo) — tém valor absoluto menor que a

unidade (exceto um Gnico autovalor), a regularidade e convergéncizénassegurada.

7.2.3 Implementando as Wavelets de Chebyshev

Os filtros propostos neste trabalhos foram simulados em ambiente computacional com o uso do
pacoteWavelet ToolboyaraMATLAB ™ (The Mathworks, Inc., Natick, MA, E.U.A.) [100]. Al-
guns sinais-testes foram analisados para ilustrar o comportamento da analise fornecida pelas wavelets
sugeridas neste trabalhos, bem como para inspecionar aplica¢gdes em potencial.

Na Figura 7.5, € mostrada uma analise de um sinal degrau utilizando-se a wavelet de Chebyshev
de segunda espécie de ordem 5. A Figura 7.6 exibe dois exemplos de aplica¢des praticas. Primei-
ramente, examina-se a decomposicdo de uma pertubacdo em freqiéncia. No segundo exemplo, um
sinal ruidoso € analizado em dois niveis de decomposi¢ao, ilustrando o potencial uso dessas wavelets

em descontaminacdo por limiavgdveshrinkagge[129].

7.3 Comentarios Finais

Motivado por um problema classico de equagdes diferenciais, foi introduzida uma nova familia de
funcBes para analise de sinais por meio de wavelets. Baseado nos polindmios de Chebyshev (primeira
e segunda espécies) e em resultados anteriores [101], foram definidos bancos de filtros para a geracéo
de wavelets.

Foi mostrado que os polinbmios de Chebyshev de primeira espécie ndo sdo naturalmente adequa-
dos para a construcao de wavelets, pois tais polinbmios nao induzem um banco de filtros adequados
para o processo iterativo do algoritmo cascata.

Foi mostrado que os polinbmios de Chebyshev de segunda espécie fornecem wavelets nao-orto-
gonais, suaves e de suporte compacto. Tais wavelets sdo geradas por um banco de filtros, cujos filtros
sdo inesperadamente simples: filtros média mavel. As principais propriedades deste banco de filtros
foram examinadas em detalhes. Em particular, uma prova da convergéncia do algoritmo cascata para

tais filtros foi apresentada. A Tabela 7.1 resume as propriedades dos bancos de filtro propostos.
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Figura 7.5: Um exemplo do uso da decomposi¢cdo em escala utilizando a wavelet de Chebyshev de

quinta ordem:

andlise da funcao degrau.

Tabela 7.1: Resumo das propriedades dos bancos de filtros baseados em filtros de Chebyshev.

Propriedade Primeira Espécie Segunda Espécie
Simetria Sim Sim
Reconstrucéo Perfeita Sim Nao
Ortogonalidade Sim N&o
Convergéncia Nao Sim

Wavelet de Suporte Compacto n/a Sim

aAlgoritmo cascata converge para wavelets.
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Decomposition atlevel 3:s=a3 +d3 +d2 +d1.
1 T T T T T T T

0.5 - B
33 0-

1 ' LT

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(@)

Decomposition at level 2 : s = a2 + d2 +d1.
15[ T T T T T T =

10 - =

0.5 B

0.5 Il | | | 1 1 Il 1 | 1

1 I I I 1 1 1 1 I I
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(b)

Figura 7.6: (a) Analise de um sinal com pertubacado em freqtiéncia (decomposicao de 3 niveis), (b)
Remocéo de ruido de um sinal-testeMeTLAB ™ noisbump através da wavelet de Chebyshev de
segunda espécie para= 3.
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Wavelets ndo-ortogonais vém, recentemente, sendo consideradas com maior freqiiéncia em pro-
blemas de reducao de ruido [130] e reconhecimento de padrdes [131]. Sendo estas algumas areas de
potencial aplicacédo para wavelets propostas.

Finalmente, pode-se observar que os polindbmios de Chebyshev sdo, em verdade, casos particula-
res de uma classe mais geral de polinémios: os polinémios de Gegenbauer. O método utilizado aqui
para gerar wavelets pode ser utilizado, tomando como ponto de partida os polinbmios de Gegenbauer.
Tal consideragcdo deu origem ao trabalho origingéWw Compactly Supported Scaling and Wavelet
Functions Derived from Gegenbauer Polynomiigdablicado emEEE Proceedings of the Canadian

Conference on Electrical and Computer Engineeri@gtaratas do Niagara, Canada [2].
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Uma Aplicacao em Engenharia

Biomedica: Eletrogastrografia



Capitulo 8

Eletrogastrografia

When a man'’s stomach is full it makes no difference whether he
is rich or poor.
EURIPIDES (480A.C—406A.C.)

Neste capitulo, serdo feitos comentarios sobre a natureza anatémica e fisiolégica do estdmago. O

enfoque sera dado as particulares da atividade elétrica gastrica.

8.1 Anatomia do Estbmago

O estbmago é um o6rgdo muscular liso, oco, em formato de bolsa em J, conforme ilustrado na
Figura 8.1 que exibe um diagrama da secao transversal do érgdo. A volta maior do estbmago é
chamada de grande curvattea menor volta é chamada de pequena curvatura. Anatomicamente,

0 estbmago é classicamente dividido em trés partes: (i) fundo (situado proximalmente), (ii) corpo e
(iii) antro. A histologia do fundo e do corpo é muito similar, se ndo igual; a regido antral, por sua vez,
possui relativamente uma maior densidade de células musculares lisas [132].

A parede estomacal, similarmente a outras partes do tubo digestivo, é formada de trés camadas:
mucosa, muscular e serosa. Destas trés camadas, chama atencédo a camada muscular, que, por si s,
se divide em trés niveis: camada longitudinal, camada circular e camada obliqua. Estes nomes sao
devidos a orientagdo das fibras musculares lisas. A camada serosal € a cobertura mais externa do
6rgédo [133].

A principal funcéo fisiolégica do estdmago € digerir e transportar alimentos. Apds a chegada

do bolo alimentar ao estdbmago, atividades de contracdo e peristaltismo contribuem para misturar e

1Apesar de, geometricamente, ter a menor curvatura.
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Figura 8.1: Anatomia macroscoépica do estbmago.

propelir o alimento pelo tubo digestivo, de tal modo que por¢des do quimo parcialmente digerido
sejam levadas gradualmente ao intestino delgado.

As func¢Bes de motilidade gastrica estdo associadas a complexos padrées de atividade elétrica e
gastrica. Partes diferentes do estdbmago recebem diferentes atribuicdes funcionais. Em linhas gerais,

o resultado desta interacéo pode ser resumido em quatro etapas:

1. ApGs a ingestao de alimentos, os musculos da regido do fundo e a parte proximal do corpo
se relaxam para a acomodacao do alimento. Este comportamento € importante para que seja

possivel 0 armazenamento tempordrio de grandes quantidades de alimento;

2. Durante a digestéo do alimento, a fase de relaxamento muscular cessa, dando inicio a uma lenta
recuperacéo do tdnus muscdlaA atividade de contracdo tbnica move e mistura o contetido
gastrico para a regido distal. As contragfes se propagam aboralmente na direcao do piloro (vide

Figura 8.1), onde param;

3. As contragfes gastricas passam a atuar de modo coordenado com a atividade motora do piloro
e daregido proximal do intestino delgado, de modo que pequenas partes do quimo séo enviadas

ao duodeno. A guantidade de quimo enviada depende do diametro instantaneo da abertura do

20 tdnus muscular é um estado de contragéo parcial que os musculos normalmente apresentam. Este estado é causado
pela estimulacdo nervosa e objetiva deixar os musculos prontos para serem atuados [134].
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esfincter pilérico. Em paralelo a isto, quantidades remanescentes de quimo séo propelidas na

direcdo oral, continuando a mistura e o processamento. Esta etapa persiste, esvaziando o 6rgéo;

4. Durante o estado interdigestivo, contracdes for¢adas e peridédicas removem qualquer residuo de

contelido gastrico que possa ter sido deixado, enviando-o ao duodeno.

8.2 Atividade Mioelétrica

O mecanismo de controle do comportamento estomacal, principalmente na regido distal do esto-
mago, é de carater elétrico. A parte proximal ndo é completamente ausente de atividade elétrica,
entretanto apenas atividade intracelular é registrada na literatura, com auséncia de padrées elétricos
extracelulares [135].

Pode-se dividir a atividade elétrica gastrica em duas classes: a atividade de controle elétrico
(ECA) e a atividade de resposta elétrica (ERA). Histologicamente, atribui-se como sitio de origem
da atividade elétrica gastrica a area do corpo ao longo da grande curvatura, onde fibras de musculo
longitudinal seguem até o inicio do duodeno. A regido do fundo é ausente de contracdes.

O processo de propagacéo da atividade elétrica gastrica entre as células € uma questdo nao clara-
mente resolvida [136]. Apesar disto, € identificado que, independentemente de como se da a propa-
gacdo, hd um acoplamento elétrico entre partes distintas do estdmago. Ou seja, ha um sincronismo
entre as regides.

Estas atividades elétricas, ECA e ERA, tém comportamento distinto, mas atuam associativamente.
E mostrado que despolarizacdes elétricas intracelulares, decorrentes de interacdes ibnicas esponta-
neas, precedem a contracdo da fibra muscular lisa estomacal [137, 138].

A ECA é tida como sendo uma despolarizacdo rapida e inicial, funcionando como um gatilho para
a contracao. Entretanto, tal condicao é vista como necesséria, mas ndo suficiente, para o surgimento
de uma contracdo. A ECA é periédica com freqiiéncia de aproximadamente 3 ciclos por minuto nos
humanos.

Para a existéncia de uma contracdo, ha a necessidade de que, combinada com a ECA, haja a
manifestacdo da ERA. A ERA tem duas fases distintas: platd e rajsuiie¥. Estas duas fases da
ERA nao sao independentes, devendo primeiramente haver um platd para a existéncia das rajadas.
Por outro lado, a manifestacédo de um platd ndo necessita de rajadas. A agdo combinada da ECA com
ERA em platd resulta em contracdo muscular de pequena intensidade. Quando associado a isto, ha
rajadas, tem-se contragBes bem mais fortes. A ECA é constantemente ativa no estdmago, ao passo
gue a ERA atua de modo intermitente. A Figura 8.2 traz ilustra¢des da atividade elétrica gerada pelas

células musculares lisas gastricas.
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(a) ECA (b) ECA e ERA em platd (c) ECA e ERA em platd e rajada

Figura 8.2: Atividade mioelétrica gastrica.

Durante o estado de jejum ou interprandial, foi observado que a atividade elétrica gastrica tem
um comportamento particular denominado de Complexo Mioelétrico Migratério (MMC) [139]. Este

fenbmeno pode ser dividido em quatro fases:

1. Afase quiescente é aquela em que ha apenas a presenca da ECA, e, portanto, nenhuma contra-

cao;

2. Nafase transicional, ha a presenca de intervalos com a ERA associada a ECA e intervalos onde

se tem apenas a ECA;

3. Numa terceira fase, a ERA esta sempre presente, seguindo a ECA. Nesta fase, a ECA se apre-

senta sempre em suas duas formas: platé superposto com rajadas;
4. Afase final é outra fase transicional muito parecida com a segunda fase.

Este ciclo de quatro fases do MMC tem duracao aproximada de 2 horas e o periodo de atividade
(terceira fase) dura entre 10 a 20 minutos. Com a ingestado de alimentos, os padrées de MMC se
alteram, entrando no processo de atividade géstrica descrita anteriormente. O regresso ao padrao de
MMC comentado acima se d& 6—8 horas apos a alimentacao.

Anormalidades na atividade elétrica gastrica de leitimas/o com eletrodos internamente posi-
cionados na parede estomacal podem ser relacionadas com certas patologias associadas a motilidade
gastrica [132,140-142]. Entretanto, esta técnica é raramente utilizada, pois € invasiva e extremamente

nao-pratica.

8.3 Eletrogastrografia

Em termos de amplitude de potenciais elétricos gerados, o estbmago é um dos 6rgaos internos

mais ativos, superado apenas pela atividade eletrocardiaca. De maneira similar a eletrocardiogra-
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Figura 8.3: Posicionamento de eletrodos para leituras eletrogastrograficas neste trabalho.

fia (ECG), a eletrogastrografia (EGG) é um método para registrar a atividade mioelétrica gastrica por
meio de eletrodos cuténeos.

O método data de 1922 quando Alvarez apresentou o trabalho seminal destaraee&lec-
trogastrogram and What It Shotyscuja frase final € The first human electrogastrograms are here
presenteti[143]. Apesar das dificuldades tecnolégicas de entdo, varios estudos conduzidos por Al-
varez e outros pesquisadores se seguiram [143—-146].

Apés uma preparacao da superficie cutanea, que inclui (i) remocéo de pélos abdominais (se pre-
sentes), (ii) aplicacdo de pasta abrasiva e (iii) desinfeccdo, procede-se o posicionamento dos eletro-
dos. Como em técnicas analogas, como, por exemplo, eletroencefalografia, eletrodos séo afixados a
pele e os sinais da atividade elétrica sdo coletados. Os eletrodos tipicamente utilizados séo eletro-
dos neonatais descartaveis de Ag/AgCI utilizados normalmente para ECG. A literatura registra varias
configurac@es para a disposicéao fisica dos eletrodos [142,147,148]. Neste trabalho, adotou-se a con-
figuracdo proposta por Mirizzi-Scafoglieri, que € considerada 6tima [147]. Apesar disto, a questéo
da padronizacé&o do protocolo de leitura de sinais de EGG no que tange a configuracéo do eletrodos
ainda é alvo de debates. Em uma publicacao recente [149], ha uma tentativa de padronizar o protocolo
de aquisi¢cao de sinais de EGG como um todo. Entretanto, os autores nao levam em consideracao a
configuragdo 6tima [147], podendo comprometer o estudo. A Figura 8.3 exibe a configuracéo adotada
neste trabalho para a localizac&do dos eletrodos. Busca-se encompassar a regido do antro e a regiao

distal do corpo, que é onde se espera obter uma boa rela¢éo sinal-ruido. Os varios eletrodos utilizados



126

sdo usualmente combinados em pares bipolares, fornecendo varios canais de leitura. Um eletrodo de
referéncia é afixado a bacia.

Durante as leituras, solicita-se que o paciente limite ao maximo a movimentacdo de membros,
bem como conversagdo. No caso de experimentacdo em animais, faz-se o possivel para limitar sua
movimentacgdo. Tais medidas visam minimizar os artefatos de movimento no sinal de EGG. A leitura
se da em intervalos continuos de 15-120 minutos, a depender dos protocolos seguidos. Entretanto,
como regra geral, procura-se leituras mais longas. Dependendo do objetivo do procedimento, pode-se
ter leituras posprandiais ou ndo. No caso de sinais posprandiais, procura-se fazer o paciente ingerir
uma refeicdo padronizada [150]. No caso de testes ndo-caléricos, dgua é ingerida até saciedade.

Segue-se entdo procedimentos de amplificacdo em entrada diferencial. No caso de EGG, o valor
da impedéancia de entrada do amplificador requer atencdo. Geralmente, a impedancia do amplificador
em aplicacfes biomédicas ja é alta; mas devido as baixas frequiencias do sinal de EGG, ela deve ser
0 maior possivel. A impedancia pele-eletrodo na faixa de 50-60 Hz é da ordenfda 1IMQ; no
caso de EGG, que tem freqUiéncias extremamente baixas (0,01-1 Hz), a impedéancia é ainda maior.
O condicionamento do sinal é completado com uma filtragem em freqiiéncia, objetivando eliminar
sinais provenientes de outras fontes, como coracao, intestino delgado, c6lon, bem como interferéncias

oriundas do sistema respiratorio.

8.4 Estado da Arte

Os resultados e avancos de outras técnicas de eletrografia, como ECG, sempre fomentaram a
pesquisa acerca da EGG, na esperan¢a de que um sucesso similar fosse encontrado. Entretanto,
apesar de ter mais de 80 anos, o atual estado da arte ndo faz com que a EGG seja uma ferramenta
clinica, mas objeto de pesquisa.

Uma das maiores dificuldades do método consiste em avaliar em quéo fiel o sinal cutaneo re-
presenta a atividade elétrica gastrica. O quanto de informacéo da atividade elétrica interna que é
efetivamente disponivel em meios cutédneos nédo é claramente conhecido. O fato é que a eletrogastro-
grafia tem, ao longo de sua histéria, uma grande lastro de empirismo. Os parametros de analise de
sinais imediatamente disponiveis resumem-se a: (i) amplitude, (ii) freqiéncia e (iii) fase. Entretanto,
estudos anteriores revelam que a utilizacdo de tais parametros, de modo isolado, ndo é capaz de ofe-
recer informacdes Uteis a identificagdo de anormalidades [151, 152]. E sabido também que ha varias
dificuldades no processo. Para ilustrar, além da prépria impedancia pele-eletrodo, a distancia entre o

estbmago e a superficie cutanea é relevante [150].
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A partir da década de 1970, os processos de digitalizacdo e auxilio computacional possibilita-
ram analises cada vez mais sofisticadas. Novas abordagens incluem modelagem e uso de métodos
analiticos mais complexos. Abordagens matematicas mais rigorosas se apresentam atualmente a ele-
trogastrografia como a alternativa a ser seguida.

Nos préximos dois capitulos serdo apresentados dois trabalhos originais acerca do processamento
de sinais de EGG. Na exposicéo de cada um destes capitulos, sera descrito o problema a ser endere-

¢ado e situada a fronteira da ciéncia para os topicos em questao.



Capitulo 9

Wavelet Otima para Eletrogastrografiat

9.1 Introducao e Motivacao

O registro cutaneo da atividade elétrica gastrica, conhecido como eletrogastrografia (EGG), pode
desempenhar um papel importante no diagnéstico de desordens da motilidade gastrica [132]. Diver-
sos trabalhos relacionaram com certo sucesso leituras de eletrogastrogramas a diversas patologias,
fato que motiva ainda mais o interesse pela técnica [154]. Por ser um procedimento de baixo custo
e nao-invasivo, a técnica de EGG torna-se bastante atrativa como ferramenta clinica. Varios estu-
dos tém sido conduzidos com o objetivo de classificar eletrogastrogramas registrados de animais em
experimentos controlados. Tais analises de eletrogastrogramas incluem (i) determinacdo do nivel
de aleatoriedade [155]; (ii) avaliagdo do conteudo cadtico [156]; (iii) reconhecimento de padrdes de
campo bio-magnético [157-159] e (iv) investigacdo da dindmica da freqliéncia dominante [154].

Além destas pesquisas, técnicas de processamento de sinais, tais como andlise via wavelets, tam-
bém tém sido empregadas para analisar eletrogastrogramas [160—164]. Estas abordagens vém sendo
utilizadas para (i) propor novas wavelets que oferecam uma melhor localizacdo no plano tempo-
frequéncial de sinais de EGG [160, 161]; (ii) realizar detec¢éo de ruido em registros de eletrogas-
trografia [162]; (iii) reduzir artefatos de estimulacéo [163]; e (iv) caracterizar quadros de disritmia
global da atividade elétrica gastrica [164].

O presente estudo endereca o problem da determinacéo de uma wavelet que seja melhor “casada”
a forma de onda do sinal de EGG em estado basal. Embora haja muitos fatores que envolvem a
escolha de uma wavelet para andlise de sinais [165], geralmente, tanto mais indicada é uma wavelet

para uma classe de sinais, quanto menor for a quantidade de coeficientes de wavelet que representam

1Este capitulo representa uma compilagédo do artig®obralCintra, R. J., Tchervensky, I. V., Dimitrov, V. S., Mint-
chev, M. P., Optimal Wavelets for Electrogastrograpghy®6th Annual International Conference of the IEEE Engineering
in Medicine and Biology Society, Sdo Francisco, E.U.A., 2004 [153].
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estes sinais [93, 166]. Assim, wavelets cuja forma de onda sdo similares a forma do sinal sob analise
sao freqlientemente escolhidas.

No contexto desta metodologia proposta, uma wavelet sera considerada étima se representar ade-
guadamente um sinal de EGG apds compresséo via wavelets a uma dada taxa de compresséo O ponto
de 6timo é detectado através da minimizacdo de uma medida de erro entre um sinal de EGG original
e sua versao compactada, sujeita a escolha de parametros de compressao via wavelets. Se, para uma
dada wavelet, o erro associado ao sinal compactado for minimo, entdo os coeficientes de sua trans-
formada de wavelet sdo considerados como bons representantes do sinal original. Assim, tal wavelet
seria mais eficientemente “casada” com o sinal sob analise do que outras wavelets em considera-
¢ao [167]. Uma metodologia similar a esta é proposta por Tewfik em diversos trabalhos [168, 169].

Consequentemente, o objetivo deste estudo é quantitativamente determinar uma wavelet adequada

a analise de sinais de EGG em estado basal, tanto em modelos caninos, quanto em modelos humanos.

9.2 Meétodos

9.2.1 Preparacao Experimental
Experimentos em Animais

Apbs uma laparotomia e a fixacdo interna e subserosal de seis pares de eletrodos de aco inoxida-
vel na parede gastrica antral de dezesseis caes da raca Beagle (sete fémeas e nove machos), a parede
abdominal foi fechada e cinco eletrodos eletrocardiograficos neo-natais descartaveis padronizados de
Ag-AgCl (Conmed, Andover Medical, Haverhill, MA, E.U.A.) foram afixados colinearmente sobre
a parede abdominal ao longo da projecéo do eixo gastrico. Além destes, um eletrodo de referéncia
foi posicionado na area da bacia. Estudos prévios demonstram que esta configuracéo de eletrodos
pode ser tomada como 6tima [147]. Os cinco eletrodos ativos foram agrupados de modo a prover oito
canais bipolares de eletrogastrografia. Adicionalmente, seis eletrodos de aco inoxidavel implantados
subserosalmente fornecem seis canais bipolares com a atividade elétrica gastrica (GEA) interna. En-
tretanto, neste trabalho apenas 0s oito canais eletrogastrograficos foram processados, utilizando-se 0s
canais com a GEA interna para fins de referéncia visual, apenas para verificar que a atividade elétrica
géastrica estava presente. A combinacgdo do conjunto de eletrodos e um diagrama da localizacao fi-
sica dos eletrodos sdo exibidos na Figura 9.1. Trabalhos experimentais com arranjos similares foram
descritos anteriormente em [154-156].

Foram realizadas gravagfes da atividade eletrogastrografica durante trinta minutos. Os sinais de

EGG capturados foram condicionados por um filtro ativo passa-baixas de primeira ordem de But-
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(b)

Combinacéo de

Canal Combinacéo de Canal Eletrodos

Eletrodos 7 1-2

1 a-b 8 2-3

2 c—d 9 3-4

3 e—f 10 4-5

4 g-h 11 1-3

5 i—j 12 1-4

6 k-l 13 2-5
14 1-5

(©) (d)

Figura 9.1: Posicionamento dos eletrodos internos (a) e cutaneos (b). Mdultiplas combinagfes de
eletrodos foram utilizadas para os registros da GEA (c) e para a eletrogastrografia (d).

terworth na faixa de 0.02—-0.2 Hz. Apd6s amplificacdo, uma converséo analdgica-digital com 12 bits
foi realizada, utilizando uma freqiiéncia de amostragem de 10 Hz e um conversor analégico-digital de
16 canaid. ABMASTER 20009(Scientific Solutions, Vancouver, BC, Canada). Assim, cada aquisi¢ao
de meia-hora de duracdo gerb8000amostras por canal por cdo.

Como os registros foram significativamente longos, os sinais de EGG foram intermitentemente
contaminados por uma variedade de artefatos, incluindo: (i) artefatos de movimento; (ii) variagées
espontaneas no potencial dos eletrodos; (iii) respiracéo; (iv) saturacdo do sinal durante a aquisicao;
(v) atividade eletrocardiaca; e (vi) perda de sinal durante a aquisicdo. Usualmente estes artefatos se
manifestam simultaneamente em todos os canais de gravacdo. A Figura 9.2 traz exemplos de diversas
categorias de sinais corrompidos. Alguns destes padrdes ruidosos sdo claramente evidenciados por
inspecao visual (por exemplo, sinais da Figura 9.2) e podem ser descartados [170]. Esta pratica tem
sido recomendada objetivando a obtencdo se um sinal mais limpo para subseqiente analise [149].

Entdo, para cada céo, intervalos continuos de 10 minutos de duracdo de sinais de EGG sincroni-
zados foram manualmente selecionados. Estes dados foram considerados livres de padrdes de ruidos
visualmente identificAveis. A Figura 9.3 mostra um registro tipico de um sinal basal de EGG multi-

canal de 10 minutos de duracéo.

Experimentos em Humanos

Usando uma configuracao similar de oito canais eletrogastrograficos, foram realizadas aquisi¢cdes

de dados por uma hora de duracdo em seis voluntarios normais (duas mulheres e quatro homens)
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Figura 9.2: Exemplos de artefatos freqientemente encontrados em aquisicdes de sinais de EGG:
perda de sinal (a), mudanca de nivel DC e saturagdo (b), ruido e saturagao (c) e perda de sinal por
problemas tecnoldgicos (d).

em estado pos-prandial (refeicdo de 500 Kcal, 52% carboidratos, 19% proteinas e 29% lipidios).
O indice de massa corporal médio dos voluntarios foi 22.tnkgDesvio padréo de 3.0 ky?).
Seguiu-se entdo condicionamento do sinal, amplificacédo e digitalizacdo semelhantes aos utilizados
nos experimentos caninos.

Todos os experimentos foram aprovados pgalonal Welfare CommitteepeloEthics Committee

da Faculdade de Medicina, Universidade de Alberta (Edmonton, Alberta, Canada).
9.2.2 Andlise de Sinai%

Compresséao por Wavelets

A Analise de Sinais por wavelets sugere que é possivel escolher uma funcéo wevetpie
gera uma base ortogonal em que um dado sinal pode ser decomposto [93]. Um sinal cgttinuo

tem seus coeficientes da transformada de waggletomputados por

Cik= /_ZX(t)tlfj,k(t)dt, (9.1)

2Alguns tépicos desta secdo ja foram discutidos na Parte Il desta tese. Assim, s&o aqui enfocados rapidamente de modo
a fazer com que as partes desta tese sejam auto-contidas.
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Figura 9.3: Tragados tipicos da aquisicdo multicanal de sinais de EGG em estado basal. Os canais
1-6 correspondem a atividade elétrica gastrica interna. Os canais restantes representam atividade
eletrogastrografica.
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Figura 9.4: Banco de filtros para analise via wavelets. O sinal é iterativamente decomposto através
de um banco de filtros para obter sua transformada discreta de wavelet.

em que a bas#; x(-) = 271/2@ (271 . —k) & controlada por um indice (fator) inteiro de escala (dilata-
¢do)j e por um indice inteiro de translacio
Sob certas condi¢des [93], estes coeficientes representam unicamente xfuncge pode ser

reconstruida a partir dos coeficientes da transformada de wavelet pela seguinte série

(o] [ee]

xt)= > > cikikd) (9.2)

j=—ocok=—00

A Equacdao 9.2 representa a férmula de sintese ou transformada inversa de wavelet [171].

Para se processar sinais discretos, esta formulacdo da transformada de wavelet precisa ser modifi-
cada. Mesmo adaptada para tempo discreto, a definicdo da transformada de wavelet tem uma grande
complexidade computacional. Deste modo, transformadas de wavelet s&o realizadas atravées da Trans-
formada Rapida de Wavelet usando o algoritmo cascata de Mallat para decomposicédo (transformada
direta) e reconstrucéo (transformada inversa) [93, 94].

Sejax um sinal discreto corll = 27 pontos (uma verséo do sinal contirgt) apds amostragem).

A transformada discreta de wavelet (DWT)xlé calculada em uma estrutura recursiva em cascata
consistindo de dizimadorégg e filtros passa-baixdse passa-altag complementares, os quais estao
unicamente associados a uma wavelet particular [100, 172]. A Figura 9.4 exibe um diagrama da
estrutura do banco de filtros para a DWT.

Ao fim do procedimento algoritmico, um conjunto de vetores é obtido

{dl,dz,...,d,-,...,djo,ajo}, (9.3)

em quely € o numero de escalas de decomposicao da DWT. Este conjunto de vetores de aproximagao
e detalhe representa a DWT do sinal original. Os vetdfesontém os coeficientes de detalhe da

DWT do sinal em cada escaja Variandoj de 1 aJy, coeficientes de detalhes mais ou menos finos
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Figura 9.5: Um segmento de 2 minutos de duracao de um sinal de EGG tipico em estado basal (a),
decomposto em sinais de aproximacéo (b) e detalhe (c) ap6s a sexta iteracdo utilizando o algoritmo
cascata de Mallat. A wavelet utilizada nesta analise foi Daubechies-2.

séo obtidos. Por outro lado, o vety contem os coeficientes de aproximagéo do sinal na eggala
Note-se que este procedimento recursivo pode ser iterado no maxiezes. Geralmente, o proce-
dimento é iteraddy < J vezes. Dependendo da escolhalglaum conjunto diferente de coeficientes

€ encontrado. Observe-se que o sinal discketcsua DWT possuem 0 mesmo comprimeRtoA
transformacdao inversa pode ser feita através de um procedimento inteiramente analogo e dual [100].
Usualmente, um sinal pode ser sujeito a varias decomposicfes via wavelets. Esta analise depende
fundamentalmente (i) da escolha da wavelet (fillr@sg); e (ii) do nimero de niveis de decomposi-

¢ao (escalas). A Figura 9.5 mostra um sinal de EGG em estado basal e seus sinais de aproximacao
e detalhe, reconstruidos dos respectivos vetores de aproximacao e detalhe. Neste caso foi utilizada
wavelet Daubechies-2 [93].

Um esquema de compressdo baseado em wavelet procura representar satisfatoriamente um si-
nal discreto originak com o menor nimero possivel de coeficientes da sua DWT associada [166,
173-175]. Um maneira simples de se realizar a compressao € descartar coeficientes que, sob certos
critérios, sdo considerados insignificantes. Consequentemente, o sinal reconstruido (compactado) é
baseado em um conjunto reduzido de coeficientes [166, 176].

No presente trabalho, o classico esquema de compressao ndo-linear foi adotado [166]. Este pro-



135

cedimento considera um conjunto adaptativo tomagosteriorio qual preservd coeficientes da
transformada de wavelet que possuem os maiores valores absolutos. Uma deciséo por limiar abrupto
foi utilizada para anular os coeficientes restantes. O nimero de coefidiértegrem retidos foi

determinado de acordo com a taxa de compreS$&desejada, que € definida por

CR= (9.4)

N
Mv
em queN e M sdo o nimero de coeficientes da transformada de wavelet do sinal original e do sinal
compactado, respectivamente.

Deste modo, todos os trés parametros do esquema de compresséao por wavelets foram identifica-
dos: (i) o niumero de escalas (niveis de decomposicado); (ii) a taxa de compressao; e (iii) o tipo da
wavelet. Entretanto, antes de se entrar em detalhes de como cada um destes parametros sera encon-

trado, algumas consideragdes adicionais precisam ser enderegadas.

Medida de Distorcdo

Para continuar nesta andlise, torna-se necessario introduzir uma ferramenta de avaliacao de quali-
dade de sinais para comparar um sinal original disctetam seu sinal reconstruido Véarias medi-
das que permitem a avaliacdo do efeito de esquemas de compresséo sado sugeridos na literatura [177].
Entretanto, uma das ferramentas mais utilizadas é a Diferenca Percentual em Média QuBdratica (
cent Root-mean-square Differen&RD) [173,174,177], que foi a medida de distor¢éo utilizada no
presente estudo. RRDde dois sinaisx e X, ambos de compriments, é definida por:

PRD(X, %) = (9.5)

9.2.3 Escolha dos Parametros
NUmero de Escalas

Para selecionar o numero de escalas {1,...,J} para a decomposicdo da transformada de
wavelet, foi introduzido o seguinte critéridy € escolhido de modo que a escala de aproximacao
tenha uma pseudo-freqiiéncia a mais proxima possivel da freqiiéncia dominante (funddgéatal)
um sinal tipico de EGG. No caso dos cées, tal freqiiéncia se localiza na faixa de 4—6 ciclos por minuto,

nos humanos, em torno de 3 ciclos por minuto [178].
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Tabela 9.1: Numero de escalas de decomposlg@ara algumas wavelets

Jo
Wavelet Cées Humanos
Haar 7 8
Daubechies-2 6 7
Daubechies-3 7 7
Coiflet-1 7 7

A pseudo-freqiiéncifyge ggie uma dada escajee dada por

fy .
foseudo= 0 I =Ld (9.6)

em queTs € o periodo de amostragem (no caso em questéo, 100 fgs§ @ frequéncia central da
wavelet (a freqiiéncia que maximiza a magnitude da transformada de Fourier da wavelet) [100]. Deste

modo, a escald, € escolhida para minimizar a diferenca:

(fpseudo fo)- 9.7)

A Tabela 9.1 mostra o nimero de niveis de decomposi¢do para algumas wavelets, segundo este crité-

rio.

Taxa de Compressao

Para esta investigacdo foram escolhidas algumas taxas de compresséo baseado em valores normal-
mente encontrados na literatura existente em relagéo a compresséo de sinais biomédicos [173,174].

Assim, foi tomado o seguinte conjunto de taxas de compressao
CRe {3,5,7,10},
sendo utilizadas para procedimento de determinacéo de wavelet 6tima.

Escolha da Wavelet

No contexto deste trabalho, sera procurada uma wavelet que minirRR® antre um sinal de
EGG e suareconstrucdo para um dada taxa de compressado. Se, para uma dada RRRdesSaci-
ada ao sinal compactado for minima, entdo os coeficientes sobreviventes ao processo de compressao
estéo representando bem o sinal. Assim, a wavelet selecionada esta mais efetivamente “casada” com

o sinal sob analise, quando comparada a outras wavelets em consideracdo. Entretanto, a abundéancia
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de wavelets (infinitas) [172] torna tal abordagem proibitiva. Como resultado, algumas restricdes seréo
impostas a escolha da wavelet.

E um fato bem conhecido que wavelets podem ser geradas a partir de filtros discretos de resposta
finita ao impulso (FIR) [100]. Propde-se aqui, que o campo de busca da escolha da wavelet seja
limitado para wavelets geradas por filtros FIR de comprimento ndo maior que seis coeficientes. Neste
subconjunto de wavelets, pode-se encontrar as seguintes wavelets: Haar, Daubechies-2, Daubechies-3
e Coiflet-1, para citar as mais comuns [93].

Esta restricdo € bastante conveniente, pois todos os filtros FIR de comprimento até seis que podem
ser utilizados para gerar wavelets tém simples parametrizacdes de seus coeficientes [168,169]. Algu-
mas parametrizacdes mais usuais sdo as de Pollen [179], Tewfik [168] e Zhou [169]. Neste estudo, é
adotada a parametrizagéo de Pollen na forma encontrada em [168]. Esta parametrizag&o para filtros de
seis coeficientes geradores de wavelets possui duas variaveis indepetalehtes-r, 11 x [— 11, 11];
variando estes parametros, um novo filtro gerador de wavelet € determinado. Os coeficientes de um

filtro h sdo dados pelas seguintes expressfes, em termos dos paraadtros

(1+ cosa+ semn)(1— cosb—serb) + 2serbcosa

h[0] = 2 ; (9.8)
h[1] (1—cosa+sera)(1+cczlsb—serb)—Zserbcosa’ 9.9)
hi2] 1+cos(a—b;+ser(a—b)7 (9.10)
hi3) = 1+cos(a—b;—ser(a—b)’ (9.11)
h[4] = 1—h[0] —h[2], (9.12)
h[5] = 1—h[1] —h[3]. (9.13)

Conseglientemente, a parametrizacéo de Pollen define um plano em que cada ponto esta conec-
tado a uma wavelet [172]. Na Figura 9.6, o plano de parametrizacdo de Pollen é parcialmente mos-
trado e as coordenadas de algumas wavelets sdo denotadas.

Usando o método de compresséo discutido, pode-se calcular um v&Beara cada wavelet
gerada de um ponto com coordena@a®) situado no plano de parametrizacéo. Procedendo assim,
uma superficie pode ser definida com porfa$, PRD). Assim, os minimos desta superficie corres-
pondem a pontos coordenad@sb) que geram wavelets que se “casam” ao sinal-teste em questao.

Por outro lado, os maximos desta superficie indicam altos valore®Beconsequientemente sinais
reconstruidos com wavelets geradas a partir destas coordenadas representam mais pobremente o sinal

original [167].
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Figura 9.6: Plano de parametrizacao de Pollen (eixos normalizadas) p@s pontos destacados
correspondem as seguinte wavelets: Hagraubechies-2x), Daubechies-3e( e Coiflet-1 (\).

Teste da Metodologia

Para verificar a validade da metodologia proposta, foi analisado um sinal em onda quadrada mos-
trado na Figura 9.7. Foi mostrado previamente que a wavelet de Haar é a mais adequada para analisar
sinais deste tipo (onda quadrada), oferecendo uma boa representacdo no dominio wavelet [94]. Ajus-
tando a taxa de compressdo para 3 e o niumero de escalas para 6, foi construida uma superficie de
PRDsobre o plano de parametrizacdo de Pollen, resultando na Figura 9.8. Trata-se de uma represen-
tacdo em curvas de nivel da superficie tridimensional. Um minimo desta superficie esta situado sobre
as coordenadagt/2, 11/2), que corresponde exatamente a parametrizacdo usual da wavelet de Haar.
Outros minimos também estdo disponiveis sobre os pamdd —r/2), (11/2,0), (—11/2,11/2),

(—1/2,0) e sobre os pontos da diagonal. Todos estes pontos séo parametriza¢des alternativas para
a wavelet de Haar. Assim, o procedimento proposto de identificacdo de minimos da superficie de
PRD encontrou sucesso. Isto motiva/valida o uso desta metodologia nos sinais de EGG disponiveis
em estado basal para determinar uma wavelet “casada” com eletrogastrogramas normais. Como re-
sultado deste procedimento, obtem-se um conjunto de pontos coordéaabigssobre o plano de
parametrizacdo. Cada um destes pontos representa a wavelet que minimiza o RRDbpdea cada
eletrogastrograma canino normialA Figura 9.9 mostra superficies tipicas geradas a partir de sinais

de EGG caninos em estado basal [167].

Como critério para determinacao da parametrizacdo 6tima, serd tomado o valor médio das coor-

denadas dos pontos de minim@as b;) para cada sinal
@)= L5 (auby
a b =-3 (a,b), (9.14)
NP

em queN é o numero total de sinais analisados. Admite-se que o gahto*) gera uma wavelet que

em média é melhor adaptada a eletrogastrogramas normais.
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Figura 9.7: Sinal de teste em onda quadrada com polaridade aleat6ria.
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Figura 9.8: Superficie d@RDsobre o plano de parametrizacéo de Pollen resultante do processamento

do sinal de teste com taxa de compressao 3. Uma escala de tons de cinza é utilizada para representar
os valores d®RD. As regides mais escuras sao 0s minimos da superficie e coincidem com as regides
que geram as wavelets de Haar: a diagonal marcada e os pares coordérfadds5), (0.5,0),
(—0.5,0.5), (—0.5,0) (indicados por setas). Os eixos estdo normalizadogrpor
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Figura 9.9: Curva de nivel gerada apos o calculo da superfi€if®Bsara todas as possiveis wavelets

do plano de parametrizacdo de Pollen para dois sinais de EGG canino em estado basal. O valor
minimo é denotado por um circule)( Os pontos coordenados que correspondem as wavelets de
Haar &), Daubechies-2x), Daubechies-3ef) e Coiflet-1 (\) sdo também denotados para fins de
comparacao. Os eixos estdo normalizadospor
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Tabela 9.2:; Valores 6timos de parametrizacéo
Céaed Humano$
CR
ar b* ar b*
3 0.4329 -0.2608 0.3976 —0.2335
5 0.4323 —-0.2638 0.4293 —0.2550
7 0.4323 —-0.2700 0.4276 —0.2551
10 0.4293 —-0.2736 0.4279 —0.2600

2Baseado em 16 caes.
bBaseado em 6 voluntarios.

Figura 9.10: Wavelets 6timas obtidas para sinais de EGG caninos (curva pontilhada) e humanos (curva
cheia) para uma taxa de compressao igual a 3. A wavelet de Daubechies-3 (curva fina) € exibida para
comparacado. A semelhanca entre Daubechies-3 e as wavelets 6timas para EGG é nitida.

9.3 Resultados

9.3.1 Determinacéo dos Parametros
Wavelet

Os valores 6timos para a parametrizacdo da wavelet foram calculados para cada uma das taxas
de compressao selecionada. Os resultados de tal procedimento estdo relatados na Tabela 9.2. Para
a taxa de compressao igual a 3, ttm-se as wavelet mostradas na Figura 9.10. Vale a pena observar
gue as wavelets propostas sdo muito similares com a wavelet de Daubechies-3. Os coeficientes de
correlagdo entre a wavelet de Daubechies-3 e a wavelets 6timas para EGG saol@fie 8,965,
para caes e humanos, respectivamente.

Como a wavelet Daubechies-3 é (i) muito similar a wavelet proposta; e (ii) facilmente disponivel
em muitos pacotes computacionais (por exemplarLAB ™ (The Mathworks, Inc., Natick, MA,

E.U.A)), tal wavelet foi, por fim, selecionada em vez da wavelet proposta. Um trabalho anterior,

baseado em observagdes empiricas, confirma inteiramente esta escolha [161].
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9.4 Conclusao

Neste trabalho o problema da determinagdo de wavelets 6timas “casadas” com sinais de EGG
foi quantitativamente abordado. As wavelets propostas podem ser consideradas como o0 passo inicial
para o aprofundamento da andlise de sinais de EGG. Um ponto importante é que esta metodologia
abre espaco para técnicas de classificacao de eletrogastrogramas utilizando parametros de andlise de

wavelet — com as wavelets propostas — como elementos de decisao.



Capitulo 10

Analise de Eletrogastrogramas via

Waveletd

If there’s anything unsettling to the stomach, it's watching ac-
tors on television talking about their personal lives.
ATRIBUIDA A MARLON BRANDO (1924-2004)

10.1 Introducao e Motivacao

A atividade elétrica gastrica (GEA) controla os aspectos relativos & motilidade do estdbmago [181,
182]. E um fato bem estabelecido que desordens na motilidade gastrica, incluindo gastroparese fun-
cional e dispepsia, estao relacionadas com alteracdes na dindmica da atividade elétrica gastrica [183].
De modo abrangente, quadros de anormalidade da atividade elétrica gastrica séo considerados como

resultado de dois fenébmenos distintos [149, 158,182, 184-188]:
e Disritmia global da atividade elétrica gastrica, atingindo simultaneamente todo o érgéao;

e Disritmias locais da atividade elétrica gastrica, freqlientemente se manifestando na forma de

desacoplamentos elétricos da atividade elétrica gastrica.

Varios estudos enfatizam o impacto da alteracao do ritmo da atividade elétrica gastrica como a ra-
zao principal para as anormalidades da motilidade gastrica [149,184,185]. Entretanto, disritmias gas-

tricas globais sdo incomuns e foram objetivamente registradas apenas de modo incidental [186, 187].

1Este capitulo representa uma compilagéo do artig@obralCintra, R. J., Tchervensky, 1. V., Dimitrov, V. S., Mint-
chev, M. P., Wavelet Analysis in a Canine Model of Gastric Electrical Uncouglidgysiological Measurement, Institute
of Physics, Reino Unido, v. 25, dez. 2004 [180].

142
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Frequientemente, disritmias locais e desacoplamentos elétricos no estdbmago estdo simultaneamente
presentes e podem ser considerados bastante similares, se ndo 0 mesmo fenémenao.

O desacoplamento elétrico gastrico ocorre quando partes distintas do estbmago perdem sincro-
nismo elétrico, levando ao surgimento de regides de oscilacdo independente que séo disritmicas em
relacédo a freqiiéncia global da atividade elétrica gastrica. [158]. Durante um evento puramente de-
sacoplativo, as regides independentes sado caracterizadas por uma oscilacédo estavel, porém diferente
da frequéncia global da atividade elétrica gastrica. Entretanto, € mais comum a presenc¢a do desaco-
plamento associado a alguma disritmia. Independentemente do estbmago estar (i) puramente desaco-
plado ou (ii) desacoplado e localmente disritmico, a falta de sincronismo oscilatério induz alteracdes
nos padrdes elétricos, que levam a fun¢cdes motoras gastricas anormais [188]. Assim, a identificacdo
de desacoplamento elétrico géstrico recebe especial atencao, pois pode ser crucial para o diagnéstico
de anormalidades da motilidade gastrica [182].

No estudo desenvolvido neste capitulo, € proposta uma nova aplicacao de wavelets para a analise
de sinais EGG, em particular, na deteccdo de desacoplamento elétrico gastrico e disritmias locais. A
hip6tese fundamental sugerida neste trabalho admite que eletrogastrogramas oriundos de atividade
elétrica gastrica normal e de desacoplamento elétrico gastrico possuem distribuicbes tipicas de ener-
gia diferentes ao longo dos seus coeficientes da transformada wavelet. Supondo que a energia do sinal
esteja distribuida de maneira relativamente uniforme entre os coeficientes de wavelet, ao se fixar o
namero de coeficientes descartados (esquema de compressao) resultar-se-ia em uma distorcao maior.
Em contraste, se a energia estiver concentrada em poucos coeficientes, as chances sao de que tais coe-
ficientes mais significativos sobreviveriam ao processo de compressao. E, consequentemente, o sinal
reconstruido a partir deles sera mais préximo do sinal original. Assim, realizando uma compressédo
de sinais de EGG normais e patologicos, é esperado que parametros de avaliacdo da qualidade destes
sinais antes e ap0s a compressao se mostrem estatisticamente diferentes, uma vez que quantidades
distintas de energia dos sinais estdo sendo utilizadas na sua reconstrucéo. Para um taxa de compres-
sdo fixa, sinais reconstruidos apresentam diferentes distor¢des, a depender de suas distribuicbes de
energia no dominio wavelet.

O objetivo deste estudo é apresentar um método para, quantitativamente, detectar estados mo-
derados e severos de desacoplamento elétrico gastrico por meios de compressao via wavelet em um

modelo canino.
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10.2 Métodos

10.2.1 Preparagédo Experimental

Neste estudo, foi realizado um experimento bastante similar ao descrito no Capitulo 9. Funda-
mentalmente, a mudanca neste procedimento reside no fato de serem gravados sinais ndo apenas em
estado basal. Foram obtidos sinais em desacoplamento elétrico gastrico induzidos cirurgicamente,
como descritos a seguir.

Dezesseis caes da raca Beagle (sete fémeas e nove machos) foram anestesiados com a aplica-
¢ao de tiopental sddico (pentotal) (Abbot, Montreal, Quebec, Canadd) a uma dosagem de 30 mg/kg.
Baseado na monitoracéo da recuperacao do reflexo palpebral, doses suplementares a 3 mg/kg foram
administradas. Ap6s um procedimento de laparotomia e a fixag&o interna e subserosa de seis pares de
eletrodos de ac¢o inoxidavel na parede gastrica antral, em cada céo, dois cortes circunferenciais trans-
versais foram realizados dividindo completamente o estbmago em se¢fes separadas. Durante este
procedimento, o suprimento de sangue foi preservado, ndo se permitindo o seccionamento de vasos
sanglineos maiores localizados sobre a grande ou a pequena curvatura. Apés cada corte, ndo foi reali-
zada qualquer tipo de anastomose ao estdmago. Os sitios cirargicos dos cortes circulares foram esco-
Ihidos para ser distal a juncdo gastro-esofagica (primeiro corte) e proximal a juncéo gastro-esofagica
(segundo corte). Consequentemente, ao fim do experimento, estas miotomias circulares dividem o
estdbmago em trés partes de dimensdes aproximadamente iguais. Durante todo o experimento, os cdes
foram mantidos em posicao supina. Trabalhos experimentais similares foram descritos anteriormente
em [154-156].

ApOs cada inciséo, a parede abdominal foi fechada e cinco eletrodos eletrocardiogréaficos neo-
natais descartaveis padronizados de Ag-AgCl (Conmed, Andover Medical, Haverhill, MA, E.U.A.)
foram afixados colinearmente sobre a parede abdominal ao longo da projecéo do eixo gastrico. Além
destes, um eletrodo de referéncia foi posicionado na area da bacia. Estudos prévios demonstram que
esta configuracao de eletrodos pode ser tomada como 6tima [147]. Os cinco eletrodos ativos foram
agrupados de modo a prover oito canais bipolares de eletrogastrografia. Adicionalmente, seis eletro-
dos de aco inoxidavel implantados subserosalmente fornecem seis canais bipolares com a atividade
elétrica gastrica interna. Entretanto, neste trabalho apenas os oito canais eletrogastrograficos foram
processados, utilizando-se os canais com a GEA interna para fins de referéncia visual, apenas para
verificar que a atividade elétrica gastrica estava presente. A combinacéo do conjunto de eletrodos a
sua a localizacao fisica sdo idénticas aquelas tratadas descritas no Capitulo 9 e exibidos na Figura 9.1.

Foram realizadas gravacdes da atividade eletrogastrografica durante trinta minutos em trés estados

diferentes:
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e Estado basal;
e Desacoplamento elétrico gastrico moderado (apds o primeiro corte);
e Desacoplamento elétrico gastrico severo (apés o segundo corte).

Seguiu-se entdo etapas condicionamento dos sinais, amplificacéo, conversado analdgica-digital simila-
res as descritas anteriormente (Capitulo 9, p. 130). De modo similar, os sinais registrados sao sujeitos
a artefatos de diversas naturezas. Foi realizado entdo um procedimento de selecédo e eliminacéo de
trechos dos sinais, similar ao descrito no Capitulo 9 (p. 130).

Assim, cada aquisicdo de meia-hora de duragédo ge8@00amostras por canal por estado (ba-
sal, desacoplamento moderado apés a primeira incisdo e desacoplamento severo apds a segunda inci-
sdo) por cdo. Ao final do experimento, para cada cao, intervalos continuos de 10 minutos de duragéo
de sinais de EGG sincronizados foram manualmente selecionados. Estes dados foram considerados
livres de padr&es de ruidos visualmente identificaveis.

Todos os experimentos foram aprovados gelomal Welfare Committee peloEthics Committee

da Faculdade de Medicina, Universidade de Alberta (Edmonton, Alberta, Canada).

10.2.2 Anélise de Sinak
Compresséao por Wavelets

E adotado neste estudo o mesmo método de compressao descrito no Capitulo 9.

Medida de Distor¢ao

Para quantificar o erro oriundo da compressao do sinal de EGG, sera utilizado a Diferenca Per-
centual em Média QuadraticRdrcent Root-mean-square Differen&kD), conforme discutido no

Capitulo 9.

10.2.3 Andlise Estatistica

Apbs o célculo do parametro de avaliagdo de qualidBRD] para cada sinal de EGG canino,
os sinais foram agrupados de acordo com (i) o estado do céo (basal, desacoplamento moderado e
desacoplamento severo) e com (ii) o canal de aquisicdo de dados. Objetiva-se entédo obter diferenca
estatisticamente significativg & 0.05) entre os valores dBRD dos sinais de EGG compactados,
oriundos de sinais em estado basal e os obtidos de sinais em estados desacoplados (moderado ou

severo) para cada canal de aquisicéo de dados.

2Alguns tépicos desta secéo ja foram discutidos no Capitulo 9 desta tese. Ser&o assim meramente indicados.
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Como os sinais de EGG dos trés grupos (basal e desacoplados) foram obtidos a partir de uma
mesma amostra de dezesseis cdes, admitir independéncia entre os dados pode ser questionavel. Con-
sequientemente, utilizar inferéncia estatistica baseada not tdst&tudent pode ndo ser apropri-
ado [189].

Testes estatisticos pareados, tais como o teeStudent para diferencas pareadas [189], foram
considerados para realizar comparacdes entre valorB®bale dois grupos de sinais. Assim, as
diferencas pareadas de valore$¢RD (A PRD) foram calculadas. Entretanto, o testke Student para
diferencas pareadas pode apenas ser utilizado em amostras com distribuicao de freqiiéncia relativa das
diferencas normalmente distribuidas, testes nao-paramétricos, como o teste de Wilcoxon para dados
pareados, também foram tomados em consideracao [189].

Para verificar a condigéo de distribuicdo normal dos dddeRD, foi utilizado o teste de nor-
malidade de Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) [190]. Sempre que o teste de Lilliefors indicava que
as amostras de diferenca estavam normalmente distribuidas, o teste de diferencas pareadas seria uti-
lizado para comparar estatisticamente dois grupos. Caso contrario, o teste de Wilcoxon para dados

pareados, menos restritivo, seria empregado.

10.2.4 Escolha dos Parametros
NUmero de Escalas

Serd utilizada a mesma metodologia descrita no Capitulo 9.

Taxa de Compressao

A escolha da taxa de compressao para o esquema de compresséo wavelet foi realizada de modo a
tomar uma taxa que maximize o numero de canais que exibem diferenca estatisticamente significativa,
guando se realiza a comparac¢éo entre grupos de sinais em estado basal e grupos em estado de desa-
coplamento. Para tal, foi elaborada uma curva relacionando a taxa de compressao com o percentual
de canais em que diferenca estatisticamente significativa foi observada.

Este calculo foi realizado em dois cenarios:
e Comparando-se sinais em estado basal e sinais em desacoplamento elétrico gastrico moderado;
e Comparando-se sinais em estado basal e sinais em desacoplamento elétrico gastrico severo.

Assim, foram tomados valores de taxa de compresséao que forneceram a melhor percentagem de canais

de deteccdo em ambos os casos.
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Para realizar esta investigacao inicial, foram utilizadas as seguintes wavelets: Daubechies-2,

Daubechies-3, and Coiflet-1. O niumero de escalas foi ajustado de acordo com a Tabela 9.1.

Escolha da Wavelet

Com o estudo anterior (Capitulo 9), foi determinado que a wavelet Daubechies-3 pode ser con-
siderada Otima para eletrogastrografia. Deste modo, esta wavelet serd prontamente utilizada neste
novo estudo. Eventualmente, outras wavelets também serdo levadas em consideracao para fins de

comparacao.

10.3 Resultados

10.3.1 Determinagéo da Taxa de Compressao

Os valores dé°RD para todos os eletrogastrogramas disponiveis foram computados utilizando
a wavelet Daubechies-3 que é proxima da wavelet 6tima, conforme obtido em estudo anterior (Ca-
pitulo 9), para diversas taxas de compressdo. Adicionalmente, foram consideradas outras wavelets
para fins de comparacao: Daubechies-2 e Coiflet-1. A wavelet de Haar nao foi considerada, pois é
descontinua, e sabe-a@riori que ela oferece aproximag¢des pobres para fungdes continuas e suaves,
tal como € o sinal de EGG [93]. A Figura 10.1 mostra os resultados deste procedimento.

Quando se compara os grupos de estado basal e estado de desacoplamento elétrico gastrico mo-
derado, é interessante observar que a percentagem de canais nos quais diferencas estatisticamente
significativas foram observadas é fortemente dependente da escolha da taxa de compressdo. Com o
aumento da taxa de compressao, os valorédRigresultantes dos dois grupos tornam-se estatistica-
mente menos distintos, deteriorando-se a capacidade de discrimina-los. A Figura 10.1(a) ilustra este
comportamento.

Por outro lado, a metodologia proposta é mais apta a detectar desacoplamentos elétricos gastri-
cos severos. Diferencgas estatisticamente significatiwas @.044) entre o estado basal e o estado
de desacoplamento severo foram observadas em até seis dos oito canais de aquisicdo. Além disto,
a percentagem de canais, em que diferencas significativas entre os dois grupos é consistentemente
observada, é relativamente constante com respeito a taxa de compressao (Figura 10.1(b)).

As taxas de compressédo variando entre trés e cinco ofereceram os melhores resultados em ambos
os casos. Assim, foi adotada taxa de compresséo igual a trés, que é a menor taxa de compressao em

gue ambas as curvas (Figura 10.1) atingem valores maximos.
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(b) Basal vs. Desacoplamento Severo

Figura 10.1: Taxa de compress&suspercentagem de canais em que houve sucesso na deteccéo de
desacoplamento elétrico gastrign< 0.05). Cada curva traz a andalise para uma wavelet especifica:
Daubechies-2 (linha fina), Daubechies-3 (linha cheia) e Coiflet-1 (linha pontilhada).

Tabela 10.1: Comparacao estatistica entre os valor®Redo grupo em estado basal e do grupo

em desacoplamento elétrico gastrico moderado, PRra 3.

Canal Teste APRDMédio Desvio Padrao d&PRD Significativo? p
7 Student 0,982161 1,844312 Nao 0,058226
8 Student 0,566675 0,679417 Sim 0,010919
9 Student 0,728762 1,137274 Sim 0,026378
10 Student 0,192864 1,314660 N&o 0,592370
11 Wilcoxon 1,347208 1,741442 Sim 0,000854
12 Student 1,186993 1,948825 Sim 0,033388
13 Wilcoxon 0,648649 1,532822 Nao 0,187622
14 Student 0,424109 1,643240 N&o 0,334474

10.3.2 Andélise Estatistica

As Tabelas 10.1, 10.2 e 10.3 condensam os resultados obtidos, utilizando-se a wavelet de Dau-

bechies-3 e taxa de compresséo igual a trés.

10.4 Discussao

No modelo de desacoplamento elétrico gastrico empregado neste trabalho, a medida que as mioto-
mias foram executadas a poténcia elétrica produzida pelos geradores gastricos intrinsecos foi dividida
entre dois ou trés geradores de menor poténcia elétrica, de acordo com o nimero de cortes circulares.
Conseglientemente, a relagéo sinal-ruido do sinal registrado na eletrogastrografia foi diminuida e a
influéncia de vérias fontes externas de pertubacéo tornou-se mais expressiva. Assim, a energia do
sinal de EGG tornou-se mais distribuida ao longo dos coeficientes da transformada de wavelet do
sinal, quando comparado com um sinal em estado basal (gerador elétrico gastrico Unico). Assim,

apos o procedimento de compressado nao-linear utilizado, os sinais reconstruidos a partir do conjunto
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Tabela 10.2: Comparacao estatistica entre os valor€Rfledo grupo em estado basal e do grupo
em desacoplamento elétrico gastrico severo, g&a 3.
Canal Teste APRDMédio Desvio Padrdo d&@PRD Significativo? p

7 Student 0,924724 1,416927 Sim 0,029661
8 Student 0,755751 0,763789 Sim 0,005647
9 Student 0,596236 1,029897 Sim 0,049474
10  Student 0,306322 1,505244 Nao 0,428371
11 Student 0,813283 1,044165 Sim 0,015799
12 Student 0,972415 0,899240 Sim 0,001386
13 Student 0,634854 1,066521 Sim 0,044225
14  Student 0,467240 0,983946 N&o 0,112567

Tabela 10.3: Comparacdao estatistica entre os valor®f@edo grupo em desacoplamento elétrico
gastrico moderado e do grupo em desacoplamento elétrico gastrico sevefoRpafa
Canal Teste APRDMédio Desvio Padrdo d&PRD Significativo? p

7 Student 0,011820 1,365449 N&o 0,973727
8 Student 0,074321 0,803788 N&o 0,744598
9 Student —0,191332 1,317089 Nao 0,582588
10  Student —0,169222 1,481669 N&o 0,676127
11 Student —0,441275 1,605023 N&o 0,322378
12 Student —0,304088 1,756426 Nao 0,513433
13  Student 0,044421 1,093672 Nao 0,877249
14  Student —0,208983 1,242392 Nao 0,540001

reduzido de coeficientes de wavelet apresentaram maiores erros de reconstrucéo nos estados desaco-
plados.

A avaliagdo do erro de reconstrucdo de sinais de EGG caninos ap0s compressado por meio da
técnica proposta foi capaz de discriminar grupos em estado de desacoplamento elétrico gastrico severo
e grupos em estado basal em 75% dos canais de EGG. A capacidade de deteccéo deste procedimento
foi reduzida quando se compara o grupo de controle com o grupo em desacoplamento elétrico gastrico
moderado. Entretanto, mesmo assim, diferencas significativas foram observadas em 4 dos 8 canais de
EGG (vide Tabelas 10.1 e 10.2). O aumento da sensibilidade do teste em se detectar desacoplamento
severo era esperado e reforca observagBes anteriores [154, 156, 191]. Os canais 8, 11 e 12 foram
identificados como o0s que apresentaram o melhor desempenho geral em detectar sinais desacoplados
(valoresp variando de).0009a 0.01). Os sitios destes canais se sobrepdem a regido que engloba as
porcdes central e distal do corpo gastrico da regido epigastrica. Estas localizacdes de eletrodos sdo
mais propicias a englobar completamente a atividade elétrica de todos as regides em desacoplamento.
Esta observacao enfatiza a importancia da utilizacdo de um sistema multicanal para a aquisi¢cao de
sinais de EGG.

Uma observacado na Tabela 10.2 revela que os canais 9 e 13 sdo apenas marginalmente significati-

vos. Uma interpretacdo mais conservadora dos dados (por exgmpldQ1) reduziria a capacidade
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do método para detectar desacoplamento moderado para um unico canal (#11). Apesar disto, en-
tretanto, esta detecgdo representa um avango nas técnicas de deteccdo de desacoplamento elétrico
gastrico moderado, comparado aos procedimentos existentes [191].

Grupos em desacoplamentos gastricos elétricos moderado e severo foram estatisticamente indis-
tinguiveis p > 0.05). Isto indica que, de acordo com a técnica proposta, 0s sinais de EGG contém
informacdes insuficientes para a avaliar o nivel de desacoplamento elétrico. Além disto, quando se
compara grupos em estado de desacoplamento moderado e severo, nota-se uma inconsisténcia na va-
riacdo do erro de reconstrugdo. Isto pode ser observado pela flutuacao do sinal da média do erro de
reconstrucdo na Tabela 10.3.

Trabalhos anteriores [154-156, 191] sugerem que as naturezas deterministica, estocéstica e cao-
tica estdo dinamicamente presentes no sinal de EGG. A investigagéo conduzida neste trabalho indica
gue uma Unica abordagem de processamento de sinais pode ser insuficiente para fornecer elementos
gue possibilitem uma avaliacdo acurada de sinais de EGG. Levando-se em conta a natureza dindmica
e complexa do sinal de EGG, varios métodos, tais como analise tempo-frequencial classica, wave-
lets, técnicas de andlise ndo-linear e reconhecimento de padrées de campos biomagnéticos, devem ser
combinados para oferecer dados a um decisor (diagnéstico). Em verdade, tal abordagem combinada

pode ser o0 ponto chave para elevar a eletrogastrografiatsde ferramenta clinica.

10.5 Conclusao

Uma nova abordagem de analise por wavelets baseada em compressao de sinais foi proposta para a
deteccdo de desacoplamento elétrico gastrico moderado e severo em um modelo canino. Combinando
os resultados do método sugerido com um sistema multicanal de aquisicao de dados, bem como, com
um mapeamento abrangente da localizacdo dos eletrodos ao longo da projecao do eixo gastrico, foi
demonstrado que diferengas estatisticamente significativas foram registradas entre sinais em estado
basal e sinais em desacoplamento elétrico gastrico. Os canais em que a detec¢do foi bem sucedida

situam-se ao longo da projecdo abdominal das regides central e distal do eixo do corpo gastrico.



Capitulo 11

Conclusdes Gerais

O modo pelo qual esta tese foi organizada fez com que, naturalmente, cada capitulo com contri-
buicdo original trouxesse uma sec¢ao conclusiva. Dessa maneira, a funcao deste capitulo final ficou
pulverizada pela tese. Por outro lado, cabe a oportunidade para ressaltar claramente as contribuicées
contidas neste trabalho. Evidenciando, também, caminhos para futuros desenvolvimentos.

Como trabalhos originais desta tese, pode-se elencar:

1. A proposicéo da transformada de Hartley arredondada em uma e duas dimensoes;
2. Alintroducéo do conceito de inversao aproximada;

3. A proposic¢éo da transformada aritmética de Hartley;

4. Uma nova interpretagdo das transformadas aritméticas, ressaltando a importancia do processo

de interpolacéo;

5. A proposicao de varios métodos para a geracdo de autofuncdes para a transformada de Fourier,

Hartley e Hankel,

6. A introducdo de um procedimento sistematico de associacéo de fun¢des conhecidas a constru-

¢céo de wavelets;
7. Aintroducéo da Wavelet de Mathieu;
8. Aintroducédo da Wavelet de Chebyshev;

9. A determinacdo de wavelets 6timas para sinais de eletrogastrografia, através de um procedi-

mento original;

10. A proposicdo de um novo método para a andlise de sinais eletrogastrograficos.
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Transformada de Hartley Arredondada. A transformada de Hartley arredondada € um tépico que
merece atencao especial. Por ser um estimador espectral de baixissima complexidade computacio-
nal, sua aplicacdo em problemas que envolvam grande ndimero de opera¢cdes, como uma busca em
um banco de dados, parece ser a mais indicada. A fungéo de arredondamento utilizada poderia ser
facilmente trocada por outra funcdo que mapeasse o intdrval@,v/2] em {-1,0,1}. Um estudo

para determinar qual o mapeamento 6timo, que minimiza o erro da estimativa fornecida ainda é uma
guestdo em aberto.

Uma outra questdo em aberto e de grande interesse seria um procedimento sistematico para a
geracao de matrizes inversas aproximadas. Em relacdo a RHT, ha ainda um terceiro ponto interes-
sante. A inversa exata da matriz de Hartley arredondada, apesar de ndo ser tao interessante quanto
a matriz de Hartley arredondada, ainda assim é uma matriz de baixa complexidade. Explorar suas

propriedades e obter um algoritmo rapido é tema de investigacao.

Transformada Aritmética. Como uma proposic¢do isolada, a transformada aritmética de Hartley €,
sem davida, a maior contribuicdo daquele capitulo. Em verdade, do ponto de vista conceitual, talvez
o melhor desdobramento que este estudo gerou foi um melhor entendimento sobre os processos de
interpolacdo. Em particular, o fato de que — sob a ética da teoria aritmética — a interpélacao

prépria transformacao.

AutofuncBes. O uso de uma base de autofuncfes de uma transformada especifica para decompor
uma funcdo e em seguida calcular a transformada ndo é algo novo na literatura [89]. Porém, h&a

apenas um unico exemplo deste fato: fungbes de Hermite para a transformada de Fourier. Com a
motivacao de encontrar outras bases para outras fungdes, foi, inicialmente, tratado o problema de se
obter autofungdes. Interessantemente, a literatura ndo cobre este topico em maiores detalhes. Com
a proposicdo de varios métodos de se obter autofungdes, fica em aberto o proximo passo: encontrar
uma base de autofungfes. Este topico é particularmente intrigante, pois pode ser pivotal na criagcao
de novos algoritmos rapidos para transformadas, diferentes em conceito dos métodos geralmente

utilizados.

Construcao de Novas Wavelets. Com a aplicacdo cada vez mais freqliente de wavelets, a constru-
¢do de wavelets casadas com a aplicac@o se apresenta como um problema natural.

Ha varios métodos existentes para se criar wavelets novas, entretanto, nesse trabalho, foi explo-
rado uma procedimento inteiramente novo. Associando solu¢des de equagdes diferenciais a filtros

geradores de wavelets. Este tema abre por si s6 caminho para a definicdo de varias outras wave-
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lets com aplicacao potencial em problemas que estejam de algum modo associado as solu¢des das
equacOes diferenciais em questao.

O método de construcdo de wavelets casadas proposto no Capitulo 9 se apresenta como uma outra
contribuicdo original. Ha, entretanto, espaco para ampliar o resultado. Os resultados obtidos por
Sherlock e Monro [192], podem ser um caminho para estender o espacgo de busca da wavelet 6tima
para wavelets com filtros de comprimento maior que seis. Tal consideracdo € um tépico bastante

atrativo.

Eletrogastrografia. A eletrogastrografia € um tema que atrai muitos pesquisadores e que oferece
até entdo escassos resultados. A natureza dos sinais eletrogastrograficos vem por mais de 80 anos
sendo alvo de estudo, sem um resultado definitivo.

O método proposto nessa tese assume uma postura conservadora, visando determinar diferencas
estatisticamente significativas em grupos de sinais de EGG em estado basal e em estado de desaco-
plamento elétrico. Os resultados obtidos revelam que é possivel se distinguir grupos em estado de
desacoplamento elétrico gastrico de um grupo controle. Este resultado contribui para solidificar um
pouco mais a técnica de eletrogastrografia. H& ainda muito a ser feito até que sinais de EGG sejam
corrigueiros na atividade clinica.

Os métodos de andlise utilizados nesta tese podem eventualmente serem considerados para uso
em outras classes de sinais eletrofisiologicos, por exemplo, (i) sinais do colon, (i) sinais de depressao

alastrante da atividade elétrica cerebral [193] ou (iii) registros da atividade contratil uterina.

Publicacdes. O Apéndice A lista as publicacBes oriundas das pesquisas realizadas no periodo de

realizacdo desta tese.



Apéndice A
Lista de Publicacoes

Publicacdes em Periodicos

1. de Sobral Cintra, R. J.; Tchervensky, I. V., Dimitrov, V. S., Mintchev, M. P. “Wavelet Analysis
in a Canine Model of Gastric Electrical Uncoupling”. Physiological Measurement, vol. 25,

no. 6, pp. 1355-1369, Institute of Physics, Reino Unido, 2004.

2. de Sobral Cintra, R. J.; Oliveira, H. M. “A Short Survey on Arithmetic Transforms and the
Arithmetic Hartley Transform”. Revista da Sociedade Brasileira de Telecomunicagdes, 2005.

Aceita para publicacéo.

3. Lira, M. M. S., Oliveira, H. M., de Sobral Cintra, R. J. “Elliptic-Cylindrical Wavelets: The
Mathieu Wavelets”. IEEE Signal Processing Letters. E.U.A., vol. 11, no. 1, pp. 52-55, 2004.

Publicagcdes em Conferéncias

1. de Sobral Cintra, R. J.; Tchervensky, I. V.; Dimitrov, V. S.; Mintchev, M. P. “Optimal Wavelets
for Electrogastrography” InThe 26th Annual International Conference of the IEEE Engine-
ering in Medicine and Biology Societ2004, S&o Francisco, California, E.U.A., IEEE Press,
2004.

2. Soares, L. R.; Oliveira, H. M.; de Sobral Cintra, R. J. “New Compactly Supported Scaling
And Wavelet Functions Derived From Gegenbauer PolynomialsTEEE Canadian Confe-
rence on Electrical and Computer Engineerji2§04, Cataratas do Nidgara. IEEE Press, 2004.
pp. 2347-2350

3. de Sobral Cintra, R. J.; Oliveira, H. M.; Soares; L. R. “Chebyshev WaveletsXxhSimposio
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Brasileiro de Telecomunica¢6e8003, Rio de Janeiro. Anais do XX Simposio Brasileiro de

Telecomunicagdes. Rio de Janeiro, 2003. pp. 89-92

4. Soares, L. R.; de Sobral Cintra, R. J.; Oliveira, H. M.; Campello De Souza, R. M. “Fou-
rier Eigenfunctions, Gabor Uncertainty Principle and Isoresolution WaveletXXrSimpdsio
Brasileiro de Telecomunica¢6e8003, Rio de Janeiro. Anais do XX Simposio Brasileiro de

Telecomunicagdes, 2003. pp. 61-64

5. de Sobral Cintra, R. J.; Oliveira, H. M.; Soares, L. R. “On Filter Banks And Wavelets Ba-
sed On Chebyshev Polynomials” liith Wseas International Conference On Circu2803,
llha Corfu, GréciaProceedings of 7th WSEAS International Multiconference in Corfu (CSCC
2003). World Scientific and Engineering Academy and Sq@683. pp. 195-200

6. de Sobral Cintra, R. J.; Oliveira, H. M. “How to Interpolate in Arithmetic Transform Algo-
rithms” In: IEEE 27th International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Progessing

2002, Orlando, Flérida, E.U.A. IEEE Press, 2002. pp. 13-17

7. de Sobral Cintra, R. J.; Oliveira, H. M. “Interpolating in Arithmetic Transforms” BEnd
WSEAS International Conference on Signal Processing and Computational, 8@ Rethy-
mon, Creta.Proceedings of the 6th International Multiconference on Circuits, Systems, Com-
munications and Computers (CSCC 2Q0Bjs. N. Mastorakis, G. Antoniou, WSEAS Press,
2002. pp. 349-354

8. de Sobral Cintra, R. J.; Oliveira, H. M.; Cintra, C. O. “The Rounded Hartley Transform” In:
IEEE International Telecommunications Symposium — ITS’2R0@2, Natal. CD-ROM

Publicacao Aceita em Conferéncia

1. Lira, M. M. S.; Oliveira, H. M.; de Sobral Cintra, R. J.; SOUZA, R. M. C. “Wavelets for El-
liptical Waveguide Problems” Ir2002 WSEAS International Conference On Wavelet Analysis
And Multirate System2002, Atenas, Grécia: WSEAS Press, 2002.

Publicacdo Submetida a Periodico

1. Newton-Price, C.; de Sobral Cintra, R. J.; Westwick, D. T., Mintchev, M. P. “Classification of
Biomedical Signals Using the Dynamics of the False Nearest Neighbours (DFNN) Algorithm”,

submetido para publicacdo dEEE Transactions on Biomedical Engineering
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Publicagcdo Submetida a Conferéncia

1. Tchervensky, I. V.; de Sobral Cintra, R. J.; Neshev, E.; Dimitrov, V. S.; Mintchev, M. P,
“Center-Specific Multichannel EGG Testing Utilizing Wavelet-Based Decomposition”, sub-
metido para publicagéo emhirteenth International Workshop on Electrogastrography — Inter-

national Electrogastrography Society (IEGGS&hicago, lllinois, E.U.A., 2005.
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Apéndice B
Notacao

Q.E.D. Quod Erat DemonstrandumFim de demonstracao,

Halmos.

Fim de definicdo, fim de enunciado matematico com demons-

tracdo omitida ou inexistente.
Dizimador por dois.
Aproximadamente igual a.
Igual por definicao.

Delta de Dirac.

Incerteza temporal.

Incerteza freqlencial.

N 1, sel|x|<1/2,

Funcéo porta (pulso retangulalr)(x)
0, caso contrario.

Funcéo de escala, Funcé@ale Euler.

Funcéo de Hermite de ordem

Transformada de Fourier da funcao de escala.
Funcéo de wavelet.

Transformada de Fourier da funcdo de wavelet.
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cag-) Funcdo “cosseno e seno”, fungdo de Hartlegsx = cosx +
serx.
ce(r) Cosseno eliptico.
e{} Parte par.
Fcos Operador transformada integral de Fourier cosseno.
Fsen Operador transformada integral de Fourier seno.
F Operador transformada integral de Fourier.
g Vetor de coeficientes de filtro passa-altas.
h Vetor de coeficientes de filtro passa-baixas.
H Operador transformada integral de Hartley.
Hn Matriz de Hartley de ordem.
Hn Matriz de Hartley arredondada de ordem
Had, Matriz de Hadamard de ordem
Han Operador transformada integral de Hankel.
Jm{-} Parte imaginéria.
In(+) Funcao de Bessel deésima espécie.
N Conjunto dos numeros naturais.
Sq+) Funcgéo amostraba x) = sen(x)/x, sex# 0. Sg0) = 1.
mmc Minimo multiplo comum.
mdc Maximo divisor comum.
0{-} Parte impar.
Re{-} Parte real.
R% Conjunto dos numeros reais estritamente positivos.

se+) Seno eliptico.



Apéndice C

Bibliografia Anotada sobre a

Transformada Aritmeética

Neste apéndice, é apresentada um bibliografia comentada em ordem cronolégica ascendente de
vérias referéncias sobre a Transformada Aritmética. Os breves comentarios tecidos séo sobre a natu-
rezatedrica, prética e historica da area em questao. Apesar de bastante representativa, esta bibliografia
nao representa de modo algum uma listagem completa ou atualizada. Essencialmente, séo listados os
trabalhos mais disseminados em fontes indexadas.

Entretanto, antes de apresentar a listagem bibliogréfica, serdo feiras algumas observacdes esta-
tisticas realizadas com base nos dados desta referéncia. A Tabela C.1 apresenta a distribuicdo dos
trabalhos com relac&o ao enfoque abordado. As contribui¢cdes foram divididas em trés grupos: avan-
¢os tedricos, consideracfes implementacionais e aplicacdes. Por se tratar de uma técnica inovadora
e em evolugdo, € natural que a maioria das publicacdes sejam devotadas aos aspectos teodricos. A
Tabela C.2 traz os autores com maior nimero de publicaces. Os artigos mais citados nesta area sao
listados pela Tabela C.3. Os cinco artigo exibidos nesta tabela s&o citados na maioria absoluta das
publicagcbes. E, finalmente, a Figura C.1 mostra a evolu¢cao do numero de trabalhos publicados ao
longo dos anos. E interessante notar como o ambiente tecnoldgico pode fazer uma grande diferenca:

antes de 1988, h& apenas dois trabalhos diretamente sobre o tema.

Tabela C.1: Distribuicdo dos topicos da bibliografia apresentada nesta compilagdo. Os percentuais
nao somam 100%, pois alguns trabalhos tratam de mais de um tépico.

Teoria 67,4%
Implementagdo 32,6%
Aplicacéo 10,8%
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Tabela C.2: Maiores contribuintes em quantidade de artigos publicados na area.

Autor Numero de Trabalhos
D. W. Tufts 11
I. S. Reed 6
G. Sadasiv 4
M. -T. Shih 4
T. K. Truong 4
V. Di Lecce 4

Tabela C.3: Os artigos mais citados.

1 Fourier Analysis and Signal Processing by Use of the Mébius Inver-
sion Formula [Reed, 1990a]

2 The Arithmetic Fourier Transform [Tufts, 1988a]

3 Grundlinien des wissenschaftlichnen Rechri@&msns, 1903]

4 A VLSI Architecture for Simplified Arithmetic Fourier Transform
Algorithm [Reed, 1990b]

5 An Arithmetical Approach to Ordinary Fourier Series [Wintner,
1947]

Bibliografia Anotada

[Harzer, 1886] P. Harzer. Uber eine von Herrn Tschebyschef angegebene Interpolationsmethode.

Astron. Nach.115, 1886.

Embora nédo seja um trabalho diretamente relacionado com a transformada aritmé-
tica, h4 uma abordagem sobre médias aritméticas e estimacao dos coeficientes de
Fourier para fins de interpolagdo. Publicado numa revista da area de Astronomia,

este trabalho é um prelidio do que se tornara a ser a transformada aritmética.

[Bruns, 1903] Ernst Heinrich BrunsGrundlinien des wissenschaftlichnen Rechndéh<s. Teubner

Verlag, Leipzig, Alemanha, 1903.

Esta publicacdo marca o inicio da histéria da transformada aritmética. Trata-se um

artigo puramente matematico e é a contribuigdo fundamental nesta area.

[Wintner, 1947] Aurel Freidrich Wintner. An Arithmetical Approach to Ordinary Fourier Series.
Monografia, 1947.

Neste trabalho, os coeficientes da série de Fourier de funcdes pares periodicas séo
abordados por meio de calculo aritmético. Usando a funcao de Moébius, este método

é bastante similar ao de Bruns (1903).
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Figura C.1: Distribuicéo da literatura sobre a Transformada Aritmética em relacdo ao tempo. Antes
de 1998, foram identificados apenas dois artigos: o artigo de 1903 por H. BrunsGt9048linien

des wissenschaftlichnen Rechnens monografia de 1947 intitulad®n Arithmetical Approach to
Ordinary Fourier Seriegor Wintner.

[Tufts, 1988a] Donald W. Tufts and Angaraih G. Sadasiv. Arithmetic Fourier Transform and Adap-
tative Delta Modulation: A Symbiosis for High Speed Computation.Ptaceedings of The
International Society for Optical Engineering (SPJipp. 168-178, jan., 1988.

[Tufts, 1988b] Donald W. Tufts and Angaraih G. Sadasiv. The Arithmetic Fourier TransftiERE
ASSP Magazingp. 13-17, jan., 1988.

Reinvencdo do método de Wintner por Tufts e Sadasiv. De modo anélogo ao pro-
cedimento original, este trabalho lida apenas com funcdes pares periddicas. Citado
freqientemente, é neste artigo que se encontra o termo “Arithmetic Fourier Trans-
form” pela primeira vez. S8o apresentadas as primeiras abordagens para implemen-
tacdo da transformada em VLSI. Os autores exploram conexdes entre a AFT e a

modulacdo delta e delta adaptativa visando simplificar o procedimento.

[Schiff, 1988] J. L. Schiff and W. J. Walker. A Sampling Theorem and Wintner's Results on Fourier
Coefficients.Journal of Mathematical Analysis and Applicatiod83(2), ago., 1988.

Fornece métodos para a extracéo dos coeficientes dos senos e cossenos da expansao
em série de Fourier de uma funcao periddica. Este trabalho é citado em [Hsu, 1994]

e é indiretamente relacionado com [Reed, 1990a].

[Reed, 1989]Irving S. Reed, Y. Y. Choi, and X. Yu. Practical Algorithm for Computing the 2-D
Arithmetic Fourier Transform. IfProceedings of The International Society for Optical Engi-

neering (SPIE)pp. 54-61, jan., 1989.

Introduz o método AFT no caso bidimensional. Este método é baseado na aborda-
gem descrita em [Tufts, 1988b]. Como conseqliéncia, este novo procedimento trata

apenas de fungbes bidimensionais pares.
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[Bartels, 1989] G. Faye Bartels-Boudreaux, Donald W. Tufts, P. Dhir, Angaraih G. Sadasiv, and
G. Fischer. Analysis of Errors in the Computation of Fourier Coefficients Using the Arithmetic
Fourier Transform (AFT) and Summation by Parts (SBP).Ptaceedings of the Internatio-
nal Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing — ICAS$P.83011-1014,

Glasgow, Reino Unido, maio, 1989.

A complexidade computacional da AFT é examinada. Também e feita uma inves-
tigacdo sobre os erros devido ao uso de amostragem uniforme e interpolacdo. E
demonstrado que uma estimativa dos coeficientes da série de EQuixtidos pela

AFT tem erros com variancia relativa crescentekegontudo o erro totaly € cons-

tante com a freqiiéncia. E feita uma comparacdo com o algoritmo “soma por partes”

[Tepedelenlioglu, 1989]Nazif Tepedelenlioglu. A Note on the Computational Complexity of the
Arithmetic Fourier Transform.IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Proces-

sing, 37(7):1146-1147, jul., 1989.

Claramente evidencia o ponto fraco da AFT: o grande nimero de amostras necessa-
rias para o seu calculo. Tepedelenlioglu mostra que o célculo exteaomponen-
tes espectrais exige aproximadame:h(%)z + O(NlogN) amostras no dominido

temporal.

[Tufts, 1989] Donald W. Tufts. Comments on “A Note on the Computational Complexity of the
Arithmetic Fourier Transform”.IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Proces-

sing 37(7):1147-1148, jul., 1989.

Em resposta imediata (publicada na mesma revista, na pagina seguinte) a nota de
Tepedelenlioglu, este trabalho defende a AFT, esclarecendo que o problema do ele-
vado niumero de amostras pode ser contornado pelo uso de esquemas de interpola-
¢80, como a interpolacéo de ordem zero [Reed, 1990a]. E também feito um breve
comentario conectando a AFT com a série de Farey. Outro ponto salientado, é que
o elevado namero de adi¢g6es da AFT pode ser combatido com o uso de computacao

em paralelo.

[Choi, 1989] Y. Y. Choi. Algorithms for Computing the 2-D Arithmetic Fourier Transforifese de
Doutorado, Department of Electrical Engineering — Systems, University of Southern California,

Los Angeles, E.U.A., 1989.
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[Tufts, 1989] Donald W. Tufts, Z. Fan, and Z. Cao. Image Processing and the Arithmetic Fourier
Transform.SPIE High Speed Computing 1058:46-53, 1989.

[Fischer, 1989] G. Fischer, Donald W. Tufts, and Angaraih G. SadasWLSI Implementation of
the Arithmetic Fourier Transform (AFT): A New Approach to High Speed Communication for
Signal Processingcap. VLSI Signal Processing lll, p. 264-275. |EEE Press, Noa lorque,
1989. R. Broderson and H. Moscovitz, Eds.

[Reed, 1990a]Irving S. Reed, Donald W. Tufts, Xiaoli Yu, T.K. Truong, Ming-Tang Shih, and Xi-
aowei Yin. Fourier Analysis and Signal Processing by Use of the M&bius Inversion Formula.

IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Proce$8(8):458-470, mar., 1990.

Provavelmente o artigo mais citado nessa area. Nele, é feita uma extensdo do mé-
todo de Tufts-Sadasiv, fazendo que a AFT possa calcular as componentes pares e
impares da série de Fourier de uma funcéo periddica. Por outra perspectiva, este
trabalho traz, de modo independente, um tratamento similar ao realizado por Schiff
and Walker [Schiff, 1988]. Entretanto, vantagens computacionais o tornam supe-
rior. A série de Fourier é sempre tratada em sua expansao em um numero finito
de termos, diferentemente dos trabalhos anteriores. Interpolagdo de ordem zero é
empregada. Estimativas acerca da complexidade computacional também sao feitos:
(3/8)M? adi¢Bes reais €3/2)M multiplicagdes reais, em qué =2-N+1 (N é o
comprimento do sinal). Neste artigo, ha também uma analise do erro computacional

da AFT.

[Li, 1990] Weiping Li. Fourier Analysis Using Adaptative AFT. Froceedings of International
Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing — ICASSR 95231526, Albu-
querque, E.U.A., abr., 1990.

Este estudo trata de métodos iterativos para o calculo da AFT, atualizando a esti-
mativa das componentes frequienciais a partir do algoritmo dos minimos quadrados
(LMS). Esta é também uma outra solu¢do ao nimero excessivo de amostras tempo-
rais exigido pela AFTEn passanta AFT € utilizada para calcular a transformada

inversa de Fourier. E trazido um interessante exemplo com 16 iteracdes do procedi-

mento proposto.

[Fischer, 1990] G. Fischer, Donald W. Tufts, and R. Unnikrishnan. VLSI Implementation of the
Arithmetic Fourier Transform. IfProceedings of the 32nd Midwest Symposium on Circuits

and System$p. 800-803, ago., 1990.
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Este trabalho é enderecado aos problemas de sincronismo devido a geracao de indi-
ces nao uniformemente espagados. Técnicas utilizandos capacitores chaveados sao

exploradas para projetar uma amostrado analégico em tecnologia CMOS.

[Reed, 1990b]Irving S. Reed, Ming-Tang Shih, E. Hendon, T. K. Truong, and Donald W. Tufts. A
VLSI Architecture for Simplified Arithmetic Fourier Transform Algorithm. International
Conference on Application Specific Array Process&secial-Purpose Systems, pp. 542-553,
Princeton, E.U.A,, set., 1990.

Revisita o0 algoritmo da AFT proposto em [Reed, 1990a], tornando-o mais balan-
ceado. O algoritmo de 1990 [Reed, 1990a] tinha uma desvantagem no que toca o
nuamero de operagfes para o célculo dos coeficientes impares comparado com 0s
pares. Os coeficientes impares exigiam mais operacdes. Neste artigo, é feita uma
nova versao do método original proposto por Bruns, comparando com 0os métodos
existentes. E mostrado que o método de Bruns é superior. Este novo procedimento
remove a necessidade de sinais de média nula tem uma complexidéije i¢?

adicdes eN multiplicagdes. E mostrado também que os calculos dos coeficientes
impares e pares por meio das médias alternantes de Bruns apresentam aproximada-
mente 0 mesmo nimero de opera¢des. Uma estrutura VLSI é proposta, reduzindo
em 25% o numero de adi¢cdes da AFT. Este novo meétodo foi chamadSimhe “
plified AFT'. Os resultados deste artigo de conferéncia foram expandido em uma

versao para revista [Reed, 1992].

[Park, 1990] Heonchul Park and Viktor K. Prassana. VLSI Architectures for Computing the Arith-
metic Fourier Transform. Relat6rio Técnico, Department of Electrical Engineering — Systems,

University of Southern California, dez., 1990.

[Choi, 1990] Y. Y. Chai, Irving S. Reed, and Ming-Tang Shih. The New Arithmetical Approach to
Fourier Series Analysis for a 2-D Signal. Rroceedings of the International Conference on

Acoustic, Speech, and Signal Processing — ICASSP®01997—-2000, Novo México, 1990.

Uma extensédo natural do trabalho [Choi, 1989]. Utiliza-se do método de Bruns, em
vez da abordagem de Tufts-Sadasiv approach [Tufts, 1988b]. Este artigo é analogo

a [Reed, 1990b;Reed, 1992], mas trata do caso bidimensional.

[Wigley, 1990] N. Wigley and G. A. Jullien. Sampling Reduction for the Arithmetic Fourier Trans-
form. In Proceedings of 32nd Midwest Symposium on Circuits and Sysmm841-844,
1990.
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Enfoca os aspectos da amostragem ndo-uniforme. Os autores utilizam intepolagéo
de primeira ordem em amostras uniformemente colhidas. E proposta também um
implementacédo erhardwareregistradores e acumularores. O método de AFT utili-

zado € o visto em [Tufts, 1988b].

[Park, 1991a] Heonchul Park and Viktor K. Prassana. VLSI Architectures for Computing the Arith-
metic Fourier Transform. IRroceedings of the International Conference on Acoustics, Speech,

and Signal Processing — ICASSP, Y. 1029-1032, maio, 1991.

Este artigo trata dos aspectos fisicos da implementacdo da AFT. E proposta duas
arquiteturas modulares com o uso de técnicas de implementacdo de circuitos em
array. E feita uma comparagdo com a implementacéo proposta em [Reed, 1990b],

evidenciando que a nova abordagem é superior.

[Park, 1991b] Heonchul Park and Viktor K. Prassana. Fixed Size Array Architectures for Com-
puting Arithmetic Fourier Transform. I€onference Record of the Twenty-Fifth Asilomar

Conference on Signals, Systems and Compypers85-89, nov., 1991.

Estruturas enarray sdo hovamente abordadas [Park, 1991a]. Neste trabalho esten-
dido, é evidenciado que a AFT pode ser calculada 2pralementos de processa-
mento @rray) e um multiplicadorl < p < N. E brevemente comentado sobre a pos-

sibilidade de utilizar a AFT para calcular a transformada discreta do cosseno (DCT).

[Ananthashayana, 1992]V. K Ananthashayana. Comments on “Fourier Analysis and Signal Pro-
cessing by Use of the Mébius Inversion FormuldEEE Transactions on Signal Processjng

40(3):676, mar., 1992.

Nesta breve correspondéncia, é realizada a correcao de seis pequenos erros nas de-
monstracdes de teoremas e equacdes do artigo [Reed, 1990a]. Os erros, entretanto,

ndo comprometiam os resultados.

[Reed, 1992]Irving S. Reed, Ming-Tang Shih, T. K. Truong, E. Hendon, and Donald W. Tufts. A
VLSI Architecture for Simplified Arithmetic Fourier Transform AlgorithfrEEE Transactions
on Signal Processingt0(5):1122-1133, maio, 1992.

E um dos artigos mais citados sobre AFT. Esta publicacéo é uma verséo estendida
de [Reed, 1990b] com comentarios detalhados. Contém um exemplo bastante eluci-

dativo.
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[Wigley, 1992] N. Wigley and G. A. Jullien. On Implementing the Arithmetic Fourier Transform.
IEEE Transactions on Signal Processjdi§)(9):2233-2242, set., 1992.

Trata-se de uma versao ampliada de um artigo anterior do mesmo autor [Wigley,
1990]. Os aspectos tedricos da amostragem e a conexao com as fracdes de Farey séo
expostas com énfase. Embora tenha sido publicado apenas em 1992, o manusscrito

deste trabalho foi enviado para publicacdo em 1989.

[Zaid, 1992] A. Abo Zaid, A. EI-Mahdy, A. O. Attia, and M. M. Selim. A High Speed Classifier
Using the Arithmetic Fourier Transform. roceedings of the 35th Midwest Symposium on

Circuits and Systemgp. 36—39, 1992.

Aplica a AFT para gerar elementos a serem utilizados em sistemas de apoio a de-
ciséo, no caséourier descriptorsem técnicas de reconhecimento de padrédo. Este
trabalho mostra que o uso da AFT melhora as taxas de classificacdo quando se com-
para com o mesmo método utilizando FFT. Entretanto, ndo fica claro qual FFT é

empregada ha comparacao.

[Kelley, 1993] Brian T. Kelley and Vijay K. Madisetti. Efficient VLSI Architectures for the Arith-
metic Fourier TransformlEEE Transactions on Signal Processjdd.(1):365—-384, jan., 1993.

Este artigo chama a atencéo outros parametros a serem observados na implementa-
cdo da AFT, tais como tempos de operac¢ao e area fisica ocupada. Sao apresentadas
descricdes de vérias propostas de implementacédo VLS| e uma comparacao € reali-
zada. E proposta uma nova implementacéo para a AFT 2-D utilizando estruturas de
dados ciclicos. A versdo da AFT considerada é [Reed, 1990a]. Talvez, em adotar o

método descrito em [Reed, 1992], os autores poderiam obter melhores resultados

[Tufts, 1993] Donald W. Tufts and Haiguang Chen. Iterative Realization of the Arithmetic Fourier
Transform.|EEE Transactions on Signal Processjdd (1):152-161, jan., 1993.

Nesta publicagéo, é proposto uma implementacao iterativa da AFT. Os esfor¢os ini-
ciais nessa direcdo foram de Weiping Li [Li, 1990]. Entretanto, Tufts e Chen ob-
servaram que a abordagem de Li era muito dependente do comprikhdoteetor

de dados de entrada e problemas de convergéncia surgiam. Comentarios sobre o
esquema de amostragem da AFT sao feitos, enfatizando ainda mais a preocupa-
cdo com as fracdes de Farey. A AFT é mostrada em formato matricial. A matriz

da AFT é uma matriz de dimens&ox N que relaciona um vetor no dominio do
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tempox com um vetor de componentes espectkais= AX, em queN € o numero

de amostras temporais uniformemente espacadas e numero de componen-

tes freqlienciais espacadas de acordo com fracdes de Farey. Como é um sistema
com muitas solucdes, os autores impuseram restricdes, como tomar a solucao com
norma minima. E sugerido uma algoritmo iterativo no contexto de processamento
adaptativo de sinais. A complexidade computacional é examinada apés cada itera-
cdo: (N — 1) escalonamentos por inteiros e aproximadambinteultiplicacdes sao
necessarias. E demonstrado que o ndmero de iteracbes € menbf2jiazendo

este procedimento mais interessante do que a implmentacéo direta da AFT. Em ver-
dade, € mostrado que o processo tem convergéncia exponencial e poucas iteracdes

Sd0 necessarias.

[Park, 1993] Heonchul Park and Viktor K. Prassana. Modular VLSI Architectures for Computing
Arithmetic Fourier Transform. IEEE Transactions on Signal ProcessjmfL(6):2236—2246,
jun., 1993.

Verséo estendida da pesquisa contida em [Park, 1991a; Park, 1991b].

[Lovine, 1993] Frederick P. Lovine and Sawasd Tantaratana. Some Alternate Realizations of the
Arithmetic Fourier Transform. I€onference Record of the Twenty-Seventh Asilomar Confe-

rence on Signals, Systems and Compuigps 310-314, Pacific Grove, nov., 1993.

Este artigo traz trés métodos distintos para aprimorar a AFT. Duas caracteristicas
“particulares” da AFT foram removidas: a funcdo de Mobju§,), e os fatores de
escalonamentg%. O uso da funcdo de Mdbius pbde ser eliminado através de uma
abordagem recursiva, levando ao que os autores chamaram de “Mobius-function-
free AFT”. Um outro método (AFT Modulada) para se eliminar a funcao de Mébius

€ modular o sinal de entrada de tal modo que o terco inferior de seu espectro seja
deslocado para os dois tergos superiores. Deste modo, os coeficientes de Mobius
sdo desnecessarios. O terceito melhoramento proposto (AFT Integrada) consiste em
integrar o sinal de entrada antes do uso da AFT. As médias alternantes de Bruns do

sinal integrado ja incorporam naturalmente os fatores de e%pala

[Hsu, 1994] Chin-Chi Hsu, Irving S. Reed, and T. K. Truong. Invei&dransform by Mdbius
Inversion and Error Bounds of Aliasing in Samplin@&EE Transactions on Signal Processjng

42(10):2823-2831, out., 1994.
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Este artigo contém os principais resultados da segunda parte da tese de doutorado
de Chin-Chi Hsu (aluno do Prof. Dr. Reed). A primeira parte da tese trata de
implementacdes de codigos Reed-Solomon, com uma reviséo do assunto. A segunda
parte oferece um resumo da teoria da AFT e traz um procedimento para calcular a
transformada via AFT. Este tépico, em particular, recebeu um tratamento extenso

e uma analise de limitantes do erro da AFT foram encontrados. No capitulo final, ha
uma andlise detalhada do balanco entre complexidade e interpolagcdo na estimacéo

de amostras inexistentes necessarias ao processo da AFT.

[Knockaert, 1994] Luc Knockaert. A Generalized Mébius Transform and Arithmetic Fourier Trans-

forms. IEEE Transactions on Signal Processjd@(11):2967-2971, nov., 1994.

Com o uso ferramentas de Teoria dos Numeros e séries de Dirichlet, este artigo traz
um método para o célculo direto dos coeficientes impares da série de Fourier, sem a

necessidade de deslocamentos do sinal original (compare com [Reed, 1990]).

[Di Lecce, 1995] Vincenzo Di Lecce and Andrea Guerriero. A FT Processor Based in Short AFT
Module. InProceedings of International Symposium on Applied Informatics, IASTIEI3-

bruck, fev., 1995.

[Andria, 1996] Gregorio Andria, Vincenzo Di Lecce, and Mario Savino. Application of the AFT
Technique for Low-Cost and Accurate Measurements8tinMediterranean Electrotechnical

Conference — MELECON'96p. 1347-1350, Bari, Italia, maio, 1996.

Propbe o uso da AFT em substituicdo da FFT no contexto de medicdo de sinais.
Os autores enfatizam que a AFT tem varias vantagens sobre a FFT, especialmente

guando se trata de dados que ndo sdo poténcia de dois.

[Knockaert, 1996] Luc Knockaert. A Generalized Mobius Transform, Arithmetic Fourier Trans-
forms, and Primitive RootdEEE Transactions on Signal Processjdg(5):1307-1310, maio,
1996.

E uma extens&o de um trabalho anterior [Knockaert, 1994]. Transformadas genera-
lizadas de Mobius sao proposta com a introdugéo de fungbes periddicas multipli-
cativas de periodq. Dr. Knockaert prova que, sob certas condicdes, estas funcdes

existem.

[Huisheng, 1996a] Qian Huisheng and Li Ping. 2-D Arithmetic Fourier Transform Algorithm. In
Proceedings of 3rd International Conference on Signal Processing — ICSP{R6L47-150,
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out., 1996.

E outra proposta de AFT bidimensional. Baseia-se no algorimo da AFT proposto
em [Reed, 1990a). Outros pesquisadores ja propuseram a AFT 2-D antes [Tufts,

1989; Reed, 1989; Choi, 1990; Choi, 1991; Kelley, 1993].

[Huisheng, 1996b] Qian Huisheng, Li Ping, Zhou Feng. On Arithmetic Cosine Transform Al-
gorithm. InProceedings of 3rd International Conference on Signal Processing — ICSP’96

pp. 143-146, out., 1996.

A AFT é aplicada para calcular a transformada discreta do cosseno (DCT). Ja é
sabido que a versao original da AFT de Tufts-Sadasiv € uma espécie de transformada
de Fourier cosseno, uma vez que ela s6 calcula os coeficientes pares da série de
Fourier. Apesar disto, os méritos de Huishexigal. residem na converséo das
quatro versdes da DCT para o formalismo da AFT. Um sinal de tesg ),

paraN = 64 e N = 100, é utilizado para uma comparac¢éo dos erros RMS apés a

reconstrucéo dos sinals pela DCT classica e pelo método proposto.

[Andria, 1996] Gregorio Andria, Vincenzo Di Lecce, Andrea Guerriero. An AFT-based Virtual

Instrument for Low-cost Spectrum Analysis. Pnoceedings of IMCT’'96Bruxelas, 1996.

[Di Lecce, 1996] Vincenzo Di Lecce, Andrea Guerriero. Spectral Estimation by AFT Computation.

Digital Signal Processing6(24):213-223, 1996.

Apds uma revisao tedrica sobre a teoria da AFT, este artigo traz uma analise da AFT
com énfase nos aspectos implementacionais@twaree hardware E apresentada

entdo uma avaliacdo de desempenho do algoritmo.

[Atlas, 1997] Valery G. Atlas, Dmitry G. Atlas, Evgeny |. Bovbel. 2-D Arithmetic Fourier Transform
Using the Bruns MethodEEE Transactions on Circuits and Systems - |: Fundamental Theory

and Applications44(6):546-551, jun., 1997.

Este trabalho traz a conversédo do método de Bruns para o tratamento de sinais 2-D.
Este artigo é o analogo bidimensional do problema examinado em [Reed, 1992].

Adicionalmente, uma implmentacéo em arquitetura VLSI é proposta.

[Ge, 1997] Xin-Jin Ge, Nan-Xian Chen, Zhao-Dou Chen. Efficient Algorithm for 2-D Arithmetic
Fourier TransformIEEE Transactions on Signal Processjrdid(8):2136-2140, ago., 1997.
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Independentemente de Atlas al. [Atlas, 1997], Geet al. também estenderam

a AFT para o caso bidimensional. A complexidade computacional do algoritmo
proposto é de}iN2 adicoes eN multiplicacbes, que representa um avango sobre
as versdes anteriores da AFT 2-D (Kelley [Kelley, 1993] e Tufts-Fan-Cao [Tufts,
1989].

[Xianchao, 2000a] Zhang Xianchao, Wan Yingyu, Chen Guoliang. A New Approach for Imple-
menting the Arithmetic Fourier Transform (AFT). Rroceedings of the Fourth International
Conference/Exhibition on High Performance Computing in the Asia-Pacific Rggor633—
634, Beijing, China, maio, 2000.

Introduz um método para contornar o problema da elevada taxa de amostragem da
AFT. Geralmente, para melhorar os resultados da AFT combinada com interpolacéo
de ordem zero, exige-se mais amostras. O trabalho proposto utiliza uma abordagem
simples para se gerar mais pontos. A partiNdemostras obtidas a taxa de Nyquist

de uma fungad\(t), no intervalo[0, T], tem-se 0s seguintes pont@A, A(id)), em

queA = % ei=0,...,2N. Assim, para se dobrar o nimero de amostras, sugere-se
considerar os pontos intermediérios definidos W, W) En-
tretanto, as condi¢cdes quét) deve satisfazer para que esta abordagem seja ade-

guada néo sdo comentadas.

[Xianchao, 2000b] Zhang Xianchao, Huang Liusheng, Chen Guoliang. A New Approach for Com-
puting the Discrete Fourier Transform of Arbitrary Length Pimceedings of ICSP200pages
81-84, ago., 2000.

Prop6e a ADFT: transformada discreta de Fourier aritmética. Xianchao e colabo-
radores associam por meio da transformada aritmética os coeficientes da série de

fungdes continuas as sequéncias discretas da DFT.

[Cintra, 2002a] R. J. de Sobral Cintra, H. M. de Oliveira. How to Interpolate in Arithmetic Trans-
form Algorithms. InProceedings of the International Conference on Acoustics, Speech and

Signal Processing — ICASSP’0RQrlando, Flérida, E.U.A., maio 2002.
Um resumo dos principais resultados contidos em [Cintra, 2002b].

[Cintra, 2002b] R. J. de Sobral Cintra, H. M. de Oliveira. Interpolating in Arithmetic Transform
Algorithms. In6th WSEAS CSCC Multiconference, 2nd WSEAS International Conference on
Signal Processing and Computational Geometry And Vjssata, Grécia, jul., 2002.
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Introduz a transformada aritmética de Hartley. Neste artigo, a técnica de transfor-
mada aritmética é elaborada ndo a partir de uma expansao em série, mas consi-
derando a AFT como uma transformada discreta genuina. Os autores aplicam o
método para outras transformada discretas. Os nucleos de Fourier, Fourier cosseno
e Fourier seno e Hartley sdo examinados. O problema da ndo uniformidade do in-
tervalo entre amostras do sinal de entrada exigida pela AFT se repete nessa nova
exposicdo. Neste caso, na forma de componentes fracionarias do sinal, por exem-

plo, V1 OUVs. Uma analise envolvendo técnicas de interpolagao é realizada.

[Lima, 2004] J. B. Lima, R. M. Campello de Souza, H. M. de Oliveira, M. M. Campello de Souza.
Faster DTMF Decoding. lhecture Notes in Computer Sciend24:510-515, Berlim, 2004.

Propde a aplicacdo da AFT na decodificacdo de tons DTMF. O conhecimprito

ori do sinal sob analise (tons DTMF) é explorado para fornecer um algoritmo AFT
dedicado para a aplicag&o. E utilizado o algoritmo de Reed-Shih e € mostrado que o
método proposto pode ser superior ao algoritmo de Goertzel, usualmente empregado

para decodificacdo DTMF.

[Cintra, 2005] R. J. de Sobral Cintra, H. M. de Oliveira. A Short Survey on Arithmetic Transforms
and the Arithmetic Hartley Transform. Revista da Sociedade Brasileira de Telecomunicagoes,

2005. Aceita para publicacao.
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