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Um canal de comunicação discreto não binário e com memória é apresentado com o objetivo de cap-

turar tanto a informação de decisão suave quanto a correlação temporal de um canal com desvaneci-

mento (DFC) quantizado em 2q níveis de quantização. Mostra-se que o canal discreto pode ser descrito

explicitamente em termos de seu processo de entrada binário e processo de ruído 2q-ário. Também é

mostrado que o canal é simétrico e admite uma expressão simples para sua capacidade de canal. O

processo de ruído é então modelado como um modelo baseado em fila (QB), produzindo uma fonte de

ruído markoviano estacionário e ergódico de ordem M com 2q + 2 parâmetros. O DFC é aproximado

pelo canal discreto com ruído QB, cujos parâmetros são estimados por um processo iterativo que mini-

miza a divergência de Kullback-Leibler entre as fontes de ruído do DFC e QB. Os modelos obtidos são

usados em esquemas de decodificação LDPC desenvolvidos para o canal discreto com ruído QB, em

que se observa um ganho de decodificação quando comparado ao caso sem memória.
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A non-binary discrete communication channel with memory is introduced with the objective of captur-

ing both the the soft-decision information and the time correlation of a discrete fading channel (DFC)

with an output quantizer with 2q quantization levels. It is shown that the discrete channel can be explic-

itly described in terms of its binary input process and a 2q-ary noise process. It is also shown that the

channel is symmetric and admits a simple expression for its channel capacity. The noise process is next

modeled as a queue-based (QB) noise model to produce a stationary ergodic M ’th order Markovian

noise source with 2q + 2 parameters. The DFC is fitted by a discrete channel with QB noise, whose

parameters are estimated via an iterative procedure that minimizes the Kullback-Leibler divergence rate

between the DFC and QB noise sources. The obtained models are used in LDPC decoding schemes

developed for the discrete channel with QB noise in which coding gains are observed when compared

to the memoryless case.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Existe uma crescente demanda por tecnologias de comunicações sem fio, tanto para comunicação

por voz quanto para tranmissão de dados, sem que haja a necessidade do usuário do serviço estar vin-

culado aos pontos de conexão cabeados, como ocorre na rede de telefonia fixa ou as redes DSL. Redes

sem fio, tais como sistema de comunicação celular, sistemas de televisão digital e redes de dados sem

fio (GPRS, WiMax, HSDPA, etc.) trazem a vantagem da mobilidade da estação receptora, que faz com

que o usuário da rede possa utilizá-la onde quer que esteja, seja em lugares públicos abertos, dentro de

prédios fechados ou em trânsito para seu local de trabalho.

Canais de comunicação sem fio são caracterizados por sofrer desvanecimento multi-percurso, tanto

devido ao movimento do receptor com relação à estação transmissora, quanto à própria dinâmica dos

objetos nas proximidades do receptor. Este movimento faz com que a intensidade do sinal recebido seja

variável, e dependendo de quanto tempo o usuário permaneça nesta região, os erros de decodificação

no sinal recebido ocorrerão em surtos, caracterizados por um grande número de símbolos consecutivos

decodificados com erros. Este tipo de erro de recepção caracteriza um canal de comunicação em que os

erros são correlacionados temporalmente, ou seja, um erro em um certo instante de recepção aumenta a
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probabilidade de erro no futuro próximo. Devido a esta dependência estatística de amostras sucessivas

do desvanecimento, tais canais são ditos apresentarem memória.

É comum o uso da técnica de entrelaçamento [1], para que símbolos transmitidos dentro de uma

mesma palavra sejam afetados pelo desvanecimento do canal em instantes de tempo suficientemente

distantes. Tais técnicas tornam possíveis aplicações em canais sem fio de técnicas clássicas desenvolvi-

das para proteção contra erros em canais sem memória. Porém, no uso desta técnica, há um desperdício

na taxa de informação, pois sabe-se que canais com memória têm uma maior capacidade de canal que

canais sem memória [2]. Além disso, o entrelaçamento necessita de uma quantidade de processamento

de sinal relativamente alta para aplicações em tempo real, causando atrasos na comunicação.

Torna-se então evidente que a recepção de sinais através de canais com correlação temporal pode

ser feita de maneira mais eficiente se a memória do canal for aproveitada no processo de decodificação,

como por exemplo, para estimar o estado atual do canal a partir de seus estados anteriores e usar esta

informação na métrica de decodificação. Porém, utilizar diretamente as estatísticas do canal sobre o

qual se faz a comunicação pode ser bastante complicado, devido à complexidade matemática com que

tais erros são gerados. Faz-se necessário então o modelamento de tais canais por modelos mais simples,

tais como modelos markovianos, que são processos estocásticos que apresentam memória. Modelos

markovianos para canais de comunicações vêm sendo utilizados desde o fim da década de 1950 [3, 4]

quando Gilbert e Elliot estudavam ruídos em surto em canais de telefonia fixa, nos laboratórios da

Bell. Pelo uso de um modelo simples com dois estados, o canal Gilbert-Elliot (GEC, do inglês Gilbert-

Elliot Channel), pôde-se calcular a capacidade de tais canais e desempenho em termos de erros em

tais canais. Tal modelo foi o primeiro de uma classe de canais markovianos denominada FSMC [5] (do

inglês Finite-State Marvov Channel), muito utilizada para modelamento de canais com memória. Desde
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meados da década de 1990, modelos GEC, e outros modelos FSMC, tais como o canal de Fritchman [6]

e o canal de contágio com memória finita [7], vêm sendo utilizados para modelar canais sem fio com

desvanecimento plano.

1.1 Objeto do Estudo

Neste trabalho, será considerado um modelo de canal de entrada binária e saída 2q-ária denominado

NBNDC (do inglês Non-Binary Noise Discrete Channel) [8], que é útil para descrever a saída 2q-ária

de um canal com decisão suave como uma função explícita do processo de entrada e de um processo

de ruído 2q-ário (independente do processo de entrada). Este modelo será utilizado para representar

um canal com desvanecimento Rayleigh e decisão suave, denominado de canal discreto com desvane-

cimento (DFC, do inglês Discrete Fading Channel) , que consiste em um modulador de deslocamento

de fase binário (BPSK, do inglês Binary Phase-Shift Keying), um canal com desvanecimento Rayleigh

com correlação temporal e um demodulador coerente com decisão suave de q bits. Será provado que este

canal é simétrico no sentido de que um processo de entrada de distribuição uniforme e sem memória

maximiza a informação mútua de bloco entre entrada e saída. Como consequência, serão apresenta-

dos limitantes inferiores e superiores para a capacidade deste canal quando seu ruído é estacionário e

ergódico (que corresponde a um processo de desvanecimento subjacente estacionário e ergódico). Tam-

bém será avaliado numericamente o efeito dos parâmetros do quantizador e parâmetros de correlação

do canal na capacidade do DFC. Os resultados de capacidade indicam que explicitar tanto a memória

do canal como a informação da decisão suave é mais vantajoso que ignorar qualquer uma das duas por

meio do entrelaçamento ou decisão abrupta.

O processo de ruído do DFC será modelado por um processo markoviano 2q-ário denominado QB
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(do inglês Queue-Based). Quando este modelo de ruído é acoplado ao NBNDC, tem-se um canal

FSMC denominado NBNDC-QB, que é uma generalização do modelo QBC apresentado em [10]. A

fonte de ruído não binária é um processo estacionário ergódico markoviano de ordem M com 2q + 2

parâmetros independentes. Uma das vantagens deste modelo é que o número de parâmetros não depende

do número de estados, enquanto em modelos FSMC sem estrutura o número de parâmetros cresce

exponencialmente com o número de estados [12]. São estabelecidas expressões fechadas para diversas

estatísticas do processo de ruído QB. Os parâmetros do processo QB são estabelecidos de forma a

representar o DFC utilizando o critério da minimização da taxa de divergência de Kullback-Leibler

entre as distribuições do DFC e do processo QB. A precisão do modelo é então medida comparando-se

as curvas de autocorrelação e capacidade de canal. Obtém-se um bom ajuste para um faixa ampla de

condições de desvanecimento.

Existem classes de códigos corretores de erros, tais como o LDPC (do inglês Low-Density Parity-

Check) e códigos turbo, para as quais se executa decodificação iterativa, atingindo taxas próximas à

capacidade de canais sem memória [13]. Esquemas de decodificação iterativa operando em canais

binários (entrada e saída binárias) commemória foram propostos em [14–17]. Nestes trabalhos, assume-

se que o canal discreto (desde a entrada no modulador até a saída no demodulador de decisão abrupta)

é modelado como canal FSMC e incorpora a estrutura do FSMC no processo de decodificação com o

intuito de explorar a memória do canal. Foram observados ganhos de desempenho significativos em

relação a esquemas tradicionais que ignoram a memória do canal por meio de entrelaçamento perfeito.

Neste último caso, as taxas em que se pode fazer decodificação com probabilidade de erro tão pequena

quanto se queira são menores que aquelas do canal original, uma vez que é conhecido que a memória

aumenta a capacidade para uma ampla classe de canais estáveis em informação [10, 18]. Além disto,
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mostrou-se recentemente que modelos FSMC binários aproximam bem canais com desvanecimento

plano Rayleigh e Rice com decisão abrupta, como por exemplo em [11, 12, 19, 20, 24–26]. Por outro

lado, estudos recentes revalaram que a informação não-binária na saída de canais com decisão suave

pode elevar significativamente a capacidade quando comparada à quantização abrupta para diversas

classes de canal, incluindo canais com desvanecimento Rayleigh entrelaçados e ruído aditivo gaussiano

branco (AWGN, do inglês Additive White Gaussian Noise) [27, 28].

Com a motivação dos resultados mencionados, será utilizado neste trabalho o modelo de canal

NBNDC-QB para projetar um esquema de decodificação LDPC do canal DFC. Uma vez que se tenha

um modelo QB para o canal DFC, pode-se utilizar este decoficador com os parâmetros obtidos. Serão

feitas comparações do desempenho obtido por este decodificador com decodificações efetuadas em um

esquema em que o canal subjacente é o canal NBNDC-QB e também com limitantes de Shannon para

taxa de distorção.

1.2 Organização do Trabalho

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Capítulo 2 é apresentado um canal de comuni-

cações discreto com modulação BPSK, desvanecimento Rayleigh e esquema de recepção com decisão

suave, denominado de DFC. É proposto um modelo não-linear de ruído para este canal, denominado

NBNDC, e então é estabelecida uma fórmula para a capacidade de canais com memória. Apresenta-

se um modelo Markoviano de geração de erros estatísticamente correlacionados denominado QB. São

apresentadas expressões para as probabilidades conjuntas e função autocorrelação deste modelo.

No Capítulo 3 é feito um modelamento de canais DFC usando-se o modelo NBNDC-QB pelo

método da minimização da distância de Kullback-Leibler. São feitas então comparações das funções au-
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tocorrelação e das capacidades de canal obtidas para os canais DFC modelados e dos modelos NBNDC-

QB como forma de verificação da precisão dos modelos propostos para caracterizar estatisticamente o

DFC. As principais contribuições deste trabalho estão contidas neste capítulo.

No Capítulo 4 é apresentado o algoritmo soma-produto (ASP) em forma vetorial e razão de verossi-

milhança, bem como sua aplicação em códigos LDPC para canais markovianos. O algoritmo será

então aplicado para desenvolver um decodificador para canais NBNDC-QB. Será então apresentado o

conceito de limite de Shannon para a taxa de distorção (RDSL).

No Capítulo 5 são primeiramente calculados limitantes de Shannon para taxa de distorção do

NBNDC-QB e para canais sem memória e com decisão suave. São então aplicados os algorimtos

de decodificação desenvolvidos para canais NBNDC-QB. Os desempenhos obtidos na decodificação do

canal DFC são comparados com o desempenho da decodificação de canais NBNDC-QB pelo mesmo

algoritmo e também com a decoficiação de canais markovianos de bloco com probabilidades de ordem

M iguais às do DFC.

No Capítulo 6 é feita uma conclusão sobre os resultados obtidos, bem como propostas para trabalhos

futuros dentro do tema exposto neste trabalho.
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CAPÍTULO 2

O MODELO DE CANAL DISCRETO DE

RUÍDO NÃO-BINÁRIO

Neste capítulo, é apresentado um modelo de canal discreto com desvanecimento plano e decisão

suave, denominado DFC. Será apresentado então um modelo de canal com saída não-binária em que

é possível representar o processo de saída do canal como uma função explícita do processo de entrada

do canal e um processo de ruído independente da entrada. Este modelo servirá como representação

alternativa do DFC. Então, um processo markoviano baseado em fila é apresentado, com o intuito de

representar de maneira simples o processo de ruído do DFC. Diversas estatísticas deste processo são

apresentadas em forma fechada.

2.1 Modelo de Clarke

O modelo isotrópico de Clarke é um modelo estatístico que caracteriza o campo eletromagnético

recebido em uma estação móvel baseado em espalhamento. Assume-se que a antena do transmissor é

fixa e tem polarização vertical [21]. O campo incidente no receptor é composto por ondas eletromag-

néticas planas azimutais cujos ângulos de incidência são aleatórios e têm distribuição uniforme no plano
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perpendicular à direção de propagação do campo elétrico. Assumindo que apenas a estação móvel está

em movimento, todas as ondas incidentes na antena do receptor sofrerão um desvio Doppler dado por:

fd =
v

c
fc cos θ = fD cos θ (2.1)

em que fd é o desvio Doppler, v é a velocidade da estação móvel, c é a velocidade da luz no vácuo, fc é

a frequência da portadora, fD é a máxima frequência Doppler e θ é o ângulo entre o vetor de Poynting

da onda e a direção de movimento da estação, modelado como uma variável aleatória uniforme no

intervalo [−π, π). A função de autocorrelação da resposta ao impulso em banda base do modelo de

Clarke de variância unitária amostrado no tempo é dada por:

φhh(mT ) = J0 (2πmfDT ) (2.2)

em que T é o período de amostragem e J0 é a função de Bessel modificada de primeira espécie de

ordem zero. Portanto, para quantificar o efeito do desvio Doppler, basta especificar a quantidade fDT .

Valores típicos do parâmetro fDT vão de 10−4 a 10−2. Neste modelo, podem ser utilizadas diversas

distribuições de probabilidade para a amplitude do sinal recebido. Uma distribuição típica que é uti-

lizada no caso de propagação multipercuso sem componente de visada direta é a distribuição Rayleigh,

dada por:

p(x) =
x

σ2
e
−x2

2σ2 , x ≥ 0. (2.3)

2.2 Canal Discreto comDesvanecimento Demodulado comDecisão Suave

Neste trabalho, será usado um modelo de canal discreto com desvanecimento (DFC, do inglês Dis-

crete Fading Channel) que apresenta correlação temporal. Este canal é composto por três partes: um

modulador BPSK; um canal com desvanecimento plano Rayleigh com autocorrelação de Clarke e ruído
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Modulador

BPSK

Canal com

Desvanecimento

Demodulador com

Quantizador de q bits

Entrada Binária

Xi ∈ {0, 1}

Saída q-ária

Yi ∈ {0, 1, . . . , 2q − 1} Ri =
√
EsAi(2Xi − 1) +Ni

Figura 2.1: Canal Discreto com Desvanecimento (DFC).

aditivo gaussiano branco (AWGN); um demodulador coerente quantizado em q bits. O alfabeto de en-

trada do canal é definido como X = {0, 1}, e o de saída Y = {0, 1, . . . , 2q − 1}. O canal DFC é

apresentado na Figura 2.1.

Seja {Xk}, Xk ∈ X , k = 1, 2, . . . o processo de entrada do canal DFC. O símbolo recebido

amostrado na saída do filtro casado da saída do canal no tempo de sinalização k pode ser escrito como:

Rk =
√

EsAkSk + Nk, k = 1, 2, . . .

em que {Sk} = {(2Xk − 1)}, Es é a energia do sinal transmitido e {Nk} é uma sequência de sím-

bolos de variáveis aleatórias gaussianas independentes e identicamente distribuídas, com média zero e

variância N0/2. {Ak} é o ruído multiplicativo, constituído de um processo Rayleigh estacionário com

correlação de Clarke, como definido na Seção 2.1. Os processos {Ak} e {Nk} são independentes entre

si e do processo de entrada {Xk}. A variável aleatória amostrada Rk é então demodulada e quantizada

com um quantizador de q bits que fornece a saída do canal Yk ∈ Y , de acordo com a seguinte operação:

Yk = j, se Rk ∈ (T ′j−1, T
′
j)

para j ∈ Y . Os limitantes T ′j são uniformemente espaçados com passo de quantização ∆, satis-
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fazendo [29]:

T ′j =







































−∞, se j = −1

(j + 1− 2q−1)∆, se j = 0, 1, . . . , 2q − 2

∞, se j = 2q − 1.

Definidos desta maneira, os limitantes finitos variam linearmente de −2q−1∆ a 2q−1∆. Definem-

se então δ , ∆/
√
Es e Tj , T ′j/

√
Es como sendo respectivamente o passo normalizado e os li-

mitantes normalizados do quantizador. Desta forma, pode-se escrever Tj = (j + 1 − 2q−1)δ, para

j = 0, 1, . . . , 2q − 2. A probabilidade condicional qi,j(ak) , P(Yk = j | Xk = i, Ak = ak), em que

i ∈ X , j ∈ Y e ak ∈ [0,∞), é então determinada da seguinte forma:

qi,j(ak) = P(T ′j−1 < Rk < T ′j | Xk = i, Ak = ak)

= P

(

Tj−1 − (2i− 1)ak <
Nk√
Es

< Tj − (2i− 1)ak

)

= Q
(

√

2γ (Tj−1 − (2i− 1)ak)
)

− Q
(

√

2γ (Tj − (2i− 1)ak)
)

(2.4)

em que i ∈ X , j ∈ Y , γ = Es/N0 é a relação sinal ruído (SNR, do inglês Signal-to-Noise Ratio) do

canal e a cauda da função gaussiana Q é definida como [22]:

Q(x) =
1√
2π

∫ ∞

x

e−t2/2dt. (2.5)

Devido à simetria da constelação BPSK e dos limitantes do quantizador, observa-se de (2.4) que:

qi,j(ak) = q1−i,2q−1−j(ak)

ou ainda

qi,j(ak) = q
0, j−(2q−1)i

(−1)i
(ak).

Seja P(yn | xn, an) , P(Y1 = y1, . . . , Yn = yn | X1 = x1, . . . , Xn = xn, A1 = a1, . . . An = an),
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para n ≥ 1. Desta forma:

P(yn | xn, an) =
n
∏

k=1

qxk,yk
(ak) =

n
∏

k=1

q
0,

yk−(2q−1)xk
(−1)xk

(ak). (2.6)

A expressão (2.6) é válida, pois dada a sequência de ruído multiplicativo as probabilidades de transição

tornam-se estatisticamente independentes. Desta maneira, a probabilidade condicional de ordem n do

DFC é o valor esperado com relação à variável de desvanecimento ak:

P (n)
DFC (yn | xn) , P(Y n = yn | Xn = xn)

= EA1...An

[

n
∏

k=1

q
0,

yk−(2q−1)xk
(−1)xk

(Ak)

]

(2.7)

em que yn = (y1, . . . , yn), xn = (x1, . . . , xn), e EX [·] é o valor esperado com respeito a uma variável

X . Para o caso específico de n = 1, obtém-se uma expressão fechada para P (1)
DFC (y|x) [33]:

P (1)
DFC (j) = m(−Tj−1)−m(−Tj) (2.8)

em que j = y−(2q−1)x
(−1)x ∈ Y ,

m(Tj) = 1−Q(Tj

√

2γ)−

[

1−Q

(

Tj

√
2γ√

1
γ
+1

)]

e
−

T2
j

( 1
γ

+1)

√

1
γ + 1

. (2.9)

O valor esperado em (2.7) pode ser calculado analiticamente apenas para valores pequenos de n,

pois a função densidade de probabilidade conjunta de variáveis aleatórias Rayleigh com correlação

arbitrária é conhecida apenas para n ≤ 3 [34, 35]; para n > 3, (2.7) pode ser determinado apenas por

meio de simulações. Surge então a necessidade modelar o canal DFC por meio de um modelo preciso,

de forma a se obterem estatísticas de ordem superior, bem como medidas de informação, com o intuito

projetar esquemas de codificação de canal eficientes.

Em [27] foram calculados valores de passo δ ótimo em função da SNR, no sentido de maximizar a

capacidade do canal DFC binário. Foi verificado que é possível ajustar funções exponenciais aos passos
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δ Ótimo (q = 3)
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0,6647 exp(−0,1153 · SNR(dB)) + 0,0582

0,3792 exp(−0,1167 · SNR(dB)) + 0,0232

0,2048 exp(−0,1201 · SNR(dB)) + 0,0180

Figura 2.2: Passo de quantização normalizado ótimo em função da SNR, para q = 2, 3, 4, com dados ajustados a

funções exponenciais.

de quantização calculados, para cada valor de q, com a SNR em dB, pelo método de minimização dos

erros quadráticos. Os resultados estão dispostos na Figura 2.2.

2.3 Modelo Alternativo do DFC: O Canal Discreto de Ruído Não-Binário

É importante se ter uma expressão da saída {Yk} de um canal como uma função explicita do pro-

cesso de entrada {Xk} e do processo de ruído {Zk}, em que {Zk} e {Xk} são independentes entre

si [36, pp. 142-144], de maneira que o ruído no canal possa ser tratado isoladamente. Neste caso, o

processo de ruído pode ser modelado por um modelo markoviano de estados finitos independente da

entrada do canal, o qual é uma ferramenta analítica importante para o projeto de códigos de canal e

avaliação de desempenho para canais com memória. Considere-se um canal de entrada binária e saída

2q-ária dado por:

Yk = (2q − 1)Xk + (−1)XkZk (2.10)
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para k = 1, 2, . . . . Refere-se ao canal descrito por (2.10) como o canal discreto de ruído não-binário

(NBNDC, do inglês Non-Binary Noise Discrete Channel), em que a saída Yk ∈ Y é expressa ex-

plicitamente em termos da entrada Xk ∈ X e um ruído Zk ∈ Y . Assume-se que o processo de

ruído {Zk} em (2.10) é independente da entrada {Xk} e é governado por uma distribuição de ordem n

P
(n)
NBNDC(zn) , P

(n)
NBNDC(Z1 = z1, . . . , Zn = zn), para zk ∈ Y , k = 1, . . . , n. Segue diretamente de (2.10) e

do fato que os processos de entrada e de ruído são independentes que, para cada n ≥ 1, a probabilidade

condicional de ordem n do NBNDC é dada por:

P (n)
NBNDC(y

n | xn) = P (n)
NBNDC(z

n) (2.11)

em que zn é um vetor de erro cujas componentes são dadas por

zk =
yk − (2q − 1)xk

(−1)xk
, i = 1, . . . , n. (2.12)

Dados xn ∈ Xn e yn ∈ Yn, fazendo-se P (n)
NBNDC(zn) igual à expressão em (2.7), para todo n ≥ 1, com

cada zk dado em (2.12), obtém-se P (n)
DFC (yn | xn) = P

(n)
NBNDC(yn | xn), para todo n ≥ 1. Desta maneira, o

NBNDC fornece uma representação alternativa do DFC. No caso especial em que q = 1 (demodulação

por decisão abrupta), a expressão do DFC em (3.12) se reduz à conhecida expressão:

Yk = Xk ⊕ Zk, ∀k = 1, 2, . . . (2.13)

em que ⊕ denota adição módulo-2, a qual é largamente adotada para modelar canais discretos binários

(entrada binária, saída binária) com memória [10, 20, 26]. Ademais, se {Zk} não possui memória,

obtém-se o canal binário simétrico sem memória (BSC, do inglês Binary Symmetric Channel), que

equivale ao canal DFC com decisão abrupta e entrelaçamento perfeito.

A capacidade do NBNDC com ruído estacionário ergódico {Zk} será estudada na Seção 2.4.1
1Note-se que o ruído estacionário {Zk} definido em (2.11) e (2.7) é ergódico na média quando a função de covariância do processo de

desvanecimento G̃(t) tende a zero (tal como na função de covariância do processo Clarke).
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2.4 Capacidade do Canal DFC

Considere-se o canal NBNDC descrito por (2.10), em que o ruído {Zk} é estacionário e ergódico.

A capacidade de um canal estável em informação é dada por [39, 41]:

C = lim
n→∞

C(n) = sup
n

C(n) (2.14)

em que

C(n) , max
p(xn)

1

n
I(Xn;Y n).

Omáximo em (2.14) é tomado com relação à distribuição de entrada p(xn) e I(Xn;Y n) é a informação

mútua entre a entrada do canal Xn e sua saída Y n, que é formulada como:

I(Xn;Y n) = H(Y n)−H(Y n | Xn) = H(Y n)−H(Zn) (2.15)

em que (2.15) segue de (2.10) e da independência de Xn e Zn. Portanto:

C(n) =
1

n

(

max
p(xn)

[H(Y n)]−H(Zn)

)

. (2.16)

Em seguida, será encontrada a distribuição de probabilidade p(xn) que maximiza H(Y n).

Definição 2.1. SejaW = {0, 1, . . . , 2q−1 − 1} e seja {Wk}, Wk ∈ W um processo com distribuição

de probabilidade de ordem n dada por:

P(Wn = wn) =
∑

xn∈Xn

P

(

Zn =
wn − (2q − 1)xn

(−1)xn

)

(2.17)

em que Zn = (wn − (2q − 1)xn)/(−1)xn

denota a n-upla obtida da operação em cada componente,

ou seja, (Z1 = (w1 − (2q − 1)x1)/(−1)x1 , · · · ,Zn = (wn − (2q − 1)xn)/(−1)xn).
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A atribuição da probabilidade em (2.17) é válida, pois

1 =
∑

zn∈Yn

P(Zn = zn)

=
∑

wn∈Wn

∑

xn∈Xn

P

(

Zn =
wn − (2q − 1)xn

(−1)xn

)

=
∑

wn∈Wn

P(Wn = wn).

O processo {Wk} é estacionário, uma vez que {Zk} é estacionário; de fato, para qualquer inteirom > 0,

wn ∈ Wn,

P(W1+m=w1, . . . ,Wn+m=wn)=
∑

xn∈Xn

P

(

Z1+m=
w1 − (2q − 1)x1

(−1)x1
, . . . , Zn+m=

wn − (2q − 1)xn

(−1)xn

)

=
∑

xn∈Xn

P

(

Z1=
w1 − (2q − 1)x1

(−1)x1
, . . . , Zn=

wn − (2q − 1)xn

(−1)xn

)

= P(W1 = w1, . . . ,Wn = wn).

Segue diretamente da Definição 2.1 que as variáveis aleatórias Zk eWk estão relacionadas da seguinte

maneira:

Wk = min{Zk, 2
q − 1− Zk}, k = 1, 2, . . . . (2.18)

Exemplo 2.1. Seja q = 2, e αj = P(Zk = j). A distribuição de probabilidade de W1 é dada por

(P(W1 = 0),P(W1 = 1)) = (α0 + α3, α1 + α2).

Seja αi,j = P(Zk = i, Zk+1 = j). A distribuição de probabilidadeW 2 é dada por

(P(W 2 = 00),P(W 2 = 01),P(W 2 = 10),P(W 2 = 11))

= (α0,0 + α0,3 + α3,0 + α3,3, α0,1 + α0,2 + α3,1 + α3,2,

α1,0 + α1,3 + α2,0 + α2,3, α1,1 + α1,2 + α2,1 + α2,2).

Considere-se a matriz 2n × 2qn de transição do canal NBNDC, dada por Qn = [P
(n)
NBNDC(yn|xn)],

correspondente a n usos do canal, em que cada linha é indexada por uma sequência xn e cada coluna é
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indexada por uma sequência yn. É provado no Apêndice B que Qn é simétrica, pois pode ser dividida

em 2(q−1)n sub-matrizes de dimensões 2n × 2n, com a propriedade de que suas colunas são permu-

tações umas das outras, bem como suas linhas. Esta simetria implica que a uma distribuição de entrada

uniforme em {0, 1}n maximiza a informação mutual de bloco I(Xn;Y n), e portanto a capacidade de

canal é atingida [39, p. 94].

Proposição 2.1. O valor de H(Y n) quando se utiliza uma entrada uniforme em Xn = {0, 1}n é dado

por:

max
p(xn)

[H(Y n)] = n+H(Wn). (2.19)

Demonstração: A entropia de Y n é dada por

H(Y n) = −
∑

yn∈Yn

P(Y n = yn) log2 P(Y
n = yn). (2.20)

No caso de uma distribuição uniforme de Xn:

P(Y n = yn) =
∑

xn∈Xn

P(Xn = xn)P(Y n = yn|Xn = xn) =
1

2n

∑

xn∈Xn

P

(

Zn =
yn − (2q − 1)xn

(−1)xn

)

.

(2.21)

De acordo com a simetria deQn, a probabilidade em (2.21) é a mesma para 2n valores distintos de yn.

Substituindo (2.21) em (2.20) e usando a Definição 2.1, tem-se:

max
p(xn)

[H(Y n)] = −
∑

wn∈Wn

P(Wn = wn) log2

(

P(Wn = wn)

2n

)

. (2.22)

Desta maneira, (2.19) segue de (2.22).

O limitante inferior da capacidade dado em (2.16) é obtido substituindo (2.19) nesta expressão:

C(n) = 1 +
1

n
[H(Wn)−H(Zn)]. (2.23)
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Corolário 2.1. A capacidade de canal (2.14) é dada por:

C = lim
n→∞

C(n)

= 1 + lim
n→∞

1

n
[H(Wn)−H(Zn)] (2.24)

= 1 +H(W )−H(Z) (2.25)

em bits/uso do canal, em queH(W ) , limn→∞(1/n)H(Wn) eH(Z) , limn→∞(1/n)H(Zn) deno-

tam, respectivamente, as taxas de entropia de {Wn} e {Zn}.

Observação 2.1. No caso de demodulação com decisão abrupta (q = 1), a entropia H(Wn) é nula

para todo n, e a expressão para a capacidade de canal em (2.25) se reduz à conhecida expressão

C = 1−H(Z) [10].

2.5 O Ruído Markoviano Não-Binário Baseado em Fila

O canal binário baseado em fila (QBC, do inglês Queue-Based Channel) foi introduzido em [10]

para modelar um canal binário com ruído aditivo ergódico estacionário markoviano de ordem M por

meio de uma fila de comprimento finito. Será apresentada uma generalização desta fila binária para

produzir um modelo de ruído markoviano não-binário a ser utilizado no NBNDC. O processo de ruído

não binário baseado em fila (QB, do inglês Queue-Based) {Zk}∞k=1, Zk ∈ Y , é gerado fazendo-se uma

pequena alteração do procedimento baseado em duas parcelas apresentado em [10]:

. A parcela 1 é uma fila de comprimentoM que contém inicialmenteM bolas rotuladas com variáveis

Zk ∈ Y , k = 1, 2, . . . ,M . Define-se Ank como o rótulo da bola na posição k da fila após o n-ésimo

experimento, como mostrado na Figura 2.3.

. A parcela 2 é uma urna que contém um número muito grande de bolas, em que a proporção de bolas
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An1 An2 An3 · · · AnM

Figura 2.3: Uma fila de comprimento M.

rotuladas com uma variável z é ρz, em que Zk ∈ Y , ρ > 0 e
∑

ρz = 1. Desta maneira, o número de

graus de liberdade para ρz é 2q − 1.

Escolhe-se a parcela 1 (a fila) com probabilidade ε e a parcela 2 (a urna) com probabilidade 1 − ε,

em que ε ∈ [0, 1). Em particular, se ε = 0, apenas a urna será escolhida e o ruído QB é um ruído

2q-ário simétrico sem memória. O valor de ε = 1 é excluído, pois assim as células da fila poderiam ter

todos os valores iguais, para n muito grande. Neste caso, o processo {Sk} seria redutível, e portanto

não ergódico.

O processo do ruído {Zk}∞k=1 é então gerado da seguinte forma. Arremessa-se uma moeda viciada,

em que P (cara) = ε, e escolhe-se a fila se a moeda der cara ou a urna se der coroa. Se a parcela 2

(a urna) for selecionada, retira-se aleatoriamente uma bola da urna e identifica-se o seu rótulo. Se a

parcela 1 (a fila) for selecionada, o procedimento é determinado pelo comprimento da fila. Se M ≥ 2,

um ponteiro aponta para a bola na célula k com probabilidade 1/(M−1+α), para k = 1, 2, . . . ,M−1,

e para a bola na célula M com probabilidade α/(M − 1 + α). O rótulo da bola é então identificado

pela indicação do ponteiro. Se M = 1, um ponteiro aponta para a bola na única célula da fila com

probabilidade 1; neste caso, impõe-se α = 1. Então, introduz-se na célula 1 da fila uma bola com o

rótulo igual ao daquela selecionada de qualquer uma das duas parcelas. As bolas então deslocam-se na

fila, expulsando a bola da posiçãoM .

A Figura 2.4 ilustra a dinâmica do processo de ruído QB, em que os rótulos das bolas são também

identificados pela coloração da bola, para facilitar a visualização. A bola preta representa o rótulo z = 0
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1 2 3

· · ·
M

1 2 3

· · ·
M

Figura 2.4: Ilustração do processo de geração de ruído do modelo QBC.

e a branca o rótulo z = 2q − 1, com os rótulos intermediários variando gradualmente em uma escala de

cinza.

Assim o ruído {Zn}∞n=1 é definido pelos rótulos das bolas selecionadas no n-ésimo experimento.

O estado do canal no tempo n é definido por Sn , (Zn, Zn−1, . . . , Zn−M+1), que é a M -upla 2q-ária

contida na fila após concluído o n-ésimo experimento, para n ≥ M , de forma que o espaço de estado

tem tamanho 2qM . Pode-se verificar que o processo de geração do ruído QB é uma cadeia de Markov.

Seja pij a probabilidade condicional de que Sk = j, dado que Sk−1 = i, em que i = (i0, · · · , iM−1),

j = (j0, · · · , jM−1), para i`, j` ∈ Y , ` ∈ {0, 1, . . . ,M − 1}. Se as linhas e colunas da matriz de proba-

bilidade de transiçãoP = [pij ] são indexadas pelos vetores i e j, respectivamente, a entrada
(

i, j
)

desta

matriz é dada por:

. ParaM = 1,

pij = pi0j0 = εδj0,i0 + (1− ε)ρj0

em que

δi,j =



























1, se i = j

0, se i 6= j.
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. ParaM ≥ 2,

pij =



























(

M−2
∑

`=0

δj0,i` + α δj0,iM−1

)

ε
M−1+α + (1− ε)ρj0 , se j`+1 = i`, para ` = 0, · · · ,M − 2

0, caso contrário.

Pode-se mostrar que a i-ésima componente do vetor de distribuição estacionária Π = [πi] de estados

do processo é dada por:

πi =

2q−1
∏

`=0

ξ`−1
∏

m=0

(

(1− ε)ρ` +m
ε

M − 1 + α

)

M−1
∏

k=0

(

(1− ε) + k
ε

M − 1 + α

)

(2.26)

em que
∏−1

k=0(·) , 1 e ξ` ,
∑M−1

k=0 δik,`. A probabilidade de bloco do ruído gerado pelo QB

P
(n)
QB (zn) , P(Zn = zn) é então dada por:

. Para comprimento de bloco n ≤M

P (n)
QB (zn) =

2q−1
∏

`=0

ξ′`−1
∏

m=0

(

(1− ε)ρ` +m
ε

M − 1 + α

)

n−1
∏

k=0

(

(1− ε) + k
ε

M − 1 + α

)

(2.27)

em que ξ′` =
∑n

k=1 δzk,`.

. Para comprimento de bloco n ≥M + 1

P (n)
QB (zn) =

n
∏

i=M+1

[(

i−1
∑

`=i−M+1

δzi,z` + αδzi,zi−M

)

ε

M − 1 + α
+ (1− ε)ρzi

]

π(z1,··· ,zM ) (2.28)

em que a expressão de π(z1,··· ,zM ) é dada por (2.26).

O coeficiente de correlação do ruído QB é uma quantidade não-negativa deduzida diretamente de (2.27),

que é dada por:

CorQB =
E[ZkZk+1]− E[Zk]

2

Var(Zk)
=

ε
M−1+α

1− (M − 2 + α) ε
M−1+α

(2.29)
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em que Var(Zk) denota a variância de Zk. No Apêndice A, mostra-se que a expressão para a função de

autocorrelação do ruído QB, definida por R[m] = E[ZkZk+m], satisfaz:

RQB[m] =











































E[Z2
k ], se m = 0

1

1− (M−2+α)ε
M−1+α

[

ε
M−1+αE[Z

2
k ] + (1− ε)E[Zk]

2
]

, se 1 ≤ m ≤M − 1

(1− ε)E[Zk]
2 + ε

M−1+α

[

M−1
∑

i=1

RQB[m− 1] + αRQB[m−M ]

]

, se m ≥M.

(2.30)

Sejam ω0, ω1, · · · , ω2q−1 inteiros não negativos tais que ω0 + ω1 + · · · + ω2q−1 = M − 1 e uma

distribuição de probabilidades Γi, com i = 0, · · · , 2q − 1, dada por:

Γi =

(

ω0ε

M − 1 + α
+ (1− ε)ρ0, · · · ,

(ωi + α)ε

M − 1 + α
+ (1− ε)ρi, · · · ,

ω2q−1ε

M − 1 + α
+ (1− ε)ρ2q−1

)

.

(2.31)

Para o caso com decisão abrupta, ou seja, com q = 1 a capacidade do canal NBNDC-QB tem uma

fórmula exata dada por [37]:

CQBC = 1−HQBC(Z) (2.32)

em que

HQBC(Z) =
M−1
∑

ω0

· · ·
M−1
∑

ω2q−1

(

M − 1

ω0, ω1, · · · , ω2q−1

)

×

×
[

L(ω0+1,ω1,··· ,ω2q−1)H (Γ0) + L(ω0,ω1+1,··· ,ω2q−1)H (Γ1) + · · ·+

+ L(ω0,ω1,··· ,ω2q−1+1)H (Γ2q−1)
]

(2.33)

e

L(ω0,ω1,··· ,ω2q−1) =

2q−1
∏

`=0

(

ω`−1
∏

m=0

(1− ε)ρ` +m
ε

M − 1 + α

)

M−1
∏

k=0

(

(1− ε) + k
ε

M − 1 + α

)

. (2.34)
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É possível definir um canal com entradaXk binária e saída Yk 2q-ária relacionadas pela equação (2.10),

em que o ruído Zk é definido pelo processo QB. Este canal é denominado NBNDC-QB.

2.6 O Canal com Ruído Markoviano de Bloco

Define-se o canal com ruído markoviano de bloco (BMNC, do inglês Block-Markov Noise Chan-

nel) como um canal markoviano discreto em que as magnitudes de erro que ocorrem no tempo n têm

dependência estatística das magnitudes dos erros que afetaram os últimosM símbolos recebidos. O pro-

cesso de erro neste canal é markoviano de ordemM com estados dados por sn = (zn−1, zn−2, . . . , zn−M ).

Por simplicidade, suprime-se a variável n da especificação do estado e este será denotado por zM =

(z1, z2, . . . , zM ). As probabilidades de transição do BMNC podem ser calculdadas das suas probabili-

dades conjuntas de ordemM + 1 da seguinte maneira:

PBMNC

(

sn+1 = zM |sn = vM
)

=



















PBMNC (z1, . . . , zM , vM )

PBMNC

(

vM
) , se zi+1 = vi, i = 1, . . . ,M − 1

0, caso contrário.

(2.35)

Note-se que a distribuição de probabilidade conjunta de ordemM do BMNC pode ser calculada através

da marginalização em relação a zM+1 da sua distribuição de probabilidade de ordem (M + 1). A

partir de (2.35), pode-se também calcular a probabilidade de erro em um dado estado, uma vez que a

sequência de estados é definida pelas magnitudes de erro que ocorrem no canal:

PBMNC

(

zn = i|sn = zM
)

= PBMNC

(

sn+1 = (i, z1, . . . , zM−1)|sn = zM
)

. (2.36)

O vetor estacionário Π = [πzM ] é também calulado diretamente através desta marginalização:

πzM = PBMNC

(

ZM = zM
)

, para todo zM ∈ YM (2.37)
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o que significa que toda a informação necessária para especificar um BMNC é sua distribuição de

probabilidade de ordem (M + 1).

Se for imposto que PBMNC

(

zM
)

= PDFC

(

zM
)

, tem-se uma aproximação de memória finita

do DFC. Neste caso, todas as probabilidades conjuntas do BMNC até a ordem M são iguais às do

DFC. É razoável assumir-se que esta é a melhor aproximação que se pode ter do DFC através de um

BMNC. Além disso, espera-se que o modelamento do NBNDC-QB para aproximar o DFC deverá ser

menos preciso em relação à abordagem do BMNC. No entanto, o NBNDC-QB tem a vantagem de que

é necessário que se armazenem apenas 2q + 2 parâmetros para representar um dado DFC, enquanto no

modelo BMNC, 2qM probabilidades conjuntas têm que ser armazenadas.
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CAPÍTULO 3

MODELAMENTO DO CANAL DFC POR

MEIO DO NBNDC-QB

Neste capítulo, o ruído gerado pelo DFC será modelado pelo uso do ruído tipo QB apresentado

na Seção 2.5. Inicialmente, serão feitos cálculos de capacidade de canais DFC para duas frequências

Doppler normalizadas do canal e três valores de SNR. Será feito então um modelamento baseado na

minimização de divergência entre distribuições de probabilidade dos modelos DFC e QB. Serão com-

paradas as curvas de autocorrelação do canal DFC e dos respectivos modelos QB, bem como os valores

de capacidade de canal, como mais uma forma de apoio aos modelos escolhidos.

3.1 Cálculos de Capacidade de Canais DFC

Uma vez que não há expressão analítica fechada para a capacidade do canal DFC apresentado na

Seção 2.2, foi feito um estudo de limitantes inferiores da capacidade destes canais por meio de simu-

lação. Para tanto, é necessária a geração de uma sequência de ruído {Zk}, para o cálculo de probabi-

lidades conjuntas desta sequência para o DFC. Tal sequência é gerada por um método semi-analítico,

no qual uma sequência de desvanecimento Rayleigh é gerada pelo método de soma de senóides [23] e
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quantizada em níveis com distribuição de probabilidade dada por (2.9). A probabilidade conjunta de

um bloco de ruído é estimada de acordo com (2.7), em que o valor esperado é calculado de acordo com

a frequência relativa de ocorrência de blocos de ruído na simulação.

Uma vez que se tem as probabilidades conjuntas de {Zk} para o DFC, calculam-se as probabili-

dades conjuntas da sequência associada {Wk} pelo uso de (2.18). Os limitantes inferiores C(n) para a

capacidade do DFC são então calculados pelo uso de (2.23).

Foram feitos cálculos de C(n) para canais com fDT = 0,01 e fDT = 0,005, com SNR valendo

2 dB, 5 dB e 10 dB, em todos os casos com quatro níveis de quantização, ou seja, q = 2. Para cada

frequência normalizada e SNR fixados, a capacidade foi calculada variando-se o passo normalizado do

quantizador δ, a fim de se verificar qual valor maximiza a capacidade de cada canal DFC. Foram obtidas

curvas de C(n) para vários valores de n e observou-se que há um ganho de capacidade conforme n

aumenta. Este resultado está condizente com o resultado teórico de que a capacidade de canal cresce

com o aumento da memória do canal [2], se todos os parâmetros do canal são fixados. Um exemplo de

um destes gráficos é mostrado na Figura 3.1.

A partir dos resultados obtidos para C(n), foram verificados valores de n a partir dos quais os

valores de capacidade têm incrementos menores ou da ordem de 5 × 10−3, pois o ganho que se tem

no valor do limitante sobre capacidade passa a ser pouco representativo para valores inferiores a este.

O valor de n que satisfaz este critério é denominado n?. Pode-se também obter a partir dos gráficos

os valores de capacidade para canais com decisão abrupta (q = 1), pois este canal equivale a um canal

com decisão suave com δ = 0. Além disso, têm-se também valores da capacidade para o canal DFC

sem memória, ou DMC (do inglês, Discrete Memoryless Channel), extraídos de C(1). Os resultados

para o canal DMC estão resumidos na Tabela 3.1, com valores de capacidade que aproximam bem os
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Figura 3.1: C(n) em função do passo de quantização δ para diferentes valores de n; DFC com q = 2, fDT =

0,005, SNR = 10 dB.

Tabela 3.1: Capacidades do canal DMC em (bits/uso do canal) com decisão abrupta (q = 1) e suave com q = 2.

SNR q = 1 q = 2

C C δ ótimo

2 dB 0,5125 0,6113 0,5

5 dB 0,6643 0,7564 0,4

10 dB 0,8457 0,9057 0,2

15 dB 0,9348 0.9649 0,12

valores obtidos teoricamente em [29]. Também são mostrados os valores de C(n) para fDT = 0,01 na

Tabela 3.2 e para fDT = 0,005 na Tabela 3.3. Nos dois casos são observados um ganho de capacidade

e uma diminuição do valor do δ ótimo com relação ao canal DMC. Novamente, o ganho de capacidade

se justifica devido ao aumento de memória do canal, que cresce conforme a frequência Doppler do canal

é reduzida, devido ao decaimento mais lento da função autocorrelação do processo de desvanecimento.
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Tabela 3.2: Limitantes inferiores para a capacidade de canal, C(n), em (bits/uso do canal) para canais DFC com

fDT = 0,01.

SNR n? q = 1 q = 2

C(n?) C(n?) δ ótimo

2 dB 7 0,5331 0,6458 0,5

5 dB 5 0,6813 0,7749 0,4

10 dB 5 0,8585 0,9150 0,2

15 dB 2 0,9371 0.9676 0,12

Tabela 3.3: Limitantes inferiores para a capacidade de canal, C(n), em (bits/uso do canal) para canais DFC com

fDT = 0,005.

SNR n? q = 1 q = 2

C(n?) C(n?) δ ótimo

2 dB 11 0,54 0,64 0,5

5 dB 10 0,689 0,78 0,4

10 dB 7 0,86 0,915 0,2

15 dB 3 0,939 0,969 0,12

3.2 Modelamento do DFC por meio do QB

Dadas duas distribuições de probabilidade, estabelece-se uma medida denominada Distância de

Kullback-Leibler [2], ou simplesmente divergência, definida como:

D(p||q) , lim
n→∞

1

n

∑

Xn

p (Xn) log
p (Xn)

q (Xn)
. (3.1)

Pode-se demonstrar que esta é uma quantidade não-negativa e se anula apenas se p(Xn) = q(Xn), ∀n.

No entanto, esta medida não é de fato uma distância, pois não é simétrica e não satisfaz a desigualdade

triangular. Ainda assim, a divergência mede o quão bem a distribuição q(Xn) aproxima a distribuição

p(Xn). Pode-se mostrar que, como o processo de erro do DFC é estacionário e o ruído QB é um
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processo markoviano de memóriaM , (3.1) pode ser reescrita como [42]:

D(PDFC||PQB) = −H(PDFC)−
∑

zM+1

P (M+1)
DFC (zM+1) log2 PQB(zM+1 | zM ) (3.2)

em queH(PDFC) , limn→∞H (Pn
DFC) é a taxa de entropia do processo PDFC. Portanto, para que o modelo

NBNDC-QB represente bem o canal DFC, foi minimizada a quantidade em (3.2). Foram utilizados

processos de ruído QB variando-se o tamanho da fila M , e em cada caso determinando-se uma tripla

(M, ε, α). Estes parâmetros devem satisfazer as seguintes restrições:

ρj = P (1)
DFC (j) (3.3)

CorNBNDC = CorDFC. (3.4)

Os valores das probabilidades de primeira ordem em (3.3) são calculados diretamente utilizando-se

(2.8). A partir da expressão para o coeficiente de correlação em (2.29) e de (3.4), pode-se obter o

parâmetro α em função de ε:

α (ε,M) =
ε+ CorDFC(1−M) + CorDFC(M − 2)ε

CorDFC(1− ε)
. (3.5)

O valor de ε é determinado minimizando-se a divergência para cada valor de M , com a restrição do

parâmetro α dada em (3.5). As probabilidades de ordem M + 1 do DFC são obtidas por simulação,

usando-se o mesmo método utilizado para o cálculo de probabilidades de ordem n no cálculo da ca-

pacidade do canal DFC descrito na Seção 3.1. Como H(PDFC) é independente dos parâmetros do QB, é

necessário apenas minimizar a segunda parcela de (3.2), que é dada por:

DM
2 (PDFC||PQB) , −

∑

zM+1

P (M+1)
DFC (zM+1) log2 PQB(zM+1 | zM ) (3.6)

em que

PQB(zM+1 | zM ) =
PQB(zM+1)

PQB(zM )

(

M
∑

`=2

δzM+1,z` + αδzM+1,z1

)

ε

M − 1 + α
+ (1− ε)ρzM+1

. (3.7)
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Um problema é ainda determinar o valor do comprimento da fila M que melhor aproxime o DFC.

Em simulações, observa-se que DM
2 (PDFC||PQB) em geral tem um mínimo local com relação a M .

Observa-se também que o parâmetro α tende a valer zero para valores de M acima de um determi-

nado limiar. Seleciona-se, portanto, o valorM? para melhor reprentar o modelo DFC como aquele que

satisfaz:

M = min
M?
{M? : α = 0 ∀M > M? ou DM?+1

2 > DM?

2 }. (3.8)

Os resultados dos modelamentos mostram que frequentemente tanto o critério de α = 0 e o mínimo

local deDM
2 ocorrem para o mesmo valor deM , o que corrobora a validade do critério proposto. Além

disto, o valor de α se anular significa que o valor deM é maior que o necessário, pois neste caso apenas

estarão envolvidasM − 1 células na fila. As Tabelas 3.4 e 3.5 indicam os parâmetros dos modelos QB

que representam os canais DFC estudados, obtidos pelo uso do critério em 3.8. A Figura 3.2 ilustra o

critério do anulamento do parâmetro α em função deM para o caso fDT = 0,005 e SNR = 10 dB. Na

Figura 3.3, são mostrados exemplos de gráficos obtidos paraDM
2 (PDFC||PQB) em função do comprimento

do filaM . Observe, por exemplo, que para fDT = 0,005, o valor de α cai a zero paraM ≥ 7, e segundo

este critério, o valor selecionado éM = 6 (este resultado é mostrado na Tabela 3.4).

Observa-se que os valores deM obtidos para modelar os canais DFC decrescem com o aumento da

SNR, bem como com o crescimento da frequência normalizada do canal. Isto se justifica pelo fato de o

canal apresentar uma menor memória nestes casos.

As Figuras 3.4 e 3.5 apresentam curvas da função autocorrelação dos canais DFC simulados dos

modelos NBNDC-QB que minimizam a divergência entre os dois canais para diversos valores de M ,

para os casos SNR = 5dB e SNR = 10dB, respectivamente, com fDT = 0,005, q = 2. Os gráficos

de autocorrelação do ruído QB foram obtidos a partir de (2.30). De acordo com a Tabela 3.5, o modelo
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Tabela 3.4: Parâmetros do modelo QB para representar o DFC com q = 1.

SNR ρ0 ρ1 fDT = 0,001 fDT = 0,005 fDT = 0,01

M = 20 M = 17 M = 11

2 dB 0,8915 0,1085 ε = 0,7401 ε = 0,7032 ε = 0,5996

α = 0,8824 α = 0,5480 α = 0,4730

M = 20 M = 12 M = 9

5 dB 0,9358 0,0642 ε = 0,7746 ε = 0,6663 ε = 0,5920

α = 0,7415 α = 0,5536 α = 0,4249

M = 11 M = 6 M = 4

10 dB 0,9267 0,0233 ε = 0,6848 ε = 0,5317 ε = 0,4127

α = 0,7046 α = 0,5903 α = 0,5413

M = 8 M = 4 M = 3

15 dB 0,9923 0,0077 ε = 0,6210 ε = 0,4296 ε = 0,3302

α = 0,6656 α = 0,5359 α = 0,4491

Tabela 3.5: Parâmetros do modelo QB para representar o DFC com q = 2.

SNR ρ0 ρ1 ρ2 ρ3 fDT = 0,001 fDT = 0,005 fDT = 0,01

M = 13 M = 10

2 dB 0,6953 0,1962 0,0850 0,0235 M > 14 ε = 0,7845 ε = 0,7315

(δ = 0,5) α = 0,6106 α = 0,4775

M = 12 M = 9

5 dB 0,7822 0,1536 0,0538 0,0103 M > 14 ε = 0,8261 ε = 0,7735

(δ = 0,4) α = 0,5758 α = 0,4359

M = 12 M = 7 M = 6

10 dB 0,9239 0,0528 0,0187 0,0045 ε = 0,8469 ε = 0,7543 ε = 0,7155

(δ = 0,2) α = 0,6330 α = 0,4927 α = 0,4066

M = 10 M = 5 M = 4

15 dB 0,9722 0,0201 0,0064 0,0013 ε = 0,8396 ε = 0,7037 ε = 0,6354

(δ = 0,12) α = 0,5940 α = 0,4283 α = 0,3461
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Figura 3.2: Valores de α para o modelo QB usado para represntar o DFC com SNR=10 dB, q = 1.
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Figura 3.4: Comparação das funções de autocorrelação: DFC com fDT = 0,005, q = 2, SNR = 5 dB e δ = 0,4,

sobreposta às curvas do modelo NBNDC-QB.

escolhido para representar o DFC com SNR = 10dB é aquele com M = 7. Para este valor de M , a

Figura 3.5 mostra uma proximidade da curva de autocorrelação do DFC e do NBNDC-QB. Portanto,

observa-se que a função de autocorrelação do ruído QB, quando comparada à do DFC, pode ser usada

como mais um parâmetro de suporte à decisão pelo modelo escolhido. Por sua vez, na Figura 3.4,

observa-se que a função de autocorrelação do DFC apresenta oscilações de maior amplitude em relação

à Figura 3.5, devido ao seu menor valor de SNR. Neste caso, o modelo selecionado pelo critério em

(3.8) é aquele comM = 12. O modelo não consegue capturar tais oscilações, devido ao seu decaimento

seguir uma tendência exponencial.

A Figura 3.6 apresenta um comparativo entre as capacidades dos canais DFC e os respectivos mo-

delos NBNDC-QB escolhidos. Os limitantes inferiores das capacidades do NBNDC-QB são calculados

teoricamente pelo uso de (2.23) com as probabilidades conjuntas dadas em (2.27) e (2.28). Os valores

de capacidade estão relativamente próximos, estando sempre as capacidades do QB acima das do DFC.
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CAPÍTULO 4

CÓDIGOS LDPC APLICADOS A CANAIS

MARKOVIANOS

Neste capítulo, serão apresentados o conceito de grafos de fatores e o algoritmo soma-produto

(ASP), bem como sua aplicação na decodificação da classe de códigos corretores de erro LDPC.

O ASP é um algoritmo de passagem de mensagens, que é executado em um grafo de fatores com o

objetivo de calcular funções marginais associadas a uma função global. Apesar da ideia por trás deste

algoritmo ser simples, sua aplicação é bastante extensa, passando por áreas como inteligência artificial,

processamento de sinais e comunicação digital.

Será apresentado primeiramente o ASP para decodificação de canais markovianos e em seguida a

versão no domínio logarítmico.

4.1 Códigos LDPC

Os códigos LDPC são uma classe de códigos de bloco lineares que operam próximo ao limite esta-

belecido por Shannon [13] em um vasto conjunto de canais de transmissão e sistemas de armazenamento

de dados, notadamente em canais sem memória.
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Um código LDPC é formado pelo espaço nulo de uma matriz de verificação de paridade H, de di-

mensõesm×n, cuja densidade de 1s é baixa. Esta propriedade desta classe de códigos permite que seja

possível executar algoritmos iterativos de decodificação com complexidade linear com o comprimento

do código, conforme será visto na Seção 4.3. Também a distância mínima do código cresce linearmente

com o comprimento do código. Estas propriedades permitem que se possam empregar códigos LDPC

longos1, condição na qual métodos ótimos de decodificação – que podem ser aplicados a um código

linear qualquer – tornam-se demasiadamente complexos.

Um código LDPC é dito regular se sua matriz H tem peso de colunas dv e peso de linhas dc, em

que dc = dv(n/m) e dc � m. A taxa desta classe de códigos satisfaz r ≥ 1−dv/dc (com igualdade se

e somente se as linhas de H são linearmente independentes). A densidade de um código LDPC regular

é dada por ρ = dc/n = dv/m, e portanto limn→∞ ρ = 0.

4.2 Grafos de Tanner

Uma função g(x1, x2, . . . , xn) é dita fatorável se pode ser decomposta como um produtos de n

funções fj(Xj), em queXj ⊂ {x1, . . . , xn}. Neste contexto, a função g(x1, x2, . . . , xn) é denominada

função global, e os fatores fj(Xj) são funções locais. Esta decomposição é representada a seguir:

g(x1, x2, . . . , xn) =
n
∏

j=1

fj(Xj). (4.1)

É possível representar graficamente de forma simples a relação entre essas funções pelo uso de um grafo

de fatores.

Definição 4.1. Um grafo G = (V, E) é dito um grafo biparticionado se o seu conjunto de vértices V
1Observe que o teorema de Shannon para a capacidade de canais ruidosos, requer-se que n → ∞ para que a capacidade de canal possa

ser atingida.
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f1 f2 f3 f4

x1 x2 x3 x4 x5

Figura 4.1: Grafo de Fatores.

pode ser decomposto em dois conjuntos disjuntos V1 e V2 tais que cada ramo no conjunto de ramos E

une um vértice em V1 a um vértice em V2.

Em um grafo, um caminho é denominado um caminho fechado, ou um ciclo, se o nó inicial do

primeiro ramo da sequência é igual ao nó terminal do último ramo. O comprimento do ciclo é o número

de ramos que formam o ciclo. O menor entre esses comprimentos é chamado cintura. Um exemplo de

ciclo em um grafo é exibido na Figura 4.1, em que um ciclo é formado pelos ramos destacados.

Um grafo de fatores é um grafo composto da seguinte maneira: a cada variável xj associa-se um

nó no grafo, chamado nó de variável, e a cada fator fj(Xj) um nó, chamado nó de função. Um nó de

variável será conectado por um ramo a um nó de função se e somente se esta variável aparecer neste

fator. Esta construção implica que um grafo de fatores é um grafo biparticionado, ou seja, seus nós

podem ser divididos em dois conjuntos, em que os ramos têm sempre como extremidades um nó de

variável e um nó de função.

Exemplo 4.1. A função a seguir é um exemplo de uma função fatorável:

g (x1, x2, x3, x4, x5) = f1 (x1, x4) f2 (x1, x2, x3) f3 (x2, x4, x5) f4 (x3, x5) .

Sua representação em um grafo de fatores está exibida na Figura 4.1.

Será visto a seguir que pode-se utilizar uma função fatorável para determinar se um determinado

vetor é uma palavra de um código C.
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Definição 4.2. A função característica h(x) de um código corretor de erros é uma função que mapeia

o domínio X em uma imagem {0, 1}, e assume o valor 0 se pelo menos uma equação de paridade não

for satisfeita e 1 se todas as equações de paridade forem satisfeitas, isto é:

h(x) = h(x1, x2, . . . , xn) =



















1, se xHT = 0

0, caso contrário.

(4.2)

A função característica pode ser fatorada em um produto de m = n − k funções, em que k é o

número de bits de informação, em que cada uma das funções corresponde a uma equação de verificação

de paridade:

h(x) =
n−k
∏

`=1

h`(x) (4.3)

em que h`(x) = δ(x`1 ⊕x`2 ⊕ · · ·⊕x`dc
) e δ(·) é a função delta de Kronecker, `j indica os índices das

entradas não nulas da `-ésima linha deH e ⊕ indica adição módulo-2.

Como a função caracaterística é uma função fatorável, ela pode ser representada como um grafo

de fatores. Neste caso, o grafo é denominado de grafo de Tanner e os nós de variável passam a ser

chamados de nós de bit e os nós de função de nós de checagem. Um grafo de Tanner de um código tem

um nó de bit i conectado a um nó de checagem j sempre que um elemento hij da matriz de verificação

H for igual a 1. Conclui-se, portanto, que um grafo de Tanner temm nós de checagem, sendo um para

cada equação de verificação de paridade, e n nós de bit, sendo um para cada bit do código. Desta forma,

cada uma das m linhas da matriz H especifica as conexões de cada nó de checagem e cada uma das n

colunas especifica as conexões de cada nó de variável.

A vantagem da representação gráfica de um código LDPC por meio de um grafo de Tanner é que

este serve como um guia em algoritmos de trocas de mensagem. Neste tipo de algoritmo, objetiva-se
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calcular probabilidades associadas a cada símbolo recebido fazendo uso de troca de informações entre

nós de variável e nós de função. Sendo assim, cada nó do grafo atua como um processador que calcula

uma determinada função e os ramos do grafo indicam entre quais nós ocorre troca de informação. Para

um grafo com ciclos, cada iteração ocorre em duas etapas: em uma delas os nós de variável enviam

mensagens para os nós de função e na outra ocorre o inverso. As iterações são executads até que uma

palavra-código tenha sido encontrada ou um número máximo de iterações tenha sido atingido.

4.3 Algoritmo Soma-Produto

O algoritmo soma-produto (ASP) é um algoritmo de decodificação sub-ótimo introduzido por Gal-

lager em 1960 [38]. Este algoritmo tem estreitas relações com o algoritmo belief propagation (BPA) da

literatura sobre inferência Bayesiana, que foi proposto de forma independente por Pearl [40]. Apesar de

ser sub-ótimo, seu desempenho é próximo ao desempenho ótimo para as taxas de erro de interesse.

O objetivo de ASP é marginalizar uma função com relação a todas as variáveis envolvidas nela. Este

algoritmo calcula iterativamente uma aproximação desta marginalização para cada uma das variáveis.

No entanto, a marginalização calculada pelo ASP apenas será exata se o grafo não contiver ciclos.

Ainda assim, a decodificação pode ser efetiva se o grafo de Tanner associado ao código não contiver

ciclos curtos. Este é um dos motivos pelos quais requer-se que um código LDPC tenha uma matriz de

verificação com baixa densidade, pois assim os ciclos do grafo de Tanner tendem a ficar mais longos.

Como exposto anteriormente, a operação do ASP é baseada na passagem de mensagens ao longo de

ramos de um grafo de fatores. Em cada nó, mensagens são recebidas e processadas de acordo com as

regras do ASP, a depender do nó ser de variável ou de função. A mensagem é então passada para os nós

vizinhos ao longo dos ramos ligados a este nó.
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Frequentemente, ocorrerão na apresentação do ASP somas em que se exclui um grupo de variáveis.

É introduzida a seguir uma notação em que se enfatiza as variáveis em que a soma não ocorre:

∑

∼xi

h(x1, . . . , xi, . . . , xn) ,
∑

x1

· · ·
∑

xi−1

∑

xi+1

· · ·
∑

xn

h(x1, . . . , xi, . . . , xn). (4.4)

Desta forma, a marginalização de uma função g(x1, . . . , xn) com relação à variável xi é dada por:

gi(xi) ,
∑

∼xi

g(x1, . . . , xi, . . . , xn). (4.5)

Para se efetuar o cálculo da função marginal gi(xi) para todos os possíveis valores de xi ∈ X são

necessáriasO(|X |n) operações, se for assumido por simplicidade que todas as operações (soma, adição,

etc.) têm o mesmo custo. O ASP se utiliza da fatoração da função a ser marginalizada, juntamente

com a propriedade de distributividade da multiplicação, para reduzir consideravelmente este esforço

computacional.

O conjunto de variáveis que participam da função f serão denotados por N (f), e os conjuntos de

funções das quais a variável x participa porM(x). Também será denotado por N (f) \ x o conjunto

N (f) com a variável x excluída eM(x) \ f o conjuntoM(x) com a função f excluída. As equações

de atualização do ASP são dadas por:

. Mensagem de um nó de variável para um nó de função:

µx→f (x) =
∏

h∈M(x)\{f}
µh→x(x). (4.6)

. Mensagem de um nó de função para um nó de variável:

µf→x(x) =
∑

∼{x}



f(N (f))
∏

y∈N (f)\{x}
µy→f (x)



. (4.7)
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...

x
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µf→x

µx→f

N (f) \ x M(x) \ f

Figura 4.2: Mensagens passadas em um grafo de fatores.

4.4 O ASP Aplicado a Mensagens em Razão de Verossimilhança

Para o caso em que as mensagens trocadas entre os nós do grafo de fatores no ASP são vetores

binários, é possível expressar a mensagem em termos de um único parâmetro. Este parâmetro pode ser

a razão entre as componentes do vetor, a qual é denominada razão de verossimilhança. No entanto, esta

quantidade tem uma faixa dinâmica muito ampla, e pode provocar instabilidades no algoritmo. Para

circunvir este inconveniente, comumente é utilizado na prática o logaritmo desta quantidade, ao qual

se refere como logaritmo de razão de verossimilhança (LLR, do inglês Log-Likelihood Ratio). Este

tipo de mensagem é expressa em termos das componentes da mensagem em forma vetorial da seguinte

maneira:

P (x) , ln

(

1− p(x = 0)

p(x = 0)

)

= ln

(

p(x = 1)

p(x = 0)

)

. (4.8)

A transformação inversa da LLR pode ser obtida diretamente de (4.8):

p(x = 0) =
1

1 + eP (x)
. (4.9)

As mensagens passadas pelo ASP em LLR modificam-se para as formas a seguir:

. As mensagens originadas em nós de variável são transformadas para a soma das mensagens que

chegam ao nó, pelo fato das mensagens estarem em forma logarítmica:
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...

[p1(x = 0), p1(x = 1)]

[p2(x = 0), p2(x = 1)]

[pm(x = 0), pm(x = 1)]

[p0(x = 0), p0(x = 1)]

Figura 4.3: Mensagem enviada a partir de um nó de função.

Mx→f (x) =
∑

h∈N (f)\x
Mh→x(x). (4.10)

. Para as mensagens originadas em nós de função, observa-se primeiramente a seguinte identidade nas

componentes da mensagem em forma vetorial, a qual será provada no Apêndice C:

Lema 4.1. Dado um nó de função de variáveis binárias em um grafo de fatores, em que as men-

sagens incidentes são [pj(x = 0), 1− pj(x = 0)], com j = 1, . . . ,m, e a mensagem de saída é

[p0(x = 0), 1− p0(x = 0)], estando pj(x = 0) associado ao nível de confiabilidade de xj valer 0,

conforme ilustrado na Figura 4.3, a seguinte relação é válida:

1− 2p0(x = 0) =
m
∏

i=1

(1− 2pi(x = 0)). (4.11)

A partir de (4.9), obtém-se:

1− 2p0(x = 0) =
1− eP0(x)

1 + eP0(x)
= tanh

(

P0(x)

2

)

. (4.12)

Obtém-se então a expressão para as mensagens enviadas dos nós de função aos nós de variável em

forma de LLR substituindo-se (4.12) em (4.11):

Mf→x(x) = 2 tanh−1





∏

y∈M(x)\f
tanh

(

Mx→y(x)

2

)



 . (4.13)
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A expressão em (4.13) é conhecida como a regra da tangente hiperbólica. Em sistemas práticos, esta

regra é utilizada pelo uso de aproximações númericas de (4.7) ou de variantes desta [43].

Na próxima seção, será visto um esquema de decodificação de códigos LDPC em canais cujos

estados são representados por uma cadeia de Markov pelo uso do ASP.

4.5 Um Grafo de Fatores para um Código LDPC em um Canal Marko-

viano de Estados Finitos

Admitindo-se a transmissão de palavras-código binárias codificadas por um código LDPC (n, k),

cada vetor de informação u = (u1, u2, . . . , uk), com ui ∈ X , é codificado em uma palavra código

x = (x1, x2, . . . , xn), com xi ∈ X . Esta palavra código é transmitida em um FSMC e o vetor recebido

é denotado por y = (y1, y2, . . . , yn), com yi ∈ Y .

O decodificador de máxima probabilidade a posteriori maximiza a probabilidade de um símbolo de

informação xi dado o vetor recebido y, calculada pela regra MAP (do inglês, maximum a posteriori

probability):

x̂MAP
i = argmax

xi∈X
PXi|Y (xi|y) = argmax

xi∈X

∑

∼xi

PY |X(y|x)h(x) (4.14)

= argmax
xi∈X

∑

∼xi

∑

s

PY,S|X(y, s|x)h(x) (4.15)

= argmax
xi∈X

∑

∼xi

∑

s

PS(s)PY |X,S(y|x, s)h(x) (4.16)

= argmax
xi∈X

∑

∼xi

∑

s

n
∏

i=2

PSi|Si−1
(si|si−1)PYi|Xi,Si

(yi|xi, si)h(x). (4.17)

O ASP pode então ser aplicado para estimar cada símbolo de entrada xi utilizando-se os fatores

que aparecem em (4.14). Desta expressão é possível obter o grafo de fatores da Figura 4.4. Este grafo
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h1 h2 h3

· · ·
hi

· · ·
hn−k

x1 x2 x3 · · · xj · · · xn−1 xn

P (yj |xj , sj)

s1 s2 s3 · · · sj · · · sn−1 sn

P (s1) P (s2|s1) P (s3|s2) P (sj |sj−1) P (sj+1|sj)

Zi,j Li,j

γj

βj

ρj

αj

wj rj

Uj Vj

Figura 4.4: Grafo de fatores utilizado para decodificar um código LDPC em um FSMC.

pode ser decomposto em dois subgrafos, um dos quais envolve variáveis e funções relativas ao código,

denominado grafo do código, e outro que envolve variáveis e funções relacionadas à dinâmica do canal,

o grafo do canal. Ambos os grafos são grafos biparticionados, em que as variáveis x1 a xn, representam

os n bits transmitidos, e h1 a hn−k representam as n−k equações de paridade dadas em (4.3). Este grafo

usa uma estratégia de estimação-decodificação em que as mensagens de saída do grafo de códigos Vj

são combinadas de maneira a indicar estados de ocorrência mais provável, dada a mensagem recebida.

De fato, o estado em que o canal se encontra poderia ser estimado como aquele de ocorrência mais

provável para cada unidade de tempo, embora isto não seja realizado. Isto não se faz necessário, pois

o objetivo é apenas detectar a palavra-código transmitida. No entanto, uma vez que as informações

sobre os estados do canal são processadas no subgrafo de canal, os vetores probabilísticos resultantes

são combinados de forma a melhorar o processo de decodificação.

A sequência de estados visitados pelo canal durante cada símbolo transmitido será denotada por
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s = (s1, s2, . . . , sn), com si ∈ Ym, e y = (y1, y2, . . . , yn), com yi ∈ Y , representando o vetor recebido

correspondente à entrada x = (x1, x2, . . . , xn), com xi ∈ X . Será utilizada a seguinte notação para as

mensagens passadas no grafo de fatores utilizado na decodificação em um canal markoviano:

Zi,j Mensagens em LLR do nó de bit j ao nó de checagem i

Li,j Mensagens em LLR do nó de checagem i ao nó de bit j

Vj Mensagens em LLR do nó de bit j ao subgrafo de canal associado

Uj Mensagens em LLR do subgrafo de canal aos nós de bit associados

rj =
[

rj(z
M )

]

Vetores probabilísticos do subgrafo de código ao nó de estado do canal no tempo j

wj =
[

wj(z
M )

]

Vetores probabilísticos do estado do canal no tempo j ao subgrafo do código

αj =
[

αj(z
M )

]

Vetores probabilísticos do nó de função P (sj |sj−1) ao estado sj

ρj =
[

ρj(z
M )

]

Vetores probabilísticos do estado sj ao nó de função P (sj |sj−1)

βj =
[

βj(z
M )

]

Vetores probabílisticos do nó de função P (sj+1|sj) ao estado sj

γj =
[

γj(z
M )

]

Vetores probabílisticos do estado sj ao nó de função P (sj+1|sj).

Note-se que as mensagens passadas no subgrafo de canal são vetores de dimensão 2qM .

4.5.1 Escalonamento de passagem de mensagens

Há diversas maneiras de organizar o escalonamento (scheduling) de passagem de mensagens na

execução do algoritmo soma-produto. Por exemplo, pode-se primeiramente processar todos os nós de

variável, incluindo os grafos de código e de canal, e então todos os nós de função. No decodificador a

ser utilizado no Capítulo 5, escolhe-se executar uma iteração no subgrafo de código e em seguida uma

iteração no subgrafo de canal, dando igual tempo de escalonamento a cada subgrafo. No subgrafo de

canal, primeiramente todos os vetores αj são passados no sentido de j crescente e todas as mensagens
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são armazenadas nos seus respectivos nós de estado. Quando o n-ésimo estado é atingido, todos os

vetores βj são calculados no sentido de j decrescente, fornecendo também as mensagens wj e Uj , de

maneira que βj não precisa ser armazenado nos nós de estado.

4.6 Decodificação pelo ASP aplicada ao BMNC

Uma vez que o BMNC é um FSMC, o grafo apresentado na Figura 4.4 pode ser a aplicado para

executar a decodificação neste canal. As mensagens passadas na decodificação são apresentadas a

seguir.

. Inicialização: Para j = 1 a n, computa-se ȳj = 2q − 1− yj , e:

αj(z
M ) = βj(z

M ) = πzM = PBMNC

(

zM
)

(4.18)

Uj = ln









∑

zM

PBMNC

(

yj |xj = 1, sj = zM
)

πzM

∑

zM

PBMNC

(

yj |xj = 0, sj = zM
)

πzM









= ln









∑

zM

PBMNC

(

zj = ȳj |sj = zM
)

PBMNC

(

zM
)

∑

zM

PBMNC

(

zj = yj |sj = zM
)

PBMNC

(

zM
)









(4.19)

Zi,j = Uj , para i ∈ N (i). (4.20)

. Processamento iterativo

- Processamento no subgrafo de código
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1. Para i = 1 am e j ∈ N (i), {Li,j} são obtidos com uso da decodificação MAP para os códigos

componentes. Estas mensagens são calculadas de acordo com (4.13):

Li,j = 2 tanh−1





∏

j′∈N (i)\j
tanh

(

1

2
Zi,j′

)



 . (4.21)

2. Para j = 1 a n, a mensagem passado do subgrafo do código para o subgrafo de canal é calculada

como a seguir:

Vj =
∑

m∈M(j)

Li,j . (4.22)

A representação probabilística de Vj é obtida de (4.9):



















vj(0) = eVj/
(

1 + eVj
)

vj(1) = 1/
(

1 + eVj
)

.

(4.23)

- Processamento no subgrafo de canal

1. Para j = 1 a n:

rj
(

zM
)

=
1

∑

xj=0

PBMNC

(

yj |xj , z
M
)

vj (xj)

= PBMNC

(

zj = yj |zM
)

vj (0) + PBMNC

(

zj = ȳj |zM
)

vj (1) . (4.24)

2. As mensagens enviadas pelo nó de estado são:


















γj(z
M ) = αj(z

M )rj(z
M ), para j = 1 a n− 1

ρj(z
M ) = βj(z

M )rj(z
M ), para j = 2 a n.

(4.25)

3. Para j = 2 a n:

αj(z
M ) =

∑

sj−1

PBMNC

(

sj = zM |sj−1

)

γj−1(sj−1)

=
2q−1
∑

v=0

PBMNC(z1, z2, z3, . . . , zM , v)

PBMNC

(

z2, z3, . . . , zM , v
) · γj−1(z2, z3, . . . , zM , v). (4.26)
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Para j = 1 a n− 1:

βj(z
M ) =

∑

sj+1

PBMNC

(

sj+1|sj = zM
)

ρj+1(sj+1)

=
2q−1
∑

v=0

PBMNC

(

v, z1, z2, . . . , zM
)

PBMNC(zM )
· ρj+1(v, z1, z2, . . . , zM−1). (4.27)

4. Para j = 1 a n:

wj

(

zM
)

= αj

(

zM
)

βj

(

zM
)

. (4.28)

5. Para j = 1 a n:

Uj = ln









∑

zM

PBMNC

(

zj = ȳj |sj = zM
)

wj

(

zM
)

∑

zM

PBMNC

(

zj = yj |sj = zM
)

wj

(

zM
)









. (4.29)

. Atualização dos nós de bit e decisão abrupta

1. Para j = 1 a n e para i ∈M(j):

Zi,j = Uj +
∑

i′∈M(j)\i
Li′,j . (4.30)

2. (Decisão abrupta) Para j = 1 a n:


















x̂j = 0, se Uj +
∑

i∈M(j) Li,j < 0

x̂j = 1, caso contrário.

(4.31)

Se x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂n) satisfaz todas as equações de paridade, ou o número total de iterações

é igual ao número máximo de iterações pré-estabelecido, a decodificação é iterrompida. Caso

contrário, executa-se uma nova iteração.

4.7 Decodificação pelo ASP aplicada ao NBNDC-QB

Nesta seção, um algoritmo para a decodificação de mensagens no NBNDC-QB é apresentado. Este

algoritmo pode ser usado tanto quando o canal subjacente é o NBNDC-QB ou o DFC. A decodi-
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ficação do NBNDC-QB pode ser feita utilizando-se o algoritmo apresentado na Seção 4.6, com as

probabilidades estacionárias do NBNDC-QB calculadas previamente e armazenadas na memória, ou

utilizando-se o algoritmo descrito em seguida, no qual as probabilidades são sempre recalculadas. Na

primeira abordagem, economizam-se ciclos de instrução em relação à segunda, mas em compensação é

necessária maior capacidade de armazenamento.

. Inicialização: Da equação (4.18), obtém-se para j = 1 a n:

αj(z
M ) = βj(z

M ) = πzM =

2q−1
∏

`=0

ξ`−1
∏

i=0

(

(1− ε)ρ` + i
ε

M − 1 + α

)

M−1
∏

k=0

(

(1− ε) + k
ε

M − 1 + α

)

(4.32)

em que ξ` =
∑M−1

k=0 δzk,`.

De (4.19), computa-se ȳj = 2q − 1− yj , e para j = 1 a n:

Uj = ln















(1− ε)ρyj
+

ε

M − 1 + α

∑

zM

(

M−1
∑

`=1

δyj ,z` + αδyj ,z0

)

πzM

(1− ε)ρȳj
+

ε

M − 1 + α

∑

zM

(

M−1
∑

`=1

δȳj ,z` + αδȳj ,z0

)

πzM















. (4.33)

A expressão em (4.20) permanece inalterada.

. Processamento iterativo

O processamento no subgrafo de código segue do desenvolvimento em (4.21) e (4.22).

- Processamento no subgrafo de canal

1. Para j = 1 a n:

rn
(

zM
)

=

[(

M−1
∑

`=1

δyj ,z` + αδyj ,z0

)

ε

M − 1 + α
+ (1− ε)ρyj

]

vj(0) +

+

[(

M−1
∑

`=1

δȳj ,z` + αδȳj ,z0

)

ε

M − 1 + α
+ (1− ε)ρȳj

]

vj(1). (4.34)

48



2. As mensagens γj e ρj são calculadas como em (4.25).

3. Para j = 2 a n, tem-se de (4.26):

αj(z
M ) =

2q−1
∑

v=0

[(

αδzM ,v +

M−1
∑

`=1

δzM ,zM−`

)

ε

M − 1 + α
+ (1− ε)ρzM

]

×

γj−1(z2, z3, . . . , zM , v). (4.35)

Para j = 1 a n− 1, tem-se de (4.27):

βj(z
M ) =

2q−1
∑

v=0

[(

αδz0,v +
M−1
∑

`=1

δz`,v

)

ε

M − 1 + α
+ (1− ε)ρv

]

×

ρj+1(v, z1, z2, . . . , zM−1). (4.36)

4. A mensagemwj é calculda como em (4.28).

5. Para j = 1 a n, de (4.29):

Uj = ln















(1− ε)ρyj
+

ε

M − 1 + α

∑

zM

(

M−1
∑

`=1

δyj ,z` + αδyj ,z0

)

wj

(

zM
)

(1− ε)ρȳj
+

ε

M − 1 + α

∑

zM

(

M−1
∑

`=1

δȳj ,z` + αδȳj ,z0

)

wj

(

zM
)















. (4.37)

A atualização dos nós de bit e decisão abrupta são executadas como em (4.30) e (4.31).

4.8 Limite de Shannon para a Taxa de Distorção

A capacidade de um canal é o limite superior em que se pode transmitir informação tal que a

probabilidade de erro possa ser feita arbitrariamente baixa [44]. Frequentemente, tem-se na prática

a situação inversa. Para uma taxa r = k/n fixada, deseja-se saber qual é o canal de mais baixa SNR em

que se pode transmitir informação com taxa de erro tendendo a zero. Tal canal é chamado de limite de

Shannon para esta taxa.
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Na maioria das aplicações, pode-se tolerar um certo nível de erro. Nesta situação, deseja-se saber

para um código de taxa r e uma probabilidade de erro de decodificação aceitável Pe, qual é o canal de

mais baixa SNR em que se pode atingir Pe para esta taxa.

A teoria de Shannon fornece uma ferramenta chamada teoria da taxa de distorção, que é bastante uti-

lizada no estudo de codificação de fontes com perdas [2]. Para uma fonte com distribuição de Bernoulli,

a teoria da taxa de distorção fornece que para uma taxa de erro de bits Pe, é necessário transmitir em

um canal sem ruído apenas R(Pe) bits por bit de dados, para uma codificação de fonte ideal, em que

R(·) é a função da taxa de distorção dada por:

R(Pe) = 1− hb(Pe) (4.38)

= 1− (−Pe log2(Pe)− (1− Pe) log2(Pe)) . (4.39)

Isto significa que apenas R(Pe) < 1 bits são necessários para representar cada bit de informação, e

ainda ser possível recuperar a fonte orignal com uma probabilidade de erro de bit Pe.

Em um esquema de codificação de fonte e canal, suponha-se que se eliminem bits de uma fonte,

de forma que a taxa de compressão seja fixada em r bits transmitidos para cada bit da fonte, e que os

bits resultantes sejam codificados por um código corretor de erros. Para uma compressão ideal com

perdas, pode-se encontrar um canal com capacidade C no qual se podem transmitir R(Pe) bits de

informação para cada bit da fonte, sem que haja erro de decodificação de canal. Neste caso, a taxa

total de informação vale rR(Pe), e a probabilidade de erro mais baixa que se pode atingir vale Pe. Isto

implica que se informação é transmitida por uma fonte a uma taxa r < C/R(Pe), pode-se atingir uma

probabilidade de erro Pe.

O limite de Shannon para a taxa de distorção (RDSL, do inglês Rate-Distortion Shannon Limit) é
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definido como o pior canal para o qual um código de taxa r pode atingir uma probabilidade de erro

de bit tão baixa quanto Pe. Em geral, avalia-se o RDSL em termos de um único parâmetro, como por

exemplo a taxa de erro, ou SNR. O RDSL, denotado por SRD(r, Pe) calculada da seguinte maneira:

SRD(r, Pe) = p∗ (4.40)

em que p∗ satisfaz:

C(p∗) = r(1− hb(Pe)), 0 < p∗ < 0.5. (4.41)

O RDSL será usado no Capítulo 5, para comparar o desempenho ideal de uma decodificação casada

no canal NBNDC-QB com o desempenho ideal de canais sem memória.

51



CAPÍTULO 5

RESULTADOS

Com o objetivo de analisar o desempenho da decodificação de códigos LDPC em canais DFC

utilizando-se modelos NBNDC-QB, serão feitas neste capítulo análises tanto de limitantes de desem-

penho quanto decodificações iterativas baseadas no algoritmo soma-produto em canais NBNDC-QB

apresentado na Seção 4.7. Será aplicado o limitante de Shannon RDSL para dois casos: canais entre-

laçados com decisão suave, e canais NBNDC-QB resultantes de modelamento do DFC.

Um decodificador projetado para o canal NBNDC-QB é implementado, e aplicado para casos em

que se transmitem mensagens pelo NBNDC-QB e pelo DFC. São então apresentadas curvas de desem-

penho para ambas situações. Um outro decodificador baseado no modelo BMNC também é implemen-

tado e seu desempenho é comparado ao do decodificador NBNDC-QB.

5.1 Limite de Shannon para Taxa de Distorção do NBNDC-QB e DMC

Como discutido na Seção 4.8, o limite de Shannon para a taxa de distorção (RDSL) mede a mínima

taxa de erro que se pode ter em um dado canal, para um código de taxa fixada. Com o objetivo de

analisar o desempeho que se pode obter usando-se decisão suave, em relação à decodificação com
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decisão abrupta, foram medidos o limitante RDSL para estes dois casos. Também, para explicitar o

potencial ganho de decodificação que se pode obter usando-se a memória presente no canal NBNDC-

QB com decisão abrupta, o limitante RDSL foi calculado para o esquema, caso em que o canal que se

assume na decodificação é o mesmo que afeta a informação transmitida. As curvas obtidas neste caso

são comparadas com a curva do RDSL para o BSC.

O canal com decisão suave sem memória utilizado para comparação é o canal com desvanecimento

Rayleigh entrelaçado com quantização uniforme. Este canal é equivalente a um canal discreto sem

memória com probabilidades de transição dadas em (2.9). O RDSL para este caso é calculado usando-

se (4.40), em que a capacidade em (4.41) é obtida usando-se (2.24). Esta expressão pode ser obtida de

maneira exata para o caso sem memória, em que a taxa de entropia H (Zn) quanto H (Wn) são iguais

às entropias H(Z) e H(W ), respectivamente, as quais podem ser calculadas diretamente da definição

de entropia e das distribuições de primeira ordem. O passo de quantização utilizado para o cálculo

de capacidade é aquele que fornece a máxima capacidade para decisão suave sem memória no canal

Rayleigh, que foi calculado com o ajuste exponencial exibido Figura 2.2.

Com a finalidade de se obter a curva de RDSL para o DMC, é necessário primeiramente conhecer,

para uma taxa de código fixada, o menor valor de SNR para o qual é possível realizar decodificação

com taxa de erro arbitrariamente pequena. Isto equivale a encontrar a SNR para a qual a capacidade

de canal do DMC é igual à taxa do código utilizada. Isto pode ser realizado utilizando-se um método

iterativo, como por exemplo o método da bisseção [45], em que se parte de um determinado intervalo

para o qual se acredita que este valor de SNR esteja e se restringe iterativamente o intervalo calculando-

se numericamente a capacidade de novos limitantes do intervalo. Isto feito, calcula-se a capacidade de

canal para canais com SNR inferiores a esta SNR encontrada e então determina-se a probabilidade de
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Figura 5.1: RDSL para o canal com desvanecimento Rayleigh com entrelaçamento perfeito (sem memória) com

decisão suave, para códigos de taxa r = 1
2 .

erro de bit Pe que faz com que (4.41) seja sastifeita para cada valor de capacidade de canal.

As curvas de RDSL obtidas para o DMC com probabilidades de transição iguais às do desvane-

cimento Rayleigh encontram-se na Figura 5.1. Para BER tendendo a zero, observa-se um ganho de 1,76

dB entre o canal com decisão suave com q = 2, ou seja quatro níveis de quantização, e o canal com

decisão abrupta (q = 1). Os ganhos se tornam cada vez menores conforme se aumenta o valor de q. O

ganho entre o caso q = 2 e q = 3 é de 0,42 dB e entre q = 3 e q = 4 vale 0,11 dB. Este resultado

indica que não se deve usar grandes valores de q para a decisão suave, pois o número de níveis aumenta

exponencialmente com q e os ganhos de codificação tendem a ser marginais.

Para canais NBNDC-QB, para q = 1, o RDSL é obtido de forma análoga ao método para se obter

este limitante para o DMC. Para este caso, primeiramente é fixado o parâmetro ρ como sendo a proba-

bilidade de primeira ordem do DFC com decisão abrupta obtida de (2.8) que se obtém para cada valor

de SNR. Admite-se então que todos os outros parâmetros (ε, α eM ) são fixos. Da mesma maneira que
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BSC

QB; M = 2; ε = 0,6667; α = 1; Cor=0,5

QB; M = 4; ε = 0,8; α = 1; Cor=0,5

QB; M = 6; ε = 0,8571; α = 1; Cor=0,5

QB; M = 8; ε = 0,8889; α = 1; Cor=0,5

Figura 5.2: RDSL para canais NBNDC-QB escolhidos fixando-se o coeficiente de correlação em CorQB = 0,5

α = 1, para um código de taxa r = 1
2 e q = 1.

para o DMC, determina-se o valor de SNR para o qual a capacidade de canal se iguala à taxa do código

sendo utilizada, em que a capacidade é determinada por (2.32). Então, para cada valor de SNR inferior

a este limitante, calcula-se a capacidade de canal e o RDSL é obtido pelo uso de (4.41).

Com o intuito de analisar o potencial de ganho de codificação que se pode obter utilizando-se o

NBNDC-QB, será feita uma análise da RDSL para modelos QB com coeficiente de correlação fixado.

Por simplicidade, fixa-se α = 1, e escolhem-se valores relativamente altos para o coeficiente de corre-

lação, CorQB = 0,5 e CorQB = 0,6. Fazendo-seM = 2, 4, 6, 8, o valor de ε é obtido resolvendo-se (2.29)

para este parâmetro. As curvas de RDSL para os modelos obtidos são apresentadas nas Figuras 5.2 e

5.3. Nestas figuras são observados ganhos expressivos de codificação, mesmo para valores de M não

muito altos. Por exemplo, para o modelo mais simples apresentado, com CorQB = 0,5 eM = 2 obtém-

se um ganho superior a 4 dB em relação ao RDSL do BSC. Este ganho chega a 16 dB se o modelo com

CorQB = 0,6 eM = 8 for comparado ao limitante do BSC.
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QB; M = 2; ε = 0,75; α = 1; Cor=0,6

QB; M = 4;ε = 0,8571; α = 1; Cor=0,6

QB; M = 6; ε = 0,9; α = 1; Cor=0,6

QB; M = 8; ε = 0,9231; α = 1; Cor=0,6

Figura 5.3: RDSL para canais NBNDC-QB escolhidos fixando-se o coeficiente de correlação em CorQB = 0,6

α = 1, para um código de taxa r = 1
2 e q = 1.

Utilizando-se a mesma abordagem realizada para canais NBNDC-QB, é feita também uma análise

de RDSL para canais NBNDC-QB obtidos para representar canais DFC pela minimização da distância

de Kullback-Leibler para valores selecionados de M . Com o intuito de simplificar análise, para cada

valor de M fixado, tomam-se os parâmetros ε e α obtidos para o modelemento do DFC com um valor

de SNR fixado e analisa-se o comportamento da RDSL para um faixa de SNR próxima à do valor de

referência. Caso esta simplificação não fosse utilizada, um modelo QB teria que ser obtido para cada

valor de SNR analisado dentro da faixa, o que foge do objetivo da análise. As curvas obtidas para os

modelos que representam um DFC com fDT = 0,005 e SNR=1dB são exibidas na Figura 5.4 para uma

faixa de SNR de −0,5 dB a 2 dB. Observa-se um ganho de codificação de até 1,07 dB, para o caso

M = 22. Na figura, observa-se um redução de magnitude decrescente no valor da RDSL conforme se

aumenta o valor deM .
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Figura 5.4: RDSL para os canais NBNDC-QB binários selecionados para representar o canal com desvanecimento

Rayleigh, com fDT = 0,005 e SNR=1 dB, para um código de taxa r = 1
2 .

5.2 Desempenho da Decodificação LDPC do canal NBNDC-QB

Como ponto de partida para análise de desempenho de decodificação de códigos LDPC em canais

NBNDC-QB, definem-se primeiramente dois esquemas de codificação e decodificação de canal. Em um

deles, a mensagem é codificada por meio de um código LDPC, passa por um canal NBNDC-QB e então

é decodificado por um esquema de decodificação projetado para o canal NBNDC-QB, fazendo uso do

algoritmo apresentado na Seção 4.7. Neste esquema, assume-se que o receptor tem conhecimento dos

parâmetros que definem o canal através do qual a mensagem é transmitida. Define-se desta maneira o

esquema QB-QB.

No segundo esquema, a mensagem codificada é transmitida em um canal DFC e decodificada por um

decodificador projetado para o canal NBNDC-QB. Neste caso, assume-se que o decodificador conhece

a frequência Doppler e SNR do canal e utiliza para decodificação os parâmetros um modelo QB que

represente bem este canal. Este sistema é denominado esquema DFC-QB. Os esquemas QB-QB e DFC-
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Codificador

LDPC

Canal

(DFC ou NBNDC-QB)

Decodificador

QB

Mensagem

x = (x1, x2, . . . , xn)

Vetor decodificado

x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂n)

Figura 5.5: Diagrama em blocos da codificação LDPC e decodificação NBNDC-QB. Caso o canal seja o NBNDC-

QB, tem-se o esquema QB-QB, e caso seja o DFC, tem-se o DFC-QB.

QB estão ilustrados na Figura 5.5. Será feita a seguir uma análise de desempenho de decodificação do

esquema DFC-QB utilizando-se os parâmetros encontrados pelo método descrito no Capítulo 3. O

esquema QB-QB também é analisado para efeito de comparação.

Para executar a decodificação, será utilizado um código LDPC regular (n = 15000, k = 7500),

portanto de taxa r = 1/2 com grau de coluna dv = 3. A matriz de verificação de paridade deste

código foi gerada utilizando o algoritmo PEG [46]. Os valores da BER foram obtidos transmitindo-se

palavras código nulas através do NBNDC-QB e o decodificador é aquele projetado para o NBNDC-QB,

apresentado na Seção 4.7.

Os canais NBNDC-QB utilizados são selecionados comM = 2, α = 1 e CorQB = 0,5. O valor de ε

é obtido a partir de (2.29). A decodificação é realizada tanto para decisão abrupta, quanto para decisão

suave com q = 2. Os desempenhos em termos da taxa de erro de bit obtidos para estes canais são

exibidos na Figura 5.6. Nesta figura, observa-se que o ganho de decodificação devido apenas à decisão

suave é de cerca de 2,1 dB para uma BER de 10−4, quando se compara a curva do BSC com a do

DMC com q = 2, que são canais NBNDC-QB com entrelaçamento perfeito. Também, o ganho devido

à memória para decisão abrupta para o modelo QB apresentado é de cerca de 3 dB. Para a mesma BER,

tem-se um ganho de 3,6 dB quando se compara o DMC com o NBNDC-QB, ambos com q = 2. O
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QB (q = 1; ε = 0,6667; α = 1; Cor=0,5)
DMC (q = 2)
QB (q = 2; ε = 0,6667; α = 1; Cor=0,5)

Figura 5.6: Desempenho obtido para a decodificação de um código LDPC (n = 15000, k = 7500) nos canais

BSC e DMC com q = 2 e modelos QB arbitrários com coeficiente de correlação fixado em 0,5, para q = 1 e

q = 2 (M = 2 e α = 1).

ganho total no uso do NBNDC-QB com decisão suave com relação ao BSC é de 5,8 dB.

5.3 Desempenho da Decodificação LDPC dos esquemas DFC-QB e DFC-

BMNC

Tendo em vista que os modelos NBNDC-QB obtidos para representar canais DFC são escolhidos de

forma a minimizar a divergência entre o canal modelado e seu modelo, espera-se que se tenha uma boa

aproximação da dinâmica do DFC por meio do modelo encontrado. Pelo fato do modelo utilizado ser

markoviano, a probabilidade condicional do vetor recebido é uma função fatorável, e pode-se usar um

decodificador baseado no ASP, como é exposto na Seção 4.7. Nesta seção serão usados os parâmetros

de modelos NBNDC-QB obtidos para aproximar o DFC, para vários valores do comprimento de fila

M .
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Codificador

LDPC

Canal

DFC

Decodificador

BMNC

Mensagem

x = (x1, x2, . . . , xn)

Vetor decodificado

x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂n)

Figura 5.7: Diagrama em blocos do esquema DFC-BMNC.

Também é implementada a decodificação dos mesmos canais DFC usados na decodificação do

NBNDC-QB assumindo-se no receptor o modelo BMNC apresentado na Seção 4.6, utilizando-se o

esquema denominado DFC-BMNC apresentado na Figura 5.7. Este modelo tem a desvantagem de ter

uma dependência exponencial no comprimento do modelo utilizado, o que leva a um grande número de

parâmetros para representar um dado canal. No entanto, espera-se que este modelo represente o DFC

com maior precisão, uma vez que as probabilidades de transição de estado e a distribuição do símbolo

de ruído são igualadas às do DFC. Para obter este modelo, as probabilidades de ordemM + 1 do DFC

têm que ser previamente estimadas. Estas probabilidades são obtidas pelo uso do método de soma de

senóides [23] e calculando-se a frequência relativa de cada bloco de erros de comprimento M + 1. As

amostras do canal são simuladas até que o estado menos provável ocorra 500 vezes, ou um número

máximo de simulações seja atingido. Com estas estimativas, as probabilidades estacionárias do BMNC

são calculadas pelo uso de (2.37), e a probabilidade de transição de bloco utilizando-se (2.35). Para um

dado DFC, espera-se que a decodificação do BMNC tenha um desempenho não inferior ao obtido pela

decodificação do NBNDC-QB, pois este é um canal do tipo BMNC em que as probabilidades de ordem

M não são feitas iguais às do canal.

Os modelos utilizados para obtenção do desempenho dos esquemas DFC-QB e QB-QB para valores
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fixados de M (M = 4 e 8) são apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2 para um DFC com fDT = 0,01;

0,005 e 0,001. As curvas de BER obtidas estão apresentadas nas Figuras 5.8 a 5.11. Nestas figuras,

também são apresentadas as curvas do BSC e DMC com probabilidades de transição iguais às do DFC,

conforme o caso, para fins de comparação.

Primeiramente, vê-se na Figura 5.8 um comparativo do desempenho obtido para o esquema QB-

QB, em que se usa tanto no canal quanto no decodificador o modelo NBNDC-QB obtido para modelar

o DFC com fDT = 0,005 e q = 1, para comprimentos de filaM = 4 eM = 8. São exibidas também

curvas para o esquema DFC-QB utilizando-se o mesmo modelo, em que o canal que afeta a informação

é o DFC e o receptor assume a aproximação pelo respectivo canal NBNDC-QB. Nota-se na figura que o

desempenho do esquema QB-QB é melhor o do DFC-QB, pois no primeiro caso o cálculo no receptor

de probabilidades referentes aos estados do canal é melhor representativo da dinâmica do canal. Para

comprimento de filaM = 4, a curva obtida para o esquema DFC-QB cruza a curva de desempenho do

BSC, o que significa que o ganho de codificação neste caso não é satisfatório. No entanto, um ganho de

codificação de aproximadamente 0,55 dB é observado para comprimento de filaM = 8, para uma taxa

de erro de 10−4. Portanto, nota-se que um maior comprimento de bloco deve ser utilizado para que se

possa explicitar o ganho de memória potencial do canal com desvanecimento.

Na Figura 5.9, as curvas de desempenho obtidas para o esquema DFC-QB são comparadas com o

desempenho obtido para a decodificação do DFC por meio de seu modelo BMNC, para os comprimentos

de filaM = 4 eM = 8. Para ambos os casos, observa-se uma diferença aproximadamente constante da

ordem de 0,1 dB entre as curvas do DFC decodificado pelo seus modelos NBNDC-QB e BMNC. Isto

indica que o modelo QB é adequado para os comprimentos de bloco em questão, pois há uma perda de

desempenho pequena em se usar o modelo NBNDC-QB, e por outro lado, pode-se representar o canal
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com um menor número de parâmetros.

Nas curvas apresentadas na Figura 5.10 é fixado o comprimento da fila do modelo NBNDC-QB em

M = 8 e varia-se a frequência normalizada fDT do canal. É possível se observar desta figura que a

taxa de erro se reduz conforme se aumenta a frequência normalizada do canal. Isto se justifica pelo fato

de, apesar de haver uma menor correlação temporal em canais de mais alta frequência, o modelo com

M fixado está mais próximo do modelo ótimo, conforme o critério em (3.8).

Por fim, na Figura 5.11, as curvas de BER dos canais com decisão suave e abrupta são exibidas. Para

obter os desempenhos com decisão abrupta, pode-se utilizar o decodificador apresentado na Seção 4.7,

excluindo-se o grafo de canal. Comparando-se as Figuras 5.10 e 5.11, observa-se um ganho de co-

dificação da ordem de 2,1 dB entre a decodificação do DMC com q = 2 e o BSC, para BER = 10−4.

A Figura 5.11 também mostra o desempenho da decodificação do DFC com fDT = 0,005 por meio

de seus modelos NBNDC-QB e BMNC, com M = 4. Para os valores de SNR considerados, a BER

da decodificação QB permanece estritamente maior que aquela obtida para o DMC. É possível notar

que algum ganho é obtido para o modelo BMNC para SNR abaixo de 1,8 dB. Um ganho da ordem de

0,6 dB entre os modelos QB e BMNC é observado neste caso para BER = 2 × 10−3, o qual é maior

que o ganho obtido para o caso binário. Também se pode observar que o DFC com fDT = 0,01 tem

melhor desempenho que o canal com fDT = 0,005, novamente devido ao fato que o canal com maior

frequência encontra-se mais próximo ao seu modelo ótimo paraM fixado.
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Tabela 5.1: Modelos QB para o DFC com fDT = 0,01, 0,005, e 0,001, com decisão abrupta (q = 1).

fDT = 0,01 fDT = 0,005 fDT = 0,001

SNR M = 4 M = 8 M = 4 M = 8 M = 4 M = 8

ε α ε α ε α ε α ε α ε α

2,5 0,361 0,801 0,530 0,580 0,370 0,914 0,541 0,850 0,364 0,805 0,541 0,843

2,75 0,363 0,783 0,533 0,559 0,373 0,895 0,545 0,837 0,366 0,798 0,544 0,843

3 0,367 0,764 0,538 0,541 0,376 0,873 0,549 0,817 0,370 0,783 0,549 0,820

3,25 0,368 0,722 0,540 0,504 0,378 0,838 0,552 0,783 0,374 0,773 0,551 0,811

3,5 0,372 0,704 0,545 0,487 0,380 0,825 0,555 0,767 0,378 0,758 0,558 0,796

3,75 0,373 0,697 0,546 0,472 0,383 0,812 0,558 0,750 0,381 0,751 0,561 0,788

4 0,377 0,680 0,551 0,459 0,386 0,799 0,561 0,736 0,382 0,741 0,563 0,785

4,25 0,379 0,674 0,552 0,440 0,385 0,774 0,562 0,715 0,381 0,730 0,562 0,764

Tabela 5.2: Modelos QB para um DFC com fDT = 0,005, e decisão suave (q = 2).

M = 4

SNR δ ε α

1,5 0,5 0,4840 0,5431

1,75 0,5 0,4944 0,5529

2 0,5 0,5055 0,5609

2,25 0,5 0,5160 0,5714

2,5 0,45 0,5118 0,5578

3 0,45 0,5328 0,5761

3,5 0,45 0,5559 0,5929

4 0,45 0,5759 0,6145
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Figura 5.8: Comparação entre as curvas de BER versus SNR obtidas para o BSC, DFC (fDT = 0,005, q = 1)

decodificado pelo esquema DFC-QB e seu esquema QB-QB equivalente, para um código LDPC (n = 15000, k =

7500).
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Figura 5.9: Comparação entre as curvas de BER versus SNR obtidas para o BSC, DFC (fDT = 0,005, q = 1)

decodificado por seu modelo NBNDC-QB e BMNC, para um código LDPC (n = 15000, k = 7500).
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Figura 5.10: Comparação entre as curvas de BER obtidas para o BSC e para o DFC decodificado pelos modelos

NBNDC-QB apresentados na Tabela 5.1 para fDT = 0,01, 0,005 0,001, com q = 1, utilizando-se um código

LDPC (n = 15000, k = 7500).
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Figura 5.11: Comparação entre as curvas de BER obtidas para o BSC, um DMC com q = 2 e um DFC (fDT =

0,01; 0,005) decodificado por seu modelo NBNDC-QB, com um código LDPC (n = 15000, k = 7500).
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CAPÍTULO 6

CONCLUSÕES

Neste trabalho foram apresentados um modelo de canal discreto com desvanecimento Rayleigh de-

nominado DFC e ummodelo de canal com entrada binária e decisão suave, o NBNDC. Foram realizados

cálculos de capacidade de canal para o canal DFC por meio de simulação semi-analítica utilizando-se

um método de geração do canal Rayleigh realizado por soma de senóides. Então, foi apresentado um

modelo markoviano gerado de um processo baseado em uma fila, o modelo QB. Este modelo foi apli-

cado para aproximar o comportamento estatístico do canal DFC. Um outro modelo de canal markoviano,

denominado BMNC foi apresentado com o objetivo de se ter um modelo cujas probabilidades conjuntas

de ordem menor ou igual a M são idênticas às de um modelo qualquer de memória infinita. Foi visto

que este canal é uma generalização do modelo NBNDC-QB.

Foram estudadas capacidades do DFC para fDT = 0,01, fDT = 0,005 e fDT = 0,005 e valores

de SNR 2 dB, 5 dB, 10 dB e 15 dB em função passo normalizado do quantizador. Foi observado um

mesmo padrão de comportamento da capacidade de canal do DFC e de canais semmemória com decisão

suave estudados anteriormente. Observou-se, como já era esperado, que o canal com desvanecimento

Rayleigh tem uma capacidade de canal superior a um canal sem memória com mesma probabilidade
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de erro de primeira ordem, uma vez que é um resultado conhecido da teoria da informação que canais

com memória apresentam capacidade de canal superior a canais sem memória em que o ruído tem uma

mesma distribuição marginal. Também foi observado que o passo ótimo do quantizador é menor para o

DFC que para canais DMC.

Foi então feito ummodelamento do canal DFC através do NBNDC com ruído QB (ou NBNDC-QB)

baseado na minimização da Distância de Kullback-Leibler. Os canais DFC estudados foram novamente

aqueles com fDT = 0,01, fDT = 0,005 e fDT = 0,001 e valores de SNR 2 dB, 5 dB, 10 dB e

15 dB. Foram calculadas divergências entre os canais DFC e os modelos QB para diversos valores do

tamanho da filaM . Observou-se que o parâmetro α tende a valer zero a partir de um dado valor deM e

também que geralmente há um mínimo local na divergência entre o NBNDC-QB e DFC para um certo

valor deM . Estes dois fatos foram utilizados para definir um critério de seleção de um valor deM que

represente bem o canal DFC, sem que este seja arbitrariamente elevado. Deve-se restringir o valor de

M , pois este parâmetro é crucial na complexidade do receptor, uma vez que o número de estados cresce

exponencialmente comM . Após determinar este valor, foram comparadas as curvas de autocorrelação

entre o canal DFC e o modelo QB selecionado. As curvas apresentaram uma consonância satisfatória.

Observou-se também que as funções autocorrelação R [m] do modelo QB também divergem das do

DFC para pequenos valores dem devido à própria formulação da autocorrelação do QB.

As capacidades de canal obtidas para o canal DFC e o canal NBNDC-QB foram então comparadas.

Observou-se que as capacidades obtidas para o NBNDC-QB tiveram sempre valores superiores aos

valores obtidos para o DFC. Porém, os valores não divergem em mais de 7%, e o comportamento das

capacidades em função da SNR é o mesmo para o DFC e o QB.

O Algoritmo Soma-Produto (ASP) foi apresentado e aplicado para a decodificação de um canal
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FSMC. Este procedimento foi então aplicado aos casos específicos do BMNC e NBNDC-QB. Estes

algoritmos de decodificação foram aplicados para analisar o desempenho da decodificação de palavras-

código transmitidas através de um canal DFC. Para isto, foi definido o esquema DFC-QB e os parâme-

tros do modelo QB utilizados para representar o DFC neste caso foram obtidos pela minimização da

distância de Kullback-Leibler. Estes mesmos modelos foram utilizados para se analisar o desempenho

no esquema QB-QB, em que o canal é o NBNDC-QB e a decodificação é realizada por um algoritmo

de decodificação do NBNDC-QB. Também foram realizadas decodificações no esquema DFC-BMNC,

em que o canal é o DFC e o modelo utilizado para decodificação é o BMNC.

As curvas de BER obtidas para estes esquemas de decodificação mostram que é possível obter

ganhos em um canal com desvanecimento modelando-o como um canal com ruído QB. Esta estratégia

tem a vantagem que o modelo de canal é especificado por apenas 2q + 2 parâmetros. No entanto, para

obter ganhos de codificação é necessário utilizarem-se códigos relativamente longos, pois os ganhos

obtidos foram observados para códigos com comprimento n = 15000, enquanto que ganhos pouco

significativos foram obtidos com comprimentos menores, em resultados omitidos deste trabalho.

Foi visto também que o modelo QB é um bom modelo markoviano para representar o DFC, uma

vez que há apenas um pequeno ganho entre as curvas de BER obtidas entre os esquemas DFC-BMNC

e DFC-QB. Um ganho de codificação considerável foi observado entre a decodificação com decisão

abrupta e decisão suave, com ambos os casos utilizando entrelaçamento. Embora não se tenha observado

vantagem em se utilizar um modelo QB para um canal com q = 2 para o comprimento de código

considerado, o BMNC mostra algum ganho potencial não explorado pelo modelo QB. O modelo QB

não-binário deve ser investigado com o propósito de ser melhorado e aproximar-se do modelo BMNC.

Foram colocadas em anexo deduções de alguma expressões que aparecem ao longo do trabalho,
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sendo a expressão da autocorrelação do canal QB 2q-ário uma extensão da prova já existente anteri-

ormente para o caso binário. Também é apresentada uma nova dedução para a simetria da matriz de

probabilidade de transição de um canal com decisão suave e uma prova para um lema utilizado na

obtenção na regra da tangente hiperbólica para passagem de mensagens de um nó de função para um nó

de variável em grafo de fatores.

6.1 Sugestões para trabalhos futuros

Alguns tópicos que podem ser abordados em pesquisas futuras são:

. Cálculos de capacidade e modelamento do DFC pelo NBNDC-QB para mais níveis de quantização

(por exemplo q = 3).

. Estender os modelos QB para outros tipos de canal, por exemplo o canal com desvanecimento Rice,

ou com correlação exponencial.

. Efetuar o modelamento do QB para mais valores de frequência do canal e de SNR, a fim de verificar

algum padrão de comportamento nos parâmetros α, ε e M , de forma a simplificar a implementação

em hardware do cálculo destes parâmetros.

. Buscar um modelo baseado em fila que se aproxime melhor do modelo BMNC para casos com de-

cisão suave. Para isto, pode-se, por exemplo, usar um modelo semelhante ao modelo QB, com uma

alteração: ao se selecionar aleatoriamente a fila e então a célula dentro da fila, não se repete no canal

necessariamente o valor da bola que se encontra nesta célula, mas qualquer valor no alfabeto 2q-ário.

Neste caso, o valor da bola selecionada influenciaria apenas na distribuição de probabilidade com que

cada um dos 2q valores seriam escolhidos para serem o próximo valor de ruído a ocorrer no canal.

. Otimizar o código LDPC para canais NBNDC-QB baseado em algoritmos density evolution.
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APÊNDICE A

PROVA DA FUNÇÃO DE

AUTOCORRELAÇÃO DO NBNDC-QB

Será provada a expressão recursiva para a função autocorrelação do modelo NBNDC-QB dada em

(2.30), seguindo a ideia da prova para o caso binário apresentada em [9]. A expressão da função de

autocorrelação pode ser escrita como:

R[m] =

2q−1
∑

i=1

2q−1
∑

j=1

ijP
(m)
ij (A.1)

em que

P
(m)
ij = P (Zn = i, Zn+m = j). (A.2)

A equação (A.2) pode ser reescrita na forma:

P
(m)
ij =

2q−1
∑

zn+1=0

· · ·
2q−1
∑

zn+m−1=0

P (Zn = i, Zn+1 = zn+1, . . . , Zn+m−1 = zn+m−1, Zn+m = j). (A.3)

Serão considerados três casos param, a saber:

. Quandom = 0:

R[0] =
2q−1
∑

i=1

i2P (Zn = i) = E[Z2]. (A.4)
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. Param ≤M − 1:

O comprimento do vetor do qual se calcula a probabilidade em (A.3) vale n = m+ 1. Portanto, da

expressão para a probabilidade conjunta do QBC em (2.27):

P
(m+1)
QBC

(

zm+1
)

=

2q−1
∏

`=0

ξm+1
`

−1
∏

r=0

(

(1− ε)ρ` + r
ε

M − 1 + α

)

m
∏

k=0

(

(1− ε) + k
ε

M − 1 + α

)

(A.5)

em que

ξm+1
` =

n+m
∑

k=n

δzk,`. (A.6)

Define-se uma extensão de (A.6) em que se excluem algumas componentes de zn da contagem do peso

de `:

ξr` =
n+r−2
∑

k=n

δzk,` + δzn+m,`. (A.7)

Será avaliada a soma na variável zn+m−1 em (A.3), observando que, para cada `, existe uma sequência

zn na qual o número de ocorrências de ` é ξm` + 1:

2q−1
∑

zn+m−1=0

P (Zn = i, Zn+1 = zn+1, . . . , Zn+m = j) = (A.8)

2q−1
∏

`=0

ξm` −1
∏

r=0

(

(1− ε)ρ` + r
ε

M − 1 + α

)2q−1
∑

`=0

[

(1− ε)ρ` + ((ξm` + 1)− 1)
ε

M − 1 + α

]

m
∏

k=0

(

(1− ε) + k
ε

M − 1 + α

)

.

O somatório na variável ` em (A.8) pode então ser avaliado como:

2q−1
∑

`=0

[

(1− ε)ρ` + ξml
ε

M − 1 + α

]

= (1− ε) +m
ε

M − 1 + α
. (A.9)
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Substituindo-se (A.9) em (A.8), cancela-se o fator emm no denominador:

2q−1
∑

zn+m−1=0

P (Zn = i, Zn+1 = zn+1, . . . , Zn+m = j) =

2q−1
∏

`=0

ξm` −1
∏

r=0

(

(1− ε)ρ` + r
ε

M − 1 + α

)

m−1
∏

k=0

(

(1− ε) + k
ε

M − 1 + α

)

.

O procedimento deve então ser repetido para todos os somatórios em (A.3), sempre cancelando

fatores do denominador de (A.5) com fatores do seu numerador. Como são m − 1 somas, ao final a

variável k do produtório no denominador varia de 0 até 1 e o produtório em r varia de 0 a ξ2` . Se i = j,

ξ2` = 2 e a equação (A.5) pode ser reescrita como:

P
(m)
ii =

1
∏

r=0

(

(1− ε)ρi + r
ε

M − 1 + α

)

1
∏

k=0

(

(1− ε) + k
ε

M − 1 + α

)

=

ε

M − 1 + α
+ (1− ε)ρi

1− M − 2 + α

M − 1 + α
ε

ρi. (A.10)

Se i 6= j, ξ2i = 1 e ξ2j = 1, e (A.5) é simplificada da seguinte forma:

P
(m)
ij =

(1− ε)ρi(1− ε)ρj
1
∏

k=0

(

(1− ε) + k
ε

M − 1 + α

)

=
1− ε

1− M − 2 + α

M − 1 + α
ε
ρiρj . (A.11)

Portanto, substituindo-se (A.10) e (A.11) em (A.1):

R[m] =
1

1− M−2+α
M−1+αε









2q−1
∑

i=1

i2
(

ε

M − 1 + α
ρi + (1− ε)ρ2i

)

+
2q−1
∑

i=1

2q−1
∑

j=1

i 6=j

ij(1− ε)ρiρj









=
1

1− M−2+α
M−1+αε





2q−1
∑

i=1

i2ερi
M − 1 + α

+
2q−1
∑

i=1

2q−1
∑

j=1

ij(1− ε)ρiρj





R[m] =
1

1− M−2+α
M−1+αε

[

ε

M − 1 + α
E[Z2] + (1− ε)E2[Z]

]

, param ≤M − 1. (A.12)

. Param ≥M , reescreve-se (A.3) da seguinte forma:
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P
(m)
ij =

2q−1
∑

zn+1=0

· · ·
2q−1
∑

zn+m−1=0

P
(

Zn+m−M−1
n = zn+m−M−1

n

)

×

n+m−1
∏

k=n+m−M

P (Zk = zk|Zk−1 = zk−1, . . . , Zk−M = zk−M )×

P (Zn+m = j|Zn+m−1 = zn+m−1, . . . , Zn+m−M = zn+m−M ) (A.13)

em que Zn+m−M−1
n denota (Zn = i, . . . , Zn+m−M−1). Faz-se agora a seguinte decomposição:

P
(m)
ij =

2q−1
∑

zn+1=0

· · ·
2q−1
∑

zn+m−2=0

P
(

Zn+m−M−1
n = zn+m−M−1

n

)

×

n+m−2
∏

k=n+m−M

P (Zk = zk|Zk−1 = zk−1, . . . , Zk−M = zk−M )×

2q−1
∑

`=0

[P (Zn+m = j|Zn+m−1 = `, . . . , Zn+m−M = zn+m−M )× (A.14)

P (Zn+m−1 = `|Zn+m−2 = zn+m−2, . . . , Zn+m−M−1 = zn+m−M−1)] .

A probabilidade condicional de Zn+m−1 para ` = 0 em (A.14) é dada por:

P
(

Zn+m−1 = 0
∣

∣Zn+m−2 = zn+m−2, . . . , Zn+m−M−1 = zn+m−M−1

)

=

1−
2q−1
∑

r=1

P
(

Zn+m−1 = r
∣

∣Zn+m−2 = zn+m−2, . . . , Zn+m−M−1 = zn+m−M−1

)

. (A.15)

Defina-se uma variável S como sendo o somatório em ` de (A.14):

S
∆
=

2q−1
∑

`=0

[

P
(

Zn+m = j
∣

∣Zn+m−1 = `, . . . , Zn+m−M = zn+m−M

)

×

P
(

Zn+m−1 = `
∣

∣Zn+m−2 = zn+m−2, . . . , Zn+m−M−1 = zn+m−M−1

)]

. (A.16)

73



Substituindo (A.15) em (A.16), obtém-se:

S =P
(

Zn+m = j
∣

∣Zn+m−1 = 0, . . . , Zn+m−M = zn+m−M

)

×
(

1−
2q−1
∑

r=1

P
(

Zn+m−1 = r
∣

∣Zn+m−2 = zn+m−2, . . . , Zn+m−M−1 = zn+m−M−1

)

)

+

2q−1
∑

`=1

[

P
(

Zn+m = j
∣

∣Zn+m−1 = `, . . . , Zn+m−M = zn+m−M

)

×

P
(

Zn+m−1 = `
∣

∣Zn+m−2 = zn+m−2, . . . , Zn+m−M−1 = zn+m−M−1

)]

S =P
(

Zn+m = j
∣

∣Zn+m−1 = 0, . . . , Zn+m−M = zn+m−M

)

+

2q−1
∑

`=1

[

P
(

Zn+m = j
∣

∣Zn+m−1 = `, . . . , Zn+m−M = zn+m−M

)

−

P
(

Zn+m = j
∣

∣Zn+m−1 = 0, . . . , Zn+m−M = zn+m−M

)]

×

P
(

Zn+m−1 = `
∣

∣Zn+m−2 = zn+m−2, . . . , Zn+m−M−1 = zn+m−M−1

)

. (A.17)

O único valor de ` no somatório em (A.17) em que a diferença é não-nula é ` = j, caso em que a

diferença é a probabilidade de escolher a fila na primeira posição, ε/ (M − 1 + α). Portanto:

S =P
(

Zn+m = j
∣

∣Zn+m−1 = 0, . . . , Zn+m−M = zn+m−M

)

+

ε

M − 1 + α
P
(

Zn+m−1 = j
∣

∣Zn+m−2 = zn+m−2, . . . , Zn+m−M−1 = zn+m−M−1

)

. (A.18)

Substituindo a expressão de S de (A.18) em (A.14), obtém-se:

P
(m)
ij =

2q−1
∑

zn+1=0

· · ·
2q−1
∑

zn+m−2=0

P
(

Zn+m−M−1
n = zn+m−M−1

n

)

×

n+m−2
∏

k=n+m−M

P (Zk = zk|Zk−1 = zk−1, . . . , Zk−M = zk−M )×

[

P
(

Zn+m = j
∣

∣Zn+m−1 = 0, . . . , Zn+m−M = zn+m−M

)

+

ε

M − 1 + α
P
(

Zn+m−1 = j
∣

∣Zn+m−2 = zn+m−2, . . . , Zn+m−M−1 = zn+m−M−1

)

]
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ou ainda

P
(m)
ij =

2q−1
∑

zn+1=0

· · ·
2q−1
∑

zn+m−2=0

P
(

Zn+m−M−1
n = zn+m−M−1

n

)

×

n+m−2
∏

k=n+m−M

P
(

Zk = zk
∣

∣Zk−1 = zk−1, . . . , Zk−M = zk−M

)

×

P
(

Zn+m = j
∣

∣Zn+m−1 = 0, . . . , Zn+m−M = zn+m−M

)

+

ε

M − 1 + α

2q−1
∑

zn+1=0

· · ·
2q−1
∑

zn+m−2=0

P
(

Zn+m−M−1
n = zn+m−M−1

n

)

×

n+m−2
∏

k=n+m−M

P
(

Zk = zk
∣

∣Zk−1 = zk−1, . . . , Zk−M = zk−M

)

×

P
(

Zn+m−1 = j
∣

∣Zn+m−2 = zn+m−2, . . . , Zn+m−M−1 = zn+m−M−1

)

.

Comparando-se a segundo termo da última equação com (A.13), verifica-se que esse pode ser expresso

como P (m−1)
ij . Repetindo o procedimento descrito para a primeira parcela da última equaçãoM vezes,

tem-se:

P
(m)
ij =

2q−1
∑

zn+1=0

· · ·
2q−1
∑

zn+m−M−1=0

P
(

Zn+m−M−1
n = zn+m−M−1

n

)

×

P
(

Zn+m = j
∣

∣Zn+m−1 = 0, . . . , Zn+m−M = 0
)

+

ε

M − 1 + α

(

M−1
∑

k=1

P
(m−k)
ij + αP

(m−M)
ij

)

. (A.19)

Na primeira parcela de (A.19), o somatório é a probabilidade marginal de Zn com relação a Zn+1

até Zn+m−M−1, que resulta em ρi, a probabilidade de primeira ordem de i no QBC. A probabilidade

condicional de Zn+m da primeira parcela resulta em (1− ε)ρj , pois, se o estado da fila é o vetor nulo,

um erro Zn+m = j, com j 6= 0, somente poderá ser retirado da urna.

P
(m)
ij = (1− ε)ρiρj +

ε

M − 1 + α

(

M−1
∑

k=1

P
(m−k)
ij + αP

(m−M)
ij

)

. (A.20)

75



Portanto, substituindo-se (A.20) em (A.1):

R[m] = (1− ε)E2[Z] +
ε

M − 1 + α

(

M−1
∑

k=1

R[m− k] + αR[m−M ]

)

, param > M. (A.21)
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APÊNDICE B

PROVA DA SIMETRIA DA MATRIZ DE

TRANSIÇÃO DO NBNDC

No Capítulo 2 foi proposto que, num canal com decisão suave com entrada binária e saída 2q-ária,

a matriz de transição Qn = [P
(n)
NBNDC(yn|xn)] pode ser dividida em 2n(q−1) sub-matrizes de tamanho

2n × 2n em que as colunas são permutações umas das outras, bem como suas linhas, e portanto Qn

é simétrica [39]. A prova é apresentada a seguir. Definam-se primeiramente os alfabetos X = {0, 1}

e W = {0, 1, · · · , 2q−1 − 1}. Em seguida, dividam-se as colunas da matriz Qn em 2n(q−1) classes

Cwn , wn ∈ Wn, definidas da seguinte forma:

Cwn =

{

yn ∈ Yn | yn =
wn − (2q − 1)vn

(−1)vn , vn ∈ Xn

}

. (B.1)

Desta forma, cada yn pode ser associado a um único wn e a um único vn cujas componentes são dadas

por:

wk = min{yk, 2q − 1− yk} (B.2)
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e

vk =



















0, se yk ≤ 2q−1 − 1

1, se yk > 2q−1 − 1.

(B.3)

A partir de (2.11), nota-se que a probabilidade condicional de ordem n satisfaz:

P (n)
NBNDC(y

n | xn) = P (n)
NBNDC(z

n(xn, yn)) (B.4)

em que

zk(xk, yk) =
yk − (2q − 1)xk

(−1)xk
. (B.5)

Será provado a seguir que, dentro de uma classe Cwn , as linhas e colunas de Qn são formadas por

permutações de P
(n)
NBNDC(yn | xn) = P

(n)
NBNDC(zn(xn, yn)), para yn ∈ Cwn . Para isto, basta provar que

zn(xn, yn) é permutado dentro das linhas e colunas da sub-matriz formada por yn ∈ Cwn , ou seja:

1. Dentro de uma classe, existem apenas 2n possibilidades para zn(xn, yn).

2. Se xn
1 6= xn

2 , com yn fixado, então zn(xn
1 , y

n) 6= zn(xn
2 , y

n).

3. Se yn1 6= yn2 , com xn fixado, então zn(xn, yn1 ) 6= zn(xn, yn2 ).

1) Associa-se inicialmente yn a uma classe Cwn a partir de (B.2) e a um vetor vn usando-se de (B.3).

Substituem-se então as componentes do vetor yn ∈ Cwn definido em (B.1) em (B.5):

zk(xk, yk) =

wk−(2q−1)vk

(−1)vk − (2q − 1)xk

(−1)xk
= (−1)xk+vk wk − (2q − 1)

(−1)vk vk + xk

(−1)xk
. (B.6)

Uma vez que xk, vk ∈ X , tem-se a partir de (B.6), que dentro de uma classe Cwn , existem apenas duas

possibilidades para zk(xk, yk), para cada k:

zk(xk, yk) =



















wk, se vk = xk

(2q − 1)− wk, se vk 6= xk.

(B.7)
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Portanto, em uma classe Cwn há apenas 2n possibilidades para zn(xn, yn). Desta maneira, o item 1 é

satisfeito.

2) Suponha que, para yn ∈ Yn fixado e xn
1 6= xn

2 , pode ocorrer zk(x1,k, yk) = zk(x2,k, yk), para todo

k. Portanto:

yk − (2q − 1)x1,k

(−1)x1,k
=

yk − (2q − 1)x2,k

(−1)x2,k
. (B.8)

A partir de (B.8), xn
1 = xn

2 , o que é uma contradição. Portanto o item 2 é satisfeito.

3) Suponha agora que, para xn ∈ Xn fixado e yn1 6= yn2 , zk(xk, y1,k) = zk(xk, y2,k), para todo k.

Portanto:

y1,k − (2q − 1)xk

(−1)xk
=

y2,k − (2q − 1)xk

(−1)xk
. (B.9)

Conclui-se a partir de (B.9) que xn
1 = xn

2 , o que novamente é uma contradição. Portanto, o item 3 é

satisfeito, o que completa a prova da proposição.
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APÊNDICE C

PROVA DO LEMA 4.1

Conforme foi proposto no Capítulo 4, será provado que, dado um nó de função de variáveis binárias

em um grafo de fatores, em que as mensagens incidentes são [pj(x = 0), 1− pj(x = 0)], com j =

1, . . . ,m, e a mensagem de saída é [p0(x = 0), 1− p0(x = 0)], estando pj(x = 0) associado ao nível

de confiabilidade de xj valer 0, a seguinte identidade é válida:

1− 2p0(x = 0) =
m
∏

i=1

(1− 2pi(x = 0)). (4.11)

A prova será feita por indução matemática. Para m = 1, a mensagem enviada deverá ser, de acordo

com (4.7):

p0(x = 0) =
∑

x1

f(x0 = 1, x1)µx1→f =

= δ (1⊕ 0) (1− p1(x = 0)) + δ (1⊕ 1) p1(x = 0) = p1(x = 0). (C.1)

Utilizando (C.1), a mensagem enviada deverá ser, param = 1:

p0(x = 0) =
1

2
− 1

2
(1− 2p1(x = 0)) = p1(x = 0). (C.2)

Portanto, como se obteve o mesmo resultado em (C.1) e em (C.2), o passo inicial da indução está

provado. Será provado agora o passo indutivo. Assumir-se-á, pela hipótese indutiva, que a seguinte
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igualdade é verdadeira:

∑

∼x0

f (m−1) (x0 = 1, x1, . . . , xm−1)
m−1
∏

i=1

µxi→f
=

1

2
− 1

2

m−1
∏

i=1

(1− 2pi(x = 0)) (C.3)

em que

f (m−1)(x0, x1, . . . , xm−1) , δ (x0 ⊕ x1 ⊕ · · · ⊕ xm−1) . (C.4)

Sem ramos de entrada são utilizados, a mensagem enviada é dada por:

p0(x = 0) =
∑

∼x0

f (x0 = 1, x1, . . . , xm)
m
∏

i=1

µxi→f

= (1− pm(x = 0))
∑

∼{x0,xm}
f (x0 = 1, x1, . . . , xm−1, xm = 0)

m−1
∏

i=1

µxi→f

+ pm(x = 0)
∑

∼{x0,xm}
f (x0 = 1, x1, . . . , xm−1, xm = 1)

m−1
∏

i=1

µxi→f . (C.5)

Utilizando a definição da função do nó de checagem em (C.5):

p0(x = 0) = (1− pm(x = 0))
∑

∼x0

δ (1⊕ x1 ⊕ · · · ⊕ xm−1 ⊕ 0)

m−1
∏

i=1

µxi→f

+ pm(x = 0)
∑

∼x0

δ (1⊕ x1 ⊕ · · · ⊕ xm−1 ⊕ 1)
m−1
∏

i=1

µxi→f . (C.6)

Substituindo (C.4) em (C.6):

p0(x = 0) = (1− pm(x = 0))
∑

∼x0

f (m−1)(x0 = 1, x1, . . . , xm−1)
m−1
∏

i=1

µxi→fj

+ pm(x = 0)
∑

∼x0

(

1− f
(m−1)
1 (x0 = 1, x1, . . . , xm−1)

)

m−1
∏

i=1

µxi→fj

= (1− 2pm(x = 0))
∑

∼x0

f
(m−1)
1 (x0 = 1, x1, . . . , xm−1)

m−1
∏

i=1

µxi→fj

+ pm(x = 0)
∑

∼x0

m−1
∏

i=1

µxi→fj . (C.7)

Na segunda parcela do último membro de (C.7), está sendo somada uma distribuição de probabilidade

em todas as suas variáveis, e, portanto:

∑

∼x0

m−1
∏

i=1

µxi→fj = 1. (C.8)
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Utilizando (C.8) e (C.3) em (C.7):

p0(x = 0) = (1− 2pm(x = 0))

[

1

2
− 1

2

m−1
∏

i=1

(1− 2pi(x = 0))

]

+ pm(x = 0)

=
1

2
− 1

2

m
∏

i=1

(1− 2pi(x = 0)) (C.9)

Rearranjando-se (C.9) fica provada, a igualdade em (4.11).
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