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Um canal de comunicagdo discreto ndo bindrio e com memoria é apresentado com o objetivo de cap-
turar tanto a informagdo de decisfo suave quanto a correlagdo temporal de um canal com desvaneci-
mento (DFC) quantizado em 29 niveis de quantiza¢do. Mostra-se que o canal discreto pode ser descrito
explicitamente em termos de seu processo de entrada binario e processo de ruido 29-ario. Também ¢é
mostrado que o canal ¢ simétrico e admite uma expressdo simples para sua capacidade de canal. O
processo de ruido € entdo modelado como um modelo baseado em fila (QB), produzindo uma fonte de
ruido markoviano estacionario e ergodico de ordem M com 29 + 2 pardmetros. O DFC ¢ aproximado
pelo canal discreto com ruido QB, cujos parametros sdo estimados por um processo iterativo que mini-
miza a divergéncia de Kullback-Leibler entre as fontes de ruido do DFC e QB. Os modelos obtidos sao
usados em esquemas de decodificacdo LDPC desenvolvidos para o canal discreto com ruido QB, em

que se observa um ganho de decodificacdo quando comparado ao caso sem memdria.
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A non-binary discrete communication channel with memory is introduced with the objective of captur-
ing both the the soft-decision information and the time correlation of a discrete fading channel (DFC)
with an output quantizer with 2¢ quantization levels. It is shown that the discrete channel can be explic-
itly described in terms of its binary input process and a 29-ary noise process. It is also shown that the
channel is symmetric and admits a simple expression for its channel capacity. The noise process is next
modeled as a queue-based (QB) noise model to produce a stationary ergodic M ’th order Markovian
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Existe uma crescente demanda por tecnologias de comunicagdes sem fio, tanto para comunicagdo
por voz quanto para tranmissdo de dados, sem que haja a necessidade do usudrio do servigo estar vin-
culado aos pontos de conexdo cabeados, como ocorre na rede de telefonia fixa ou as redes DSL. Redes
sem fio, tais como sistema de comunicagdo celular, sistemas de televisdo digital e redes de dados sem
fio (GPRS, WiMax, HSDPA, etc.) trazem a vantagem da mobilidade da estag¢do receptora, que faz com
que o usuario da rede possa utiliza-la onde quer que esteja, seja em lugares publicos abertos, dentro de
prédios fechados ou em transito para seu local de trabalho.

Canais de comunicag¢@o sem fio s@o caracterizados por sofrer desvanecimento multi-percurso, tanto
devido ao movimento do receptor com relagdo a estacdo transmissora, quanto a propria dindmica dos
objetos nas proximidades do receptor. Este movimento faz com que a intensidade do sinal recebido seja
variavel, e dependendo de quanto tempo o usuario permaneca nesta regido, os erros de decodificagdo
no sinal recebido ocorrerdo em surtos, caracterizados por um grande numero de simbolos consecutivos
decodificados com erros. Este tipo de erro de recepgao caracteriza um canal de comunicagdo em que os

erros sdo correlacionados temporalmente, ou seja, um erro em um certo instante de recepgdo aumenta a



probabilidade de erro no futuro proximo. Devido a esta dependéncia estatistica de amostras sucessivas
do desvanecimento, tais canais sdo ditos apresentarem memdria.

E comum o uso da técnica de entrelacamento [1], para que simbolos transmitidos dentro de uma
mesma palavra sejam afetados pelo desvanecimento do canal em instantes de tempo suficientemente
distantes. Tais técnicas tornam possiveis aplicagcdes em canais sem fio de técnicas classicas desenvolvi-
das para protecdo contra erros em canais sem memoria. Porém, no uso desta técnica, ha um desperdicio
na taxa de informagdo, pois sabe-se que canais com memoria tém uma maior capacidade de canal que
canais sem memoria [2]. Além disso, o entrelacamento necessita de uma quantidade de processamento
de sinal relativamente alta para aplicagdes em tempo real, causando atrasos na comunicacao.

Torna-se entdo evidente que a recepgao de sinais através de canais com correlagdo temporal pode
ser feita de maneira mais eficiente se a memoria do canal for aproveitada no processo de decodificagdo,
como por exemplo, para estimar o estado atual do canal a partir de seus estados anteriores ¢ usar esta
informa¢@o na métrica de decodificagdo. Porém, utilizar diretamente as estatisticas do canal sobre o
qual se faz a comunicagdo pode ser bastante complicado, devido a complexidade matematica com que
tais erros sdo gerados. Faz-se necessario entdo o modelamento de tais canais por modelos mais simples,
tais como modelos markovianos, que sdo processos estocasticos que apresentam memoria. Modelos
markovianos para canais de comunicagdes vém sendo utilizados desde o fim da década de 1950 [3, 4]
quando Gilbert e Elliot estudavam ruidos em surto em canais de telefonia fixa, nos laboratérios da
Bell. Pelo uso de um modelo simples com dois estados, o canal Gilbert-Elliot (GEC, do inglés Gilbert-
Elliot Channel), pode-se calcular a capacidade de tais canais e desempenho em termos de erros em

tais canais. Tal modelo foi o primeiro de uma classe de canais markovianos denominada FSMC [5] (do

inglés Finite-State Marvov Channel), muito utilizada para modelamento de canais com memoria. Desde



meados da década de 1990, modelos GEC, ¢ outros modelos FSMC, tais como o canal de Fritchman [6]
e o canal de contagio com memoria finita [7], vém sendo utilizados para modelar canais sem fio com

desvanecimento plano.

1.1 Objeto do Estudo

Neste trabalho, sera considerado um modelo de canal de entrada binaria e saida 27-4ria denominado
NBNDC (do inglés Non-Binary Noise Discrete Channel) [8], que ¢ util para descrever a saida 29-aria
de um canal com decisdo suave como uma funcdo explicita do processo de entrada ¢ de um processo
de ruido 29-ario (independente do processo de entrada). Este modelo sera utilizado para representar
um canal com desvanecimento Rayleigh e decisdo suave, denominado de canal discreto com desvane-
cimento (DFC, do inglés Discrete Fading Channel) , que consiste em um modulador de deslocamento
de fase binario (BPSK, do inglés Binary Phase-Shift Keying), um canal com desvanecimento Rayleigh
com correlag@o temporal e um demodulador coerente com decisdo suave de g bits. Sera provado que este
canal é simétrico no sentido de que um processo de entrada de distribui¢do uniforme ¢ sem memoria
maximiza a informagdo mutua de bloco entre entrada e saida. Como consequéncia, serdo apresenta-
dos limitantes inferiores e superiores para a capacidade deste canal quando seu ruido ¢ estacionario e
ergddico (que corresponde a um processo de desvanecimento subjacente estacionario e ergodico). Tam-
bém sera avaliado numericamente o efeito dos pardmetros do quantizador e parametros de correlagio
do canal na capacidade do DFC. Os resultados de capacidade indicam que explicitar tanto a memdoria
do canal como a informagao da decis@o suave ¢ mais vantajoso que ignorar qualquer uma das duas por
meio do entrelagamento ou decisdo abrupta.

O processo de ruido do DFC serd modelado por um processo markoviano 29-ario denominado QB



(do inglés Queue-Based). Quando este modelo de ruido ¢ acoplado ao NBNDC, tem-se um canal

FSMC denominado NBNDC-QB, que ¢ uma generalizagdo do modelo QBC apresentado em [10]. A

fonte de ruido ndo binaria ¢ um processo estacionario ergoédico markoviano de ordem M com 29 + 2

parametros independentes. Uma das vantagens deste modelo € que o nimero de parametros ndo depende

do numero de estados, enquanto em modelos FSMC sem estrutura o niimero de pardmetros cresce

exponencialmente com o niumero de estados [12]. Sao estabelecidas expressdes fechadas para diversas

estatisticas do processo de ruido QB. Os parametros do processo QB so estabelecidos de forma a

representar o DFC utilizando o critério da minimiza¢do da taxa de divergéncia de Kullback-Leibler

entre as distribui¢des do DFC e do processo QB. A precisdo do modelo € entio medida comparando-se

as curvas de autocorrelagdo e capacidade de canal. Obtém-se um bom ajuste para um faixa ampla de

condi¢des de desvanecimento.

Existem classes de codigos corretores de erros, tais como o LDPC (do inglés Low-Density Parity-

Check) e codigos turbo, para as quais se executa decodificaco iterativa, atingindo taxas proximas a

capacidade de canais sem memoria [13]. Esquemas de decodificagdo iterativa operando em canais

binarios (entrada e saida binarias) com memoria foram propostos em [14—17]. Nestes trabalhos, assume-

se que o canal discreto (desde a entrada no modulador até a saida no demodulador de decisdo abrupta)

¢ modelado como canal FSMC e incorpora a estrutura do FSMC no processo de decodificagdo com o

intuito de explorar a memoria do canal. Foram observados ganhos de desempenho significativos em

rela¢do a esquemas tradicionais que ignoram a memoria do canal por meio de entrelagamento perfeito.

Neste ultimo caso, as taxas em que se pode fazer decodificacdo com probabilidade de erro tdo pequena

quanto se queira sdo menores que aquelas do canal original, uma vez que é conhecido que a memdoria

aumenta a capacidade para uma ampla classe de canais estaveis em informacdo [10, 18]. Além disto,



mostrou-se recentemente que modelos FSMC binarios aproximam bem canais com desvanecimento
plano Rayleigh e Rice com decisao abrupta, como por exemplo em [11, 12, 19, 20, 24-26]. Por outro
lado, estudos recentes revalaram que a informag@o néo-binaria na saida de canais com decisdo suave
pode elevar significativamente a capacidade quando comparada a quantiza¢do abrupta para diversas
classes de canal, incluindo canais com desvanecimento Rayleigh entrelagados e ruido aditivo gaussiano
branco (AWGN, do inglés Additive White Gaussian Noise) [27, 28].

Com a motivagdo dos resultados mencionados, sera utilizado neste trabalho o modelo de canal
NBNDC-QB para projetar um esquema de decodificagio LDPC do canal DFC. Uma vez que se tenha
um modelo QB para o canal DFC, pode-se utilizar este decoficador com os pardmetros obtidos. Serdo
feitas comparagdes do desempenho obtido por este decodificador com decodificagdes efetuadas em um
esquema em que o canal subjacente é o canal NBNDC-QB e também com limitantes de Shannon para

taxa de distor¢ao.

1.2 Organizaciao do Trabalho

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 € apresentado um canal de comuni-
cacdes discreto com modulagdo BPSK, desvanecimento Rayleigh e esquema de recepgdo com decisio
suave, denominado de DFC. E proposto um modelo ndo-linear de ruido para este canal, denominado
NBNDC, e entdo ¢ estabelecida uma formula para a capacidade de canais com memoria. Apresenta-
se um modelo Markoviano de geragdo de erros estatisticamente correlacionados denominado QB. Sao
apresentadas expressdes para as probabilidades conjuntas e fungdo autocorrelagdo deste modelo.

No Capitulo 3 ¢ feito um modelamento de canais DFC usando-se o modelo NBNDC-QB pelo

método da minimizagdo da distdncia de Kullback-Leibler. Sao feitas entdo comparacdes das fungdes au-



tocorrelagdo e das capacidades de canal obtidas para os canais DFC modelados e dos modelos NBNDC-
QB como forma de verificagdo da precisdo dos modelos propostos para caracterizar estatisticamente o
DFC. As principais contribui¢des deste trabalho estdo contidas neste capitulo.

No Capitulo 4 ¢ apresentado o algoritmo soma-produto (ASP) em forma vetorial e razdo de verossi-
milhanca, bem como sua aplicacdo em codigos LDPC para canais markovianos. O algoritmo sera
entdo aplicado para desenvolver um decodificador para canais NBNDC-QB. Sera entao apresentado o
conceito de limite de Shannon para a taxa de distor¢do (RDSL).

No Capitulo 5 sdo primeiramente calculados limitantes de Shannon para taxa de distor¢do do
NBNDC-QB e para canais sem memoria e com decisfo suave. S3o entdo aplicados os algorimtos
de decodificag@o desenvolvidos para canais NBNDC-QB. Os desempenhos obtidos na decodifica¢do do
canal DFC s3o comparados com o desempenho da decodificagdo de canais NBNDC-QB pelo mesmo
algoritmo e também com a decoficiagdo de canais markovianos de bloco com probabilidades de ordem
M iguais as do DFC.

No Capitulo 6 ¢ feita uma conclusao sobre os resultados obtidos, bem como propostas para trabalhos

futuros dentro do tema exposto neste trabalho.



CAPITULO 2

O MODELO DE CANAL DISCRETO DE
RUIDO NAO-BINARIO

Neste capitulo, ¢ apresentado um modelo de canal discreto com desvanecimento plano e decisdo
suave, denominado DFC. Sera apresentado entdo um modelo de canal com saida ndo-binaria em que
¢ possivel representar o processo de saida do canal como uma fungao explicita do processo de entrada
do canal e um processo de ruido independente da entrada. Este modelo servira como representagio
alternativa do DFC. Entao, um processo markoviano baseado em fila ¢ apresentado, com o intuito de
representar de maneira simples o processo de ruido do DFC. Diversas estatisticas deste processo sdo

apresentadas em forma fechada.

2.1 Modelo de Clarke

O modelo isotropico de Clarke ¢ um modelo estatistico que caracteriza o campo eletromagnético
recebido em uma estacdo modvel baseado em espalhamento. Assume-se que a antena do transmissor ¢
fixa e tem polarizagdo vertical [21]. O campo incidente no receptor ¢ composto por ondas eletromag-

néticas planas azimutais cujos angulos de incidéncia sdo aleatérios e t€ém distribuicdo uniforme no plano



perpendicular a direg¢do de propagacdo do campo elétrico. Assumindo que apenas a estagdo movel esta

em movimento, todas as ondas incidentes na antena do receptor sofrerdo um desvio Doppler dado por:

fa="focos8 = fpcost (2.1)
C

em que fy é o desvio Doppler, v ¢ a velocidade da estagdo movel, ¢ é a velocidade da luz no vacuo, f. é
a frequéncia da portadora, fp ¢ a maxima frequéncia Doppler e 6 ¢ o angulo entre o vetor de Poynting
da onda e a dire¢do de movimento da estagdo, modelado como uma variavel aleatéria uniforme no
intervalo [—7, 7). A fungdo de autocorrelagdo da resposta ao impulso em banda base do modelo de

Clarke de variancia unitaria amostrado no tempo ¢ dada por:
d)hh(mT) = Jo (QWmeT) (2.2)

em que 7' € o periodo de amostragem e Jy ¢ a fungdo de Bessel modificada de primeira espécie de
ordem zero. Portanto, para quantificar o efeito do desvio Doppler, basta especificar a quantidade fpT'.
Valores tipicos do pardmetro fp7 vio de 10~* a 1072, Neste modelo, podem ser utilizadas diversas
distribui¢des de probabilidade para a amplitude do sinal recebido. Uma distribuigdo tipica que ¢ uti-
lizada no caso de propaga¢ao multipercuso sem componente de visada direta é a distribuicdo Rayleigh,

dada por:

p(z) = —e 222, x>0, (2.3)

2.2 Canal Discreto com Desvanecimento Demodulado com Decisdo Suave

Neste trabalho, serd usado um modelo de canal discreto com desvanecimento (DFC, do inglés Dis-
crete Fading Channel) que apresenta correlacdo temporal. Este canal ¢ composto por trés partes: um

modulador BPSK; um canal com desvanecimento plano Rayleigh com autocorrelagao de Clarke e ruido



Entrada Binaria Modulador

X; € {0,1} BPSK

Canal com

Desvanecimento

Saida ¢-aria Demodulador com

Y; €{0,1,...,29 — 1} | Quantizador de ¢ bits |R; = VE,A;(2X; — 1) + N;

Figura 2.1: Canal Discreto com Desvanecimento (DFC).

aditivo gaussiano branco (AWGN); um demodulador coerente quantizado em ¢ bits. O alfabeto de en-
trada do canal é definido como X = {0,1}, e o de saida Y = {0,1,...,27 — 1}. O canal DFC ¢
apresentado na Figura 2.1.

Seja { Xy}, X € X, k = 1,2,... o processo de entrada do canal DFC. O simbolo recebido

amostrado na saida do filtro casado da saida do canal no tempo de sinalizagio k pode ser escrito como:

Ry =/ E;ALSL + Np, k=1,2,...

em que {S;} = {(2X, — 1)}, E; ¢ a energia do sinal transmitido e { N} ¢ uma sequéncia de sim-
bolos de variaveis aleatdrias gaussianas independentes e identicamente distribuidas, com média zero e
variancia Ny /2. { Ay} ¢ o ruido multiplicativo, constituido de um processo Rayleigh estacionario com
correlagdo de Clarke, como definido na Sec@o 2.1. Os processos { Ay } e { Ni} sdo independentes entre
si e do processo de entrada { X} }. A variavel aleatoria amostrada Ry, ¢ entdo demodulada e quantizada

com um quantizador de ¢ bits que fornece a saida do canal Y}, € ), de acordo com a seguinte operagao:

Vi =j, se Rype (Tj_,,T))

para j € ). Os limitantes T’ ]’ sdo uniformemente espagados com passo de quantizacdo A, satis-



fazendo [29]:

— 00, se j=—1
Ti=9 (G+1-27HA, sej=01,...,20-2
o0, Sej:2q—1.

N

Definidos desta maneira, os limitantes finitos variam linearmente de —27 !'A a 2¢97'A. Definem-
seentio 6 = A/\/Es e T; = Ti/ V/Es como sendo respectivamente o passo normalizado e os li-
mitantes normalizados do quantizador. Desta forma, pode-se escrever 7; = (j + 1 — 2971)§, para
j=0,1,...,27 — 2. A probabilidade condicional g; ;(ay) 2PV, =7 | Xp =1i,Ar = ay), em que

ieX,jeYeay € [0,00), ¢ entdo determinada da seguinte forma:

Gij(ar) = P(Tj_y < Rp <Tj| Xy =1, A = ay)

VE;
- Q(\/%(Tj,1 (20— 1)ak)> — Q(\/%(Tj (2 - l)ak)> 2.4)

N
= P(Tj_l — (2 — Vap < —— < Tj — (2i — l)ak>

emquei € X, j €Y,y = FE;/Ny é arelagdo sinal ruido (SNR, do inglés Signal-to-Noise Ratio) do

canal ¢ a cauda da fungdo gaussiana () ¢ definida como [22]:

Qz) = ¢127r / e (2.5)

Devido a simetria da constelagdo BPSK e dos limitantes do quantizador, observa-se de (2.4) que:

Qi,j(ak) = QI—i,Qq—l—j(ak)

ou ainda
Gij(ak) = qy s-ci-v: (ar).

(=1)*

SejaP(y" | 2™,a™) EP(Yy = y1,.. ., Y =yn | X1 = 21,..., Xp = 20, A1 = a1,... Ay = ay),

10



paran > 1. Desta forma:

n

P(y™ | 2™, a™) H Qi (OF) H Gy, vk =211y SCIENE (ak). (2.6)

A expressdo (2.6) é valida, pois dada a sequéncia de ruido multiplicativo as probabilidades de transi¢ao
tornam-se estatisticamente independentes. Desta maneira, a probabilidade condicional de ordem n do

DFC ¢ o valor esperado com relacdo a varidvel de desvanecimento ay:

PR a7 & P =yt X7 =)

DFC

= EAl...An qu yk—(2q—i)zk (Ak) (27)
k=1~ CDF

emque y" = (y1,...,Yn) " = (z1,...,Zn), € Ex [-] é 0 valor esperado com respeito a uma variavel

X. Para o caso especifico de n = 1, obtém-se uma expressdo fechada para PD(F%,) (y|z) [33]:
Py (G) = m(=Tj-1) —m(=T;) (2.8)

emquejzwey,

(2.9)

O valor esperado em (2.7) pode ser calculado analiticamente apenas para valores pequenos de n,
pois a fun¢do densidade de probabilidade conjunta de variaveis aleatorias Rayleigh com correlagdo
arbitraria é conhecida apenas para n < 3 [34, 35]; para n > 3, (2.7) pode ser determinado apenas por
meio de simulagdes. Surge entdo a necessidade modelar o canal DFC por meio de um modelo preciso,
de forma a se obterem estatisticas de ordem superior, bem como medidas de informagéo, com o intuito
projetar esquemas de codificag@o de canal eficientes.

Em [27] foram calculados valores de passo d 6timo em fun¢do da SNR, no sentido de maximizar a
capacidade do canal DFC binario. Foi verificado que ¢ possivel ajustar fun¢des exponenciais aos passos

11



1.4 T T
e § Otimo (g =2)

12F . H
= O ¢ Otimo (¢ =3)
5 1t O 6 Otimo (g =4) 1
<
2 0,6647 exp(—0,1153 - SNR(dB) ) + 0,0582
b= 085 — — —0,3792exp(—0,1167 - SNR(dB)) + 0,0232 []
<
=) B N ] 0,2048 exp(—0,1201 - SNR(dB) ) + 0,0180
o 06 A i
.= RENY
o . . E R
2 04 @\'9 = ~a ,
< -G ~
al} O~ &~

@ \O_ =& -
0.2 D= S S f
O = _ o -~ - _ 4
_____ e-_7% -
_____ Bl
0 | | | | | | | | |
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

Relagao Sinal Ruido (SNR)

Figura 2.2: Passo de quantiza¢do normalizado 6timo em fung¢do da SNR, para ¢ = 2, 3, 4, com dados ajustados a

fungdes exponenciais.

de quantizacdo calculados, para cada valor de ¢, com a SNR em dB, pelo método de minimizagao dos

erros quadraticos. Os resultados estdo dispostos na Figura 2.2.

2.3 Modelo Alternativo do DFC: O Canal Discreto de Ruido Nao-Binario

E importante se ter uma expressdo da saida {Y}} de um canal como uma funcio explicita do pro-
cesso de entrada {X}} e do processo de ruido {Z;}, em que {Z} e {X}} sdo independentes entre
si [36, pp. 142-144], de maneira que o ruido no canal possa ser tratado isoladamente. Neste caso, o
processo de ruido pode ser modelado por um modelo markoviano de estados finitos independente da
entrada do canal, o qual é uma ferramenta analitica importante para o projeto de codigos de canal e
avaliac@o de desempenho para canais com memoria. Considere-se um canal de entrada binaria e saida
24-aria dado por:

Y= (29— D)Xy + (1) 2, (2.10)

12



para k = 1,2, .... Refere-se ao canal descrito por (2.10) como o canal discreto de ruido ndo-binario
(NBNDC, do inglés Non-Binary Noise Discrete Channel), em que a saida Y, € ) é expressa ex-
plicitamente em termos da entrada X; € X e um ruido Z; € ). Assume-se que o processo de
ruido {7} em (2.10) é independente da entrada { X } e é governado por uma distribuigdo de ordem n
P]fBZ%C(z”) £ PN(BT;B)C(Zl =21,...,4n = zp),parazx € Y,k =1,...,n. Segue diretamente de (2.10) e
do fato que os processos de entrada e de ruido s2o independentes que, para cada n > 1, a probabilidade

condicional de ordem n do NBNDC ¢ dada por:

B (y™ | 2™) = P (2") (2.11)

NBNDC NBNDC

em que 2" € um vetor de erro cujas componentes sdo dadas por

_ Y — (2(1 — 1)l’k
SV

Zk i=1,...,n. (2.12)

Dados z" € X" e y™ € V", fazendo-se PN(;;,B)C(ZTL) igual & expressdo em (2.7), para todo n > 1, com
cada zj, dado em (2.12), obtém-se P,D(Frcl)(y” | z™) = PN([QB,C(y” | ™), para todo n > 1. Desta maneira, o
NBNDC fornece uma representacdo alternativa do DFC. No caso especial em que ¢ = 1 (demodulagio

por decisdo abrupta), a expressdo do DFC em (3.12) se reduz a conhecida expressio:
=Xy ®Zp, Vek=1,2,... (2.13)

em que ¢ denota adi¢do mddulo-2, a qual é largamente adotada para modelar canais discretos binarios
(entrada binaria, saida binaria) com memoria [10, 20, 26]. Ademais, se {Z)} ndo possui memoria,
obtém-se o canal bindrio simétrico sem memoria (BSC, do inglés Binary Symmetric Channel), que
equivale ao canal DFC com decis@o abrupta e entrelacamento perfeito.

A capacidade do NBNDC com ruido estacionario ergédico {7} seréa estudada na Segdo 2.4.!

"'Note-se que o ruido estaciondrio {Z, } definido em (2.11) e (2.7) ¢ ergédico na média quando a fungdo de covaridncia do processo de

desvanecimento G/(¢) tende a zero (tal como na fungiio de covaridncia do processo Clarke).
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2.4 Capacidade do Canal DFC

Considere-se o canal NBNDC descrito por (2.10), em que o ruido {Z;} ¢é estacionario e ergddico.

A capacidade de um canal estavel em informagéo ¢ dada por [39, 41]:

C = lim ¢ =sup C™ (2.14)

n—00 n

em que

1
O™ & max —I(X™Y™).
p(zm) 1

O maximo em (2.14) é tomado com relagéo a distribui¢do de entrada p(x™) e I(X™; Y™) é a informagéo

mutua entre a entrada do canal X" ¢ sua saida Y, que ¢ formulada como:
I(X"Yy")=HY")-HY"|X")=H(Y")—-H(Z") (2.15)
em que (2.15) segue de (2.10) e da independéncia de X" e Z™. Portanto:

cm =1 <max[H(Y”)] — H(Z”)). (2.16)

n \p(z")
Em seguida, sera encontrada a distribuicdo de probabilidade p(x™) que maximiza H(Y™).

Defini¢iio 2.1. Seja W = {0,1,...,2971 — 1} e seja {W}}, Wy € W um processo com distribui¢do

de probabilidade de ordem n dada por:

PW" =w") =Y P(Z” _ w1 Uﬂ) (2.17)

zneEX™ (_1)36
em que 7" = (w" — (29 — 1)z™)/(=1)*" denota a n-upla obtida da operacio em cada componente,

ou Seja, (Zl = (U)1 — (2q - 1)$1)/(_1>$1; o ';Zn = (wn - (2q - l)xn)/(_l)rn)

14



A atribui¢do da probabilidade em (2.17) € valida, pois

1 = Y P(Z"=2")

AL Eyn

- Z Z P<Z" - ((_Qf)ﬂl)x">

wnEWN gneXn

— Y P =),

O processo { W}, } é estacionario, uma vez que { Z, } é estacionario; de fato, para qualquer inteiro m > 0,

w” e Wn,

(201 (201
P(Wl—i—m:wl,---7Wn+m:wn):ZP<Zl+m:wl ( )x17,..,Zn+m:wn ( )mn)

2 (D) (1)
_ _w — (27— 1)y _ W — (27— 1)ay,
Z;n}’(a ) N )

:P(lewl,...,Wn:wn).

Segue diretamente da Defini¢do 2.1 que as variaveis aleatorias 7 e Wy, estdo relacionadas da seguinte
maneira:

Wi =min{Z,2 -1 - Z;}, k=1,2,.... (2.18)
Exemplo 2.1. Seja q = 2, e oj = P(Z), = j). A distribui¢do de probabilidade de W, é dada por
(P(Wy=0),P(W1; =1)) = (g + a3, a1 + a2).
Seja v j = P(Zy =i, Z41 = j). A distribuicdo de probabilidade W? é dada por
(P(W? = 00),P(W? = 01),P(W? = 10), P(W? = 11))
= (apo+aos+aso+assz, a1+ o2+ oz + aspe,

a1+ aiz+ o+ ooz, o0+ o+ g+ agp).

Considere-se a matriz 2™ x 29" de transi¢do do canal NBNDC, dada por Q" = [PN(QQ)C(yﬂx”)],
correspondente a n usos do canal, em que cada linha ¢ indexada por uma sequéncia = e cada coluna é
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indexada por uma sequéncia y”. E provado no Apéndice B que Q" é simétrica, pois pode ser dividida
em 2(2=D" syb-matrizes de dimensdes 2" x 2", com a propriedade de que suas colunas sdo permu-
tagdes umas das outras, bem como suas linhas. Esta simetria implica que a uma distribuicdo de entrada
uniforme em {0, 1}" maximiza a informagdo mutual de bloco I(X™;Y™), e portanto a capacidade de

canal ¢ atingida [39, p. 94].

Proposicio 2.1. O valor de H(Y"™) quando se utiliza uma entrada uniforme em X™ = {0,1}" é dado

por:

max[H(Y")| =n+ H(W"). (2.19)

p(z™)

Demonstragdo: A entropia de Y™ é dada por
HY") =— Y PY"=y")log,P(Y" =y"). (2.20)
yn Eyn

No caso de uma distribui¢do uniforme de X™:

1
POY"=y") = D P(X"=a"PY" =y X" =a") = > P(Z” =
zneXn xneXxn

S _<(—2j>;"1)xn> |

(2.21)
De acordo com a simetria de Q™, a probabilidade em (2.21) ¢ a mesma para 2" valores distintos de y™.

Substituindo (2.21) em (2.20) e usando a Definicdo 2.1, tem-se:

P n — n
max[H(Y"™)] = — Y P(W" = w") log, <(W“’)> . (2.22)
p(fln) w™ eWn 2n
Desta maneira, (2.19) segue de (2.22). |

O limitante inferior da capacidade dado em (2.16) ¢ obtido substituindo (2.19) nesta expressao:

1

o =1+ —[H(W™") = H(Z")). (2.23)

16



Corolario 2.1. A capacidade de canal (2.14) é dada por:

C = lim o™
= 1+ lim %[H(W”) _H(Z")] (2.24)
— L H(W) - H(Z) (2.25)

em bits/uso do canal, em que H(W) = lim,, o (1/n) H(W™) e H(Z) £ lim,, 00 (1/n)H(Z™) deno-

tam, respectivamente, as taxas de entropia de {W,} e {Z,}.

Observacio 2.1. No caso de demodulagdo com decisdo abrupta (q = 1), a entropia H(W™) é nula
para todo n, e a expressdo para a capacidade de canal em (2.25) se reduz a conhecida expressdo

C=1-H(Z)[10].

2.5 O Ruido Markoviano Nio-Binario Baseado em Fila

O canal binario baseado em fila (QBC, do inglés Queue-Based Channel) foi introduzido em [10]
para modelar um canal bindrio com ruido aditivo ergddico estacionario markoviano de ordem M por
meio de uma fila de comprimento finito. Sera apresentada uma generalizag¢do desta fila binaria para
produzir um modelo de ruido markoviano ndo-binario a ser utilizado no NBNDC. O processo de ruido
néo binario baseado em fila (QB, do inglés Queue-Based) { Z},}72 1, Zi, € Y, ¢ gerado fazendo-se uma

pequena alteragdo do procedimento baseado em duas parcelas apresentado em [10]:

> A parcela 1 ¢ uma fila de comprimento M que contém inicialmente M bolas rotuladas com varidveis
Zr €Y, k=1,2,..., M. Define-se A, como o rétulo da bola na posi¢do k da fila apos o n-ésimo

experimento, como mostrado na Figura 2.3.

> A parcela 2 ¢ uma urna que contém um numero muito grande de bolas, em que a propor¢ao de bolas

17



—> Anl An2 An3 ct AnM —>

Figura 2.3: Uma fila de comprimento M.

rotuladas com uma variavel z é p,, em que Z, € )V, p > 0¢e > p, = 1. Desta maneira, o numero de

graus de liberdade para p, ¢ 29 — 1.

Escolhe-se a parcela 1 (a fila) com probabilidade ¢ e a parcela 2 (a urna) com probabilidade 1 — ¢,
em que € € [0,1). Em particular, se ¢ = 0, apenas a urna sera escolhida ¢ o ruido QB ¢ um ruido
29-4rio simétrico sem memoria. O valor de € = 1 ¢ excluido, pois assim as células da fila poderiam ter
todos os valores iguais, para n muito grande. Neste caso, o processo { Sk} seria redutivel, e portanto
ndo ergddico.

O processo do ruido {7}, }7° | ¢ entdo gerado da seguinte forma. Arremessa-se uma moeda viciada,
em que P(cara) = ¢, e escolhe-se a fila se a moeda der cara ou a urna se der coroa. Se a parcela 2
(a urna) for selecionada, retira-se aleatoriamente uma bola da urna e identifica-se o seu rétulo. Se a
parcela 1 (a fila) for selecionada, o procedimento ¢ determinado pelo comprimento da fila. Se M > 2,
um ponteiro aponta para a bola na célula k£ com probabilidade 1/(M —1+«),parak = 1,2,..., M —1,
e para a bola na célula M com probabilidade a/(M — 1 + «). O rétulo da bola ¢ entdo identificado
pela indicagdo do ponteiro. Se M = 1, um ponteiro aponta para a bola na tnica célula da fila com
probabilidade 1; neste caso, impde-se « = 1. Entdo, introduz-se na célula 1 da fila uma bola com o
rotulo igual ao daquela selecionada de qualquer uma das duas parcelas. As bolas entdo deslocam-se na
fila, expulsando a bola da posi¢do M.

A Figura 2.4 ilustra a dindmica do processo de ruido QB, em que os rotulos das bolas sdo também

identificados pela coloragdo da bola, para facilitar a visualizag@o. A bola preta representa o rétulo z = 0
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Figura 2.4: Tlustragdo do processo de geracdo de ruido do modelo QBC.

¢ a branca o rotulo z = 29 — 1, com os rotulos intermediarios variando gradualmente em uma escala de
cinza.

Assim o ruido {Z,,}5° , ¢é definido pelos rétulos das bolas selecionadas no n-ésimo experimento.
O estado do canal no tempo n é definido por S, £ (Zny Zn-1y-- s Zn_ni+1), que é a M-upla 29-aria
contida na fila ap6s concluido o n-ésimo experimento, para n > M, de forma que o espago de estado
tem tamanho 29 | Pode-se verificar que o processo de geragio do ruido QB é uma cadeia de Markov.

Seja pija probabilidade condicional de que Sj, = j, dado que S 1 = i,emquei = (G0, yin—1),
J = (o, -+ s jm—1),paraig, jo € Y, £ € {0,1,..., M —1}. Se as linhas e colunas da matriz de proba-
bilidade de transi¢cdo P = [p;;] sdo indexadas pelos vetores i e J» respectivamente, a entrada (g ] ) desta

matriz ¢ dada por:

> Para M =1,

Pij = Digjo = €6jq.ip + (1 —€)pj,

em que

1, sei=y

0]

0, sei#j.
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> Para M > 2,
M—2
< >M€1+a+(1—5)pjo, se jor1 =ig,paral =0,--- , M — 2

Y " Gjosic + Q85000
caso contrario.

=0

0,
Pode-se mostrar que a i-¢sima componente do vetor de distribui¢do estacionaria IT = [m;] de estados

do processo ¢ dada por:
29_-1&,—1
H H ((1—€)pe+mM 1+a>
/=0 m=0
T = Y (2.26)
€
(1—¢)+k )
Pt < M-1+4+a«
£ 1eg 2 2/":61 di, ¢- A probabilidade de bloco do ruido gerado pelo QB

em que H,;:lo()
z™) é entdo dada por:

PV (") 2 p(Zn

> Para comprimento de blocon < M
(2.27)

P () = L0 m=0
€
(1—¢e)+k )
o < M-1+a

emqueé, = r ;0. 0

> Para comprimento de blocon > M + 1
+ (1 - g)pm] T (21, ,201) (2.28)

i—1

€
[( Z 02,2 "I_Oéézi,zi_j\/[) M-_1ta
l=i—M+1

PO ]

i=M+1
em que a expressdo de 7, ... ., € dada por (2.26).

O coeficiente de correlacdo do ruido QB é uma quantidade ndo-negativa deduzida diretamente de (2.27),

M—1ta _ (2.29)

que ¢é dada por:
C  E[Z,Zk1] —E[Z;)*
Ory, = =

20



em que Var(Zj) denota a variancia de Z;. No Apéndice A, mostra-se que a expressio para a fungdo de

autocorrelagdo do ruido QB, definida por R[m] = E[Z}, Zj. 1], satisfaz:

E[Z}], se m=0
Rolm] = { —rtzzsr [M_eHaE[Z,f} +(1- g)E[Zkﬂ , se 1<m<M-—1
(1-e)E[Z:) + 3= Z Ry [m — 1] + a Ry, [m — M]] , se m> M.
\
(2.30)
Sejam wq, w1, - -+ ,woq_1 inteiros ndo negativos tais que wg + wi + -+ + woe—1 = M — 1 ¢ uma

distribui¢@o de probabilidades I';, com ¢ = 0, --- ;29 — 1, dada por:

(w; + a)e
"M -1+«

Woa_1€

+(1—5)Pi»"‘am

1—¢€)paa_i ).
—ia +(1—¢)p2 1>

(2.31)
Para o caso com decisdo abrupta, ou seja, com ¢ = 1 a capacidade do canal NBNDC-QB tem uma

férmula exata dada por [37]:

Cose =1 — Hene(Z) (2.32)
em que
M-—1 M-—1 < M—1 )
QBC X
W, Wi, - ,W2a—1
wo Wwoq 1
x [L(w0+17w1,"' 7w2<171)H (FO) + L(wo,wl+17“' aWQQ—I)H (F1> +ot
+ Liwgn, g 1+ H (T2a-1)] (2.33)
(§

£=0 m=0
(wo,w1, e woa—1) — M—1

I1 <(1 —5)+k:]w_€1+a>

k=0

— we—1
H (H (1—¢) pe—i_m]\f—glﬁ—cy)

(2.34)
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E possivel definir um canal com entrada X, binaria e saida Y}, 29-aria relacionadas pela equago (2.10),

em que o ruido Zj, ¢ definido pelo processo QB. Este canal ¢ denominado NBNDC-QB.

2.6 O Canal com Ruido Markoviano de Bloco

Define-se o canal com ruido markoviano de bloco (BMNC, do inglés Block-Markov Noise Chan-
nel) como um canal markoviano discreto em que as magnitudes de erro que ocorrem no tempo 7 tém
dependéncia estatistica das magnitudes dos erros que afetaram os ultimos M simbolos recebidos. O pro-
cesso de erro neste canal é markoviano de ordem M com estados dados por s, = (21, Zn—2, - - - » Zn—M)-
Por simplicidade, suprime-se a variavel n da especificacdo do estado e este sera denotado por zM =
(21, 22,.-.,20m). As probabilidades de transigdo do BMNC podem ser calculdadas das suas probabili-

dades conjuntas de ordem M + 1 da seguinte maneira:

PBMNC Zlyeees M UM .
( : ’M : ), SGZZ‘+1:U¢,Z:1,...,M—1
Peune (v')

Ppync (sng1 =2 |sp, = oM) =

0, caso contrario.
(2.35)

Note-se que a distribuicdo de probabilidade conjunta de ordem M do BMNC pode ser calculada através
da marginalizagdo em relagdo a zj;,1 da sua distribuicdo de probabilidade de ordem (M + 1). A
partir de (2.35), pode-se também calcular a probabilidade de erro em um dado estado, uma vez que a

sequéncia de estados ¢ definida pelas magnitudes de erro que ocorrem no canal:
PBMNC (Zn = i|8n = ZM) = PBMNC (Sn+1 = (i, VARREEE) ZM_1)|Sn = ZM) . (236)

O vetor estacionario IT = [, ] é também calulado diretamente através desta marginaliza¢do:

T = Ppyne (ZM =2M) | paratodo 2 € YM (2.37)
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o que significa que toda a informagdo necessaria para especificar um BMNC ¢ sua distribui¢do de
probabilidade de ordem (M + 1).

Se for imposto que Ppyne (2M) = Ppre (2M), tem-se uma aproximagdo de memoria finita
do DFC. Neste caso, todas as probabilidades conjuntas do BMNC até a ordem M sdo iguais as do
DFC. E razoavel assumir-se que esta é a melhor aproximagio que se pode ter do DFC através de um
BMNC. Além disso, espera-se que o modelamento do NBNDC-QB para aproximar o DFC devera ser
menos preciso em relacdo a abordagem do BMNC. No entanto, o NBNDC-QB tem a vantagem de que
¢ necessario que se armazenem apenas 29 + 2 parametros para representar um dado DFC, enquanto no

modelo BMNC, 29 probabilidades conjuntas tém que ser armazenadas.
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CAPITULO 3

MODELAMENTO DO CANAL DFC POR
MEIO DO NBNDC-QB

Neste capitulo, o ruido gerado pelo DFC serda modelado pelo uso do ruido tipo QB apresentado
na Secdo 2.5. Inicialmente, serfo feitos calculos de capacidade de canais DFC para duas frequéncias
Doppler normalizadas do canal e trés valores de SNR. Sera feito entdo um modelamento baseado na
minimiza¢do de divergéncia entre distribui¢des de probabilidade dos modelos DFC e QB. Serfo com-
paradas as curvas de autocorrelagdo do canal DFC e dos respectivos modelos QB, bem como os valores

de capacidade de canal, como mais uma forma de apoio aos modelos escolhidos.

3.1 Calculos de Capacidade de Canais DFC

Uma vez que ndo ha expressdo analitica fechada para a capacidade do canal DFC apresentado na
Secdo 2.2, foi feito um estudo de limitantes inferiores da capacidade destes canais por meio de simu-
lagdo. Para tanto, ¢ necessaria a geragdo de uma sequéncia de ruido {7y}, para o calculo de probabi-
lidades conjuntas desta sequéncia para o DFC. Tal sequéncia ¢ gerada por um método semi-analitico,

no qual uma sequéncia de desvanecimento Rayleigh ¢ gerada pelo método de soma de senoides [23] e
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quantizada em niveis com distribui¢do de probabilidade dada por (2.9). A probabilidade conjunta de
um bloco de ruido ¢ estimada de acordo com (2.7), em que o valor esperado ¢ calculado de acordo com
a frequéncia relativa de ocorréncia de blocos de ruido na simulacéo.

Uma vez que se tem as probabilidades conjuntas de {Z}} para o DFC, calculam-se as probabili-
dades conjuntas da sequéncia associada {17, } pelo uso de (2.18). Os limitantes inferiores C™) para a
capacidade do DFC sao entdo calculados pelo uso de (2.23).

Foram feitos célculos de C'(™) para canais com fp1T = 0,01 e fpT = 0,005, com SNR valendo
2 dB, 5 dB e 10 dB, em todos os casos com quatro niveis de quantizagdo, ou seja, ¢ = 2. Para cada
frequéncia normalizada e SNR fixados, a capacidade foi calculada variando-se o passo normalizado do
quantizador ¢, a fim de se verificar qual valor maximiza a capacidade de cada canal DFC. Foram obtidas
curvas de C'(") para varios valores de n e observou-se que hd um ganho de capacidade conforme n
aumenta. Este resultado esta condizente com o resultado teérico de que a capacidade de canal cresce
com o aumento da memoria do canal [2], se todos os pardmetros do canal s3o fixados. Um exemplo de
um destes graficos ¢ mostrado na Figura 3.1.

A partir dos resultados obtidos para C'(™), foram verificados valores de n a partir dos quais os
valores de capacidade tém incrementos menores ou da ordem de 5 x 1073, pois o ganho que se tem
no valor do limitante sobre capacidade passa a ser pouco representativo para valores inferiores a este.
O valor de n que satisfaz este critério ¢ denominado n*. Pode-se também obter a partir dos graficos
os valores de capacidade para canais com decisdo abrupta (¢ = 1), pois este canal equivale a um canal
com decisdo suave com § = 0. Além disso, tém-se também valores da capacidade para o canal DFC
sem memoria, ou DMC (do inglés, Discrete Memoryless Channel), extraidos de CV). Os resultados

para o canal DMC estdo resumidos na Tabela 3.1, com valores de capacidade que aproximam bem os
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0.92 T T T T T T

1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Passo de quantizagdo Normalizado (§)

Figura 3.1: C™ em fungio do passo de quantizagio & para diferentes valores de n; DFC com q = 2, fpT =

0,005, SNR = 10 dB.

Tabela 3.1: Capacidades do canal DMC em (bits/uso do canal) com decisdo abrupta (¢ = 1) e suave com ¢ = 2.

SNR | ¢=1 q=2

C C 6 6timo

2dB | 0,5125 | 0,6113 0,5

5dB | 0,6643 | 0,7564 0,4

10dB | 0,8457 | 0,9057 0,2

15dB | 0,9348 | 0.9649 0,12

valores obtidos teoricamente em [29]. Também sido mostrados os valores de C"™) para fpT = 0,01 na
Tabela 3.2 e para fpT' = 0,005 na Tabela 3.3. Nos dois casos sdo observados um ganho de capacidade
e uma diminui¢@o do valor do § 6timo com relagido ao canal DMC. Novamente, o ganho de capacidade
se justifica devido ao aumento de memoria do canal, que cresce conforme a frequéncia Doppler do canal

¢ reduzida, devido ao decaimento mais lento da fungio autocorrelagdo do processo de desvanecimento.
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Tabela 3.2: Limitantes inferiores para a capacidade de canal, C"™), em (bits/uso do canal) para canais DFC com

foT = 0,01.

SNR [ n* | ¢g=1 q=2
c@) | ¢ |8 Stimo

2dB 7 | 0,5331 | 0,6458 0,5

5dB | 5 | 0,6813 | 0,7749 0,4

10dB | 5 | 0,8585 | 0,9150 0,2

15dB | 2 | 0,9371 | 0.9676 0,12

Tabela 3.3: Limitantes inferiores para a capacidade de canal, C("™), em (bits/uso do canal) para canais DFC com

fpT = 0,005.

SNR | n* | ¢g=1 q=2

2dB | 11 | 0,54 0,64 0,5

5dB | 10 | 0,689 | 0,78 0,4

10dB | 7 0,86 | 0,915 0,2

15dB | 3 | 0,939 | 0,969 0,12

3.2 Modelamento do DFC por meio do QB

Dadas duas distribui¢des de probabilidade, estabelece-se uma medida denominada Distancia de

Kullback-Leibler [2], ou simplesmente divergéncia, definida como:

p(X™)
q(Xn)

.1 n
D(pllg) = Jim ~% p(X")log
X'VL

3.1)

Pode-se demonstrar que esta ¢ uma quantidade ndo-negativa e se anula apenas se p(X™) = ¢(X"), Vn.
No entanto, esta medida néo ¢ de fato uma distancia, pois ndo € simétrica e ndo satisfaz a desigualdade
triangular. Ainda assim, a divergéncia mede o qudo bem a distribui¢do ¢(X™) aproxima a distribuigdo

p(X™). Pode-se mostrar que, como o processo de erro do DFC ¢ estacionario e o ruido QB ¢ um
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processo markoviano de memoria M, (3.1) pode ser reescrita como [42]:

D(PDFCHPQB) - - DFC E PD(}](M—’_I) M+1) 10g2 PQB(ZM"Fl ‘ ZM) (32)

S M+1

em que H (P, ) 2 lim,, o, H (P".) é ataxa de entropia do processo P,... Portanto, para que o modelo
NBNDC-QB represente bem o canal DFC, foi minimizada a quantidade em (3.2). Foram utilizados

processos de ruido QB variando-se o tamanho da fila M, e em cada caso determinando-se uma tripla

(M, e, «). Estes parametros devem satisfazer as seguintes restrigdes:

= BY(j) (33)

Coryppe = Corpge. (3.4

Os valores das probabilidades de primeira ordem em (3.3) sdo calculados diretamente utilizando-se
(2.8). A partir da expressdo para o coeficiente de correlacdo em (2.29) e de (3.4), pode-se obter o
pardmetro o em fungdo de e:

£ 4 Corpee(1 — M) + Corpee (M — 2)e
Corpe(1 —¢) '

ale, M) = (3.5)

O valor de ¢ ¢ determinado minimizando-se a divergéncia para cada valor de M, com a restricdo do
parametro o dada em (3.5). As probabilidades de ordem M + 1 do DFC sao obtidas por simulagio,
usando-se o mesmo método utilizado para o calculo de probabilidades de ordem n no calculo da ca-
pacidade do canal DFC descrito na Sec¢éo 3.1. Como H(P,.) ¢ independente dos pardmetros do QB, é

necessario apenas minimizar a segunda parcela de (3.2), que ¢ dada por:

DY (Pycl|Pu) £ = 3 BT (M) log, Poy(zarsr | 2M) (3.6)

ZM+1

em que

M

B ZM—l-l £

PQB(ZMJrl | ZM) = Q ZM (Z 5ZM+172£ + a52M+1721> m + (1 - E)pZM+1' (37)
Fon (=2
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Um problema ¢ ainda determinar o valor do comprimento da fila M que melhor aproxime o DFC.
Em simulagdes, observa-se que D3!(P,.||P,) em geral tem um minimo local com relagio a M.
Observa-se também que o parametro « tende a valer zero para valores de M acima de um determi-
nado limiar. Seleciona-se, portanto, o valor M™* para melhor reprentar o modelo DFC como aquele que
satisfaz:

M = min{M*: a=0YM > M* ou D"+ > D"}, (3.8)

Os resultados dos modelamentos mostram que frequentemente tanto o critério de @« = 0 ¢ 0 minimo
local de D3 ocorrem para o mesmo valor de M, o que corrobora a validade do critério proposto. Além
disto, o valor de « se anular significa que o valor de M é maior que o necessario, pois neste caso apenas
estardo envolvidas M — 1 células na fila. As Tabelas 3.4 ¢ 3.5 indicam os pardmetros dos modelos QB
que representam os canais DFC estudados, obtidos pelo uso do critério em 3.8. A Figura 3.2 ilustra o
critério do anulamento do parametro o« em fungdo de M para o caso fp7 = 0,005 ¢ SNR = 10 dB. Na
Figura 3.3, sdo mostrados exemplos de graficos obtidos para D3 (Py..|| Pyy) em fun¢io do comprimento
do fila M. Observe, por exemplo, que para fp71 = 0,005, o valor de « cai a zero para M > 7, e segundo
este critério, o valor selecionado é M = 6 (este resultado é mostrado na Tabela 3.4).

Observa-se que os valores de M obtidos para modelar os canais DFC decrescem com o aumento da
SNR, bem como com o crescimento da frequéncia normalizada do canal. Isto se justifica pelo fato de o
canal apresentar uma menor memoria nestes casos.

As Figuras 3.4 e 3.5 apresentam curvas da fun¢@o autocorrelagdo dos canais DFC simulados dos
modelos NBNDC-QB que minimizam a divergéncia entre os dois canais para diversos valores de M,
para os casos SNR = 5dB e SNR = 10dB, respectivamente, com fpT" = 0,005, ¢ = 2. Os graficos

de autocorrelagdo do ruido QB foram obtidos a partir de (2.30). De acordo com a Tabela 3.5, o modelo

29



Tabela 3.4: Pardmetros do modelo QB para representar o DFC com ¢ = 1.

SNR | po p1 | fpT =0001 | fpT =0,005 | fpT = 0,01
M =20 M =17 M =11
2dB | 0,8915 | 0,1085 | £=0,7401 | £=0,7032 | &= 10,5996
a=08824 | a=05480 | a=0,4730
M =20 M =12 M=09
5dB | 0,9358 | 0,0642 | e=0,7746 | =0,6663 | &= 05920
a=07415 | a=05536 | a=0,4249
M =11 M=6 M=4
10dB | 0,9267 | 0,0233 | £=0,6848 | c=05317 | =04127
a=0,7046 | «=05903 | a=0,5413
M=38 M =4 M=3
15dB | 0,9923 | 0,0077 | £=0,6210 | £=04296 | &= 0,3302
a=0,6656 | a=05359 | a=04491

Tabela 3.5: Pardmetros do modelo QB para representar o DFC com ¢ = 2.

SNR 0 p1 P2 ps | fpT =0001 | fpT =0,005 | fpT = 0,01
M =13 M =10

2dB | 0,6953 | 0,1962 | 0,0850 | 0,0235 | M > 14 £=07845 | £=0,7315

(6 =0,5) a=06106 | a=04775

M =12 M=

5dB | 0,7822 | 0,1536 | 0,0538 | 0,0103 | M > 14 £=08261 | ¢=0,7735

(6 =04) a=0,5758 | a=04359
M =12 M=7 M=6

10dB | 0,9239 | 0,0528 | 0,0187 | 0,0045 | c=0,8469 | ¢=0,7543 | ¢=0,7155

(6=0,2) a=06330 | o=04927 | a=0,4066
M =10 M=5 M=4

15dB | 0,9722 | 0,0201 | 0,0064 | 0,0013 | £=0,8396 | &=0,7037 | e=0,6354

(6 =0,12) a=05940 | o=0428 | a=0,3461
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Figura 3.3:
q=1.
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Figura 3.2: Valores de « para o modelo QB usado para represntar o DFC com SNR=10dB, ¢ = 1.
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\ - — —M =8;a=0,6568¢c = 0,7586
018} M =9;0 = 0,6491; ¢ = 0,7802 a
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Distancia entre amostras (m)

Figura 3.4: Comparagdo das fungdes de autocorrelagdo: DFC com fpT = 0,005, ¢ =2, SNR=5dBed = 0,4,
sobreposta as curvas do modelo NBNDC-QB.

escolhido para representar o DFC com SNR = 10dB ¢ aquele com M = 7. Para este valor de M, a
Figura 3.5 mostra uma proximidade da curva de autocorrelacdo do DFC ¢ do NBNDC-QB. Portanto,
observa-se que a funcdo de autocorrelagdo do ruido QB, quando comparada a do DFC, pode ser usada
como mais um pardmetro de suporte a decisdo pelo modelo escolhido. Por sua vez, na Figura 3.4,
observa-se que a fun¢o de autocorrelagdo do DFC apresenta oscilagdes de maior amplitude em relagio
a Figura 3.5, devido ao seu menor valor de SNR. Neste caso, o modelo selecionado pelo critério em
(3.8) ¢ aquele com M = 12. O modelo néo consegue capturar tais oscilagdes, devido ao seu decaimento
seguir uma tendéncia exponencial.

A Figura 3.6 apresenta um comparativo entre as capacidades dos canais DFC e os respectivos mo-
delos NBNDC-QB escolhidos. Os limitantes inferiores das capacidades do NBNDC-QB sio calculados
teoricamente pelo uso de (2.23) com as probabilidades conjuntas dadas em (2.27) e (2.28). Os valores

de capacidade estdo relativamente proximos, estando sempre as capacidades do QB acima das do DFC.
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Figura 3.5: Comparacdo das fun¢des de autocorrelagdo: DFC com fpT = 0,005, ¢ = 2, SNR=10dB e § = 0,2,
sobreposta as curvas do modelo NBNDC-QB.
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Figura 3.6: Limitantes de capacidade: limitantes inferiores do DFC comparados ao limitantes inferiores e superi-

ores do NBNDC-QB (com n = 15), para ¢ = 2.
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CAPITULO 4

CODIGOS LDPC APLICADOS A CANAIS
MARKOVIANOS

Neste capitulo, serfo apresentados o conceito de grafos de fatores e o algoritmo soma-produto
(ASP), bem como sua aplicag@o na decodificagio da classe de codigos corretores de erro LDPC.

O ASP ¢ um algoritmo de passagem de mensagens, que ¢ executado em um grafo de fatores com o
objetivo de calcular fungdes marginais associadas a uma fungéo global. Apesar da ideia por tras deste
algoritmo ser simples, sua aplicagdo ¢ bastante extensa, passando por areas como inteligéncia artificial,
processamento de sinais e comunicagdo digital.

Sera apresentado primeiramente o ASP para decodificacdo de canais markovianos e em seguida a

versdo no dominio logaritmico.

4.1 Codigos LDPC

Os cddigos LDPC sdo uma classe de codigos de bloco lineares que operam préximo ao limite esta-
belecido por Shannon [13] em um vasto conjunto de canais de transmissdo e sistemas de armazenamento

de dados, notadamente em canais sem memoria.
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Um cddigo LDPC ¢ formado pelo espago nulo de uma matriz de verificacdo de paridade H, de di-
mensdes m X n, cuja densidade de 1s ¢ baixa. Esta propriedade desta classe de cddigos permite que seja
possivel executar algoritmos iterativos de decodificagdo com complexidade linear com o comprimento
do codigo, conforme sera visto na Se¢ao 4.3. Também a distancia minima do cédigo cresce linearmente
com o comprimento do codigo. Estas propriedades permitem que se possam empregar cédigos LDPC
longos!, condi¢do na qual métodos 6timos de decodificagio — que podem ser aplicados a um codigo
linear qualquer — tornam-se demasiadamente complexos.

Um cédigo LDPC ¢ dito regular se sua matriz H tem peso de colunas d,, ¢ peso de linhas d., em
que d. = dy(n/m)ed. < m. A taxa desta classe de cddigos satisfaz r > 1 —d, /d. (com igualdade se
e somente se as linhas de H sdo linearmente independentes). A densidade de um codigo LDPC regular

¢ dada por p = d./n = d,/m, e portanto lim,, o, p = 0.

4.2 Grafos de Tanner

Uma fungdo g(x1,x2,...,x,) ¢ dita fatoravel se pode ser decomposta como um produtos de n
fungdes f;(X;),emque X; C {x1,...,z,}. Neste contexto, a fun¢io g(z1, z2,. .., z,) ¢ denominada

Jungdo global, e os fatores f;(X;) sdo fungoes locais. Esta decomposigdo ¢ representada a seguir:

n
g1, e, wn) = [ £(X5). (4.1)
j=1
E possivel representar graficamente de forma simples a relagio entre essas fungdes pelo uso de um grafo

de fatores.

Defini¢do 4.1. Um grafo G = (V, ) é dito um grafo biparticionado se o seu conjunto de vértices V

IObserve que o teorema de Shannon para a capacidade de canais ruidosos, requer-se que n — oo para que a capacidade de canal possa

ser atingida.
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Figura 4.1: Grafo de Fatores.

pode ser decomposto em dois conjuntos disjuntos V1 e Vs tais que cada ramo no conjunto de ramos €

une um vértice em V1 a um vertice em Vs.

Em um grafo, um caminho ¢ denominado um caminho fechado, ou um ciclo, se o né inicial do
primeiro ramo da sequéncia € igual ao n6 terminal do tltimo ramo. O comprimento do ciclo ¢ o numero
de ramos que formam o ciclo. O menor entre esses comprimentos ¢ chamado cintura. Um exemplo de
ciclo em um grafo ¢ exibido na Figura 4.1, em que um ciclo ¢ formado pelos ramos destacados.

Um grafo de fatores ¢ um grafo composto da seguinte maneira: a cada varidvel z; associa-se um
no no grafo, chamado 1o de varidvel, e a cada fator f;(X;) um nd, chamado né de fungdo. Um né de
variavel sera conectado por um ramo a um nd de fun¢do se e somente se esta variavel aparecer neste
fator. Esta construgdo implica que um grafo de fatores é um grafo biparticionado, ou seja, seus nos
podem ser divididos em dois conjuntos, em que os ramos t€m sempre como extremidades um no6 de

variavel e um no de funcio.

Exemplo 4.1. 4 funcdo a seguir é um exemplo de uma fungdo fatoravel:

g (21,29, 23,24, 5) = f1 (21, 24) fo (21, T2, 23) f3 (T2, x4, 25) fa (23, 25).

Sua representagcdo em um grafo de fatores esta exibida na Figura 4.1.

Sera visto a seguir que pode-se utilizar uma fun¢fo fatoravel para determinar se um determinado
vetor ¢ uma palavra de um codigo C.
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Definicdo 4.2. A fungdo caracteristica h(x) de um cddigo corretor de erros é uma fungdo que mapeia
o dominio X em uma imagem {0, 1}, e assume o valor 0 se pelo menos uma equagdo de paridade néo

for satisfeita e 1 se todas as equagdes de paridade forem satisfeitas, isto é:

1, sexH' =0
h(x) = h(z1,72,...,2n) = 4.2)

0, caso contrario.

A funcgéo caracteristica pode ser fatorada em um produto de m = n — k fungdes, em que k é o
numero de bits de informagao, em que cada uma das fun¢des corresponde a uma equacio de verificagdo

de paridade:

h(x) = ff he(x) (4.3)
=1
em que hy(x) = d(xg, e, - Dy, )€ () € afungdo delta de Kronecker, £; indica os indices das
entradas ndo nulas da /-ésima linha de H e @ indica adi¢do mddulo-2.

Como a fun¢do caracateristica ¢ uma fungdo fatoravel, ela pode ser representada como um grafo
de fatores. Neste caso, o grafo ¢ denominado de grafo de Tanner e os nds de varidvel passam a ser
chamados de nds de bit e os nos de funcio de nds de checagem. Um grafo de Tanner de um cddigo tem
um no de bit ¢ conectado a um nd de checagem j sempre que um elemento h;; da matriz de verificagdo
H for igual a 1. Conclui-se, portanto, que um grafo de Tanner tem m nds de checagem, sendo um para
cada equagdo de verificagdo de paridade, e n nds de bit, sendo um para cada bit do cédigo. Desta forma,
cada uma das m linhas da matriz H especifica as conexdes de cada n6 de checagem e cada uma das n
colunas especifica as conexdes de cada n6 de variavel.

A vantagem da representacdo grafica de um codigo LDPC por meio de um grafo de Tanner ¢ que

este serve como um guia em algoritmos de trocas de mensagem. Neste tipo de algoritmo, objetiva-se
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calcular probabilidades associadas a cada simbolo recebido fazendo uso de troca de informacdes entre
noés de variavel e nos de fungdo. Sendo assim, cada n6 do grafo atua como um processador que calcula
uma determinada fung@o e os ramos do grafo indicam entre quais nos ocorre troca de informagao. Para
um grafo com ciclos, cada itera¢do ocorre em duas etapas: em uma delas os nos de varidvel enviam
mensagens para os nés de funcgéio e na outra ocorre o inverso. As iteragdes sdo executads até que uma

palavra-codigo tenha sido encontrada ou um niimero maximo de iteragdes tenha sido atingido.

4.3 Algoritmo Soma-Produto

O algoritmo soma-produto (ASP) é um algoritmo de decodificagdo sub-6timo introduzido por Gal-
lager em 1960 [38]. Este algoritmo tem estreitas relagdes com o algoritmo belief propagation (BPA) da
literatura sobre inferéncia Bayesiana, que foi proposto de forma independente por Pearl [40]. Apesar de
ser sub-6timo, seu desempenho ¢é proximo ao desempenho 6timo para as taxas de erro de interesse.

O objetivo de ASP é marginalizar uma funcdo com relagio a todas as variaveis envolvidas nela. Este
algoritmo calcula iterativamente uma aproximagdo desta marginalizagdo para cada uma das variaveis.
No entanto, a marginalizagdo calculada pelo ASP apenas serd exata se o grafo ndo contiver ciclos.
Ainda assim, a decodificagdo pode ser efetiva se o grafo de Tanner associado ao codigo ndo contiver
ciclos curtos. Este é um dos motivos pelos quais requer-se que um codigo LDPC tenha uma matriz de
verificagcdo com baixa densidade, pois assim os ciclos do grafo de Tanner tendem a ficar mais longos.

Como exposto anteriormente, a operagdo do ASP ¢ baseada na passagem de mensagens ao longo de
ramos de um grafo de fatores. Em cada no, mensagens sdo recebidas e processadas de acordo com as
regras do ASP, a depender do n6 ser de variavel ou de fun¢do. A mensagem ¢ entdo passada para os nos

vizinhos ao longo dos ramos ligados a este nd.
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Frequentemente, ocorrerdo na apresentagdo do ASP somas em que se exclui um grupo de varidveis.

E introduzida a seguir uma notagdo em que se enfatiza as variaveis em que a soma ndo ocorre:

Zh(x1,-~-7$i,--~7$n)éZ"'Z Z-~-Zh(m1,...,xi,...,mn). (4.4)

~T; Ti—1 Tit1 Tn,
Desta forma, a marginaliza¢do de uma fungéo g(z1, ..., xz,) com relagdo a variavel x; ¢ dada por:
A
gi(xi):Zg(a:l,...,xi,...,xn). (4.5)

~T;

Para se efetuar o célculo da fun¢do marginal g;(z;) para todos os possiveis valores de z; € X sdo
necessarias O(|X|™) operagdes, se for assumido por simplicidade que todas as operagdes (soma, adi¢do,
etc.) tém o mesmo custo. O ASP se utiliza da fatoracdo da fun¢do a ser marginalizada, juntamente
com a propriedade de distributividade da multiplicagdo, para reduzir consideravelmente este esfor¢o
computacional.

O conjunto de variaveis que participam da fungdo f serdo denotados por NV(f), e os conjuntos de
fungdes das quais a variavel z participa por M(z). Também sera denotado por N'(f) \ z o conjunto
N (f) com a variavel x excluida e M(x) \ f o conjunto M (x) com a fungdo f excluida. As equagdes

de atualizagdo do ASP s2o dadas por:

> Mensagem de um né de variavel para um né de fungao:

posr(@) = J[  #noa(2). (4.6)
heM(z)\{f}

> Mensagem de um n6 de fungéo para um né de variavel:

pioa(@) = Y[ FNE) ] s | 4.7)
~{x} yeN (H\{z}
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N\

Figura 4.2: Mensagens passadas em um grafo de fatores.

4.4 O ASP Aplicado a Mensagens em Razio de Verossimilhanca

Para o caso em que as mensagens trocadas entre os nés do grafo de fatores no ASP sdo vetores
binarios, é possivel expressar a mensagem em termos de um Unico parametro. Este pardmetro pode ser
a razdo entre as componentes do vetor, a qual é denominada razio de verossimilhanga. No entanto, esta
quantidade tem uma faixa dindmica muito ampla, e pode provocar instabilidades no algoritmo. Para
circunvir este inconveniente, comumente ¢ utilizado na pratica o logaritmo desta quantidade, ao qual
se refere como logaritmo de razdo de verossimilhanga (LLR, do inglés Log-Likelihood Ratio). Este
tipo de mensagem ¢ expressa em termos das componentes da mensagem em forma vetorial da seguinte

maneira:

P(z) £ 1n <1;(Z(i§)0)> =1In (M) . (4.8)

A transformacdo inversa da LLR pode ser obtida diretamente de (4.8):

1

As mensagens passadas pelo ASP em LLR modificam-se para as formas a seguir:

> As mensagens originadas em nds de variavel sdo transformadas para a soma das mensagens que

chegam ao no, pelo fato das mensagens estarem em forma logaritmica:
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O [p1(z = 0),p1(x = 1)]

[p2(x = 0),p2(z = 1)] [po(z = 0), po(z = 1)] O

O [pm(z = 0), pm(z = 1)]

Figura 4.3: Mensagem enviada a partir de um no de fungao.

M, 5(x) = Z Mp e (). (4.10)
heN (f)\z

> Para as mensagens originadas em nos de fungio, observa-se primeiramente a seguinte identidade nas

componentes da mensagem em forma vetorial, a qual sera provada no Apéndice C:

Lema 4.1. Dado um né de fungdo de varidveis bindrias em um grafo de fatores, em que as men-
sagens incidentes sdo [pj(x =0),1 —pj(x =0)], com j = 1,...,m, e a mensagem de saida é
[po(xz = 0),1 — po(x = 0)], estando p;(x = 0) associado ao nivel de confiabilidade de x; valer 0,

conforme ilustrado na Figura 4.3, a seguinte relagdo é valida:

m

1—2pg(z =0) =[] (1 = 2pi(x = 0)). (4.11)
i=1
A partir de (4.9), obtém-se:
1 — efo(@) P0($)

Obtém-se entdo a expressdo para as mensagens enviadas dos nos de fung¢do aos nds de variavel em

forma de LLR substituindo-se (4.12) em (4.11):

M,
My, (z) = 2tanh ™" H tanh <_2>y(x)> . (4.13)
yeM(@)\f
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A expressdo em (4.13) é conhecida como a regra da tangente hiperbdlica. Em sistemas praticos, esta

regra ¢ utilizada pelo uso de aproximagdes numericas de (4.7) ou de variantes desta [43].

Na préxima se¢fo, sera visto um esquema de decodificacdo de cddigos LDPC em canais cujos

estados sdo representados por uma cadeia de Markov pelo uso do ASP.

4.5 Um Grafo de Fatores para um Codigo LDPC em um Canal Marko-

viano de Estados Finitos

Admitindo-se a transmissdo de palavras-codigo binarias codificadas por um cédigo LDPC (n, k),
cada vetor de informagdo u = (uy,us,...,ur), com u; € X, é codificado em uma palavra cddigo
x = (z1,22,...,2n), com z; € X. Esta palavra codigo ¢ transmitida em um FSMC e o vetor recebido
¢ denotado pory = (y1, Y2, ..., Yn), comy; € V.

O decodificador de méaxima probabilidade a posteriori maximiza a probabilidade de um simbolo de
informacéo z; dado o vetor recebido y, calculada pela regra MAP (do inglés, maximum a posteriori

probability):

MAP — argmax Px, |y (z;]y) = argmax Z Py x (y[x)h(x) (4.14)

r, €EX r,€X ~T;

= argm/gxzzPY’S|X(y,s]x)h(x) (4.15)
x; € ~T; S

= argmax > > Ps(s)Pyix,s(yx,s)h(x) (4.16)
x; € ~T; S

n

= argmﬁxz Z H Ps, s, (silsi—1) Py, x,,s, (Yilzi, 85)h(X). (4.17)

x;€

~r; s 1=2
O ASP pode entdo ser aplicado para estimar cada simbolo de entrada x; utilizando-se os fatores

que aparecem em (4.14). Desta expressdo ¢ possivel obter o grafo de fatores da Figura 4.4. Este grafo
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hl h2 h3 hi hn—k

XY

== 0:=0=
P(s1) P(s2|s1) P(s3]s2)

Figura 4.4: Grafo de fatores utilizado para decodificar um cédigo LDPC em um FSMC.

XY

pode ser decomposto em dois subgrafos, um dos quais envolve variaveis e fungdes relativas ao codigo,
denominado grafo do cddigo, e outro que envolve variaveis e fungdes relacionadas a dindmica do canal,
o grafo do canal. Ambos os grafos sdo grafos biparticionados, em que as variaveis x; a z,,, representam
os n bits transmitidos, e hy a h,,_j, representam as n—k equagdes de paridade dadas em (4.3). Este grafo
usa uma estratégia de estimagdo-decodificagdo em que as mensagens de saida do grafo de cdédigos V;
sdo combinadas de maneira a indicar estados de ocorréncia mais provavel, dada a mensagem recebida.
De fato, o estado em que o canal se encontra poderia ser estimado como aquele de ocorréncia mais
provavel para cada unidade de tempo, embora isto ndo seja realizado. Isto ndo se faz necessario, pois
o objetivo ¢ apenas detectar a palavra-cddigo transmitida. No entanto, uma vez que as informag¢des
sobre os estados do canal sdo processadas no subgrafo de canal, os vetores probabilisticos resultantes
sdo combinados de forma a melhorar o processo de decodificagao.

A sequéncia de estados visitados pelo canal durante cada simbolo transmitido serd denotada por
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s =(81,52,...,8,),coms; € V" ey = (y1,Y2,--.,Yn), comy; € Y, representando o vetor recebido
correspondente a entrada x = (x1, x2,...,x,), com z; € X. Sera utilizada a seguinte notagdo para as

mensagens passadas no grafo de fatores utilizado na decodificacdo em um canal markoviano:

Zi Mensagens em LLR do no de bit j ao n6 de checagem ¢

L; Mensagens em LLR do no6 de checagem ¢ ao no de bit 5

Vj Mensagens em LLR do no de bit 5 ao subgrafo de canal associado

U; Mensagens em LLR do subgrafo de canal aos nds de bit associados

r; = [rj (M )] Vetores probabilisticos do subgrafo de c6digo ao no6 de estado do canal no tempo j

w; = [wj(zM )} Vetores probabilisticos do estado do canal no tempo j ao subgrafo do cédigo
a; = [a;(2M)]  Vetores probabilisticos do né de fungdo P(s;]s;—1) ao estado s;
p; = [p;j(z")]  Vetores probabilisticos do estado s; ao n6 de fungdo P(s;|s;_1)
B; = [B;(zM)]  Vetores probabilisticos do n6 de fungdo P(s;11|s;) ao estado s;
v, = [ (zM)]  Vetores probabilisticos do estado s; a0 n6 de fungdo P(s;41]s;).

Note-se que as mensagens passadas no subgrafo de canal sdo vetores de dimensio 29
4.5.1 Escalonamento de passagem de mensagens

Ha diversas maneiras de organizar o escalonamento (scheduling) de passagem de mensagens na
execucdo do algoritmo soma-produto. Por exemplo, pode-se primeiramente processar todos os nés de
variavel, incluindo os grafos de cddigo e de canal, e entdo todos os nds de fung@o. No decodificador a
ser utilizado no Capitulo 5, escolhe-se executar uma iteracdo no subgrafo de codigo e em seguida uma
iteragdo no subgrafo de canal, dando igual tempo de escalonamento a cada subgrafo. No subgrafo de
canal, primeiramente todos os vetores a; sdo passados no sentido de j crescente e todas as mensagens
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sdo armazenadas nos seus respectivos nos de estado. Quando o n-ésimo estado ¢ atingido, todos os
vetores (3; sdo calculados no sentido de j decrescente, fornecendo também as mensagens w; ¢ Uj, de

maneira que 3, ndo precisa ser armazenado nos nos de estado.

4.6 Decodificacao pelo ASP aplicada ao BMNC

Uma vez que o BMNC é um FSMC, o grafo apresentado na Figura 4.4 pode ser a aplicado para
executar a decodificagdo neste canal. As mensagens passadas na decodificagdo sdo apresentadas a

seguir.

> Inicializacdo: Para j = 1 an, computa-se y; = 279 — 1 —y;, e:

a;(zM) = B;(zM) = mu = Ppunc (2M) (4.18)

ZPBMNC (yj|xj = 1,Sj = ZM) T M

Uj = In = M

ZPBMNC (yjlz; = 0,85 = 2M) mom
oM
ZPBMNC (Zj = g]‘|8]‘ = ZM) Peune (ZM)

B e _ _ (4.19)
ZPBMNC (zj:yj\sj:z )PBMNC (Z )
oM

Zi; =Uj, paraie N(i). (4.20)

> Processamento iterativo

- Processamento no subgrafo de codigo
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1. Parai =1lamej € N(i), {L;;} sdo obtidos com uso da decodificagio MAP para os codigos

componentes. Estas mensagens sdo calculadas de acordo com (4.13):

1
Lij=2tanh ™" [ [ tanh (QZM,> : (4.21)
GIEN ()\j

2. Para j = 1 an, amensagem passado do subgrafo do codigo para o subgrafo de canal é calculada

como a seguir:
Vi= Y. Lij (4.22)
meM(j)
A representacdo probabilistica de V; € obtida de (4.9):

v;(0) =€"5/ (14€")
(4.23)

v;(1) =1/ (14¢€%).

- Processamento no subgrafo de canal

1. Paraj =1an:

1
ri (M) = Z Peane (yslz, 2M)v; (2;)

.CCJ'IO

= Ppunc (zj = yj\zM) v; (0) + PevNe (zj = Qj|zM) vj(1). (4.24)

2. As mensagens enviadas pelo no de estado s@o:

ri(zM), paraj=1lan—1

(4.25)

pi(zM) = B;(zM)r;(zM), paraj=2an.

3. Paraj =2an:

a;(zM) = > Peune (s5=2M]sj1) vj-1(s;-1)
Sj—1
— Pervine(z1, 22, 23 20, )
= Z ! ! LR ! ")/j,l(Zg,Zg,...,ZM,'U). (426)
— Peunc (22,23, 20, 0)
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Paraj=1an—1:

Bi(zM) = Y Peunc (sjals; = 2M) pjalsi)
Sj+1
201
Ppyne(v, 21,22, 20
= Z P( M ) 'pj+1(’U,Zl,22,...,ZM_1). (427)
=0 sunc(zM)
4. Paraj =1an:
wy (M) =y (M) 8 () @28)
5. Paraj=1an:
Z Ppune (z = Fjls; = 2M) w; (2M)
Uj=In | 2= — — (4.29)
> Pounc (z = yjls; = 2M) w; (2M)
M
> Atualizagdo dos nds de bit e decisdo abrupta
1. Paraj =laneparai € M(j):
Zij=Ui+ Y. Lu; (4.30)
i€ M(G)\i
2. (Decisdo abrupta) Para j = 1 an:
(4.31)
Z; =1, caso contrario.
Se X = (&1, &9, ..., T,) satisfaz todas as equagdes de paridade, ou o numero total de iteragdes

¢ igual ao nimero maximo de iteragdes pré-estabelecido, a decodificagdo ¢ iterrompida. Caso

contrario, executa-se uma nova iteracao.

4.7 Decodificacdo pelo ASP aplicada ao NBNDC-QB

Nesta se¢do, um algoritmo para a decodificagdo de mensagens no NBNDC-QB ¢ apresentado. Este

algoritmo pode ser usado tanto quando o canal subjacente ¢ o NBNDC-QB ou o DFC. A decodi-
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ficagio do NBNDC-QB pode ser feita utilizando-se o algoritmo apresentado na Secdo 4.6, com as
probabilidades estacionarias do NBNDC-QB calculadas previamente e armazenadas na memoria, ou
utilizando-se o algoritmo descrito em seguida, no qual as probabilidades sdo sempre recalculadas. Na
primeira abordagem, economizam-se ciclos de instru¢do em relagdo a segunda, mas em compensagao ¢

necessaria maior capacidade de armazenamento.

> Inicializacdo: Da equagdo (4.18), obtém-se para j = 1 an:

a;(2M) = B;(2M) = mou = S0 (4.32)

M—1
emquey = 1o 0z 0

De (4.19), computa-se yj; =29 —1 —y;,eparaj =1 an:

M—-1
g
0 =u,+ 37750 2 (Z Byyme + a(syj,z()) o

M /=1

c M-—1
1—&)pr 4+ — =
( 6)pyﬁz\4—1+az<

oM

Uj:hl

(4.33)
517j7zl —+ Oé(syj’zl)) T, M
=1
A expressdo em (4.20) permanece inalterada.
> Processamento iterativo

O processamento no subgrafo de codigo segue do desenvolvimento em (4.21) e (4.22).

- Processamento no subgrafo de canal

1. Paraj =1an:
M—-1 c
ra (M) = KZ Oy;,ze +a5yj,m> WM-ita - E)Pyj] v;(0) +

a6

Il
—

S

S
5@j,2£ + ()é(sy].720> m + (1 — €)py].] ’U](]_) (434)

T
1
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2. As mensagens 7, ¢ p; sdo calculadas como em (4.25).

3. Para j = 2 an, tem-se de (4.26):

201 M—1
€
aj(ZM) = UZ;) [(045@”71) + ;:; 5ZM721\/1£> M-1+ta + (L= €)pzp | X
Yi-1(22, 23,5 2M,0). (4.35)
Paraj =1an — 1, tem-se de (4.27):
201 M—1 -
M
j = 52 v 62 v | 35 1 1- v
) = 3 (et 0] 5+ 09 5
pi+1(v, 21,22, ..., Z0—1). (4.36)
4. A mensagem w; ¢ calculda como em (4.28).
5. Paraj = 1an,de (4.29):
- M—1
(=90 + 3170 2 (Z Oy 20 + a%,zo) w; (=)
U; =In e (4.37)
€
U=+ 30 2 (Z By 20+ aéyj,z()) w; (M)
zM =1

A atualizagdo dos nds de bit e decis@o abrupta sdo executadas como em (4.30) e (4.31).

4.8 Limite de Shannon para a Taxa de Distorcio

A capacidade de um canal ¢ o limite superior em que se pode transmitir informagdo tal que a

probabilidade de erro possa ser feita arbitrariamente baixa [44]. Frequentemente, tem-se na pratica

a situacdo inversa. Para uma taxa r = k/n fixada, deseja-se saber qual ¢ o canal de mais baixa SNR em

que se pode transmitir informag@o com taxa de erro tendendo a zero. Tal canal é chamado de limite de

Shannon para esta taxa.
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Na maioria das aplicagdes, pode-se tolerar um certo nivel de erro. Nesta situagdo, deseja-se saber
para um codigo de taxa r e uma probabilidade de erro de decodificacdo aceitavel P., qual € o canal de
mais baixa SNR em que se pode atingir P, para esta taxa.

A teoria de Shannon fornece uma ferramenta chamada teoria da taxa de distor¢ao, que € bastante uti-
lizada no estudo de codificag@o de fontes com perdas [2]. Para uma fonte com distribui¢do de Bernoulli,
a teoria da taxa de distor¢ao fornece que para uma taxa de erro de bits P,, ¢ necessario transmitir em
um canal sem ruido apenas R(P.) bits por bit de dados, para uma codificagdo de fonte ideal, em que

R(-) é a fungdo da taxa de distor¢do dada por:

R(Pe) = 1- hb(Pe) (438)

= 1 (~P.logy(P.) — (1 - P.)logy(P.)). (439)

Isto significa que apenas R(P.) < 1 bits sdo necessarios para representar cada bit de informacg@o, e
ainda ser possivel recuperar a fonte orignal com uma probabilidade de erro de bit ..

Em um esquema de codificagdo de fonte e canal, suponha-se que se eliminem bits de uma fonte,
de forma que a taxa de compressdo seja fixada em 7 bits transmitidos para cada bit da fonte, e que os
bits resultantes sejam codificados por um cddigo corretor de erros. Para uma compressdo ideal com
perdas, pode-se encontrar um canal com capacidade C' no qual se podem transmitir R(FP,) bits de
informag@o para cada bit da fonte, sem que haja erro de decodificacdo de canal. Neste caso, a taxa
total de informagdo vale r R(P,), e a probabilidade de erro mais baixa que se pode atingir vale P.. Isto
implica que se informagdo ¢ transmitida por uma fonte a uma taxa r < C'/R(P,), pode-se atingir uma
probabilidade de erro P..

O limite de Shannon para a taxa de distor¢do (RDSL, do inglés Rate-Distortion Shannon Limit) é
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definido como o pior canal para o qual um codigo de taxa r pode atingir uma probabilidade de erro
de bit tdo baixa quanto P,. Em geral, avalia-se o RDSL em termos de um tnico parametro, como por

exemplo a taxa de erro, ou SNR. O RDSL, denotado por Srp(r, P.) calculada da seguinte maneira:

SRD(’I“, Pe) :p* (440)

em que p* satisfaz:

C(p*) =r(1 — hy(P.)), 0<p*<0.5. (4.41)

O RDSL sera usado no Capitulo 5, para comparar o desempenho ideal de uma decodificag@o casada

no canal NBNDC-QB com o desempenho ideal de canais sem memoria.
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CAPITULO 5

RESULTADOS

Com o objetivo de analisar o desempenho da decodificacdo de codigos LDPC em canais DFC
utilizando-se modelos NBNDC-QB, serdo feitas neste capitulo analises tanto de limitantes de desem-
penho quanto decodificagdes iterativas baseadas no algoritmo soma-produto em canais NBNDC-QB
apresentado na Se¢d@o 4.7. Sera aplicado o limitante de Shannon RDSL para dois casos: canais entre-
lagados com decisdo suave, e canais NBNDC-QB resultantes de modelamento do DFC.

Um decodificador projetado para o canal NBNDC-QB ¢ implementado, e aplicado para casos em
que se transmitem mensagens pelo NBNDC-QB e pelo DFC. Sdo entdo apresentadas curvas de desem-
penho para ambas situagdes. Um outro decodificador baseado no modelo BMNC também ¢ implemen-

tado e seu desempenho ¢ comparado ao do decodificador NBNDC-QB.

5.1 Limite de Shannon para Taxa de Distor¢io do NBNDC-QB e DMC

Como discutido na Secéo 4.8, o limite de Shannon para a taxa de distor¢do (RDSL) mede a minima
taxa de erro que se pode ter em um dado canal, para um codigo de taxa fixada. Com o objetivo de

analisar o desempeho que se pode obter usando-se decisdo suave, em relacdo a decodificacdo com
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decis@o abrupta, foram medidos o limitante RDSL para estes dois casos. Também, para explicitar o
potencial ganho de decodificagdo que se pode obter usando-se a memoria presente no canal NBNDC-
QB com decisdo abrupta, o limitante RDSL foi calculado para o esquema, caso em que o canal que se
assume na decodificacdo ¢ o mesmo que afeta a informacao transmitida. As curvas obtidas neste caso
sdo comparadas com a curva do RDSL para o BSC.

O canal com decisdo suave sem memdria utilizado para comparacio ¢ o canal com desvanecimento
Rayleigh entrelacado com quantizagdo uniforme. Este canal ¢ equivalente a um canal discreto sem
memoria com probabilidades de transi¢do dadas em (2.9). O RDSL para este caso ¢ calculado usando-
se (4.40), em que a capacidade em (4.41) é obtida usando-se (2.24). Esta expressdo pode ser obtida de
maneira exata para o caso sem memoria, em que a taxa de entropia H (Z") quanto H (W™) sdo iguais
as entropias H(Z) e H(W), respectivamente, as quais podem ser calculadas diretamente da defini¢do
de entropia e das distribui¢des de primeira ordem. O passo de quantizacdo utilizado para o céalculo
de capacidade é aquele que fornece a maxima capacidade para decisdo suave sem memoria no canal
Rayleigh, que foi calculado com o ajuste exponencial exibido Figura 2.2.

Com a finalidade de se obter a curva de RDSL para o DMC, ¢ necessario primeiramente conhecer,
para uma taxa de cédigo fixada, o menor valor de SNR para o qual é possivel realizar decodificagdo
com taxa de erro arbitrariamente pequena. Isto equivale a encontrar a SNR para a qual a capacidade
de canal do DMC ¢ igual a taxa do cédigo utilizada. Isto pode ser realizado utilizando-se um método
iterativo, como por exemplo o método da bisse¢do [45], em que se parte de um determinado intervalo
para o qual se acredita que este valor de SNR esteja e se restringe iterativamente o intervalo calculando-
se numericamente a capacidade de novos limitantes do intervalo. Isto feito, calcula-se a capacidade de

canal para canais com SNR inferiores a esta SNR encontrada e entdo determina-se a probabilidade de
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Figura 5.1: RDSL para o canal com desvanecimento Rayleigh com entrelacamento perfeito (sem memoria) com

decisdo suave, para codigos de taxa r = %

erro de bit PP, que faz com que (4.41) seja sastifeita para cada valor de capacidade de canal.

As curvas de RDSL obtidas para o DMC com probabilidades de transi¢do iguais as do desvane-
cimento Rayleigh encontram-se na Figura 5.1. Para BER tendendo a zero, observa-se um ganho de 1,76
dB entre o canal com decisdo suave com ¢ = 2, ou seja quatro niveis de quantizagdo, ¢ o canal com
decisdo abrupta (¢ = 1). Os ganhos se tornam cada vez menores conforme se aumenta o valor de ¢. O
ganho entre o caso ¢ = 2eq = 3¢éde 0,42 dB e entre ¢ = 3 ¢ ¢ = 4 vale 0,11 dB. Este resultado
indica que ndo se deve usar grandes valores de ¢ para a decisdo suave, pois o numero de niveis aumenta
exponencialmente com ¢ e os ganhos de codificacdo tendem a ser marginais.

Para canais NBNDC-QB, para ¢ = 1, o RDSL ¢ obtido de forma analoga ao método para se obter
este limitante para o DMC. Para este caso, primeiramente ¢ fixado o parametro p como sendo a proba-
bilidade de primeira ordem do DFC com decisdo abrupta obtida de (2.8) que se obtém para cada valor

de SNR. Admite-se entdo que todos os outros pardmetros (g, o € M) s@o fixos. Da mesma maneira que
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Figura 5.2: RDSL para canais NBNDC-QB escolhidos fixando-se o coeficiente de correlagdo em Cory, = 0,5

o = 1, para um cédigo de taxar = 3 e g = 1.

para o DMC, determina-se o valor de SNR para o qual a capacidade de canal se iguala a taxa do codigo
sendo utilizada, em que a capacidade ¢ determinada por (2.32). Entdo, para cada valor de SNR inferior
a este limitante, calcula-se a capacidade de canal e o RDSL ¢ obtido pelo uso de (4.41).

Com o intuito de analisar o potencial de ganho de codificacdo que se pode obter utilizando-se o
NBNDC-QB, sera feita uma analise da RDSL para modelos QB com coeficiente de correlagio fixado.
Por simplicidade, fixa-se a = 1, e escolhem-se valores relativamente altos para o coeficiente de corre-
lag¢do, Cor,, = 0,5 e Cor,, = 0,6. Fazendo-se M = 2,4, 6,8, o valor de € ¢ obtido resolvendo-se (2.29)
para este parametro. As curvas de RDSL para os modelos obtidos sdo apresentadas nas Figuras 5.2 e
5.3. Nestas figuras sdo observados ganhos expressivos de codificagdo, mesmo para valores de M ndo
muito altos. Por exemplo, para o0 modelo mais simples apresentado, com Cor,, = 0,5 ¢ M = 2 obtém-
se um ganho superior a 4 dB em relagdo ao RDSL do BSC. Este ganho chega a 16 dB se o modelo com

Cory, = 0,6 e M = 8 for comparado ao limitante do BSC.
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Figura 5.3: RDSL para canais NBNDC-QB escolhidos fixando-se o coeficiente de correlagdo em Cory, = 0,6

o = 1, para um cédigo de taxar = 3 e g = 1.

Utilizando-se a mesma abordagem realizada para canais NBNDC-QB, ¢ feita também uma analise
de RDSL para canais NBNDC-QB obtidos para representar canais DFC pela minimizacgdo da distancia
de Kullback-Leibler para valores selecionados de M. Com o intuito de simplificar analise, para cada
valor de M fixado, tomam-se os pardmetros € e « obtidos para o modelemento do DFC com um valor
de SNR fixado e analisa-se 0 comportamento da RDSL para um faixa de SNR proxima a do valor de
referéncia. Caso esta simplificacdo ndo fosse utilizada, um modelo QB teria que ser obtido para cada
valor de SNR analisado dentro da faixa, o que foge do objetivo da analise. As curvas obtidas para os
modelos que representam um DFC com fpT = 0,005 ¢ SNR=1dB sio exibidas na Figura 5.4 para uma
faixa de SNR de —0,5 dB a 2 dB. Observa-se um ganho de codificagdo de até¢ 1,07 dB, para o caso
M = 22. Na figura, observa-se um redu¢do de magnitude decrescente no valor da RDSL conforme se

aumenta o valor de M.
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Figura 5.4: RDSL para os canais NBNDC-QB binarios selecionados para representar o canal com desvanecimento

Rayleigh, com fpT = 0,005 e SNR=1 dB, para um cdédigo de taxa r = %

5.2 Desempenho da Decodificacio LDPC do canal NBNDC-QB

Como ponto de partida para analise de desempenho de decodificagdo de codigos LDPC em canais
NBNDC-QB, definem-se primeiramente dois esquemas de codificacdo e decodificacdo de canal. Em um
deles, a mensagem ¢ codificada por meio de um cddigo LDPC, passa por um canal NBNDC-QB e entéo
¢ decodificado por um esquema de decodificacdo projetado para o canal NBNDC-QB, fazendo uso do
algoritmo apresentado na Sec¢éo 4.7. Neste esquema, assume-se que o receptor tem conhecimento dos
parametros que definem o canal através do qual a mensagem € transmitida. Define-se desta maneira o
esquema QB-QB.

No segundo esquema, a mensagem codificada é transmitida em um canal DFC e decodificada por um
decodificador projetado para o canal NBNDC-QB. Neste caso, assume-se que o decodificador conhece
a frequéncia Doppler ¢ SNR do canal e utiliza para decodificagdo os pardmetros um modelo QB que

represente bem este canal. Este sistema ¢ denominado esquema DFC-QB. Os esquemas QB-QB e DFC-
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Mensagem Codificador

x = (x1,2Z2,...,%n) LDPC
Canal
(DFC ou NBNDC-QB)
Vetor decodificado Decodificador
X = (&1,Z2,...,2n) QB

Figura 5.5: Diagrama em blocos da codificagdo LDPC e decodificagio NBNDC-QB. Caso o canal seja o NBNDC-
QB, tem-se o esquema QB-QB, e caso seja 0 DFC, tem-se o DFC-QB.

QB estdo ilustrados na Figura 5.5. Sera feita a seguir uma analise de desempenho de decodificacéo do
esquema DFC-QB utilizando-se os pardmetros encontrados pelo método descrito no Capitulo 3. O
esquema QB-QB também ¢ analisado para efeito de comparagéo.

Para executar a decodificagdo, sera utilizado um codigo LDPC regular (n = 15000,k = 7500),
portanto de taxa r = 1/2 com grau de coluna d, = 3. A matriz de verificagdo de paridade deste
codigo foi gerada utilizando o algoritmo PEG [46]. Os valores da BER foram obtidos transmitindo-se
palavras codigo nulas através do NBNDC-QB e o decodificador é aquele projetado para o NBNDC-QB,
apresentado na Secdo 4.7.

Os canais NBNDC-QB utilizados s@o selecionados com M = 2, « = 1 e Cory, = 0,5. O valor de ¢
¢ obtido a partir de (2.29). A decodificagdo ¢ realizada tanto para decisdo abrupta, quanto para decisdo
suave com ¢ = 2. Os desempenhos em termos da taxa de erro de bit obtidos para estes canais sdo
exibidos na Figura 5.6. Nesta figura, observa-se que o ganho de decodificagao devido apenas a decisdo
suave ¢ de cerca de 2,1 dB para uma BER de 10~%, quando se compara a curva do BSC com a do
DMC com ¢ = 2, que sdo canais NBNDC-QB com entrelacamento perfeito. Também, o ganho devido
a memoria para decisdo abrupta para o modelo QB apresentado € de cerca de 3 dB. Para a mesma BER,

tem-se um ganho de 3,6 dB quando se compara o DMC com o NBNDC-QB, ambos com ¢ = 2. O
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Figura 5.6: Desempenho obtido para a decodificagdo de um codigo LDPC (n = 15000,k = 7500) nos canais
BSC ¢ DMC com ¢ = 2 e modelos QB arbitrarios com coeficiente de correlagdo fixado em 0,5, para ¢ = 1 ¢

g=2(M=2ca=1)

ganho total no uso do NBNDC-QB com decisao suave com relagao ao BSC ¢ de 5,8 dB.

5.3 Desempenho da Decodificacdo LDPC dos esquemas DFC-QB e DFC-
BMNC

Tendo em vista que os modelos NBNDC-QB obtidos para representar canais DFC sdo escolhidos de
forma a minimizar a divergéncia entre o canal modelado e seu modelo, espera-se que se tenha uma boa
aproximagdo da dindmica do DFC por meio do modelo encontrado. Pelo fato do modelo utilizado ser
markoviano, a probabilidade condicional do vetor recebido € uma func¢io fatoravel, e pode-se usar um
decodificador baseado no ASP, como é exposto na Se¢do 4.7. Nesta se¢do serdo usados os parametros

de modelos NBNDC-QB obtidos para aproximar o DFC, para vérios valores do comprimento de fila

M.
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Mensagem Codificador

x = (x1,2Z2,...,%n) LDPC
Canal
DFC
Vetor decodificado Decodificador
X = (&1,Z2,...,2n) BMNC

Figura 5.7: Diagrama em blocos do esquema DFC-BMNC.

Também ¢ implementada a decodificacdo dos mesmos canais DFC usados na decodificacdo do
NBNDC-QB assumindo-se no receptor o modelo BMNC apresentado na Se¢@o 4.6, utilizando-se o
esquema denominado DFC-BMNC apresentado na Figura 5.7. Este modelo tem a desvantagem de ter
uma dependéncia exponencial no comprimento do modelo utilizado, o que leva a um grande niimero de
parametros para representar um dado canal. No entanto, espera-se que este modelo represente o DFC
com maior precisdo, uma vez que as probabilidades de transi¢do de estado e a distribui¢do do simbolo
de ruido sdo igualadas as do DFC. Para obter este modelo, as probabilidades de ordem M + 1 do DFC
tém que ser previamente estimadas. Estas probabilidades sdo obtidas pelo uso do método de soma de
senoides [23] e calculando-se a frequéncia relativa de cada bloco de erros de comprimento M + 1. As
amostras do canal sdo simuladas até que o estado menos provavel ocorra 500 vezes, ou um niimero
maximo de simulacdes seja atingido. Com estas estimativas, as probabilidades estacionarias do BMNC
sdo calculadas pelo uso de (2.37), e a probabilidade de transi¢ao de bloco utilizando-se (2.35). Para um
dado DFC, espera-se que a decodificagdo do BMNC tenha um desempenho nio inferior ao obtido pela
decodificagdo do NBNDC-QB, pois este ¢ um canal do tipo BMNC em que as probabilidades de ordem
M n@o sdo feitas iguais as do canal.

Os modelos utilizados para obten¢do do desempenho dos esquemas DFC-QB e QB-QB para valores
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fixados de M (M = 4 e 8) sdo apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2 para um DFC com fpT = 0,01;
0,005 e 0,001. As curvas de BER obtidas estdo apresentadas nas Figuras 5.8 a 5.11. Nestas figuras,
também sdo apresentadas as curvas do BSC e DMC com probabilidades de transi¢ao iguais as do DFC,
conforme o caso, para fins de comparagao.

Primeiramente, vé-se na Figura 5.8 um comparativo do desempenho obtido para o esquema QB-
QB, em que se usa tanto no canal quanto no decodificador o modelo NBNDC-QB obtido para modelar
o DFC com fpT = 0,005 e ¢ = 1, para comprimentos de fila M = 4 e M = 8. Sdo exibidas também
curvas para o esquema DFC-QB utilizando-se o0 mesmo modelo, em que o canal que afeta a informagéo
¢ 0 DFC e o receptor assume a aproximagao pelo respectivo canal NBNDC-QB. Nota-se na figura que o
desempenho do esquema QB-QB é melhor o do DFC-QB, pois no primeiro caso o calculo no receptor
de probabilidades referentes aos estados do canal ¢ melhor representativo da dindmica do canal. Para
comprimento de fila M = 4, a curva obtida para o esquema DFC-QB cruza a curva de desempenho do
BSC, o que significa que o ganho de codificagio neste caso ndo € satisfatorio. No entanto, um ganho de
codificacdo de aproximadamente 0,55 dB € observado para comprimento de fila M = 8, para uma taxa
de erro de 10~*. Portanto, nota-se que um maior comprimento de bloco deve ser utilizado para que se
possa explicitar o ganho de memoria potencial do canal com desvanecimento.

Na Figura 5.9, as curvas de desempenho obtidas para o esquema DFC-QB s3o comparadas com o
desempenho obtido para a decodificagdo do DFC por meio de seu modelo BMNC, para os comprimentos
defila M = 4 e M = 8. Para ambos os casos, observa-se uma diferenga aproximadamente constante da
ordem de 0,1 dB entre as curvas do DFC decodificado pelo seus modelos NBNDC-QB ¢ BMNC. Isto
indica que o modelo QB ¢ adequado para os comprimentos de bloco em questio, pois ha uma perda de

desempenho pequena em se usar o modelo NBNDC-QB, e por outro lado, pode-se representar o canal
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com um menor nimero de pardmetros.

Nas curvas apresentadas na Figura 5.10 ¢ fixado o comprimento da fila do modelo NBNDC-QB em
M = 8 e varia-se a frequéncia normalizada fp7T do canal. E possivel se observar desta figura que a
taxa de erro se reduz conforme se aumenta a frequéncia normalizada do canal. Isto se justifica pelo fato
de, apesar de haver uma menor correlagdo temporal em canais de mais alta frequéncia, o modelo com
M fixado estd mais proximo do modelo 6timo, conforme o critério em (3.8).

Por fim, na Figura 5.11, as curvas de BER dos canais com decis@o suave e abrupta sdo exibidas. Para
obter os desempenhos com decisdo abrupta, pode-se utilizar o decodificador apresentado na Sec¢éo 4.7,
excluindo-se o grafo de canal. Comparando-se as Figuras 5.10 e 5.11, observa-se um ganho de co-
dificacdo da ordem de 2,1 dB entre a decodificagdo do DMC com ¢ = 2 e o BSC, para BER = 104,
A Figura 5.11 também mostra o desempenho da decodificagdo do DFC com fp7 = 0,005 por meio
de seus modelos NBNDC-QB ¢ BMNC, com M = 4. Para os valores de SNR considerados, a BER
da decodificagio QB permanece estritamente maior que aquela obtida para o DMC. E possivel notar
que algum ganho ¢ obtido para o modelo BMNC para SNR abaixo de 1,8 dB. Um ganho da ordem de
0,6 dB entre os modelos QB e BMNC ¢ observado neste caso para BER = 2 x 1073, o qual ¢ maior
que o ganho obtido para o caso binario. Também se pode observar que o DFC com fpT = 0,01 tem
melhor desempenho que o canal com fpT = 0,005, novamente devido ao fato que o canal com maior

frequéncia encontra-se mais préximo ao seu modelo 6timo para M fixado.
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Tabela 5.1: Modelos QB para o DFC com fpT = 0,01, 0,005, e 0,001, com decisdo abrupta (¢ = 1).

fpT = 0,01 fpT = 0,005 fpT = 0,001
SNR M =4 M =38 M =4 M =38 M=4 M =38
e « e (0% g [0 g « g (0% 13 [0

2,5 | 0,361 | 0,801 | 0,530 | 0,580 | 0,370 | 0,914 | 0,541 | 0,850 | 0,364 | 0,805 | 0,541 | 0,843
2,75 || 0,363 | 0,783 | 0,533 | 0,559 | 0,373 | 0,895 | 0,545 | 0,837 | 0,366 | 0,798 | 0,544 | 0,843
3 0,367 | 0,764 | 0,538 | 0,541 | 0,376 | 0,873 | 0,549 | 0,817 | 0,370 | 0,783 | 0,549 | 0,820
3,25 || 0,368 | 0,722 | 0,540 | 0,504 | 0,378 | 0,838 | 0,552 | 0,783 | 0,374 | 0,773 | 0,551 | 0,811
3,5 || 0372 | 0,704 | 0,545 | 0,487 | 0,380 | 0,825 | 0,555 | 0,767 | 0,378 | 0,758 | 0,558 | 0,796
3,75 || 0,373 | 0,697 | 0,546 | 0,472 | 0,383 | 0,812 | 0,558 | 0,750 | 0,381 | 0,751 | 0,561 | 0,788
4 0,377 | 0,680 | 0,551 | 0,459 | 0,386 | 0,799 | 0,561 | 0,736 | 0,382 | 0,741 | 0,563 | 0,785
425 | 0,379 | 0,674 | 0,552 | 0,440 | 0,385 | 0,774 | 0,562 | 0,715 | 0,381 | 0,730 | 0,562 | 0,764

Tabela 5.2: Modelos QB para um DFC com fp7T = 0,005, e decisio suave (¢ = 2).

M=14

SNR 0 €

1,5 0,5 | 0,4840 | 0,5431
1,75 0,5 | 0,4944 | 0,5529
2 0,5 | 0,5055 | 0,5609
2,25 0,5 | 0,5160 | 0,5714
2,5 0,45 | 0,5118 | 0,5578
3 0,45 | 0,5328 | 0,5761
3,5 0,45 | 0,5559 | 0,5929
4 0,45 | 0,5759 | 0,6145
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Figura 5.8: Comparagdo entre as curvas de BER versus SNR obtidas para o BSC, DFC (fpT = 0,005, ¢ = 1)
decodificado pelo esquema DFC-QB e seu esquema QB-QB equivalente, para um codigo LDPC (n = 15000, k =
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Figura 5.9: Comparagdo entre as curvas de BER versus SNR obtidas para o BSC, DFC (fpT = 0,005, ¢ = 1)
decodificado por seu modelo NBNDC-QB e BMNC, para um cédigo LDPC (n = 15000, k& = 7500).

64



10_ E T 3 3
= 10l i
SH: —
8 i
= I
A 107 4
) E E
o} L
e) L
8 .
/| 10 'k B
[¢b)
T r
CG L
% 40 —e—BSC -
& " | ——DFC-QB, fpT = 0,01 (M =38) f
| —e— DFC-QB, fpT = 0,005 (M = 38)
[ =e—DFC-QB, fpT = 0,001 (M =)
10_ T |

2.5 3 3‘.5 4 4.5
Relagao Sinal Ruido (SNR)

Figura 5.10: Comparagdo entre as curvas de BER obtidas para o BSC ¢ para o DFC decodificado pelos modelos
NBNDC-QB apresentados na Tabela 5.1 para fp7 = 0,01,0,005 0,001, com ¢ = 1, utilizando-se um codigo
LDPC (n = 15000, k = 7500).

107 :
&
-2
@m0k E
=1
M
<
-3
o 10°F E
£
G2
< |
= . -4|| —*—DMC (¢ =2)
% 10 H —o— DFC-QB, fpT = 0,005 (M = 4) E
£  [|- e -DFC-BMNC, fpT = 0,005 (M = 4)
| —e— DFC-QB, fpT = 0,01 (M = 4)
(| == QB-QB, fpT = 0,005 (M =4)
10_ I I I I I | | |

|
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 25
Relagao Sinal Ruido (SNR)

Figura 5.11: Comparagdo entre as curvas de BER obtidas para o0 BSC, um DMC com ¢ = 2 ¢ um DFC (fpT =
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentados um modelo de canal discreto com desvanecimento Rayleigh de-
nominado DFC ¢ um modelo de canal com entrada binaria e decisdo suave, o NBNDC. Foram realizados
calculos de capacidade de canal para o canal DFC por meio de simulagdo semi-analitica utilizando-se
um método de geragdo do canal Rayleigh realizado por soma de senoides. Entdo, foi apresentado um
modelo markoviano gerado de um processo baseado em uma fila, o modelo QB. Este modelo foi apli-
cado para aproximar o comportamento estatistico do canal DFC. Um outro modelo de canal markoviano,
denominado BMNC foi apresentado com o objetivo de se ter um modelo cujas probabilidades conjuntas
de ordem menor ou igual a M sdo idénticas as de um modelo qualquer de memoria infinita. Foi visto
que este canal ¢ uma generalizagdo do modelo NBNDC-QB.

Foram estudadas capacidades do DFC para fpT = 0,01, fpT' = 0,005 ¢ fpT = 0,005 e valores
de SNR 2 dB, 5 dB, 10 dB e 15 dB em fungéo passo normalizado do quantizador. Foi observado um
mesmo padrio de comportamento da capacidade de canal do DFC e de canais sem memoria com deciso
suave estudados anteriormente. Observou-se, como ja era esperado, que o canal com desvanecimento

Rayleigh tem uma capacidade de canal superior a um canal sem memoria com mesma probabilidade
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de erro de primeira ordem, uma vez que € um resultado conhecido da teoria da informacdo que canais
com memdria apresentam capacidade de canal superior a canais sem memdria em que o ruido tem uma
mesma distribui¢do marginal. Também foi observado que o passo 6timo do quantizador é menor para o
DFC que para canais DMC.

Foi entfo feito um modelamento do canal DFC através do NBNDC com ruido QB (ou NBNDC-QB)
baseado na minimizagao da Distancia de Kullback-Leibler. Os canais DFC estudados foram novamente
aqueles com fpT' = 0,01, fpT = 0,005 e fp1 = 0,001 e valores de SNR 2 dB, 5 dB, 10 dB e
15 dB. Foram calculadas divergéncias entre os canais DFC e os modelos QB para diversos valores do
tamanho da fila M. Observou-se que o parametro « tende a valer zero a partir de um dado valor de M e
também que geralmente ha um minimo local na divergéncia entre o NBNDC-QB ¢ DFC para um certo
valor de M. Estes dois fatos foram utilizados para definir um critério de sele¢do de um valor de M que
represente bem o canal DFC, sem que este seja arbitrariamente elevado. Deve-se restringir o valor de
M, pois este pardmetro é crucial na complexidade do receptor, uma vez que o nimero de estados cresce
exponencialmente com M. Apds determinar este valor, foram comparadas as curvas de autocorrelagio
entre o canal DFC e o modelo QB selecionado. As curvas apresentaram uma consonancia satisfatoria.
Observou-se também que as fungdes autocorrelagdo R [m] do modelo QB também divergem das do
DFC para pequenos valores de m devido a propria formulagdo da autocorrelagido do QB.

As capacidades de canal obtidas para o canal DFC e o canal NBNDC-QB foram ent3o comparadas.
Observou-se que as capacidades obtidas para o NBNDC-QB tiveram sempre valores superiores aos
valores obtidos para o DFC. Porém, os valores ndo divergem em mais de 7%, e o comportamento das
capacidades em fung@o da SNR é o mesmo para o DFC e 0 QB.

O Algoritmo Soma-Produto (ASP) foi apresentado e aplicado para a decodificacdo de um canal
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FSMC. Este procedimento foi entdo aplicado aos casos especificos do BMNC e NBNDC-QB. Estes

algoritmos de decodifica¢do foram aplicados para analisar o desempenho da decodificagcdo de palavras-

codigo transmitidas através de um canal DFC. Para isto, foi definido o esquema DFC-QB e os parame-

tros do modelo QB utilizados para representar o DFC neste caso foram obtidos pela minimizacdo da

distancia de Kullback-Leibler. Estes mesmos modelos foram utilizados para se analisar o desempenho

no esquema QB-QB, em que o canal ¢ 0o NBNDC-QB ¢ a decodificacdo ¢ realizada por um algoritmo

de decodificagdo do NBNDC-QB. Também foram realizadas decodificagdes no esquema DFC-BMNC,

em que o canal é o DFC e o modelo utilizado para decodificagido ¢ o BMNC.

As curvas de BER obtidas para estes esquemas de decodificacdo mostram que € possivel obter

ganhos em um canal com desvanecimento modelando-o como um canal com ruido QB. Esta estratégia

tem a vantagem que o modelo de canal ¢ especificado por apenas 29 + 2 parametros. No entanto, para

obter ganhos de codificacdo € necessario utilizarem-se codigos relativamente longos, pois os ganhos

obtidos foram observados para codigos com comprimento n = 15000, enquanto que ganhos pouco

significativos foram obtidos com comprimentos menores, em resultados omitidos deste trabalho.

Foi visto também que o modelo QB ¢ um bom modelo markoviano para representar o DFC, uma

vez que ha apenas um pequeno ganho entre as curvas de BER obtidas entre os esquemas DFC-BMNC

e DFC-QB. Um ganho de codificacdo consideravel foi observado entre a decodificagdo com decisio

abrupta e decisdo suave, com ambos os casos utilizando entrelagamento. Embora ndo se tenha observado

vantagem em se utilizar um modelo QB para um canal com ¢ = 2 para o comprimento de cddigo

considerado, o BMNC mostra algum ganho potencial ndo explorado pelo modelo QB. O modelo QB

ndo-binario deve ser investigado com o propdsito de ser melhorado e aproximar-se do modelo BMNC.

Foram colocadas em anexo deducdes de alguma expressdes que aparecem ao longo do trabalho,
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sendo a expressdo da autocorrelacdo do canal QB 29-ario uma extensdo da prova ja existente anteri-
ormente para o caso bindrio. Também ¢ apresentada uma nova dedugo para a simetria da matriz de
probabilidade de transi¢do de um canal com decisdo suave e uma prova para um lema utilizado na
obtencdo na regra da tangente hiperbdlica para passagem de mensagens de um no6 de fun¢@o para um né

de variavel em grafo de fatores.

6.1 Sugestdes para trabalhos futuros

Alguns topicos que podem ser abordados em pesquisas futuras sdo:

> Calculos de capacidade e modelamento do DFC pelo NBNDC-QB para mais niveis de quantizagio
(por exemplo g = 3).
> Estender os modelos QB para outros tipos de canal, por exemplo o canal com desvanecimento Rice,

ou com correlag@o exponencial.

> Efetuar o modelamento do QB para mais valores de frequéncia do canal e de SNR, a fim de verificar
algum padrdo de comportamento nos parametros «, € e M, de forma a simplificar a implementag@o

em hardware do célculo destes parametros.

> Buscar um modelo baseado em fila que se aproxime melhor do modelo BMNC para casos com de-
cisdo suave. Para isto, pode-se, por exemplo, usar um modelo semelhante ao modelo QB, com uma
alteracdo: ao se selecionar aleatoriamente a fila e ento a célula dentro da fila, ndo se repete no canal
necessariamente o valor da bola que se encontra nesta célula, mas qualquer valor no alfabeto 29-ario.
Neste caso, o valor da bola selecionada influenciaria apenas na distribui¢do de probabilidade com que

cada um dos 29 valores seriam escolhidos para serem o préximo valor de ruido a ocorrer no canal.

> Otimizar o cédigo LDPC para canais NBNDC-QB baseado em algoritmos density evolution.
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APENDICE A

PROVA DA FUNCAO DE
AUTOCORRELACAO DO NBNDC-QB

Sera provada a expressdo recursiva para a fun¢io autocorrelacdo do modelo NBNDC-QB dada em
(2.30), seguindo a ideia da prova para o caso binario apresentada em [9]. A expressdo da funcdo de

autocorrelagdo pode ser escrita como:

29-129-1

Rim= 3" 3" ijpi™ (A.1)
i=1 j=1
em que
PY™ = P(Zy = i, Zpm = J)- (A2)
A equagdo (A.2) pode ser reescrita na forma:
211 211
PZ(Jm) = Z T Z P(Zn =1, Zn+1 = Zn+41ly-- -y Zn+m—1 = Zn+m—1; Zn+m = ]) (A3)

2Zn4+1=0 Zn4+m—1=0

Serdo considerados trés casos para m, a saber:

> Quando m = 0:

R[0] = Z i2P(Z, =1i) = E[Z?]. (A4)
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> Param < M — 1:

O comprimento do vetor do qual se calcula a probabilidade em (A.3) vale n = m + 1. Portanto, da

expressao para a probabilidade conjunta do QBC em (2.27):

2q 1 577L+1 1

H I[ <1—5 p£+T]\4—61—|—a>

1
PYReD (zm ) = 20t < : (A.5)
f(a-- )
o M — 14+«
em que
n—+m
ml — Z Oyt (A.6)

Define-se uma extensao de (A.6) em que se excluem algumas componentes de 2™ da contagem do peso
de ¢:

n+r—2
Z 5zk,£ + 5zn+m,ﬁ‘ (A7)

Sera avaliada a soma na variavel z,,,,—1 em (A.3), observando que, para cada ¢, existe uma sequéncia

2™ na qual o nimero de ocorréncias de £ é £ + 1:

291
> P(Zn=iZni1=2041 s D = J) = (A.8)
Z7L+m71:0
2918 — - 291 -
I[ 1I (1‘5 ) 2 (e (@)
(=0 r=0 =0
" 13
(094 k5)
o < M—-1+a«

O somatoério na variavel £ em (A.8) pode entdo ser avaliado como:
291
€

Z |:(1 — 5),0Z + glm]W—El—i—a] = (1 — 6) + mm (A9)
=0
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Substituindo-se (A.9) em (A.8), cancela-se o fator em m no denominador:

291
ZP(Zn :iaZn—&-l = Zn+la--~aZn+m :j) =
Zn+m—1:0

2118 -1

€
ITIT (02t ry—5a)
£=0 r0< M-1+a
m1< c ’
I (a5 )
o M—-1+a

O procedimento deve entdo ser repetido para todos os somatdrios em (A.3), sempre cancelando

fatores do denominador de (A.5) com fatores do seu numerador. Como sdo m — 1 somas, ao final a

variavel k do produtorio no denominador varia de 0 até 1 e o produtério em r varia de 0 a £7. Se i = j,

£2 = 2 e a equagdo (A.5) pode ser reescrita como:

1
€
[
B =" - B ) M—2+oz8 pi-
1-— k———— T M-
kH()(( £) + M—1+a> M_1+ta

Sei#j,=1e 532 =1, e (A.5) ¢ simplificada da seguinte forma:

(m) (1—¢e)pi(1 —¢€)p; _ l—¢ .
Pzg - - M*2+Oz PiPj-

£ AT era
H<(1—€)+kM—1+a) M—_1+ta

k=0

Portanto, substituindo-se (A.10) e (A.11) em (A.1):

1 291 - 291291
Riml = +—rara Zf(f)ﬁl_s >+Z (1
L= —17af | i M-1+a i=1 j=1
. i)
1 (271 2ep, 291271
7
iy =zl D IR v s DD DL G
1 — 3r-iac _ile I+a = =
Rlm] = M1 2 [ : E[Z%] + (1 - 5)E2[Z]} , param < M — 1.
- iiae LM —1+a

> Param > M, reescreve-se (A.3) da seguinte forma:
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29-1 29-1

PP - Y e X p(zpmes o apmest
Zn4+1=0 Zn+m—1=0
n+m—1
H P(Zk = 21| Zk—1 = 2h—1s- - -+ Lt = Zl—1) X
k=n+m—M
P (Zn+m = j’Zn—f—m—l = Zn4+m—1y---> Zn-‘rm—M = Zn—‘,—m—M) (A13)
em que Z;j*"“Mfl denota (Z,, =4,..., Zptm—_n—1). Faz-se agora a seguinte decomposi¢ao:
201 201
RIS S 1P L
Zn+1=0 Zn4+m—2=0
n+m—2
H P(Zy = 21| Zk—1 = 211, -y Lkt = Zl—11) X
k=n4+m—M
201
> P (Zngm = §lZnem-1 =1, . Dt = Znsm—nr) X (A.14)
£=0
P (Zn+m—1 = £|Zn+m—2 = Zndm—2y-- > Zn+m—M—1 = Zn—l—m—M—l)] .

A probabilidade condicional de Z,,,,—1 para { = 0 em (A.14) ¢ dada por:

P (Zn+m—1 = O’Zn—l-m—Z = Zn+m—25-- > Zn+m—M—1 = Zn—i—m—M—l) =
29—-1
1- Z P(Zn%»mfl = T‘Zn+m72 = Zndm—2y -+ Znerfol = Zn+me71)‘ (A15)
r=1

Defina-se uma variavel S' como sendo o somatorio em ¢ de (A.14):

29-1
S é Z [P(Zn+m - ]‘Zn+m_1 - g, ey Zn—l—m—M = Zn—i—m—M) X
£=0
P(Zn+m_1 = K‘Z”+m—2 = Zn+m—25- -, Zn-l—m—M—l = zn—l—m—M—l)}' (A16)
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Substituindo (A.15) em (A.16), obtém-se:

S =P(Zntm = | Zntm—1=0,. .., Zptm-n = Znm—n1) X

29-1

<1 - Z P(Zn+m—1 = T|Zn+m—2 = Zn4+m—2y- -+ Zn+m—M—l = Zn—l—m—M—l)) +
r=1

271

Z [P(Zner = j‘Znerfl = 67 EERE) ZnerfM = ZnerfM) X
=1

P(Zn+m—1 = E}Zn+m—2 = Zndm—2y .- Zn-l—m—M—l = Zn—l—m—M—l)]

S :P(Zn+m = len—l-m—l = 07 ceey Zn+m—M = Zn+m—M)+

201

Z [P(Zn+m = j‘Zn—l-m—l = f’ ceey Zn+m—M = Zn—i—m—M)*
(=1

P(Zn+m = j‘Zn—&-m—l = 07 SERR) Zn-‘rm—M = zn+m—M>] X

P(Zn—‘,—m—l = Z’Zn—i-m,—Z = Zn4m—2y -+ Zn+m—M—1 = Zn—i—m—M—l)- (A17)

O tnico valor de ¢ no somatdrio em (A.17) em que a diferenca é ndo-nula é £/ = j, caso em que a
diferenca ¢ a probabilidade de escolher a fila na primeira posi¢do, ¢/ (M — 1 + «). Portanto:

S :P(Zn+m = j’Znerfl = 0, RN ZnerfM = ZnerfM)'i_

€ .
mP(Zner—l = ]lZn+m—2 = Zntm—2y- s Lntm—M—1 = Zn+m—M—1)- (A.18)

Substituindo a expressdo de S de (A.18) em (A.14), obtém-se:

29 -1 291
(m) _ n+m—M—-1 _ _n+m—M-—1
pM=>" .. Y Pz = 2" ) %
Zn+1=0 Zn4tm—2=0
n+m-—2
H P(Zy = 21| Zk—1 = 2h—1+- - Lt = Zj—1) X
k=n+m—M

[P(Zn-‘rm = j{Zn-i—m—l = 07 sy Zn-‘rm—M = zn—i—m—M) +

3 .
mp(zn—i-m—l =J Zn+m—2 = Zn4+m—25-- > Zn+m—M—1 = Zn—l—m—M—l)
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ou ainda

291 291
(m) _ n+m—M-—1 _ _n+m—M-—1
pM=>" .. 3 Pz = 2" )
Zn+1:0 Zn+m—2:0
n+m—2
H P(Z, = Zk:‘Zk—l = k1, s LheM = Z—M) X
k=n+m—M

P (Zn—l—m = j}Zn—f—m—l = 07 sy Zn+m—M = Zn—l—m—M) +

c 291 291
L. P Zn+m—M—1 — Zn—l—m—M—l %
Moite 2 2 P A
Zn+1=0 Zn4+m—2=0
n+m—2
H P(Zy = 2| Zk—1 = 2k—1, - s Zoert = Zh—n1) X

k=n+m—M

P (Zn—i-m—l = j‘Zn+m—2 = Zn4+m—25-- > Zn+m—M—1 = zn+m—M—1) .

Comparando-se a segundo termo da ultima equag@o com (A.13), verifica-se que esse pode ser expresso
como Pigm_l). Repetindo o procedimento descrito para a primeira parcela da tltima equagido M vezes,

tem-se:

29-1 29-1

Pz(]m) _ Z L Z P (Zg,—i-m—M—l _ Z;H_m_M_l)X

Zn+1=0 Zn+m—M—1=0

P (Zpsm = | Zngm—1=0,..., Znim-n = 0) +

c M—-1
— PR g plm M) A.19
M—l—l—a(; i e (A.19)

Na primeira parcela de (A.19), o somatdrio € a probabilidade marginal de Z,, com relag¢do a Z,, 41
até Z,4+m—n—1, que resulta em p;, a probabilidade de primeira ordem de ¢ no QBC. A probabilidade
condicional de Z,,,,, da primeira parcela resulta em (1 — €)p;, pois, se o estado da fila ¢ o vetor nulo,

um erro Z,, ., = j, com j # 0, somente podera ser retirado da urna.

M—-1
(m) _ . 2 (m—k) (m—M)
Py =0 =apri+ 51 a (z; P +a Py ) : (A.20)
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Portanto, substituindo-se (A.20) em (A.1):

3

R[m] = (1 — E)EQ[Z] + m

M-1
(Z Rim — k] + a R[m — M]) ,param > M. (A.2])
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APENDICE B

PROVA DA SIMETRIA DA MATRIZ DE
TRANSICAO DO NBNDC

No Capitulo 2 foi proposto que, num canal com decisdo suave com entrada bindria e saida 29-aria,
a matriz de transi¢do Q" = [PN(BT]E%C(y”M")] pode ser dividida em 27(9~1) sub-matrizes de tamanho
2™ x 2™ em que as colunas sdo permutagdes umas das outras, bem como suas linhas, e portanto Q"
¢ simétrica [39]. A prova ¢ apresentada a seguir. Definam-se primeiramente os alfabetos X = {0,1}
eW = {0,1,---,2971 — 1}, Em seguida, dividam-se as colunas da matriz Q" em 27(a=1) classes

Cyn,w™ € W™, definidas da seguinte forma:

w” — (29 — 1)v"

(="

Cw" :{yneyn|yn: s UTLGX’N,}‘ (Bl)

Desta forma, cada y™ pode ser associado a um unico w™ e a um Unico v™ cujas componentes sdo dadas
por:

wy = min{yg, 29 — 1 — y } (B.2)
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0, seyp<207t -1
V = (B.3)

1, sey, >27"1—1.

A partir de (2.11), nota-se que a probabilidade condicional de ordem n satisfaz:

POy | ™) = PO (2" (2", y™)) (B4)

NBNDC NBNDC

em que

yr — (29 — 1)y,

B.5
& ()

Zk(xkayk) =

Sera provado a seguir que, dentro de uma classe C',», as linhas e colunas de Q™ sdo formadas por
permutacdes de P (y™ | 2®) = PU(27(2™, y™)), para y" € Cyn. Para isto, basta provar que

2" (™, y™) é permutado dentro das linhas e colunas da sub-matriz formada por y™ € C\,n, ou seja:
1. Dentro de uma classe, existem apenas 2" possibilidades para 2" (z™, y™).
2. Se x # ¥, com y" fixado, entdo 2" (x,y™) # 2" (x5, y").
3. Se y}" # y%, com x" fixado, entdo 2" (z™, y}) # 2" (™, yY).

1) Associa-se inicialmente 4" a uma classe C\,» a partir de (B.2) e a um vetor v™ usando-se de (B.3).

Substituem-se entdo as componentes do vetor " € C,» definido em (B.1) em (B.5):

wg—(29—1)v
e B — (20— 1)z 1Y% v +

- _ Tr+vk q (
2k (T, Yi) = (—1)= = ()T = (20 =) (=1)z

(B.6)

Uma vez que zy, v € X, tem-se a partir de (B.6), que dentro de uma classe C,,», existem apenas duas

possibilidades para zj (xg, yx ), para cada k:

Wi, S€ UV = X
26 (Th, Yr) = (B.7)

(2q — 1) — Wg, SC€UL 75 T
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Portanto, em uma classe Cy,» ha apenas 2™ possibilidades para z"(z", y™). Desta maneira, o item 1 ¢é
satisfeito.
2) Suponha que, para y™ € V" fixado e ] # %, pode ocorrer zi(x1 k, Yr) = 2k(Z2,k, Yk ), para todo

k. Portanto:

yr — (29— 1)x1 _ Yk — (29 — 1)zo
(1 (T

(B.8)
A partir de (B.8), 27 = 24, o que ¢ uma contradi¢do. Portanto o item 2 ¢ satisfeito.

3) Suponha agora que, para ™ € X" fixado e y" # v5, zi(Tk, y1,6) = 2k(Tk, Y2,k), para todo k.

Portanto:

Y1k — (29 = 1)y, _ Y2k~ (29 — 1)z,
& 1

(B.9)

Conclui-se a partir de (B.9) que 2" = 2%, o que novamente ¢ uma contradigdo. Portanto, o item 3 ¢

satisfeito, o que completa a prova da proposigéo.
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APENDICE C

PROVA DO LEMA 4.1

Conforme foi proposto no Capitulo 4, sera provado que, dado um né de func¢do de variaveis binarias
em um grafo de fatores, em que as mensagens incidentes sdo [p;(z = 0),1 — p,(x = 0)], com j =
1,...,m, e amensagem de saida ¢ [po(z = 0),1 — po(x = 0)], estando p;(x = 0) associado ao nivel
de confiabilidade de x; valer 0, a seguinte identidade ¢ valida:

1—2p0x—0:ﬁ (1 —2p;(x=0)). (4.11)
i=1
A prova sera feita por indugdo matematica. Para m = 1, a mensagem enviada devera ser, de acordo
com (4.7):
pole=0) = > flzo=1,21)ptz, s =
= 0(1@0) (A -pi(z=0)+o(1@pi(z=0)=pi(z=0). (C.D)

Utilizando (C.1), a mensagem enviada devera ser, para m = 1:

polw=0) = 1 — 5 (1 2p(x = 0)) = pr(a =), (€2)

Portanto, como se obteve o mesmo resultado em (C.1) e em (C.2), o passo inicial da indugdo esta
provado. Sera provado agora o passo indutivo. Assumir-se-a, pela hipotese indutiva, que a seguinte
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igualdade ¢ verdadeira:

m—1 m—1
1 1
§ (m—1) - | | - - _ 9 (p —
f (.%'0 1, L1y ,xm_l) ‘ /,Lmiﬁ\f 9 2 | (1 2pl(l’ 0)) (C3)
~Io =1 =1
€m que
f(m_l)(l‘o,$1, e ,ZL’m_l) £ 1) (.TL‘() Dr1D---D me_l) . (C4)

Se m ramos de entrada sdo utilizados, a mensagem enviada é dada por:

po(fE:O) = Zf(x0:17x17~"axm)HM$i_>f
i=1

~xT0
m—1
= (1_pm(x:())) Z f(l'(]:l,.fl,.--,l'm_l,xm:()) H,uzl—>f
N{q;(),mm’} =1
m—1
+ pm(x:()) Z f($0:17$17"'7xm—1a$m:1) H Hx;—f- (CS)
N{];(),q;m} 1=1
Utilizando a definicdo da fung@o do n6 de checagem em (C.5):
m—1
pox=0) = (1-pu(z=0)Y 01z ® @ zp1®0) [] toiss
~o i=1
m—1
+ =001 @z & BTy B1) [[ teims- (C.6)
~g i=1
Substituindo (C.4) em (C.6):
m—1
po(l‘ = 0) = (1 *pm(x = O)) Zf(m_l)(xo =1,2q,... 7l'm—1) H Kz, — f;
~Z0 i=1
m—1
+ pm([E = 0) Z (1 - 1(m—1) (xO = laxla B ,$m_1)> H Ha;— f;
~T0 =1
m—1
= (1-=2pp(x=0)) Z fl(m_l) (ro=1,21,. ., Tm—1) P f;
~Z0 i=1
m—1
+ P =0 [ taiss,- (&%)
~zo i=1

Na segunda parcela do ultimo membro de (C.7), estd sendo somada uma distribui¢do de probabilidade

em todas as suas variaveis, e, portanto:

m—1

Y I teiss =1 (C.8)

~xo i=1
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Utilizando (C.8) e (C.3) em (C.7):

m—1
po(r =0) = (1—=2py(x=0)) ; ;11;[1 (1 —=2pi(x =0))| +pm(z=0)
N ) (€9)
2 2121

Rearranjando-se (C.9) fica provada, a igualdade em (4.11).
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