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O canal de colisio sem realimentacio foi introduzido em 1982 por J. L. Massey. E um modelo
de canal proposto para situa¢des em que um dado numero de usudrios compartilha o mesmo
canal de comunicacio, mas devido a falta de sincronizagdo entre seus relogios e de um elo
de realimentacdo, eles nio podem enviar suas mensagens em um modo de transmissdo por
divisdo de tempo (TDMA). Além do mais, a auséncia deste elo de realimentagiao nao permite
que os usudrios tenham informagdo sobre as mensagens enviadas. Neste modelo de canal,
cada usudrio possui uma sequéncia de protocolo que determina quando é permitido utilizar o
canal e que é independente dos dados a serem enviados. Em 1992, Nguyen Q. A, L. Gyoérfie J.
L. Massey mostraram que codigos ciclicamente permutéveis constituem uma solu¢do natural
para construcao de sequéncias de protocolo para o canal de colisdo sem realimentacdo quando
um subconjunto de M usudrios, de um total de U usudrios, estdo ativos num dado intervalo de
tempo. As sequéncias de protocolo propostas nesta dissertacdao sao construidas a partir de um
subconjunto de palavras de um cédigo constaciclico ¢g-drio que possuem ordem constaciclica
plena. Utilizando uma representagio ciclica dos elementos de GF(q) em N-uplas bindrias,
cada palavra-cédigo do subconjunto selecionado é mapeada em um arranjo bidimensional o
qual, quando convertido adequadamente em um vetor bindrio, produz o dicionario de um

cédigo ciclicamente permutavel.
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The collision channel without feedback was introduced in 1982 by J. L. Massey. It is a chan-
nel model for situations in which a given number of users share the same communication
channel, but due to the lack of synchronization between their clocks and the lack of a feed-
back link, they cannot send their messages in a time-sharing mode (TDMA). Moreover, the
lack of this feedback link does not allow users to have information about the messages sent.
In this channel model, each user has a protocol sequence that determines when it is permitted
use the channel and is independent of the data to be sent. In 1992, Nguyen Q. A, L. Gyorfi
and J. L. Massey showed that cyclically permutable codes are a natural solution to the cons-
truction of protocol sequences for the collision channel without feedback when M users out
of U are active at some time interval. The protocol sequences proposed in this dissertation
are constructed from a subset of codewords of a g-ary constacyclic code, the codewords of
which have full constacyclic order. Using a cyclic representation of the elements of GF(q) as
binary N-tuples, each codeword of the selected subset is mapped into a two-dimensional array
which, when properly converted into a binary vector, produces the codewords of a cyclically

permutable code.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Nido se pode ensinar tudo a alguém, pode-se,

apenas, ajudd-lo a encontrar por si mesmo.

— Galileu Galilei

STE capitulo tem por objetivo apresentar alguns conceitos que sdo discutidos ao longo
desta dissertacdo. Inicialmente, sio abordados sistemas de comunicagdo digital que
envolvem um emissor e um destinatario. Depois, esta situag¢do é generalizada para casos que
envolvem vdarios emissores e um ou mais receptores. Algumas técnicas utilizadas para tornar
a transmissao de dados possivel nestes casos sio mostradas. Posteriormente, apresenta-se a
motivagao e o objetivo do trabalho proposto nesta dissertacao. Por fim, é dada uma rdpida

descri¢ao do contetido dos capitulos.

L1 SISTEMAS DE COMUNICACAO DIGITAL

LLI SISTEMAS DE COMUNICACAO PONTO-A-PONTO

Um sistema de comunicacao digital tem por objetivo transportar os dados de uma fonte
de informagdo (usudrio A) até um destinatdrio (usudrio B). O sistema é denominado digital

pelo fato de que a informagao é representada por meio de um alfabeto finito® de simbolos,

"Ou, no maximo, infinito contdvel.
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Figura 1.x: Diagrama de blocos de wm tipico sistema de comunicagdo digital.

sendo esta a diferenga basica com relacdo a sistemas de comunicagio analdgicos, em que as
mensagens sdo representadas por um alfabeto cujos simbolos variam continuamente em certo
intervalo [1]. Desde a publicacdo dos trabalhos de Shannon [2], [3] e Hamming [4], e mais
recentemente devido a evolucdo da tecnologia de circuitos integrados de larga escala, técnicas
digitais tém substituido técnicas analdgicas em sistemas de comunicacdo. Ao utilizar a infor-
magao em formato digital, habilita-se o uso de técnicas poderosas de processamento digital
de sinais, incluindo o uso da codificacdao de fonte, da criptografia da informacio transmitida
e dos codigos corretores de erro. A Figura 1.1 mostra, por meio de um diagrama de blocos,
um tipico sistema de comunicacao digital*. A seguir, é dada uma breve descri¢ao das fungoes
desempenhadas por cada um dos blocos da Figura 1.1.

A fonte de informagdo gera a informacdo a ser transmitida seja ela texto, voz ou imagens.
Por exemplo, o sistema de telefonia mével é um sistema de comunicagio digital cujo principal
objetivo é transmitir informagdo em formato de voz. O bloco que representa a fonte de infor-
magao, neste caso, é composto (1) pelo ser humano que gera a mensagem a ser transmitida,
(2) pelo microfone que converte a voz em sinais elétricos (transdutor), e (3) por um conversor
anal6gico-digital que converte a informagao para o formato digital (os dois dltimos, compo-

nentes de um aparelho movel digital). Como as fontes de informagao digital sao representadas

2E comum o uso dos blocos CIrFRADOR/DECIFRADOR em aplicacdes que exigem uma seguranga quanto ao contetido da infor-

macio transmitida. Em geral, eles sio omitidos nos diagramas.
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por um alfabeto finito, elas podem ser caracterizadas pela distribui¢do de probabilidade dos
simbolos deste alfabeto e, portanto, a informagao produzida pode ser medida por meio da
entropia da fonte [5]. Por fim, a sequéncia de simbolos é emitida pela fonte a uma taxa média
de R, simbolos por segundo.

O codificador de fonte é utilizado para remover a redundancia ndo-controlada que é natu-
ralmente produzida pela fonte de informacdo. Em outras palavras, esse bloco minimiza o
numero médio de bits necessarios para representar os simbolos emitidos pela fonte, de modo
que toda a informacdo seja preservada. Além do mais, a codifica¢do utilizada deve permitir
que o destinatdrio seja capaz de recuperar a mensagem original sem ambiguidade, trabalho a
ser realizado pelo decodificador de fonte. Para mais detalhes sobre este assunto, recomenda-se
as referéncias [5]-[7].

O bloco cifrador da Figura 1.1 criptografa a informacdo transmitida de modo que s6 o
destinatario seja capaz de entendé-la. Uma introducao a este assunto pode ser encontrada na
referéncia [8].

O codificador de canal tem como objetivo inserir redundancia controlada na sequéncia de
informacdo, proveniente dos blocos anteriores, de tal forma que ao chegar no destino, o
decodificador de canal seja capaz de detectar e possivelmente corrigir erros que surjam durante
a transmissdo. Em outras palavras, a informagao transmitida torna-se mais imune aos efeitos
do ruido oriundo do canal fisico (ar, fibra 6tica, fio metilico, etc.). Os cddigos utilizados pelo
codificador de canal sdo conhecidos como cddigos corretores de erro. Eles sao abordados no
Capitulo 3 e podem ser consultados nas referéncias [9]-[14].

Ao inserir codificadores de canal em um sistema de comunicag¢ao digital, pode-se interpre-
tar a trajetoria percorrida pela informagao a partir do bloco codificador de canal até chegar ao
bloco decodificador de canal como um canal no qual é possivel transmitir informagio de forma
suficientemente confidvel. Tal canal é denominado canal de tempo discreto e esta destacado na
Figura 1.1. Uma vez que é possivel utilizar modelos matematicos para representar o canal
fisico [15], [16], a capacidade do canal de tempo discreto pode ser calculada por meio dos
resultados estabelecidos pela teoria da informagao [5]-[7].

O modulador tem a fun¢do de mapear os simbolos discretos emitidos pelo codificador de
canal em formas de onda apropriadas para transmissao por um canal fisico. Existem varios
tipos de modulacdo digital que permitem diferentes desempenhos ao sistema [15], [16] e cuja

escolha depende da aplicagdo. Na maioria dos casos, porém, a escolha da modulagio para
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Figura 1.2: Diagrama de blocos de um sistema de miiltiplo acesso.

um sistema de comunicag¢ao digital é limitada por questoes de economia de energia ou da dis-
ponibilidade da largura de banda. Por exemplo, em um sistema de comunicagao via satélite,
a modulagiao escolhida visa minimizar a energia utilizada pelos receptores-transmissores lo-
calizados no satélite, ao passo que em um sistema de telefonia mével, a modulagdo escolhida
visa minimizar a largura de faixa utilizada por cada usudrio [10].

Para finalizar a descricdo do modelo do sistema digital da Figura 1.1, destaca-se que o
projeto do demodulador e do decodificador de canal &, em geral, mais complexo que o projeto
dos respectivos, modulador e codificador de canal. Projetos de demoduladores podem ser encon-
trados em [15], [16], enquanto decodificadores de canal podem ser encontrados em [9]-[14].
Existem também projetos que contemplam uma juncdo entre os blocos codificador de canal e
modulador, e os respectivos decodificador de canal e demodulador (por exemplo, sistemas TCM),

os quais podem ser encontrados em [16].

L2 SISTEMAS DE MULTIPLO ACESSO

O sistema de comunicag¢ao digital da Figura 1.1 € utilizado para modelar situagcdes em que
um unico emissor (usudrio A) transmite informagao para um unico destinatdrio (usudrio B).
Sendo assim, este modelo deve ser generalizado para representar sistemas de comunicagao
mais complexos que envolvem multiplos emissores e multiplos destinatarios. Sistemas de
comunicac¢ao envolvendo mais de um usudrio e um ou mais destinatirios sio conhecidos
como sistemas de comunicacdo multiusudrios e foram inicialmente estudados por Shannon [17].
H4 viarios modelos de sistemas de comunicagao multiusudrio [7], [16]. Nesta dissertacao,

o interesse é no modelo especifico de sistema de comunicacdo multiusudrio em que varios
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SISTEMA DE COMUNICAGCAO SISTEMA DE TELEFONIA
VIA SATELITE MOVEL

Figura 1.3: Exemplos de canais de miiltiplo acesso.

emissores (usudrios) compartilham o mesmo canal de comunicac¢do e enviam mensagens para
um udnico destinatdrio (receptor). Esses sistemas sdo conhecidos na literatura por sistemas de
mitltiplo acesso [16] e o canal de comunicagdo usado por eles ¢ denominado canal de miiltiplo
acesso [7]. A Figura 1.2 ilustra esta situagdo. Exemplos de canais de multiplo acesso, em
situagOes prdticas, aparecem em comunicacgao via satélite e em telefonia movel, em que varios
usudrios (estagOes terrestres e telefones celulares), enviam sinais para o mesmo destinatario
(satélites ou estacdes base). Esses exemplos sdo ilustrados na Figura 1.3. Nesses casos, além
do ruido inserido pelo canal fisico sobre os sinais transmitidos, cada usudrio deve preocupar-
se com a interferéncia causada pelos sinais emitidos pelos outros usuarios que compartilham o

canal. Alguns modelos te6ricos de canais de multiplo acesso podem ser encontrados em [18].

Técnicas de multiplo acesso

Ha varias técnicas que permitem dois ou mais usudrios compartilharem o mesmo canal de
comunicagao [1], [7], [16], [18], [19]. Entretanto, as principais técnicas utilizadas em canais
de multiplo acesso sao: multiplo acesso por divisao de frequéncia (FDMA - Frequency Division
Multiple Access), multiplo acesso por divisdo de tempo (TDMA — Time Division Multiple Access)
e multiplo acesso por divisio em c6digos (CDMA — Code-Division Multiple Access).

Em sistemas FDMA, a banda disponivel é dividida em subcanais. Cada usuario transmite
seus dados em um subcanal exclusivo. Se um determinado usudrio nio est4 transmitindo, isto
€, estd inativo durante um certo intervalo de tempo, outros usudrios nio podem utilizar o
subcanal deste usudrio para transmitir, o que diminui a eficiéncia de transmissdo do sistema.

Em sistemas TDMA, cada usudrio s6 pode transmitir ou receber dados em intervalos de

tempo bem definidos e exclusivos de cada um. Analogamente ao que ocorre em sistemas
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Figura 1.4: Comparacdo entre as técnicas de multiplo acesso FDMA, TDMA e CDMA.

FDMA, em que os subcanais inativos ndo podem ser usados por outros usudrios, em sistemas
TDMA, intervalos de tempo inativos também ndo podem ser utilizados para aumentar a
eficiéncia de transmissao do sistema. Sistemas TDMA necessitam que os usudrios estejam com
seus relogios de transmissdo sincronizados para evitar que mais de um usudrio transmita em
um mesmo intervalo de tempo e, além disso, alguns intervalos de tempo sdo utilizados como
prote¢do para separar os intervalos de transmissio de dois usudrios. Essas especificagdes
aumentam a complexidade de implementagdo de sistemas TDMA.

Por fim, em sistemas CDMA cada usudrio recebe uma sequéncia de assinatura, a qual per-
mite que o sinal utilizado por cada usudrio para transmitir ocupe toda largura de banda
disponivel do canal. Nesse caso, o destinatirio da Figura 1.2 distingue os sinais enviados
pelos varios usudrios realizando uma correlagio [15], [16] entre o sinal recebido e a sequén-
cia de assinatura do usudrio, identificando como emissor aquele cuja sequéncia de assinatura
maximiza o valor da correlacio.

As trés técnicas de maltiplo acesso (FDMA, TDMA e CDMA) sao ilustradas na Figura 1.4.
Por meio da Figura 1.4, permite-se comparar como cada técnica divide o canal de multiplo
acesso. Por conveniéncia, denomina-se de subcanal cada um dos intervalos de tempo no

sistema TDMA e cada uma das sequéncias de assinatura (c6digos) no sistema CDMA.

Técnicas de resolucio de colisdao

Em alguns sistemas de multiplo acesso, os usudrios que compartilham o canal passam a
maior parte do tempo inativos, ou seja, realizam transmissdes eventualmente. Assim, utilizar
as técnicas FDMA, TDMA ou CDMA acarreta numa baixa relacdo custo-beneficio. Para es-

sas situagdes, em geral, sdo utilizadas técnicas conhecidas como Resolugdo de colisdo [20]. Essas
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técnicas sdo inspiradas pelo sistema ALOHA proposto por Norman Abramson em 1970 [21].
O objetivo de Abramson era conectar vdrios terminais de computadores, espalhados pelas
diversas ilhas do arquipélago do Havai, ao computador central da universidade. Como os
terminais de computadores conectavam-se esporadicamente ao computador central e perma-
neciam conectados por um periodo de tempo varidvel, técnicas tradicionais, como FDMA e
TDMA, demandariam mais recursos para implementacdo além de sobrecarregarem o compu-
tador central que frequentemente verificaria os terminais por eventuais transmissoes.

A ideia basica proposta no sistema ALOHA é descrita a seguir. Os terminais dividem suas
mensagens em blocos de comprimento fixo, denominados pacotes, e os transmitem quando
disponiveis. Se durante o intervalo de tempo em que o terminal i transmite seus pacotes,
nenhum outro terminal estad transmitindo simultaneamente, entdo os pacotes do terminal i sao
recebidos corretamente pelo computador central e este informa ao terminal 7 que a operagao
foi realizada com sucesso. Porém, se outros usudrios transmitem simultaneamente com o
terminal i, entdo os pacotes colidem e sdo descartados pelo computador central. Nestas
situagdes, o computador central informa a todos os terminais que houve colisdo e os usudrios
que tiveram seus pacotes descartados devem esperar, cada um deles, um tempo aleatério para
realizar nova transmissdo. O tempo de retransmissdo deve ser aleatério para evitar que os
usudrios envolvidos na colisio continuem a ter pacotes colidindo indefinidamente. Nessas
condigdes, Abramson [21] mostra que a mdxima vazdo de pacotes é de 1/2e ~ 0,184. Em
outras palavras, o valor de 18% representa a porcentagem de pacotes que sdo recebidos com
sucesso, sendo este o melhor desempenho obtido pelo sistema ALOHA.

O sistema proposto por Abramson passou a ser denominado ALOHA puro (pure ALOHA)
depois que Roberts [22] propds um modo de melhorar o desempenho do sistema criado por
Abramson. A diferenca fundamental, proposta por Roberts, é particionar o tempo em inter-
valos discretos de duragdo fixa de modo que cada intervalo de tempo corresponda ao tempo
necessario para transmissao de um pacote, cujo comprimento também é fixo. O sistema pre-
tendido por Roberts é denominado ALOHA particionado (slotted ALOHA) e a vazao maxima
obtida por ele é o dobro do ALOHA puro, ou seja, 1/e = 0, 368.

Como é citado por Gallager em [20], a estratégia bdsica utilizada pelo sistema ALOHA,
puro ou particionado, foi melhorada, generalizada e analisada de diferentes modos ao longo
dos anos. Entre elas, uma em especial, o canal de colisdo sem realimentacdo introduzido por

Massey [23] e descrito detalhadamente por Massey e Mathys [24]. Uma caracteristica impor-
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tante desse modelo é a auséncia de um elo de realimentaciao que, por exemplo, impossibilita
os usudrios de receber avisos do receptor sobre os pacotes perdidos em colisdes. Outra carac-
teristica importante € a estratégia pela qual os usudrios compartilham o canal. Cada usudrio
recebe uma sequéncia de protocolo deterministica que determina os intervalos de tempo em que
eles podem transmitir seus pacotes. No Capitulo 2 desta dissertacdo, é apresentado o canal de
colisdo sem realimentagdo. Sdao apresentados o modelo basico do canal e as restri¢des ao uso
do canal que, segundo Massey e Mathys [24], sdo necessarios para uma descri¢ao completa

do modelo.

.2 MOTIVACAO

Com os recentes desenvolvimentos em redes ad hoc, redes de sensores e sistemas de iden-
tificagdo por radio frequéncia (RFID), sao desejaveis protocolos simples que ndo exijam um
monitoramento frequente do canal. Redes de sensores, por exemplo, representam um desafio
interessante. Além de possuir um grande namero de dispositivos distribuidos em uma topo-
logia de rede que muda dinamicamente, os sensores, em geral, possuem restricbes quanto ao
tamanho e quanto ao consumo de energia [25].

O modelo do canal de colisdo sem realimentagdo, proposto por Massey [23], [24], mostra-
se adequado para ser utilizado nas aplicagdes citadas anteriormente. Em [24], Massey e
Mathys propuseram o uso de sequéncias de protocolo para definir quando os usudrios podem
transmitir pacotes pelo canal de colisio sem realimentacdo. Posteriormente, A, Gyorfi e Mas-
sey [26] fizeram um contribuicdo importante mostrando que as palavras de um cddigo ciclica-
mente permutdvel [27], de peso constante, podem ser usadas como sequéncias de protocolo.
Um outro modo de construir sequéncias de protocolo, baseado no conceito de sequéncia de
numeros primos, foi proposto por Wong [28].

Trabalhos relacionados a construgdo de sequéncias de protocolo para o canal de colisdo
sem realimentagcdo podem ser encontrados nas referéncias [29]—[31]. Trabalhos recentes po-

dem ser vistos nas referéncias [32]-[36].

1.3 OBJETIVOS

O principal objetivo desta dissertacdo é propor uma maneira original de construir sequén-

cias de protocolo para o canal de colisdo sem realimenta¢io. O trabalho é desenvolvido
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baseado na ideia proposta por A, Gyorfi e Massey [26] de que cddigos ciclicamente permu-
taveis [27] constituem uma solug¢do natural para construcio de sequéncias de protocolo para
esse canal. A proposta desta dissertagdo, entretanto, utiliza uma classe de cédigos corretores
de erro diferente da que foi usada em [26]. E utilizada a classe de codigos constaciclicos [12]
que ainda nao haviam sido explorados neste contexto. Um método para associar arranjos bi-
dimensionais e N-uplas, distinto daquele proposto em [26], é utilizado. No desenvolvimento
para construcdo de sequéncias de protocolo, sdo propostos novos métodos para construgao

de cédigos ciclicos bindrios nao-lineares.

1.4 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

O conteudo desta dissertacdo estd dividido em seis capitulos. As referéncias encontram-se
nas paginas finais e sao ordenadas de acordo com a ordem em que foram citadas no texto. A

seguir, um resumo dos capitulos seguintes da dissertacao.

Capitulo 2. O objetivo principal deste capitulo é apresentar o canal de colisao sem realimen-
tagao introduzido por Massey [23] e descrito detalhadamente por Massey e Mathys [24].
O canal é apresentado por meio do seu modelo basico e das restri¢des ao seu uso. No
que diz respeito as restricdes ao uso do canal sio abordadas as sequéncias de proto-
colo utilizadas pelos usudrios do canal, as quais determinam quando eles estao aptos a
utilizd-lo. A capacidade do canal é apresentada e um caso particular do uso do modelo

é descrito.

Capitulo 3. Neste capitulo, os codigos utilizados pelo bloco codificador de canal da Figura 1.1
sdo apresentados. Embora o objetivo nao seja utiliza-los no contexto de codificagao
de canal, sdo introduzidos os conceitos basicos destes codigos. Sao discutidos cddigos
de bloco e as propriedades que podem ser aproveitadas ao se utilizar uma estrutura
algébrica para estes c6digos. Apds a introdugio, é estudada a classe de codigos consta-
ciclicos [12] que sdo explorados na construg¢ao de cddigos ciclicos bindrios nao-lineares

e na constru¢do das sequéncias de protocolo (Capitulo 2).

Capitulo 4. Apds a apresentagio dos cddigos corretores de erro, é apresentada, neste capitulo,
uma classe de c6digos introduzida por Gilbert [27], os c6digos ciclicamente permutadveis
(codigos CP). Os cédigos CP foram utilizados por A, Gyorfi e Massey [26] para construir

as sequéncias de protocolo para o canal de colisio sem realimentagido. Para construir
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os codigos CP propostos nesta dissertagao, sdo utilizados os c6digos constaciclicos do
Capitulo 3 juntamente com uma representagao ciclica para os elementos de um corpo
finito [9], [10] e uma relagdo adequada para converter arranjos bidimensionais em N-

uplas bindrias.

Capitulo 5. Uma vez que as construgdes de cddigos CP foram propostas no Capitulo 4, este
capitulo mostra tais construgoes aplicadas como sequéncias de protocolo. O desempe-
nho das sequéncias de protocolo propostas nesta dissertagao é analisado e comparado
ao desempenho de outras sequéncias de protocolo [26], [29], também construidas por

meio de codigos CP.

Capitulo 6. Este capitulo é dedicado a conclusdo da dissertacao juntamente com as contri-

buigdes e sugestdes para futuras investigagoes.



CAPITULO 2.

O CANAL DE COLISAO SEM
REALIMENTACAO

A teoria € o general; os experimentos sdo s sol-
dados.

— Leonardo da Vinci

ONFORME mencionado no Capitulo 1, modelos de canais de multiplo acesso sio utili-

zados para situagdes em que varios usuarios compartilham o mesmo canal de transmis-
sdo para enviarem informacdo a um tnico receptor. Neste capitulo apresenta-se um modelo
de canal de multiplo acesso introduzido por Massey [23], descrito detalhadamente por Massey
e Mathys [24] e denominado canal de colisdo sem realimentagdo. Esse canal é apresentado por
meio do seu modelo basico e das restri¢des ao seu uso. No que diz respeito as restrigdes ao
uso do canal, sdo abordadas as sequéncias de protocolo que determinam quando os usudrios
do canal estio aptos a utilizd-lo. As regides de capacidade desse canal sdo apresentadas e um

caso particular do uso do modelo é descrito.

2.1 O CANAL DE COLISAO SEM REALIMENTACAO

O canal de colisdo sem realimentacio [24] é um modelo proposto para situagdes em que

um dado numero de usudrios compartilha 0 mesmo canal de comunicagio, mas devido a
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defasagem entre seus relogios e de um elo de realimentacdo, eles ndo podem enviar suas
mensagens em um modo de transmissdo por divisio de tempo (TDMA). Além do mais, a
auséncia desse elo de realimenta¢do impede que os usudrios tenham alguma informacao sobre
as mensagens enviadas. Sendo assim, o receptor ndo é capaz de solicitar ao usudrio o reenvio
de uma determinada mensagem perdida em uma colisdo, por exemplo. Neste modelo de
canal, cada usudrio possui uma sequéncia de protocolo que determina quando ele estd apto a
utilizar o canal e que é independente dos dados a serem enviados.

Nesta secdo, é discutido o modelo tedrico para o canal de colisao sem realimentagio.
De acordo com [24], modelos de canais, em geral, possuem duas caracteristicas distintas e

necessdrias para especificar por completo o modelo:

1. O modelo bdsico do canal, que especifica as regras, probabilisticas ou deterministicas, que

estabelecem a transicdo entre as entradas e as saidas do canal;

11. As restrigoes ao uso do canal.

2.1 O MODELO BASICO

Para dar inicio a discussdo sobre o modelo tedrico do canal de colisio sem realimentagio
[24], ilustra-se na Figura 2.1 0 modelo basico do canal por meio de um diagrama de blocos. O
objetivo é reproduzir uma situagdo em que um numero M de wusudrios compartilha o mesmo
canal de comunicagdo. Nesta situagdo, os pacotes emitidos por cada um dos M usudrios
podem assumir ¢ valores distintos, sendo ¢ um ntmero inteiro tal que ¢ > 2. Sendo assim,
cada pacote pode conter até log, ¢ bits de informagdo. Além do mais, define-se que cada um
desses pacotes de informagao possui uma duragio fixa de T' segundos.

Diz-se que um usudrio esta ativo, em um dado intervalo de tempo, quando ele estd lan-
cando seus pacotes no canal, caso contrdrio, o usudrio estd em siléncio. As formas de onda
utilizadas por cada usudrio, para transmitir seus pacotes pelo canal, sdo representadas na Fi-
gura 2.1 por z;(t),7 = 1,2,3,..., M. Quando o usudrio i estd ativo, x;(t) é uma forma de
onda apropriada com duracdo de T segundos (de acordo com a duracdo de tempo estabele-
cida para os pacotes de informagdo). Entretanto, quando o usudrio esta silencioso, z;(t) é um
sinal nulo, ou seja, assume o valor nulo durante os T' segundos estabelecidos.

Conforme é dito no inicio desta se¢do, neste modelo de canal, o rel6gio de cada usudrio
estd, em principio, fora de fase com o rel6gio dos outros usudrios. Essa situac¢do é reproduzida

no modelo da Figura 2.1 pelos deslocamentos de tempo, 0;, atribuidos aos sinais x;(t) emitidos
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Figura 2.1: Diagrama de blocos para o modelo bdsico do canal de colisio sem realimentagdo.

pelos usudrios. Em geral, cada usudrio 7 possui um valor diferente para §;. O deslocamento
de tempo §; pode ser interpretado como o tempo de propagacio que o sinal de cada usudrio
leva para chegar ao receptor. Porém, o ponto chave no modelo é que o usudrio 7 ndo tenha
conhecimento prévio do valor do seu préprio deslocamento de tempo §; nem dos deslocamen-
tos de tempo 0, j # i, dos outros M — 1 usudrios. Além do mais, esses valores ndo podem
ser determinados, a medida que os usudrios utilizam o canal, devido a falta de um elo de
realimentac¢io entre o canal e os usudrios. O receptor também desconhece, previamente, o
deslocamento de tempo dos sinais emitidos pelos usudarios.

Continuando sobre a andlise do modelo do canal da Figura 2.1, define-se em que situagdo
ocorre colisido entre os pacotes emitidos por dois ou mais usudrios. Seja P; um pacote enviado
pelo usudrio ¢ e P; um pacote enviado pelo usudrio j. Lembrando que os pacotes duram um
tempo fixo de T" segundos e admitindo que os pacotes P; e P; iniciaram, respectivamente, nos

tempos ¢; e t;, entdo ha colisdo entre os pacotes P; e P; se e somente se
(8 = 0:) = (t; = 0;)| < T, (2.1)

ou seja, se a diferenca de tempo, na recepgao, entre suas bordas iniciais for menor que o tempo
T de duragdao de um pacote. Na Desigualdade (2.1), o relégio do receptor é utilizado como
referéncia. E importante ressaltar que, para a descricio do modelo ser precisa, o receptor tem
de ser capaz de reconhecer pacotes que nio colidiram e que estdo precisamente adjacentes.

A saida y(t) do mecanismo de colisdo corresponde a uma das seguintes situagdes:

a. y(t) é uma forma de onda que esta associada a um pacote de informagao que nao sofreu
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Figura 2.2: (a) No modo de operacdo sincrono os pacotes sobrepoem-se completamente. (b) No modo de operagdo

ndo-sincrono os pacotes sobrepéem-se parcialmente. Em ambos, o reldgio do receptor € usado como referéncia.

colisao;
b. y(t) é uma forma de onda corrompida devido a colisdo entre dois ou mais pacotes;

c. y(t) é o sinal nulo, indicando um intervalo de siléncio em que pacotes, com colisio ou

sem colisao, ndo foram recebidos.

Para finalizar a descricio do modelo basico do canal, sdo definidos os dois modos de ope-
racdo utilizados no modelo. Em ambos os casos, os usudrios particionam o tempo dos seus
respectivos reldgios em intervalos de tempo de duragdo T e os seus pacotes sdo transmitidos
alinhados com estes intervalos. A diferenca entres os dois modos de operagio estd, entdo,
associada aos valores assumidos pelos deslocamentos de tempo §;. Na primeira situacdo, de-
nominada modo de operagao com intervalos de tempo sincronizados, §; s6 assume valores que sdo
multiplos inteiros de T' (tempo de duracdo de cada pacote). Na outra situa¢cdo, denominada
modo de operagdo com intervalos de tempo ndo-sincronizados, §; assume valores arbitrarios perten-
centes ao conjunto dos numeros reais. Por simplicidade, faz-se referéncia a estes modos de
operagdo, respectivamente, como modo sincronizado e modo ndo-sincronizado. Definindo o n-
ésimo intervalo de tempo como sendo o intervalo semiaberto nT < ¢t < (n + 1)T, se o canal
estd operando no modo sincronizado e o usudrio ¢ emite um pacote no seu n-ésimo intervalo
de tempo, entdo o pacote é recebido precisamente no intervalo de tempo n+0; /T do receptor,
tomando como referéncia o reloégio do usudrio i. Assim, se todos 0s usudrios transmitem seus
pacotes alinhados com os intervalos de tempo de seus relogios, s6 had colisdes quando os pa-
cotes sobrepoem-se totalmente. Entretanto, no modo de operag¢dao ndo-sincronizado, colisdes
ocorrem mesmo que a sobreposi¢ao dos pacotes transmitidos seja parcial. A Figura 2.2 ilustra

os dois modos de operagio. Os pacotes enviados pelos usudrios i e j sao representados pelos
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Figura 2.3: Diagrama de blocos do modelo proposto para cada usudrio.

retingulos em cor cinza. Em ambos, o relégio do receptor é usado como referéncia. Percebe-
se que no modo nao-sincronizado os pacotes ndo estdo alinhados com o relégio do receptor

devido aos valores assumidos por §; ndo serem multiplos inteiros de 7.

2.1.2  AS RESTRICOES AO UsO DO CANAL

Para completar a descricdo do modelo do canal de colisdo sem realimentagao, falta especi-
ficar as restrigdes ao seu uso. Em outras palavras, se um determinado usudario deseja transmitir
no canal de multiplo acesso ele tem de fazer isto de acordo com as regras estabelecidas para
este fim. A Figura 2.3 mostra, por meio de um diagrama de blocos, a estrutura que é utilizada
por cada usudrio para ter acesso ao modelo basico da Figura 2.1.

Os processos de geragao e transmissao de mensagens, executados pelos blocos da Fi-
gura 2.3, sdo descritos a seguir. Os pacotes que sao transmitidos correspondem aos simbolos
emitidos pela fonte de informagdo g-aria, quando demandada, no n-ésimo intervalo de tempo.
Porém, esses pacotes s6 sdo codificados e convertidos nas formas de onda x;(t), trabalho exe-
cutado pelo bloco codificador, dependendo dos sinais s;(t) emitidos pelo bloco gerador de sinal
de protocolo. Os valores assumidos por s;(t) dependem da sequéncia de protocolo usada por cada
usudrio. As sequéncias de protocolo siao sequéncias bindrias de comprimento N, denotadas
por s; = {sy}¥, cuja relagio com o sinal s;(t) € tal que s;(t) = s; para IT <t < (I + 1)T.
Para s;(t) = 1, o codificador emite os pacotes, caso contrario, quando s;(t) = 0, o codificador
emite o sinal nulo e o usudrio fica em siléncio. Os usudrios continuam usando periodicamente
sua respectiva sequéncia de protocolo para transmitir até que nao tenham mais pacotes para
enviar. ApOs esse tempo de atividade, o usudrio i deve permanecer inativo por, no minimo,

N — 1 intervalos de tempo para poder voltar a emitir pacotes.
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Embora o processo descrito anteriormente, de fato, resuma o que ocorre internamente
nos blocos de cada usudrio, algumas considerac¢oes precisam ser dadas. Inicialmente, destaca-
se o fato de que a fonte de informacio emite simbolos quando demandada, pois isto pode
parecer estranho ja que em sistemas de acesso aleatorio os usudrios nio utilizam o canal
frequentemente. Como € justificado em [24], pode-se interpretar o fato da fonte transmitir
quando demandada como sendo o pior caso possivel para os usudrios utilizarem o canal. Isto
é, pode-se presumir uma situacao em que, num dado intervalo de tempo, todos os usudrios
estao ativos e possuem uma fila de pacotes esperando para ser transmitida. A capacidade do
canal, calculada a partir dessa hipétese, pode ser vista, entdo, como o melhor desempenho
atingido pelo sistema de multiplo acesso em uma situacio de sobrecarga. Vale destacar que o
proposito inicial do calculo da capacidade, para esse modelo de canal, é determinar o quanto
de perda resulta quando M usudrios compartilham o mesmo canal de comunica¢io uma
vez que eles sio impedidos, devido a auséncia de um elo de realimentacdo, de realizar o
compartilhamento por um modo de divisao de tempo.

Dando continuidade as consideragdes sobre as restricdes ao uso do canal, destaca-se o
codificador da Figura 2.3. Esse codificador é utilizado para enviar pacotes redundantes junto
com os pacotes emitidos pela fonte ¢-aria de modo que o receptor seja capaz de recuperar
os pacotes transmitidos, a partir do sinal recebido y(¢), desde que a probabilidade de erro,
durante a transmissao, seja suficientemente pequena. Lembrando que o receptor deve realizar
esta tarefa para cada um dos M usudrios. Vale ressaltar que o bloco codificador da Figura 2.3
executa o papel dos blocos codificador de canal e modulador do sistema de comunicagao digital
ilustrado na Figura 1.1.

A ultima consideracdo a ser feita é sobre as sequéncias de protocolo. As sequéncias de
protocolo sdo utilizadas neste modelo para evitar que o desempenho do sistema varie com
as propriedades probabilisticas da fonte de informag¢do. Ou seja, a incerteza da fonte de
informacdo nio interfere nos intervalos de tempo em que determinado usudrio emite seus
pacotes. Portanto, é tarefa exclusiva das sequéncias de protocolo determinar os intervalos
de tempo em que os usudrios transmitem. O sinal s;(t), gerado pelo bloco gerador de sinal
de protocolo, ¢ uma forma de onda predeterminada com periodo ;' que assume valores 0 ou
1, para todo t, somente em intervalos de tempo semiabertos com durag¢do de T' segundos.

E, por definicao, quando s;(t) = 1 o codificador emite o pacote no n-ésimo intervalo de

"Embora, por conveniéncia analitica, sejam usados sinais s;(t) cujo periodo é finito, ndo hd necessidade de limitar superior-

mente os possiveis valores para 7; [24], pois 0 modelo de canal em questio ndo possui essa limitagio.
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tempo, caso contrdrio, s;(t) = 0, o codificador ndo emite o pacote e o usudrio permanece em
siléncio neste intervalo de tempo. Além do mais, pode parecer estranho utilizar sequéncias de
protocolo deterministicas para controlar o acesso de usudrios em um modelo de canal cujo
sistema de acesso € aleatério. Porém, nada impede que a escolha da sequéncia de protocolo,
mais precisamente do primeiro periodo de s;(t), de cada usudrio seja feita por um processo
aleatério. Por fim, é assumido que cada usudrio saiba qual a sequéncia de protocolo a ser
utilizada pelos demais usudrios e que, além disso, o receptor tenha conhecimento da escolha

feita por cada um.

2.1.3 REGIOES DE CAPACIDADE

A fim de derivar os resultados desejados para as regides de capacidade deste canal, assume-
se, daqui em diante, que a fonte de informagdo ¢-aria da Figura 2.3 é uma fonte discreta simétrica
sem memoria [§] e ela emite informacgdo a uma taxa de R; pacotesiunidade de tempo. Como o
usudrio ¢ s6 estd apto a utilizar o canal nos intervalos de tempo em que s;(t) = 1, entdo a taxa
efetiva de transmissdo de informagdo do usudrio i, denotada por r; pacotes/unidade de tempo, difere
da taxa R; e s6 ocorre igualdade entre elas, R; = r;, caso o usudrio 7 esteja apto a utilizar o
canal em todos os intervalos de tempo, ou seja, s;(t) = 1 Vt. Para estabelecer uma relagio
entres as taxas R; e r;, é conveniente definir o fator de trabalbo p; como um numero racional
no intervalo 0 < p; < 1 de modo que ele represente a fracio de tempo em que a sequéncia
de protocolo do usudrio i assume o valor 1. Desta forma, a relacdo entre R;, r; e p; é tal
que r; = R;/p; e ocorre igualdade caso p; = 1, pois, pela definicao do fator de trabalho, isso
indica que o usudrio estd apto a utilizar o canal em todos os intervalos de tempo.

Em geral, regides de capacidade para canais de multiplo acesso sdo definidas como o con-
junto € de todos os vetores R = (Ry, Rs, ..., Rys) tal que é possivel transmitir, pelo canal,
com uma probabilidade de erro arbitrariamente pequena para qualquer vetor R € € e, conse-
quentemente, impossivel para qualquer outro vetor R’ ¢ €. O termo regido é bem aplicado,
pois o conjunto € corresponde a uma regido R do espago R que contém todos os pon-
tos definidos pelo conjunto de vetores R, ou seja, R = {(Ri,R2,...,Ry) € RM | R =
(R1,Rs,...,Ry) € C}. Como R é uma regido no espago RM, existe um conjunto de pontos
em R que a delimitam do restante do espago R, ou seja, este conjunto de pontos é o contorno
da regido R. Portanto, o contorno de uma regiao de capacidade € é definido como o conjunto

de vetores C € C tal que ndo exista nenhum outro vetor C’ € C tal que C < C’, em que a



30

desigualdade entre C e C’ é avaliada entre as respectivas componentes destes vetores. Daqui
em diante, os vetores C = (C,Cs,...,C)y) denotam pontos no contorno de uma regido de
capacidade qualquer.

Para o modo de operacdo com intervalos de tempo nao-sincronizados, mencionado ante-
riormente, a regidao de capacidade do canal de colisao sem realimenta¢io, denotada por C,,
é definida [24] como o conjunto de todos os vetores R = (Ry, Ra,...,Ry), com R; > 0
e 1 < i < M, acessiveis* no sentido que, dados quaisquer nimeros positivos o e ¢, existe
uma sequéncia de protocolo s;(t) e um cédigo de bloco de comprimento n; pacotes para cada

usudrio ¢ tal que

1. blocos de, no minimo, (R;/p; — o)n; pacotes da fonte de informa¢io do usudrio i sdo
codificados em blocos de comprimento n; pacotes para serem transmitidos durante in-

tervalos de tempo sucessivos nos quais o usudrio 4 realmente usa o canal; e

2. o decodificador é capaz de reconstruir, por meio da saida do canal y(¢), a sequéncia
emitida pela fonte de informag¢ao do usudrio ¢ com uma probabilidade de erro de pacote
média de valor no mdximo e, desconsiderando os valores dos deslocamentos de tempo

81,82, Onrs

A regido de capacidade com probabilidade de erro nula [24] para o canal de colisdo sem re-
alimentagao operando no modo nio-sincronizado, denotada por C, 49, é definida de modo
semelhante a defini¢ao de @, tal que € = 0. As regides de capacidade para o canal de colisao
sem realimenta¢ao operando no modo sincronizado podem, também, ser definidas de modo
semelhante. Neste caso, denota-se estas regides de capacidade por C; e Cy.

O teorema a seguir estabelece uma importante relagdo para as regides de capacidade do

canal de colisdo sem realimentagio.

Teorema 2.1 — Teorema 1 em [24]
.~ . ~ 7 e A
Para o canal de colisdo sem realimentagido com M usudrios, C = C,s50 = Cps = Cy0 = Cs.
Além do mais, o contorno desta regido de capacidade C ¢ o comjunto de todos os vetores C =

(C1,Cs,...,Ch) tal que
M
Ci:piH(l_pj)a (2.2)
pt
em que p = (p1,D2,...,pnm) € um velor probabilidade que satisfaz p; > 0 e Z p; = 1 para

1

1 <i < M e cada vetor C ¢ determinado por um iinico vetor p. O

2Segundo o conceito de Shannon [2] de taxa acessivel em que as regides de capacidade sio sempre conjuntos fechados.
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A prova do Teorema 2.1 é uma prova construtiva dada ao longo da referéncia [24]. Por se
tratar de uma prova extensa, ela é omitida.

O Teorema 2.1 afirma que a capacidade € do canal de colisdo sem realimentacao independe
se o canal estd sendo operado no modo sincronizado ou no modo nio-sincronizado. Além
do mais, ele mostra que existe uma correspondéncia univoca entre vetores probabilidade p e
pontos no contorno da regiao de capacidade C. A regido de capacidade € ndo é convexa para
M > 2, pois, de acordo com [24], a auséncia de um elo de realimentagiao impede os usudrios
deste canal de usarem diferentes esquemas de codificacio em um modo TDMA.

Para finalizar a discussdo sobre as regides de capacidade para o canal de colisao sem
realimentacio, trata-se do caso em que todos os usudrios emitem informagdo com a mesma
taxa. Nessa situagao, define-se a capacidade simétrica, denotada por Cgyr,, para o canal de
colisdo sem realimentagdo como a taxa maxima r tal que R = (r/M,r/M,...,r/M) € C.

Desta defini¢ao, segue um coroldrio para o Teorema 2.1.

Coroldrio 2.1 - Teorema 2.1
Para o modo sincronizado ou ndo-sincronizado e para uma probabilidade de erro arbitrariamente

pequena ou nula, a capacidade simétrica para o canal de colisdo sem realimentacdo € dada por

M—1
1 .
Coym = <1 - M) pacotes/unidade de tempo. (2.3)
Além do mais, o vetor (Csym /M, Coym /M, ..., Csym /M) € realizdvel no modo de operacdo sin-
cronizado. O

2.1.4 UM CASO PARTICULAR

Um caso particular para o canal de colisdo sem realimentac¢do foi introduzido em [37],
[38]. Neste caso, denotando por U o namero total de usuarios que compartilham o canal,
no maximo, M usudrios, M < U, estdo ativos e cada quadro (do inglés, frame) que chega ao
receptor é o conjunto de N intervalos de tempo de transmissao, em que cada intervalo possui
duracido de T segundos correspondendo ao tempo de duragdo dos pacotes emitidos pelos
usudrios. Ao considerar que M usudrios estdo ativos em um determinado quadro, admite-se
que cada um deles emite, pelo menos, um pacote durante os N intervalos de transmissiao de
cada quadro recebido pelo receptor. Os M usudrios ativos em um determinado quadro ndo
sa0 necessariamente os mesmos em todos os quadros.

Seja s; uma sequéncia bindria de comprimento N e {si,s2,83,...,Sy } seja o conjunto for-
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mado por U sequéncias bindrias. O conjunto {s;}!_; é denominado um conjunto de sequéncias
de protocolo, representado por (U, M, N, o), se cada uma das sequéncias bindrias do conjunto
for utilizada como sequéncia de protocolo pelos usudrios do canal. Além do mais, para qual-
quer quadro que chegue ao receptor, assume-se que: (1) no maximo M usudrios estdo ativos,
(2) o receptor é capaz de identificar cada um dos usudrios ativos e que (3) o pacotes emitidos
por cada um dos usudrios ativos chegam ao receptor sem sofrer colisdo, no minimo.

A, Gyorfi e Massey [26] mostraram que cddigos ciclicamente permutdvers [27] constituem uma
solugdo natural para o caso particular de acesso multiplo em que M usudrios, de um total de
U, estdo ativos em um dado quadro. No Capitulo 4 e no Capitulo 5, discute-se codigos
ciclicamente permutaveis (codigos CP) e sdo dadas algumas construcoes de codigos CP que

sdo aplicadas como sequéncias de protocolo.



CAPITULO

CODIGOS CORRETORES DE
ERRO

Ciéncia ¢ fato; assim como casas sdo feitas de
tijolos, cibncia € constituida de fatos; mas uma
pilha de tijolos ndo é uma casa assim como uma

colegdo de fatos ndo é necessariamente ciéncia.

— Jules Henri Poincaré

HANNON estabeleceu, por meio do teorema para codificacio de canais ruidosos [2], que

existem codigos corretores de erro capazes de permitir a transmissdo da informacdo por
um canal ruidoso com uma taxa de erro de bit arbitrariamente pequena, desde que a taxa
de informagao transmitida seja menor que uma grandeza definida como capacidade do canal.
Embora o teorema em questdo garanta a existéncia desses cddigos, ele nio mostra como
obté-los. Desde entido, um novo ramo surgiu na drea de comunicagoes, 0s cddigos corretores de
erro. Como mencionado no Capitulo 1, a finalidade dos c6digos corretores de erro é inserir
redundancia de maneira controlada na informagao a ser transmitida de modo que o receptor
seja capaz de detectar e até mesmo corrigir eventuais erros introduzidos durante a transmissao.
Entretanto, nesta dissertagao cddigos corretores de erro sdo usados em um contexto distinto.
O intuito é utilizd-los como um meio de se construir cddigos ciclicos binadrios nao-lineares e

codigos ciclicamente permutdveis para serem aplicados como sequéncias de protocolo para o
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canal de colisdo sem realimentagio [26] apresentado no Capitulo 2.

Neste capitulo, sdo apresentados os conceitos basicos destes codigos. Sao discutidos codi-
gos de bloco e as propriedades que podem ser usufruidas ao se utilizar uma estrutura algébrica
para eles. Apos esta introducdo, aborda-se a classe de c6digos constaciclicos [12] que sdo ex-
plorados na construgao de c6digos ciclicos binarios nao-lineares que, por sua vez, sao usados
para construir codigos ciclicamente permutdveis os quais sdo utilizados como sequéncias de
protocolo para o canal de colisdo sem realimentacao do Capitulo 2. Ao leitor que desejar um
aprofundamento sobre o tema, recomenda-se a leitura das referéncias bibliograficas [9]-[14].
Para um bom entendimento deste capitulo é necessario um conhecimento basico de corpos
finitos e dlgebra linear. Uma excelente introduc¢do a esses contetidos pode ser encontrada

em [9, Cap. 2] e [10, Caps. 2 e 3].

3.1 CODIGOS DE BLOCO

Em principio, é dada uma defini¢do para cédigos de bloco e em seguida siao discutidas
algumas de suas carateristicas e propriedades. Nesta dissertacdo, s6 sdo abordados c6digos
de bloco, de modo que sempre que se utilizar o termo cddigo, com relagdo a codigos corretores

de erro, ele esta referindo-se a c6digos de bloco.

Definicao 3.1 - Codigo de bloco

Um cddigo de bloco g-drio C ¢ o conjunto {cy,c1,¢a,...,cr_1} formado por L n-uplas q-drias de
comprimento n denotadas por ¢; = (co,c1,¢2,...,Cn-1), 1 =0,1,2,..., L — 1, e denominadas
palavras-codigo ou vetores-codigo. O

Ao cédigo C da Definic¢do 3.1, é associado um codificador que é responsavel pelo mapea-
mento das mensagens, emitidas por uma fonte de informagao ¢-dria, nas palavras-codigo c;.
Vale ressaltar que um cédigo C é unico. Entretanto, o codificador nao é anico [14]. Isto é,
0 mapeamento entre mensagens e vetores-codigo pode mudar, mas todos os possiveis vetores
obtidos na saida do codificador pertencem a C.

O processo de codifica¢do consiste, primeiramente, em dispor os dados emitidos pela fonte
de informagao em blocos de comprimento k, em seguida, maped-los em palavras-codigo. Esse
mapeamento é um-a-um, para permitir que o destinatario seja capaz de recuperar a mensagem
original enviada. Se a fonte de informacgdo emite simbolos de um alfabeto ¢-drio, entdo as

possiveis mensagens a serem codificadas correspondem a k-uplas, m = (mg, m,...,mg_1),
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Figura 3.1: Processo de codificacdo dos cédigos de bloco.

que formam um espaco vetorial sobre GF(q). Visto que cada vetor m possui k simbolos e
cada simbolo pode assumir ¢ valores distintos, o total de possiveis vetores-mensagem é igual a
q*. Desta forma, L = ¢*. O processo de codificacio é ilustrado na Figura 3.1. Entretanto, ha
situacdes em que L # ¢*. Nesses casos, a implementacdo, em geral, torna-se mais complexa.
Em [10, pdg. 69| mostra-se um exemplo em que o codificador tem de arranjar as mensagens
em blocos com comprimento variavel para tratar o caso em que L # g*.

E analisado, neste ponto, como a utilizacio dos cédigos de bloco permite inserir redun-
dancia, de modo controlado, nas mensagens codificadas. O conjunto de todas as n-uplas
g-drias de comprimento n constituem o espaco vetorial V sobre GF'(q) contendo um total
de ¢ vetores. O conjunto de vetores que pertencem a C é um subconjunto de V, portanto
existem vetores de V que ndo estdo em C. Diz-se, entdo, que um cddigo de bloco possui re-
dunddncia quando o namero de vetores que pertencem ao codigo é menor que o nimero total
de vetores g-drios de comprimento n, ou seja, L < ¢". A redundancia r pode ser expressa em
forma logaritmica [10] por

r=n—log, L. (3.1)

Em geral, utilizam-se c6digos em que L = ¢*. Portanto, a Formula (3.1) torna-se r = n—k.
Ou seja, dos n simbolos transmitidos, k simbolos sdo de informacdo e o restante, n — k, sdo de
redundancia. Uma maneira mais usual para expressar a redundancia de um c6digo, é definir

a taxa deste codigo.

Definicio 3.2 — Taxa de um cédigo
Seja C um codigo de bloco q-drio com L palavras-codigo, cada uma de comprimento n. A taxa R do

codigo C é dada por
log, L

R=—". (3.2)
n
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Para os casos em que L = q~, a Formula (3.2) reduz-se a
R=—. (3.3)
O
A seguir, sao apresentadas algumas defini¢bes e teoremas importantes na teoria dos codi-

gos de bloco.

Definicao 3.3 - Peso de Hamming de um vetor

O peso de Hamming, ou simplesmente peso, de um vetor q-drio, em geral denotado por w(v), € o

niimero de coordenadas ndo nulas deste vetor. O
Exemplo 3.1
Considere os seguintes wvetores: vy = (1,0,0,1,1,0,1,0,1,1) wm vetor bindrio,

ve = (2,0,2,1,1,0,1,0,1,1) um vetor terndrio e v3 = (a*,0,0,0,0,0,a*,0,0,0) cujos ele-

mentos pertencem a G (23). Os respectivos pesos sdo: w(vy) = 6, w(ve) = Tew(vz) =2 O

Definicao 3.4 — Distancia de Hamming
A distdncia de Hamming entre dois vetores v e w, de mesmo comprimento n, é o niimero de

coordenadas em que eles diferem.
dHamming(vaw) = d(V,W) £ #{/L | (% 7é ws, 1= Ov 17 e, = 1}5 (34)

em que #{.} denota a cardinalidade" do conjunto. O

Exemplo 3.2
No exemplo 3.1, 0s vetores v1, Vo e Vs sdo todos de mesmo comprimento, n = 10. Desta forma, a

distdncia de Hamming entre eles é: d(v1,va) = 2, d(v1,v3) =6 ed(ve,vs) =T. O

A Defini¢@o 3.4 tem uma importancia significativa na teoria de codigos corretores de erro.
A partir dela, pode-se definir uma importante propriedade dos c6digos de bloco, um impor-
tante parametro para caracterizar a capacidade de deteccio de erro, a capacidade de corregao

de erro e a capacidade de corre¢iao de apagamento. Tal propriedade é definida a seguir.

Definicao 3.5 — Distdncia minima de um cédigo
A distancia minima, em geral denotada por d.,iy, de um codigo de bloco C € a menor distancia de

Hamming entre todos os pares distintos de palavras-codigo pertencentes a C. O

"Termo utilizado para designar o ntimero de elementos de um conjunto
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Exemplo 3.3
Considere um codigo bindrio C formado pelo seguinte conjunto de palavras: {co;cqi;ca;c3}, em
que ¢y = (0,0,0,1), ¢; = (1,1,0,1), c2 = (0,1,0,1) e c3 = (1,0,1,0). Para determinar a
distancia minima do codigo C, calcula-se a distancia de Hamming entre todos os pares de palavras-
codigo. Como o codigo possui quatro palavras no total e d(v,w) = d(w, V), o total de distincias
calculadas que é dado por (3) = 6. Os resultados sio: d(cy,c1) = 2, d(co,c2) = 1, d(co, c3) = 3,
d(cy,c2) =1, d(c1,c3) = 3ed(ca, c3) = 4. Logo, dpin = 1. O

Por meio do Exemplo 3.3, percebe-se que encontrar a distdncia minima de um codigo
pode ser um processo exaustivo a medida que o nimero de palavras do cédigo aumentar.
Para ser mais especifico, o numero de comparacdes necessarias é dado por (S) =L(L—-1)/2
ou ¢*(¢* — 1)/2, quando L = ¢*, o que mostra que a complexidade do calculo é exponencial
e é cada vez maior a medida que k£ aumenta. Uma vez definida a distincia minima de um
cédigo, pode-se determinar a capacidade de detec¢ao de erro, a capacidade de correcdo de
erro e a capacidade de corre¢do de apagamento para um cédigo de bloco. Daqui em diante,

denomina-se padrdo de erro o vetor que representa os possiveis erros inseridos pelo canal na

palavra-cédigo transmitida.

Teorema 3.1 — Capacidade de detecgio de erro [9]
Um codigo C com distdncia minima dy;y, € capaz de detectar todos os padroes de erro com peso menor

ou 1gual a dyi, — 1. O

Demonstragdo: Pela defini¢do da distdncia minima de um c6digo, uma palavra-codigo
difere das demais em, no minimo, d,,;, coordenadas. Portanto, se um padrao de erro tem
peso maior ou igual a dyy;,, entdo a palavra-codigo transmitida pode tornar-se uma outra
palavra-c6digo, diferente daquela transmitida, e o receptor ndo sera capaz de detectar que
houve um erro na transmissdo. Entretanto, se o peso do padrdo de erro é menor ou igual
a dpin — 1, entdo a palavra transmitida se tornard um vetor que nio pertence ao codigo,

desta forma, sendo possivel para o receptor detectar que houve erro na transmissio. MW

Teorema 3.2 — Capacidade de correcdo de erro [11]
Um codigo C com distancia minima dyiy, € capaz de corrigir todos os padroes de erro com peso menor
ou igual a t = [%=i2=1| em que | x| denota o iinico mikmero inteiro i tal que i < x < i+ 1. Se

dwmin € um niimero par, entdo o codigo corrige (duin — 2)/2 erros ou detecta dyin /2. O
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Demonstragdo: Vide referéncia [11, pag. 10]. [ |

Coédigos corretores de erro também sdo utilizados em canais com apagamento. Nestas
situagdes, o decodificador é projetado para declarar como apagamento um simbolo para o
qual existe divida com relagido ao real valor transmitido. Por exemplo, num canal bindrio com
apagamento [5], os simbolos transmitidos assumem o valor 0 ou 1, mas nas saida do canal os
simbolos podem ser 0, 1 ou *, em que este ultimo indica que o decodificador ndo tem certeza
se o simbolo transmitido foi 0 ou 1. Em geral, um canal g-drio com apagamento possui ¢
simbolos para o alfabeto de entrada e ¢ + 1 para o alfabeto de saida, tendo x como o simbolo
adicional no alfabeto de saida para indicar apagamento. O numero de apagamentos que um

c6digo de bloco com distancia minima d,,;, pode corrigir é dado no teorema a seguir.

Teorema 3.3 — Capacidade de corre¢ao de apagamento [13]
Um codigo C com distancia minima dviy € capaz de corrigir todos os padroes de apagamento com
peso menor ou igual a p se dwin > p + 1. Além do mazs, quaisquer padroes de erro e apagamento
em que ocorram t ou menos erros e p ou menos apagamentos simultaneamente, podem ser corrigidos

se dmin > 2t +p+ L O
Demonstracdo: Vide referéncia [13, pag. 14] [

Para o caso particular do Capitulo 2, afirma-se que os usudrios do canal transmitem o
pacotes livres de colisdo de um total de w pacotes enviados por quadro. Neste caso, até w — o
pacotes podem ser considerados como apagamentos devido a colisdo com pacotes de outros
usudrios. Logo, para garantir que os usudrios transmitam o pacotes livres de colisdo, os
codificadores destes usudrios devem utilizar um cédigo capaz de corrigir w — o apagamentos.
Assim, os c6digos usados devem possuir, de acordo com o Teorema 3.3, comprimento n = w,
blocos de mensagem de comprimento k = o e distincia minima dy,;, > w — o + 1, ou seja, um
codigo de bloco (w,o,w — o 4+ 1).

Um dos problemas com os cddigos de bloco, em geral, é que é necessdrio armazenar
todas as palavras do cédigo para poder executar os processos de codificacdo e decodificagao
e quando o valor de k aumenta, o nimero de palavras-cédigo aumenta exponencialmente. E
visto na préxima se¢do que a complexidade desse problema pode ser reduzida se os codigos

de bloco forem lineares.
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3.2 CODIGOS DE BLOCO LINEARES

Nesta secao, mostra-se que a linearidade prové uma estrutura matemdtica aos codigos de
bloco que permite fazer varias simplificacbes com relagdo as propriedades discutidas na se¢ao

anterior. Inicialmente, define-se um c6digo de bloco linear.

Definicio 3.6 — Codigos de bloco lineares
Um cédigo de bloco q-drio C com q* palavras-cddigo é um cédigo de bloco linear (n, k, dp;y) se e
somente se suas q" palavras-cédigo formam wm subespaco de dimensio k do espago vetorial de todas

as n-uplas sobre GF(q). O

A Defini¢ao 3.6 permite que se utilize varias propriedades da teoria de espagos vetoriais

amplamente conhecidas da algebra linear [10, Cap. 2].

Propriedade 3.1 — [10]
A combinagdo linear de qualquer conjunto de palavras-codigo é uma palavra-codigo. Uma con-
sequéncia disto € que um codigo linear sempre contém a palavra-codigo toda nula, daqui por diante,

denotada por 0. O
Demonstragdo: A prova é uma consequéncia direta da defini¢do de espago vetorial [10,

Cap. 2]. |

Propriedade 3.2 - [10]
A distdncia minima de um codigo de bloco linear ¢ igual ao peso da palavra-codigo de menor peso

entre todas as palavras do codigo nao-nulas. O

Demonstragdo: A distincia minima de um c6digo C pode ser escrita matematicamente

como dpin = min  d(c,c’). Deste modo, pode-se reescrevé-la como
c,c’eC, c#c’
Arpin = min  w(c — ¢’). Como o cbdigo é linear ¢/ = ¢ — ¢’ e ¢ € C. Logo,
c,c’eC, c#c’!
_ : 11
Arnin = Cuercr}l;r}”#ow(c )- |

Pela Propriedade 3.2 percebe-se como a complexidade para encontrar a distancia minima
de um cédigo é reduzida. Anteriormente, foi mencionado que a complexidade para encontrar
a dpin de um cédigo de bloco é dada por ¢*(¢* — 1)/2. Para codigos lineares, este valor

diminui para ¢* — 1, pois s6 é preciso encontrar a palavra-cédigo nao nula com menor peso.
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3.2 MATRIZ GERADORA E MATRIZ DE VERIFICACAO DE PARIDADE

Dado um espaco vetorial V, pode-se escolher um subconjunto finito de vetores, {v;} tal
que v; € V, de modo que qualquer outro vetor pertencente a V pode ser obtido como uma
combinacdo linear dos vetores que estdo no subconjunto {v;}. Entretanto, se os vetores que
constituem o subconjunto {v;} forem linearmente independentes, obtém-se uma base vetorial
para o espago V. Por meio de uma base vetorial, 0o mapeamento entre as combinagdes lineares
dos vetores-base e todos os vetores que pertencem a V é um-a-um. A defini¢io de codigos
lineares como subespacos vetoriais, permite, entdo, obter uma eficiente representagcao para
esses codigos.

Seja {go0, 81, ---,8k_1} uma base de vetores-cddigo de um cddigo linear g-drio (n, k, dpin)-
Entdo, cada palavra-cddigo ¢ pode ser representada de modo tnico por ¢ = mogo + m1g1 +
.o+ mg_18k_1, em que m; € GF(q), para 0 < i < k — 1, representam as coordenadas do
vetor-mensagem m = (mg,my,...,mi_1) . Esta situacdo pode ser representada matricial-
mente caso defina-se os vetores-base g; como linhas de uma matriz geradora denotada por G,

do seguinte modo

go 90,0 90,1 cee go,n—1
g1 g1,0 g1,1 cee 9d1,n—1
G = = (3.5)
| 8k—1 | | 9k-1,0 9k-11 -+ Gk—1,n—1|

Pode-se wusar diretamente a matriz G para codificar os vetores-mensagem

m = (mg,my,...,mg_1) em vetores-codigo ¢ procedendo da seguinte forma
go
g1
c=mG = (mg,m1,...,Mp_1) ) =moego +Mig1 + ... + M—_18k—1- (3.6)
| 8k—1 |

A representacdo dos codigos lineares, por meio da matriz G, soluciona o problema de
armazenar todas as palavras de um c6digo de bloco para executar o processo de codificagio.
Basta, neste caso, armazenar k palavras-c6digo linearmente independentes. Vale ressaltar que

o nimero de matrizes G distintas que podem representar um mesmo codigo linear g-ario
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(n, k, dmin) € dado por [8]

H (d" —d). (3.7)

i=0

E interessante destacar que o nimero de possiveis codificadores para um c6digo de bloco
nio-linear com ¢* palavras-codigo é igual (¢*)! [8]. Esse nimero é bem maior que o nimero
de matrizes geradoras distintas para um cédigo linear dado por (3.7). A redugdo, deve-se
ao fato da restricdo de que as linhas de G sao linearmente independentes. Dentre todos os
possiveis codificadores previstos por (3.7), um deles destaca-se dentre os demais, é o codificador
sistemdtico. Ao utilizar esse codificador, é possivel distinguir na palavra-cédigo quais sdo os
simbolos de informagdo e quais sdo os simbolos de redundancia. Em situacgdes praticas, os
cédigos construidos na forma sistemdtica sao preferidos. A matriz geradora de um c6digo

sistemdtico possui a seguinte forma

Poo  Poi - Pom—k-1 1 0 0 ... 0
pPo P11 - Pim—k-1 0 1 0 ... 0
G=PL]=]| pao P21 -+ P2mka1 00 1 ... 0f. (3.8)
Pk-1,0 Pk-11 --- Pk—1mn—k-1 0 0 0 ... 1]
Exemplo 3.4

O codigo linear bindrio (7,4, 3) possui a seguinte matriz geradora:

g0 1101000
c_|sl o1 to100
g 11100710
g5 1010001

As palavras-codigo go, g1, 82 e g3 sdo linearmente independentes e formam uma base vetorial para

o subespago de dimensdo k que corresponde as palavras do codigo. O

Outra importante matriz associada a um cédigo de bloco linear é a matriz de verificagdo
de paridade denotada por H. As linhas desta matriz sio elementos do conjunto de vetores

{hg,hy,...,h, 11} que formam uma base vetorial do espaco C*+ o qual denota o espago
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dual do cédigo C gerado por G.

hy ho,o ho1 e ho,n—1
h, h1,0 hi1 him—1
H= = ) ) (3.9)
| ho—k—1]  [Pn—k-10 Ppn-—k-11 .o hn—k—1,n-1]

Na forma sistemdtica, a matriz H pode ser obtida diretamente da matriz G sistematica

(3.8).

oo ...0 —P0,0 —P1,0 e Pk—1,0
010 ...0 —Po,1 —P1,1 Pr—1.1
H=[L, /-P]=f0 01 ..0 —Po,2 —P1,2 Pk—1,2 . (3.10)
_0 0O 0 ... 1 —Pon—-k-1 —Pin—-k-1 --- pk:—l,n—k:—l_

Teorema 3.4 — [10]
Um vetor ¢ é uma palavra do codigo C se e somente se cH' = 0, em que AT denota a matriz

transposta da matriz de verificacdo de paridade H. O
Demonstracdo: Vide [10, pag. 84]. [
Teorema 3.5 — [10]

Seja C um codigo linear com matriz de paridade H. A distancia minima de C € igual ao menor

niimero, diferente de zero, de colunas da matriz H cuja combinagdo linear resulta em 0. O
Demonstracdo: Vide [10, pag. 84]. [
Teorema 3.6 — Cota de Singleton [10]
A distancia minima de um codigo (n, k, dwin) € limitada superiormente por

Adpin <n—k+ 1. (3.11)

Demonstracdo: Vide [10, pag. 84]. [

Cédigos que satisfazem a cota de Singleton com igualdade sdo conhecidos como cddigos
MDS (Maximum Distance Separable), ou seja, codigos cuja distdncia minima é a maxima possi-

vel.
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Para evitar davidas quando se fizer referéncia a cédigos de bloco lineares e codigos de
bloco nao-lineares, daqui por diante, usa-se a terminologia cddigos ndo-lineares para designar

c6digos de bloco que ndo sdo lineares.

3.3 CODIGOS CICLICOS

Assim como a linearidade agregou mais propriedades aos cédigos de bloco, mais propri-
edades podem ser acrescentadas se, além de lineares, estes codigos forem ciclicos. Os c6digos
ciclicos obtiveram grande destaque em aplica¢des praticas como, por exemplo, no compact disc

(CD) e no NASA Deep Space Standard para comunicagdes via satélite [10].

Definicao 3.7 — Codigos ciclicos
Um cddigo de bloco C € denominado ciclico se qualquer deslocamento ciclico de uma palavra-codigo

resulta em uma palavra-codigo. O

Embora seja bastante comum empregar o termo cédigo ciclico a um cédigo que é simultane-
amente linear e ciclico [9], [10], [14], a Defini¢do 3.7 abrange os codigos lineares e os c6digos
nao-lineares. De modo que, para evitar ambiguidade, usa-se a expressao cddigo ciclico linear
para designar os casos em que o codigo em questdo € linear e ciclico.

Ao trabalhar com cédigos ciclicos, é comum representar as palavras-cédigo por meio de
polindmios. Isto é, a palavra-codigo ¢ = (cop,c¢1,¢2,...,¢,—1) pode ser representada pelo
polinbmio-cddigo c(x) = co + 17 + c22? + ... + ¢p_12" 1. Considere, neste ponto, como 0s
deslocamentos ciclicos realizados nas palavras-codigo podem ser reproduzidos na representa-
¢ao polinomial. Se ¢ = (cq,c1,¢2,...,¢,—1) € C, entdo a palavra-cddigo obtida ao deslocar
¢ uma posi¢io para direita é ¢/ = (¢p—1,¢0,¢1,-..,¢n—2) € C. Este resultado é obtido na

representag¢ao polinomial ao se efetuar a seguinte operagao

ze(z) = (coxr+c1x? +ca® + ... 4 ¢p_12™) mod (2" — 1)
= (cpo1+cor+c1x? + ... 4 cp_oz™ ) mod (2™ — 1)

= (z) mod (z" —1).

Sendo assim, efetuar dois deslocamentos para a direita em c seria equivalente a multiplicar
c(x) por 22 mod (z™ — 1) e assim sucessivamente até n — 1 deslocamentos, os quais seriam
obtidos, na forma polinomial, multiplicando ¢(x) por 2" ~!. Obviamente, multiplicar por z"

seria 0 mesmo que multiplicar por 1, pois " = 1 mod (z™ — 1). Na forma vetorial, significa
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dizer que deslocar ciclicamente n vezes obtém-se a palavra-codigo original. A partir desta

constatac¢do, pode-se definir a ordem ciclica de uma palavra-codigo.

Definicao 3.8 - Ordem ciclica
A ordem ciclica de uma palavra-cddigo é o menor inteiro positivo i tal que x'c(x) = c(z) mod

(a" —1). O

Embora a Defini¢do 3.8 refira-se a vetores que pertencem a um cddigo ciclico, o conceito de
ordem ciclica pode ser expandido a qualquer n-upla g-dria de comprimento n. E importante
ressaltar que os possiveis valores para a ordem ciclica de uma palavra-cédigo siao os divisores
de n. Diz-se, entdo, que uma palavra-codigo tem ordem ciclica plena quando a ordem ciclica

desta palavra é igual a n.

Teorema 3.7 — [10]

Seja C um codigo ciclico linear g-drio (n, k, dyin ).

a. Existe um iinico polinomio monico g(x) de grau n — k, o qual representa uma palavra-codigo
g, que é o polinomio de menor grau entre todos os polindomios que representam as palavras-

codigo de C. g(z) € denominado polinémio gerador do codigo C.
b. O polindmio gerador g(x) de um codigo ciclico linear (n, k, duin) € fator de x™ — 1.

¢. Cada polinomio-codigo c(x) € C é expresso unicamente como c(x) = m(x)g(x), em que

m(x) é o polinémio-mensagem de grau menor que k e g(x) € o polinomio gerador de C. [

Demonstragao:
S . . n_k_l n_k l. A . _ ,d. A . ~
a. Sejag(x) =go+gix+...+gn_kr—1T + 2™~ % um polindmio-c6digo mdnico ndo
nulo. Supondo que g(z) ndo é Gnico, entdo existe outro polindmio-cédigo moénico de

graun—k, digamos f(z) = fo+ fiz+...+ fa_r_12" *"1+2" "%, Uma vez que C é li-
=0

near, g(w) — £ () = (g0—fo)+ (g1~ F1)a-+ .+ (gu—k-1—fap1)a" 14T~ D ank
¢ um outro polindémio-codigo cujo grau é n — k — 1. Mas, isto é impossivel, pois
n—k—1<n—k.Logo, g(x) — f(z) =0 = ¢(z) = f(x). Consequentemente, g(x)
€ unico.

b. Vide [11, pag. 191].

c. Vide [11, pag. 191]. [
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Uma observacdo importante é que para garantir a Propriedade @ no Teorema 3.7, gg # 0.
Pois, deslocar ciclicamente g(z) uma posi¢ao para a esquerda produz ¢'(x) = g1 +gox + ... +
2"~k 4 goz™ %, Logo, go # 0, senio um polindmio de grau menor que n — k seria um
polinémio-c6digo, o que é impossivel.

A forma geral da matriz G de um cédigo ciclico linear pode ser obtida por meio da Propri-

k—1

edade ¢ no Teorema 3.7. Sendo o polindbmio mensagem m(z) = mo+miz + ... + mp_12°" 1,

a multiplicag¢do c¢(x) = m(x)g(x) pode ser escrita da seguinte forma

c(x) = (mo+mz+...+mp1z" g(x)

k—1

= mog(x) + mizg(x) + ... +mp_12” g(z). (3.12)

A Expressao (3.12) pode ser reescrita na forma de multiplicacado de matrizes como pode

ser observado em (3.13).

c(x) =[momq ... mp_1] : . (3.13)

Lembrando que multiplicar g(x) por z° mod (z™ — 1), sendo i um niimero inteiro positivo,
é equivalente a deslocar ciclicamente g de i posicdes para a direita, entdo a matriz G pode ser
escrita conforme (3.14). Também é possivel construir a matriz G na forma sistemdtica para
um c6digo ciclico linear. Um algoritmo mostrando como realizar este procedimento pode ser

visto em [10, pag. 107].

- . go 91 -+ Gn—k 0

g()

go g1 ceo Yn—k
zg(x) . .
G = ) = .. .. .. .. . (3.14)
9o g1 -or 9n—k
|2 lg ()
|0 go 91 - Gn—k]

Segue da Propriedade & que para cada polindémio gerador g(x), existe um polinémio-
paridade h(x) monico, com hg # 0 e de grau k, tal que g(z)h(z) = 2™ — 1. Sabe-se que
¢(x) é um polindmio-codigo se e somente se ele é um multiplo de g(x), alternativamente, ¢(x)
é um polindomio-c6digo se e somente se ¢(z)h(z) = 0 mod (2™ — 1). Esta equagao pode ser

manipulada [10] de modo a ser escrita na forma matricial como cH” = 0. A matriz H(,—kyxn
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em questdo é a matriz de verificagdo de paridade para o c6digo gerado por g(x).

_ - T
hie ... hi ho 0
hi ... hi hg
H= : (3.15)
hie ... hi ho
0 he ... hi hol

Como pode ser visto em (3.15), as linhas da matriz H sdo formadas pelo deslocamento
ciclico de um polindmio que nio é o polindmio-paridade h(z) = hg + hix + ... + hpaF,
mas é um polindmio cujos coeficientes sdo os mesmos de h(x) s6 que em ordem reversa. Tal
polindémio, h*(z) = hy, + hg_17 + ... + hiz* =1 + hoz*, é denominado polinémio-reciproco* de
h(x). O teorema a seguir mostra uma importante relagio entre h*(z) e o cédigo dual C+ de

um cédigo ciclico linear C gerado por g(x).

Teorema 3.8 — [10]
Seja C um cddigo linear ciclico g-drio (n, k) com polinémio gerador g(x). O cédigo dual C*, do

codigo C, & um codigo ciclico linear g-drio (n,n — k) cujo polindmio gerador é h*(x). O

Demonstracdo: A matriz H tem a mesma estrutura da matriz G em (3.14), portanto

esta matriz H gera um subespaco de dimensio (n — k) que é o codigo C+. [ |

3.3.1 CODIGOS BCH

Os codigos BCH sdo assim denominados em homenagem aos pesquisadores que os inves-
tigaram inicialmente: A. Hocquenghem em 1959 [39], Bose e Ray-Chaudhuri em 1960 [40],
[41]. Entretanto, coube a outro pesquisador, W. Peterson, mostrar que esses codigos eram
ciclicos e construir o primeiro algoritmo de decodificacdo algébrica para c6digos BCH [42].

Em geral, quando se escolhe um polinomio gerador g(x) e gera-se um cddigo ciclico li-
near nao se tem ideia do valor da distincia minima deste c6digo. Por isto, os coédigos BCH
destacam-se em relacdo a c6digos ciclicos arbitrarios, por garantirem um limite inferior para a
distdncia minima do cédigo. Tal resultado é obtido impondo algumas restri¢oes a escolha do
polinémio gerador g(z). O limite inferior para a distincia minima do cédigo é denominado
distdncia projetada do cédigo e é denotado por §. O teorema a seguir especifica como escolher

as raizes do polindmio gerador a fim de garantir a distancia projetada do cédigo.

*Em geral, o polindmio-reciproco de a(x) = ao + a1@ + ... + an—12" " + ana™ é o polindbmio a*(z) = z"a(z™1) =

an + an—1z+ ...+ a1z 1 + aga™.
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Teorema 3.9 — cota BCH [10]
Seja C um codigo linear ciclico g-drio (n, k, din) cujo polinémio gerador € g(x). Além do mais, seja
m a ordem multiplicativa de ¢ mod n tal que GF (q"™) é o menor corpo de extensdo de GF(q) que
contém a n-ésima raiz da unidade. Considere o a n-ésima raiz primitiva da unidade. Assegure que
g(x) foi escolhido como o polindmio de menor grau tal que g(a®) = g(a®!) = g(a?*?) = ... =
g(abT9=2) = 0, em que b é um niimero inteiro b > 0 e § > 1. Desta forma, g(x) tem (5 — 1)
poténcias consecutivas de o como raizes. Portanto, o codigo C gerado por g(x) tem distdncia minima

dmin Z 0. 0
Demonstracdo: Vide [10, pag. 176-180] [

Vale destacar que em muitas situagdes a distincia minima, d,,i,, do cédigo BCH coincide
com a distancia projetada, §. Entretanto, hd também varias situacdes em que d,y;, € maior
que ¢ [9].

Uma vez que a distancia minima do c6digo BCH esta garantida pela cota BCH do Teorema
3.9, um procedimento para construir um c6digo BCH ¢-ario de comprimento n e corretor de

t erros pode ser o seguinte [10]:
7. Encontre uma n-ésima raiz primitiva o de 2 — 1 em um corpo GF(¢") para o menor
valor possivel de m;
i1. Selecione (§ — 1) = 2t poténcias consecutivas de a: ab, a®*1, ab*2, .. a®*2t sendo b
um numero inteiro nao negativo;
i11. Seja M;(z) o polindbmio minimo de o' e seus conjugados. Entdo faca g(x) o minimo

multiplo comum entre os polindmios minimos de todas as poténcias consecutivas de a.

g(x) = MMC{My(x), Mpi1(z), Mpso(x),..., Myyor(x)}. (3.16)

Para b = 1 os c6digos BCH sdao denominados de sentido restrito. Paran = ¢"* — 1, m sendo
um ndmero inteiro positivo, o cddigo BCH é denominado primitivo. Quando n # ¢™ — 1, os
codigos BCH sdo denominados ndo-primitivos e os possiveis valores de n sdo os divisores de

qm — 1.

3.3.2 CODIGOS REED-SOLOMON

Codigos Reed-Solomon (RS), assim como ocorre com os cdédigos BCH, recebem esta de-

nominac¢do em homenagem aos primeiros pesquisadores a investiga-los, I. S. Reed e G. Solo-
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mon [43]. Entretanto, hd varias formas de definir um c6digo RS [10]. A defini¢ao usada nesta

dissertacdo segue aquela em que esses codigos sio uma extensiao natural dos cdédigos BCH.

Definicao 3.9 — Codigos Reed-Solomon
Um codigo Reed-Solomon ¢ um codigo BCH de comprimento n = q" — 1 cujos simbolos pertencem

a GF(q™). O

A partir da Defini¢do 3.9, pode-se destacar que, diferentemente dos c6digos BCH men-
cionados na subse¢do anterior, a n-ésima raiz da unidade nao precisa ser procurada num
corpo de extensio GF(q™), pois os cddigos RS sdo definidos sobre este corpo e, portanto,
a € GF(q™). Além do mais, os polinomios minimos M (z) sdo da forma (z — «o®), pois
os elementos nio nulos de GF(¢™) sdo as raizes de 29~ — 1 e, desta forma, nio ha raizes
conjugadas.

Codigos RS destacam-se com relagdo a outros codigos BCH por possuirem varias proprie-
dades que estes outros c6digos ndo compartilham. Nao é por acaso que c6digos RS constituem
a subclasse dos codigos BCH nao-bindrios mais conhecida, haja vista as vdrias aplicagdes em
que eles sao utilizados [44]. Entre essas propriedades, a mais importante estd relacionada a

distdncia minima dos c6digos RS como mostra o teorema a seguir.

Teorema 3.10 — Distancia minima de um cédigo RS [10]

Um codigo RS (n, k, duin) possui distancia minima igual a dyin, =n — k + 1. O

Demonstragdo: Inicialmente, lembre-se de que graulg(xz)] = n — k (Teorema 3.7). Po-
rém, o polinomio gerador g(z) de um cédigo RS possui § — 1 poténcias consecutivas de
« como raizes, sendo « a n-ésima raiz primitiva da unidade. Logo, graufg(z)] =d—1e
assim § — 1 = n — k. Pela cota BCH (Teorema 3.9), dynin > 6 = n — k + 1. Entretanto, pela
cota de Singleton (Teorema 3.6) dp,;, < n — k + 1. Portanto, a tnica maneira de satisfazer

a cota BCH e a cota de Singleton simultaneamente ocorre para dyj, =n — k + 1. [ |

Desta forma, c6digos RS sao codigos MDS. Codigos MDS possuem propriedades interes-
santes que podem ser vistas em [10]. Uma destas propriedades tem um papel importante no

trabalho apresentado nesta dissertag¢do, portanto ela é enunciada no teorema a seguir.

Teorema 3.11 — [10]

O niimero de palavras-codigo com peso de Hamming j em um codigo q-drio (n, k) e MDS ¢ dado
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por
J—dmin
T\ ican
A= )@= ) (- g/ i, (3.17)
=0 O
Demonstracdo: Vide [12, pag. 429—431]. [

3.4 CODIGOS CONSTACICLICOS

Cadigos constaciclicos [12], também conhecidos como cddigos pseudociclicos [45]-[47], podem

ser definidos de acordo com a Defini¢io 3.10.

Definicao 3.10 — Codigos constaciclicos
Um codigo C € dito ser um codigo constaciclico se qualquer deslocamento constaciclico de uma

palavra-codigo resulta em uma palavra-codigo. O

Na Defini¢do 3.10, deslocar constaciclicamente uma posicdo para a direita a palavra-
cédigo ¢ = (cg,c1,¢a,...,¢n_1) produz a palavra-cédigo ¢’ = (ac,—1,¢0,¢1,...,¢n_2), em
que a é um elemento ndo nulo de GF(q). Observando com atengio a Defini¢do 3.10, é pos-
sivel perceber que a classe de c6digos constaciclicos contém a classe de cédigos ciclicos, para
isto basta fazer a« = 1 na Defini¢do 3.10. Além do mais, os cddigos negaciclicos [12], obtidos

fazendo a = —1 na Defini¢do 3.10, também sdo um caso particular dos codigos constaciclicos.

3.4.1 CODIGOS CONSTACICLICOS DE COMPRIMENTO ¢ + 1

A construcio de codigos constaciclicos pode ser obtida como uma generalizagio da cons-
trucdo de cédigos ciclicos. Sendo assim, as palavras-codigo de um cédigo constaciclico linear
g-ario (n, k) sdo reduzidas mod(z"™ — a), a € GF(q), e o polindmio gerador g(x), de grau
(n—k), é fator de ™ — a. Os polindmios-codigo sdo da forma c(z) = m(x)g(z), em que m(x)
é o polindmio-mensagem de grau menor ou igual a k — 1.

Nesta dissertagdo, estamos interessados na construciao de codigos constaciclicos de com-
primento n = ¢ + 1, sendo ¢ um numero primo tal que ¢ > 3, e com o elemento a de 2" — a
sendo um elemento primitivo do grupo multiplicativo de GF(q). Esta escolha deve-se ao fato
de que algumas propriedades interessantes sio conhecidas para codigos constaciclicos com
esses parametros [45]. Uma descrigao da existéncia de cddigos constaciclicos para outros va-
lores de n e a pode ser encontrada em [48]. Daqui por diante e até que se informe o contrario,

o elemento a do polindmio ™ — a é um elemento primitivo do grupo multiplicativo de GF(q).
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Paran = ¢+ 1 e a um elemento primitivo do grupo multiplicativo de GF(q), é bem
conhecido [45] que as raizes de 297! — a pertencem a GF(¢?) e podem ser escritas na forma
!t (@=1i para 0 < i < g, ou ainda na forma a9+t(@=V7 para —(¢ —1)/2 < i < (¢ +1)/2.
De acordo com [45], 0 polindmio 29! — g é fatorado em (g + 1)/2 polindmios de grau dois.
Logo, as raizes de 2971 —a pertencem a classes conjugadas de cardinalidade dois. Sendo assim,
também é possivel representa-las por meio de seus expoentes como {1—(¢—1)i, ¢+ (¢—1)i},
para 0 < i < (¢ — 1)/2. Uma consequéncia deste fato é que o grau dos possiveis polinémios
geradores g(x) é um namero par, isto é, n — k sempre é par. Como n = ¢ + 1 também ¢é par, a

dimensio do c6digo, k, sempre serd um nimero par entre 2 < k < ¢ — 1.

Exemplo 3.5
Considere ¢ = 5. Os elementos de GF(5) sdo {0,1,2,3,4} sendo 2 e 3 elementos geradores do
grupo multiplicativo de GF (5), ou seja, elementos cuja ordem multiplicativa é igual a ¢ — 1 = 4.
Desta forma, podemos construir codigos constaciclicos 5-drios (n = q + 1,k) cujos polindmios-
cddigo sdo reduzidos mod (x® — 2) ou mod (x® — 3). Como a dimensio do cddigo, k, é um niimero
par entre 2 < k < 4, os possiveis codigos constaciclicos 5-drios possuem pardmetros (6,2, dpin) €

(6747dmin)- O

Analisa-se, neste ponto, os resultados discutidos no paragrafo anterior para o polindbmio
2% — 3 do Exemplo 3.5. Como ¢ = 5, considere o corpo de extensio GF(25) gerado por
p(x) = 3+ 2z + 22 que é um polindmio primitivo sobre GF(5). Além do mais, considere «

um elemento primitivo do grupo multiplicativo de GF(25), tal que p(a) = 3 + 2a + a? = 0.

1+44

Portanto, as raizes de 26 — 3 em GF(25) escritas na forma « , para 0 < 7 < b, sdo

9 13 17

{a,a%,a% a3, al” o?'}. Alternativamente, escrevendo as raizes pela forma o574

,para =2 <
i < 3, obtemos {a!7, a2, a, 0’ o, a'®}. As classes conjugadas para as raizes de 2 — 3 sdo
{1,5}, {9,21} e {13,17} e todas as classes possuem cardinalidade dois, como era esperado.
Os polindbmios minimos associados a cada uma das classes conjugadas podem ser vistos na
Tabela 3.1. Desta forma, o polindmio 2% — 3 é fatorado em trés, (5+ 1)/2 = 3, polindmios de
grau dois, ou seja, 25 — 3 = My (x) Mo(x) My3(x).

Observando o conjunto de raizes {a, a®, o, a3, a7, a?'} percebe-se que os expoentes das
raizes formam uma progressdo aritmética (PA) de razao 4, no caso geral ¢ — 1, e com primeiro
termo 1 ou, ainda, pode-se dizer que estas raizes formam um progressio geométrica (PG) de

4

razio a*, no caso geral a4~!, cujo primeiro termo é . Como é provado em [45], ocorre

que, em geral, pode-se escolher um polindmio gerador g(z) com 2t raizes consecutivas, pois
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Tabela 3.1: Classes conjugadas e polindmios minimos sobre GF(5) para z% — 3

Classe conjugada Polindmio minimo

1,5} .

elas sdo termos consecutivos de uma PG de razio a1, e construir um c6digo constaciclico
corretor de ¢ erros cuja distAncia minima ¢ limitada inferiormente por dpn > 2t 4+ 1. E valido
salientar que os expoentes de a, nestes casos, sio reduzidos mod(g? — 1). Isto implica, por
exemplo, que as raizes o?! e a sdo consideradas consecutivas neste contexto. Esta cota infe-
rior para a distdncia minima dos c6digos constaciclicos é semelhante a cota BCH do Teorema
3.9. Como o grau do polinémio gerador g(z) é igual a n — k e este polindmio possui 2¢ raizes,
n —k = 2t e, assim, dyin > n — k + 1. Porém, pela cota de Singleton, dpi, < 2t + 1 ou
dmin < n—k+ 1. Portanto, desde que o polindmio gerador g(z) possua 2t raizes consecutivas
de 29! — a, o codigo gerado por g(x) tem dppin = n — k + 1 (MDS) para satisfazer a cota
BCH e a cota de Singleton simultaneamente. A vantagem de construir c6digos constaciclicos
MDS é que a distribuicao dos pesos das palavras-cddigo é conhecida, Formula (3.17). Para
codigos constaciclicos que ndo sao MDS nio ha uma férmula fechada para obter a distribui-
¢do de pesos das palavras-codigo, sendo necessaria a construcao do diciondrio do cédigo para

conseguir esta informagao.

Exemplo 3.6
Para gerar os cddigos (6,4, dmin) do Exemplo 3.5 0 grau de g(x) € igual a n — k = 2, logo tem-se
trés opgoes para o polindmio gerador, sio elas: g(x) = M;(x) para i = {1,9,13} (Tabela 3.1).
Para gi1(x) = Mi(x) e g2(x) = Mis(x) os polindmios geradores possuem duas raizes que sio

termos consecutivos da PG {a, a5, 0 o3, o', a?'}, logo din = 3 e estes cddigos sdo MDS com

pardmetros (n, k, dmin) = (6,4, 3). Entretanto, para g3(x) = Mq(x) as raizes sio o e o' e estas
ndo sdo termos consecutivos da PG, logo o codigo ndo é MDS. Neste caso, din = 2 e 0 codigo possut

pardmetros (n, k, dpin) = (6,4,2). O

Baseando-se no Exemplo 3.6, para construir os codigos constaciclicos 5-drios de parame-
tros (6,2, dmin), previstos no Exemplo 3.5, o grau do polindomio gerador g(x) tem de ser igual
an—k = 4. De acordo com a Tabela 3.1, polindomios geradores de grau 4 sao obtidos quando

g(x) = M;(x)M;(x), i # jei,j={1,9,13}. Logo, os possiveis polindmios geradores sio
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Tabela 3.2: Deslocamentos constaciclicos de g(z) = 4 + 22? + 2% < g = (4,0,2,0,1,0).

i z'g(x) mod (25 — 3)

0 (4,0,2,0,1,0)
S (0’470’270’1) ...........
...... 2(3’074’072’0)
...... 3(0’370’470’2)
...... 4(1’073’074’0)
...... 5(0’170’370’4)
...... 6(2’071’073’0)
...... 7(0’270’170’3)
...... 8(4’072’071’0)

g91(x) = My (x)My(x), go(x) = My(x)Mi3(x) e gs(x) = Mg(x)Mi3(x). Os polindmios g (x) e
g3(x) possuem quatro raizes que sdo termos consecutivos da PG, logo os c6digos gerados por
eles sio MDS de parametros (6,2,5). O codigo gerado por go(x) ndo possui as quatro raizes
como termos consecutivos da PG e, neste caso, ha duas raizes consecutivas que sao as raizes

de M (z) ou, equivalentemente, as de My3(z), logo este codigo possui pardmetros (6,2, 3).

3.4.2 ORDEM CONSTACICLICA DAS PALAVRAS-CODIGO

Defini¢ao 3.0x — Ordem constaciclica
Considere um codigo constaciclico linear q-drio (n, k, din) em que as palavras-codigo sdo reduzidas
mod(z™ — a), em que a é um elemento ndo nulo de GF(q). A ordem constaciclica de uma

palavra-cédigo é o menor inteiro positivo i tal que x'c(x) = c(x) mod (z" — a). O

Analogamente ao que ocorre com os codigos ciclicos, multiplicar um polindémio-cédigo
‘ ivale a desl icli Definica | posico lavra-
c(z) por x* equivale a deslocar constaciclicamente (Definigdo 3.10) em ¢ posigdes a palavra

codigo c.

Exemplo 3.7
Considere um codigo constaciclico 5-drio (6,2, 3) gerado por g(x) = M (x)Mi3(x) = 4+22% + 2%
(Vide Tabela 3.1) e que os polindmios-cédigo sio reduzidos mod (z° — 3). Como g(z) é um
polinémio-codigo, ele pode ser representado pela palavra-codigo g = (4,0,2,0,1,0). A Tabela 3.2

mostra os deslocamentos constaciclicos de g. Logo, a ordem constaciclica de g(x) € 8.
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Exemplo 3.8
De maneira semelbante ao Exemplo 3.7, podese mostrar que o polinomio gerador
g(z) = My(z)My(z) = 4+ 2z + 22 +22° + 2% & g = (4,1,1,2,1,0), o qual gera um
cddigo constaciclico 5-drio (6,2,5) com os polindmios-cédigo reduzidos mod (x% — 3), possui ordem

constaciclica 24. O

A partir dos Exemplos 3.7 e 3.8 é possivel definir um conceito importante sobre a ordem
constaciclica das palavras de um cédigo constaciclico e este conceito é bastante mencionado

deste ponto em diante.

Definicao 3.12 — Ordem constaciclica plena
Uma palavra-codigo, pertencente a um codigo constaciclico, com n = q+1, tem ordem constaciclica

plena quando o menor valor de i tal que x'c(x) = c¢(z) mod (2" —a) éi = ¢* — 1. O

Neste ponto, pode-se notar que, diferentemente do que ocorre com os codigos ciclicos
cuja ordem ciclica é um divisor de n (comprimento do c¢6digo), a ordem constaciclica pode ser
maior que o comprimento, n = ¢ + 1, do cédigo constaciclico. De fato, no caso dos codigos
ciclicos BCH primitivos, por exemplo, as raizes do polinémio 27" ~! — 1 estdo em GF(q™),
logo a ordem multiplicativa das raizes do polindémio gerador g(x) de um c6digo BCH primi-
tivo € igual ao comprimento do c¢6digo n = ¢"™ — 1 ou a um dos seus divisores. Portanto, a
ordem ciclica ndo serd maior que o comprimento do cddigo. Mas, no caso dos c6digos cons-
taciclicos, as raizes do polinémio 7971 — a estio em GF(q?), portanto a ordem multiplicativa
das rafzes do polindmio gerador g(x) de um cédigo constaciclico € igual a ¢ — 1 ou a um
dos seus divisores. Desta forma, a ordem constaciclica pode ser maior que o comprimento
do cédigo. Para ¢ = 5, por exemplo, temos ¢> — 1 = 24, logo os possiveis valores para a or-
dem constaciclica das palavras-codigo dos codigos (6,2,3) e (6,2,5) sdo 1,2,3,4,6,8,12,24.
Observando os Exemplos 3.7 € 3.8, percebe-se que este resultado € satisfeito.

A relacdo entre a ordem multiplicativa das raizes do polindmio 29! —a, consequentemente
das raizes de g(x), e a ordem constaciclica das palavras de um c6digo constaciclico é explorada
na construcao destes c6digos tal que o maior namero possivel de palavras-codigo tenha ordem
constaciclica plena. Essa caracteristica é interessante, pois maximiza o numero de possiveis
palavras de um cédigo constaciclico que podem ser usadas na construgao de cédigos ciclicos
bindrios como € feito no Capitulo 4.

Voltando ao Exemplo 3.8, o cédigo constaciclico (6,2,5) tem dimensdo k = 2, logo ele

possui ¢* = 52 = 25 palavras-cédigo. Como o codigo ¢é linear, a palavra-cédigo O pertence
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Tabela 3.3: Palavras ndo nulas do cédigo (6,2, 3) gerado por g(z) = 4+2x2+x*. A primeira coluna corresponde

a quantidade de deslocamentos constaciclicos para direita.

i c1=(4,0,2,0,1,0) ¢y =1(2,1,1,3,3,4) c3=(3,1,4,3,2,4)

1 (0,4,0,2,0,1) (2,2,1,1,3,3) (2,3,1,4,3,2)
S Gotozy Ganity st
L P - Gieorn ey
o TR - T R
L PR — P R
o PR - Caniae liasire
o P — TR

ao codigo e, pela Defini¢dao 3.11, possui ordem constaciclica igual a 1. Sendo assim, restam
24 palavras-codigo. Conforme o Exemplo 3.8, a palavra-cédigo g = (4,1,1,2,1,0) possui
ordem constaciclica 24. Logo, as 24 palavras-cddigo restantes do codigo (6,2,5) gerado por
g(7) = 4+ x + 2% + 223 + 2* correspondem a palavra-cédigo g e seus deslocamentos consta-
ciclicos. Com esse exemplo, é possivel deduzir que o maior numero de palavras-cédigo com
ordem constaciclica plena que é possivel obter para um cédigo constaciclico é igual a ¢* — 1,
pois como estes codigos sdo lineares, a palavra toda nula sempre pertence ao cédigo. Em con-
trapartida, o c6digo constaciclico do Exemplo 3.7, que também possui 25 palavras-codigo, é
composto pela palavra-cddigo 0 e por outras 24 palavras-cédigo de ordem constaciclica 8. A
Tabela 3.3 mostra as palavras ndo-nulas do cédigo (6,2, 3) do Exemplo 3.7. Nela pode-se ob-
servar como as palavras-c6digo ndo-nulas podem ser obtidas por intermédio do deslocamento
constaciclico das palavras-codigo ¢, cs € cs.

Conforme mencionado, a relagdo entre a ordem multiplicativa das raizes do polind6mio
2971 — a e a ordem constaciclica das palavras-cédigo é de fundamental importincia na cons-
trugao de c6digos constaciclicos com o maior numero possivel de palavras-cédigo com ordem
constaciclica plena. O teorema a seguir mostra como escolher um polinémio gerador g(x)
tal que o codigo constaciclico obtido tenha ¢* — 1 palavras-codigo com ordem constaciclica

plena.

Teorema 3.12
Seja o polindmio x1" — a, em que q é um niimero primo, q > 3, e a # 0 é um elemento primitivo
do grupo multiplicativo de GF(q). As raizes de 27 — a pertencem a GF(q?*) e podem ser escritas
na forma otV para 0 < i < q. Assuma que pelo menos um par de raizes conjugadas de

29T — a tenba ordem multiplicativa > — 1. Se todas as raizes de x71 — a que ndo tém ordem
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multiplicativa igual a ¢* — 1 sdo escolbidas como raizes do polindmio gerador g(x) de um cddigo C
constaciclico linear q-drio (q + 1, k, dmin), entdo todas as palavras-codigo ndo-nulas de C possuem

ordem constaciclica plena. O

Demonstracdo: Para que qualquer ¢(x) € C tenha ordem ciclica plena, o menor valor

de i tal que
zlc(z) = c(z)mod (277" — a)
ou, equivalentemente,
(z' = 1De(xr) = 0mod (27 —a) (3.18)

tem de ser i = ¢ — 1. Entretanto, pode-se escrever c¢(z) = m(x)g(x) e substituir ¢(x) por

m(x)g(x) na Equagao (3.18). Logo,
(z' — D)m(x)g(x) = 0mod (z9! —a). (3.19)

A Equacio (3.19) implica que todas as raizes do polindmio x971 — @ estio presentes em
(" — 1)m(z)g(x). Como grau[m(x)g(x)] < ¢, no minimo uma raiz de 29! — a é comum
a ' — 1. Por hipétese, todas as raizes de 297! — a que possuem ordem multiplicativa
diferente de ¢?> — 1 estdo em g(x). Desta forma, as raizes de 9t — a comuns a 2 — 1
possuem ordem multiplicativa ¢ — 1. Portanto, i = ¢ — 1 é o valor minimo para que
a Equacdo (3.19) seja satisfeita e, sendo assim, todas as palavras-cédigo ndo-nulas de C

possuem ordem constaciclica plena. [ |

E interessante utilizar os Exemplos 3.7 e 3.8 para ilustrar os resultados enunciados no
Teorema 3.12. Os codigos daqueles exemplos, possuem polindmios geradores que sdo fatores

13

de 2% — 3 o qual possui quatro raizes com ordem multiplicativa 24, {a, a®, a'®,a!7} e duas

raizes com ordem multiplicativa 8, {a”, a?!}. No Exemplo 3.7, o codigo constaciclico (6,2, 3)

13 a17}. Observe que as raizes de

é gerado por g(x) = My(x)M;3(x) cujas raizes sio {a, o’ a
2% — 3 que ndo tém ordem multiplicativa 24 nio fazem parte de g(x). Logo, este c6digo ndo
satisfaz a construcdo do Teorema 3.12. Além do mais, este codigo possui todas as palavras-
c6digo ndo-nulas com ordem constaciclica 8 (Vide Tabela 3.3). Entretanto, no Exemplo 3.8, o
codigo constaciclico (6,2, 5) é gerado por g’ (x) = My (z) Mo(x) e, neste caso, as raizes de 25—3
que nio tém ordem multiplicativa 24 estdo em ¢'(z). Logo, todas as palavras deste cddigo

possuem ordem constaciclica plena (24). Este resultado ja era esperado, pois as palavras-

codigo ndo nulas do cédigo (6,2,5) gerado por ¢'(z) = Mi(x)Mg(z) sdo formadas pelos
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deslocamentos constaciclicos de ¢’(z) cuja ordem constaciclica é plena. Ainda pelo Teorema
3.12, ndo ha davidas que o c6digo constaciclico gerado por g”(x) = Mo () M3(x) (Tabela 3.1)
possui todas as palavras-codigo nio-nulas com ordem constaciclica plena. Finalmente, caso a
escolha do polinémio gerador do c¢6digo constaciclico nao satisfaca as condigoes do Teorema
3.12, ainda é possivel prever qual a ordem constaciclica das palavras-cédigo. No cddigo
(6,2,3) do Exemplo 3.7, o polindmio My(x), que possui raizes com ordem multiplicativa 8,
ndo é fator do polindémio gerador, logo o c6digo possui palavras com ordem constaciclica 8.
Embora o Teorema 3.12 garanta uma maneira de construir codigos constaciclicos cujas
palavras-cdigo nao-nulas tenham ordem constaciclica plena, ndo se tem a garantia de que
estes codigos também serdo MDS, ja que a escolha do polindmio gerador para garantir que ele
seja MDS esta relacionada com a escolha das raizes consecutivas de 297! — a. Para construir
codigos constaciclicos que sejam MDS e que possuam todas as palavras-cédigo com ordem
constaciclica plena limita-se as possiveis escolhas para o polinomio gerador desses codigos,
visto que é necessario se preocupar em selecionar raizes de 29t — a que sejam consecutivas
e que possuam ordem multiplicativa diferente de ¢> — 1. Nem sempre é possivel escolher
polindmios geradores com essas caracteristicas. Porém, hd um caso particular do Teorema
3.12 [36] que garante a construcdo de c6digos constaciclicos MDS cujas palavras-codigo nido-

nulas tenham ordem constaciclica plena.

Lema 3.1
Se g = 2™ — 1 e m € um niimero inteiro impar tal que 2™ — 1 seja um primo de Mersenne [49],

entdo fodas as raizes de ' — a possuem ordem multiplicativa igual a ¢* — 1. O

Demonstragio: Como ja é conhecido, as raizes de 29! —a pertencem a GF(¢?) e podem
ser escritas na forma a't(@=D? para 0 < i < ¢, em que o é um elemento primitivo do
grupo multiplicativo de GF(¢?), ou seja, a ordem multiplicativa de « € igual a ord(a) =
¢® — 1. Fazendo B = o' T(¢=1% a3 ordem multiplicativa de 3 é dada por [10, pag. 35]
ord(«)

mdc [ord(a), 1 + (¢ — 1)7]

- - (3.20)
~ mde[g?2 — 1,1+ (¢ —1)i]’ 3

ord(S)

Substituindo ¢ = 2™ — 1 no denominador da Equacio (3.20)

mdc [22" — 27T 14+ (2™ —2)i] = mde[27(2" —2),1+ (2™ — 2)i]

= 1.
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Pois, 1+ (2™ —2)i é um nimero impar e ndo possui fatores comuns com 2™ ou 2™ — 2 que
sdo nimeros pares. Portanto, todas as raizes de 29! — a possuem ordem multiplicativa

ord(B) = ¢*> — 1 quando ¢q é um primo de Mersenne. [ |

Corolario 3.1 - Teorema 3.12
Se g = 2™ — 1 ¢ um primo de Mersenne, entdo todas as palavras-codigo ndo-nulas de um codigo
constaciclico g-drio (q+1, k, dmin ), cujo polindmio gerador g(x) é fator de x4 — a, possuem ordem

constaciclica plena. O

O Corolario 3.1 garante que se ¢ = 2" — 1 é um primo de Mersenne, nio é necessirio
escolher para o polinémio gerador g(x) de um cddigo constaciclico as raizes de 27! — q
que possuam ordem multiplicativa diferente de ¢> — 1, pois todas as raizes, neste caso, sao

1 imitivos d Itiplicativo de GF(¢?). Desta f ao selecionadas 2
elementos primitivos do grupo multiplicativo de GF(¢?). Desta forma, se sdo selecionadas 2t
raizes consecutivas de 29t! — g para o polindmio gerador de um c6digo constaciclico, entdo
é obtido um cédigo constaciclico MDS com todas as palavras-c6digo niao-nulas com ordem

ciclica plena.

3.4.3 CLASSES DE EQUIVALENCIA CONSTACICLICA

Definicao 3.13 — Classe de equivaléncia constaciclica
Considere dois polindmios-codigo c1(x) e co(x) pertencentes a um codigo constaciclico q-drio C cujos
polindmios-cédigo sao reduzidos mod(z%+! — a). Dizse que c1(z) e ca(x) pertencem & mesma
classe de equivaléncia constaciclica se v'ci(z) = ca(z) mod (29! —a) para 1 <i < ¢*> — 1.
Se c1(x) tem ordem constaciclica igual a j, entdo a classe de equivaléncia constaciclica que contém
c1(z) possui j polinomios-codigo, que correspondem aos deslocamentos constaciclicos de c1(x), e a
classe de equivaléncia constaciclica, da qual c1(x) agora € denominado lider, também tem ordem

constaciclica igual a j. O

Decorre da Definicao 3.13 que a palavra-cédigo 0 constitui uma classe de equivaléncia
constaciclica de ordem igual a 1. Além do mais, qualquer palavra-codigo pertencente a uma
mesma classe de equivaléncia pode ser definida como lider de sua classe.

Pode-se exemplificar o uso da Defini¢ao 3.13 utilizando a Tabela 3.3 na qual estdo todas
as palavras ndo-nulas do cédigo do Exemplo 3.7. As palavras-codigo ci, ¢z e c3 sdo lideres

de suas respectivas classes de equivaléncia constaciclica. Essas palavras-codigo possuem todas
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ordem constaciclica igual a 8, logo cada uma da origem, por meio de seus deslocamentos cons-
taciclicos, a uma classe de equivaléncia com ordem constaciclica igual a 8 e com oito elementos
cada. Portanto, o c6digo do Exemplo 3.7 possui uma classe de equivaléncia constaciclica com
ordem constaciclica igual a 1 e trés classes de equivaléncia com ordem constaciclica 8. Para
finalizar, o cddigo dado no Exemplo 3.8 possui duas classes de equivaléncia constaciclica, uma
que tem a palavra-cddigo 0 como lider e, portanto, tem ordem constaciclica igual a 1 e outra

com ordem constaciclica igual a 24 a qual tem como lider o polinémio gerador do c6digo.



CAPITULO

CONSTRUCAO DE CODIGOS
CICLICAMENTE
PERMUTAVEIS

Eu ougo, eu esquego. Eu vejo, eu lembro. Eu

Jago, eu aprendo.

— Conficio

ESTE capitulo, apresenta-se uma classe de cddigos introduzida por Gilbert [27], os

cddigos ciclicamente permutdveis (c6digos CP). Essa classe de cdodigos foi utilizada por
A, Gyorfi e Massey [26] para construir sequéncias de protocolo para o canal de colisio sem
realimenta¢io (Capitulo 2) no caso de M usudrios ativos de um total de U. Para construir
sequéncias de protocolo por meio dessa classe de cddigos, sao utilizados os c6digos constaci-
clicos discutidos no Capitulo 3.

Este capitulo inicia abordando uma relagdo adequada para converter arranjos bidimensi-
onais em N-uplas bindrias. Depois, define-se uma representacio ciclica para os elementos de
um corpo finito, GF(q). Utilizando estes dois resultados iniciais, juntamente com os c6digos
constaciclicos (Capitulo 3), mostra-se como construir cédigos ciclicos bindrios ndo-lineares.

Finalmente, sao apresentadas as construgoes para codigos CP.
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4.1 CONSTRUCAO DE CODIGOS CICLICOS BINARIOS

411 ARRANJOS BIDIMENSIONAIS E N-UPLAS

O objetivo é estabelecer uma correspondéncia um-a-um entre arranjos bidimensionais e N-
uplas. Os arranjos bidimensionais considerados sdo semelhantes ao arranjo A, «, mostrado
em (4.1), cujos elementos a(i,j),i ={0,1,...,m—1}ej={0,1,...,n — 1}, pertencem a um

alfabeto arbitrario.

a(0,0 a(0,1) a(0,mn —1)
a(l,0 a(l,1 a(l,n—1

P LR (Ln-1) "
a(m—1,0) a(m—-1,1) ... alm—1,n-1)

- - mxn

Em [26] foi utilizada uma correspondéncia um-a-um entre arranjos bidimensionais e N-
uplas, com N = mn, que é garantida pelo feorema chinés do resto [49]. Nesta situacdo, é
necessario que m e n sejam primos entre si, isto é, mdc(m, n) = 1. Nesta dissertacao, utiliza-
se uma correspondéncia entre arranjos bidimensionais e N-uplas que foi proposta em [50] e
apresentada de uma forma mais simples em [36]. Tal correspondéncia é distinta da proposta
utilizada em [26] e, além disso, ndo necessita que m e n sejam primos entre si.

De acordo com [36], [50], para m e n numeros inteiros a relacao que estabelece uma corres-

pondéncia um-a-um entre o arranjo A,,x, da Equacio (4.1) e N-uplas da forma

b = (bo,b1,...,bmn—1), ambos com elementos pertencentes a um mesmo alfabeto, é dada
por

bint; =a(i,j), 0<i<m—-1e0<j<n-—1 (4.2)
Exemplo 4.1

Considere o arranjo As s a seguir

a(0,0) a(0,1) a(0,2) 1 2 3
A= |a(1,0) a(1,1) a(1,2) =14 5 6 . (4.3)
a(2,0) a(2,1) a(22), [T 8 9 .

Pela relagdo dada em (4.2), com n = 3, a 9-upla correspondente ao arranjo dado em (4.3) € b =

(bo, bl, bg, b3, b4, b5, bﬁ, b7, bg) = (1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9) VQ]LZ os cdlculos na Tabela 4.1 ]
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Tabela 4.1: Correspondéncia entre os elementos do arranjo Asxs e os elementos da 9-upla b.

m+j

o

I
©imiNioiotlkeiw

Definicao 4.1 — Operador DB(.)

O operador DB(.) atua sobre um arranjo bidimensional A, «n, produzindo o arranjo A, da

mXxmn>

seguinte forma:

1. O operador DBV.), inicialmente, desloca ciclicamente todas as colunas do arranjo A, ., uma

/

posigdo para a direita produzindo um novo arranjo A, . .

2. depots, o operador DB(.) desloca ciclicamente uma posicdo para baixo a coluna mais a es-

/
mXxXn

querda do arranjo A produzindo o arranjo A O

mXxXn*

Exemplo 4.2

Aplicando o operador DB(.) da Definicdo 4.1 ao arranjo Asxs do Exemplo 4.1 obtém-se

1 2 3 9 1 2
DB(A
A=14 5 6 DB 4 — |3 4 5 . (4-4)
7 8 9 6 7 8
3x3 3%x3

A 9-uplab” = (9,1,2,3,4,5,6,7,8) é obtida aplicando a relacio dada em (4.2) ao arranjo
A" do Exemplo 4.2. Nota-se que b” corresponde a um deslocamento ciclico para direita da
9-upla b = (1,2,3,4,5,6,7,8,9) do Exemplo 4.1. Desta forma, definindo um operador S*(.),
o qual aplicado a uma N-upla a desloca ciclicamente de i posi¢cdes para a direita, a relagdo
entre as 9-uplas b e b” pode ser expressa por intermédio deste operador como S(b) = b”.

Vale lembar que a ordem ciclica, definida em termos do operador S?(.), é o menor valor de i
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para o qual S*(b) = b; e os possiveis valores de i sdo os divisores de N (comprimento da N-
upla). O teorema a seguir faz uso dos operadores DB(.) e S?(.) para estabelecer um resultado
importante relacionando um conjunto de arranjos bidimensionais m X n e o conjunto de

mn-uplas derivado deste conjunto de arranjos por meio da relacao dada em (4.2).

Teorema 4.1
Considere um conjunto X formado por arranjos bidimensionais m x n cujos elementos pertencem a
um alfabeto arbitrdrio. O conjunto X serd fechado em relagio a operagdo realizada por DB(.) se e

somente se o conjunto correspondente de mn-uplas for fechado em relagio a operagdo realizada por

Si(). O

Demonstracdo: Seja A,,x, um arranjo bidimensional pertencente ao conjunto X e seja
b a mn-upla bindria correspondente ao arranjo A,,x, de acordo com a Relacio (4.2).

Seja Al ..., um arranjo bidimensional tal que DB(A,,,x,) = Al A relagio entre os

mXxXn mxXmn-*

elementos dos arranjos A,,,«,, € A2 ., é dada por
a’(i,j) = a(imodm,j—1modn), para0<i<m-—1, 1<j<n-—1,e (4.5)
a”(i,0) = a(i—1modm,n—1), para0<i<m-—1lej=0, (4.6)

em que [ mod y denota o resto da divisio quando [ é dividido por y. Sendo S(b) = b/, a

relacdo entre os elementos das mn-uplas b e b’ é tal que

/
in+j mod mn

bin—l—j—lmodmna paraogllgm_leog.]gn_l (47)

"
mxXmn*

A mn-upla b” é obtida aplicando-se a Relagdo (4.2) ao arranjo A Logo, usando as

Relagoes (4.5) € (4.6) e parai = {0,1,2,...,m — 1} obtém-se

;/n—i—j mod mn  — bin—i—j—l modmn; 1 <J<n—1,e€ (4.8)

intjmodmn = Din—1modmn, Jj =0. (4.9)

Comparando as Relacdes (4.8) e (4.9) com a Relagdo (4.7), conclui-se que b’ = b” e,
assim, S(b) = b”. Portanto, uma condigio suficiente para o conjunto X" ser fechado com
relag¢do a operacgio realizada por DB(.) é o conjunto de mn-uplas ser fechado com relagao
a operagio realizada por S’(.). De maneira aniloga, pode-se mostrar que uma condi¢io
necessaria para o conjunto X ser fechado com relagdo a operacao realizada por DB(.) é

o conjunto de mn-uplas ser fechado em relagdo a operacio realizada por S(.). [ |



63

4.1.2 UMA REPRESENTACAO CICLICA PARA OS ELEMENTOS DE GF'(q)

Nesta subsecdo, o interesse é representar os elementos {0,1,2,...,q — 1} de GF(q) por
meio de N-uplas bindrias. Sendo ¢ um nimero primo impar, g—1 sempre serd um ntimero par.
Conforme mencionado anteriormente, a ordem ciclica de uma N-upla é igual a N ou a um de
seus divisores. Logo, para N = ¢ — 1, sempre existe uma (¢ — 1)-upla bindria de ordem ciclica
igual a 2 que corresponde a (¢ — 1)-upla de peso igual a (¢ — 1) /2 cujas coordenadas assumem
valores alternados 0 ou 1, isto é, (1,0,1,0,...,1,0) ou (0,1,0,1,...,0,1). Além do mais,
sempre existe pelo menos uma (¢ — 1)-upla bindria de ordem ciclica ¢ — 1 que corresponde a
(¢ —1)-upla de peso unitario. Porém, pode haver outras (¢ — 1)-uplas com ordem ciclica igual

a q — 1, além da que foi citada, e que nao tenham peso igual a 1.

Exemplo 4.3
Para q = 7, as 6-uplas bindrias v, = (1,0,0,0,0,0), vo = (1,1,1,0,0,0) e vs = (1,1,0,1,0,0)
possuem ordem ciclica igual a 6, enquanto que a 6-upla bindria vy = (1,0, 1,0, 1,0) possui ordem

ciclica 1gual a 2. O

A defini¢ao a seguir estabelece uma representagio para os elementos de GF(q) por meio

de (¢ — 1)-uplas bindrias.

Definicao 4.2 — Representacao-V
Seja v uma (q — 1)-upla bindria cuja ordem ciclica € igual a q — 1. Define-se a representacdo-
V, como sendo uma representagio para os elementos de GF(q) por intermédio de (q — 1)-uplas
bindrias tal que os elementos ndo-nulos o', i = 0,1,2,...,q — 2, sdo representados pelas (q — 1)-
uplas bindrias S*(v) em que a é um elemento gerador do grupo multiplicativo de GF(q) e S*(.)
¢ 0 operador que desloca ciclicamente de i posigoes para a direita a (q — 1)-upla v. Além disso, o
elemento O pode ser representado por uma (q — 1)-upla bindria ndo-nula v' e seus deslocamentos
ciclicos tal que v' # S'(v) para 0 < i < q — 2. Em particular, v' pode ser escolbida como a

(¢ — 1)-upla toda nula 0. 0

Exemplo 4.4 — Continuag¢ao do Exemplo 4.3
Considere q =7, a =3, v/ = v, = (1,0,1,0,1,0) e v =v3 = (1,1,0,1,0,0). A representacio-
V resultante para GF(7) € dada na Tabela 4.2. O

A representacdo-V dada na Defini¢io 4.2 nada mais é que um conjunto de (¢ — 1)-uplas

bindrias, logo é possivel interpretd-la como um codigo de bloco ciclico ndo-linear. Assim,
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Tabela 4.2: representacdo-V para o elementos de GF (7).

at 6-upla
(1,0,1,0,1,0)
- 30(1’170’170’0)
- 31(0’171’071’0)
- 32(0’071’170’1)
- 35(1’070’171’0)
- 34(0’170’071’1)
- 35(1’071’070’1)

pode-se associar uma distincia minima, denotada por d(v), cuja defini¢do é a mesma dada na
Definic¢io 3.5. Baseando-se nesta afirmagao, se existir uma representacao-V na qual a distan-
cia de Hamming entre qualquer par de (¢ —1)-uplas deste conjunto for igual a d(v), entdo esta
representagio é dita ser equidistante. Claramente, a representacao-V dada na Tabela 4.2 nio
é uma representacdo equidistante. Se a representacdo-V for limitada aos elementos do grupo
multiplicativo de GF(q), e a denotando por representagio-V*, entdo, por exemplo, para

v* = (1,0,0,...,0) ouv* = (0,1,1,...,1) a representagdo-V* é equidistante com d(v*) = 2.

413 CONSTRUCOES

Neste ponto, o objetivo é construir codigos ciclicos bindrios nao-lineares. Para isto, sdo
utilizados os cddigos constaciclicos lineares g-arios (n,k,d), definidos no Capitulo 3, em
que n, k e d representam, respectivamente, o comprimento das palavras, a dimensdo e a
distincia minima do cédigo. Juntamente com esses codigos, utiliza-se a representacdo ci-
clica definida para GF(q) e a relagdo entre arranjos bidimensionais e N-uplas. O proce-
dimento para construir os codigos ciclicos bindrios é descrito a seguir. Primeiro, cada pa-
lavra ¢-dria ¢ = (co,c¢1,...,¢n—1), pertencente ao cddigo constaciclico, é mapeada em um
arranjo bidimensional cujas colunas sdo as transpostas das (¢ — 1)-uplas bindrias, dadas pela
representagdo-V, para cada coordenada ¢;, 0 < i < n — 1, da palavra-cdigo c. Depois, os
arranjos bidimensionais sao convertidos em N-uplas bindrias por meio da relagio dada em
(4.2).

Antes de enunciar o Teorema 4.2, que estabelece o principal resultado para gerar cédigos
ciclicos bindrios, vale ressaltar que na representacdo-V, Defini¢do 4.2, o elemento 0 é repre-

sentado por uma (¢ — 1)-upla v’ e seus deslocamentos ciclicos, logo uma palavra-cédigo g-dria
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¢ = (cg,C1,--.,Cn_1) que tenha uma ou mais coordenadas nulas, ¢; = 0 para 0 <i <n — 1,
pode ser associada a mais de um arranjo bidimensional e, consequentemente, a mais de uma
N-upla binaria. Sendo assim, deve-se ter um cuidado especial para que as ¢* palavras do c6-
digo constaciclico representem exatamente ¢* N-uplas binarias correspondendo as palavras
do cédigo ciclico binario. Para isto, as palavras do cédigo constaciclico devem ser separadas
em classes de equivaléncia constaciclica conforme a Defini¢do 3.13. Depois disso, seleciona-se,
arbitrariamente, uma palavra-cddigo c para ser lider de sua respectiva classe de equivaléncia
constaciclica e a ela associa-se um arranjo bidimensional A(,_1)x,. Se ¢ possui todas as
coordenadas ndo-nulas, o mapeamento de ¢ para A¢,_1)x, é um-a-um e, portanto, nao ha
problemas. Entretanto, se ¢ possui uma ou mais coordenadas nulas, 0 mapeamento de ¢ para
A(g—1)xn € feito escolhendo-se, inicialmente, uma (¢ — 1)-upla v’ arbitraria para represen-
tar o elemento 0 e mantendo fixa esta escolha. Os arranjos associados as palavras-codigo
que pertencem a mesma classe de equivaléncia constaciclica de ¢, sio obtidos aplicando-se o
operador DB(.) ao arranjo A(,_1)x, de modo que a palavra-cédigo c’, correspondente ao
i-ésimo deslocamento constaciclico de c, é representada pelo arranjo bidimensional Z,_1)y,
obtido ao aplicar o operador DB(.) i vezes ao arranjo A(,_1)x,. Daqui em diante, faz-se

referéncia a esse processo como geragdo biunivoca de arranjos.

Teorema 4.2 — Codigos ciclicos bindrios
Seja q um niimero primo, q > 3, e C um codigo constaciclico linear q-drio de pardmetros (n, k, d).
Considere que cada palavra-codigo, ¢ = (co,c1, ..., cn—1), lider de classe de equivaléncia consta-
ciclica determine um arranjo bidimensional Aq_1yx,, de modo que a i-ésima coluna de Aq_1yxn
seja a transposta de uma (q — 1)-upla bindria que corresponde a representacdo-V da i-ésima com-
ponente de c e defina b como sendo a N-upla, com N = (q — 1)n, que corresponde ao arranjo
A(g—1)xn por meio da Relagdo (4.2). Além do mais, considere que as demais palavras-codigo sio
mapeadas em N-uplas bindrias com o auxilio do processo de geracdo biunivoca de arranjos. En-
tdo, o conjunto de q* N-uplas bindrias correspondentes ds q* palavras-codigo de C formam um
codigo ciclico bindrio de distancia minima dyyi, > dd(v) com igualdade se a representacdo-V de

GF(q) for equidistante. O

Demonstracdo: Seja ¢ € C uma palavra-codigo lider de classe de equivaléncia consta-
ciclica e seja A(4—1)x, 0 arranjo bidimensional correspondente a c. Uma vez que C ¢ um

codigo linear constaciclico, deslocar constaciclicamente para a direita a palavra-codigo ¢

/ 2

produz uma palavra-cédigo ¢’ € C cujo arranjo bidimensional, denotado por Al 1yxns €
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tal que DB(A(y—1)xn) = 4 Sendo assim, os ¢* arranjos bidimensionais, corres-

/
(g—1)xn*
pondentes as palavras-cdigo de C, formam um conjunto ) fechado em relagao a operagio
realizada pelo operador DB(.). Segue do Teorema 4.1 que o conjunto de ¢¥ N-uplas bi-
ndrias b, com N = (¢ — 1)n, obtidas ao se aplicar a relagdo dada em (4.2) aos arranjos
bidimensionais do conjunto ), é um conjunto fechado em relagdo a operacido realizada
pelo operador S¢(.) e, portanto, é um cddigo ciclico bindrio.

Para concluir a demonstracao, resta deduzir o limitante inferior dado para d,;,. Como
o cddigo C tem distincia minima d, duas palavras-codigo distintas c; e co diferem em d
coordenadas no minimo, isto é, a distincia de Hamming entre elas satisfaz d(cy,ce) >
d. Sendo assim, as N-uplas bindrias b; e by, correspondendo a ¢; e ca, respectiva-
mente, diferem em dd(v) coordenadas no minimo, em que d(v) é a distdncia minima
da representagdo-V. Uma vez que d(cy,co) > d é satisfeita com igualdade para algumas

escolhas de ¢; e cg, conclui-se que dp,in > dd(v) e ela é satisfeita com igualdade caso a

representagao-V seja equidistante. |

Exemplo 4.5
Considere as 6-uplas 5-drias (4,0,2,0,1,0) e (2,1,1,3,3,4), palavras do cédigo constaciclico do
Exemplo 3.7, e a representacdo-V em que v = (1,1,0,0) e v/ = (1,0,1,0). Sendo assim, a
representacdo-V para os elementos {0,1,2,3,4} de GF(5) é: 0 <+ (1,0,1,0) ou 0 < (0, 1,0, 1),
30 =14 (1,1,0,0), 3' =3 ¢ (0,1,1,0), 32 =4 ¢ (0,0,1,1) e 3% = 2 <> (1,0,0,1). Logo,

os arranjos bidimensionais A4 correspondentes as duas palavras-codigo dadas sdo:

01 1 111 1 110 00

00 0O0T10O0 01 1110
(4,0,2,0,1,0) < e (2,1,1,3,3,4) &

1 10101 0 00 1 11

1 01 0 00 1 0 00 01

L - 4x6 = -4 4x6

As respectivas 24-uplas sdo

(4,0,2,0,1,0) < (0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0,0,0) e
(2,1,1,3,3,4) < (1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1). 0
Os cbdigos ciclicos bindrios construidos por meio do Teorema 4.2 podem ser de peso

constante ou ndo, tal caracteristica depende da escolha feita para as (¢ — 1)-uplas v e v/ da

representagdo-V. Se w(v) = w(v’), entdo o codigo ciclico bindrio é de peso constante com
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w = nw(v). Caso contririo, se w(v) # w(v’), entdo o cddigo ciclico binadrio ndo é de peso
constante.
A seguir, sdo apresentadas algumas construcoes de codigos ciclicos binarios baseadas no

Teorema 4.2.

Construcao 4.1
Seja q um niimero primo, q > 3, n = q+1 e k um niimero par tal que 2 < k < q— 1. Escolha uma
representacdo-V com w(v) = w(v'), e um cddigo constaciclico linear q-drio (¢ + 1,k,q — k + 2)
(MDS). Pelo Teorema 4.2, obtém-se um codigo ciclico bindrio de peso constante com q* palavras-

cddigo de comprimento N = q*> — 1 e com distdncia minima dyi, > (q — k + 2)d(v). O

Construcao 4.2
Seja q um niimero primo, q > 3, n = q+1 e k um niimero par tal que 2 < k < q— 1. Escolha uma
representacdo-V com w(v) = w(v'), e um cddigo constaciclico linear ¢-drio (q+ 1, k, d) construido
de acordo com o Teorema 3.12. Pelo Teorema 4.2, obtém-se um codigo ciclico bindrio de peso constante
com q* palavras-cédigo de comprimento N = q* — 1, com distincia minima dy,in > dd(v) e tal

que todas as palavras-codigo tém ordem ciclica plena. O

Construgao 4.3
Seja ¢ = 2™ — 1 um primo de Mersenne, n = q + 1 e k um niimero par tal que 2 < k <
q — 1. Escolba uma representacdo-V com w(v) = w(v'), e um cédigo constaciclico linear q-drio
(q+1,k,q—k+2) (MDS). Pelo Teorema 4.2, obtém-se um cddigo ciclico bindrio de peso constante
com " palavras-cddigo de comprimento N = q° —1, com distancia minima dyin > (q—k+2)d(v)

e tal que todas as palavras-codigo tém ordem ciclica plena. O

Na constru¢do de codigos CP é interessante escolher uma representacdo-V com v =
(1,0,0,...,0) e v/ = (0,0,0,...,0). Portanto, substituindo esta representagao-V nas Cons-

trugoes 4.1, 4.2 € 4.3 obtém-se as construgdes a seguir.

Construcao 4.4
Seja q um niimero primo, ¢ > 3, n = q + 1 e k um niimero par tal que 2 < k < q — 1. Escolba
uma representa¢do-V com v = (1,0,0,...,0) e v/ = (0,0,0,...,0), e um cddigo constaciclico
linear q-drio (q+1,k,q — k +2) (MDS). Pelo Teorema 4.2, obtém-se um codigo ciclico bindrio com

q~ palavras-codigo de comprimento N = q® — 1 e com disténcia minima dpyiy = q — k+2. O
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Construgao 4.5
Seja q um niimero primo, ¢ > 3, n = q + 1 e k um niimero par tal que 2 < k < q — 1. Escolba
uma representagdo-V com v = (1,0,0,...,0) e v/ = (0,0,0,...,0), e um codigo constaciclico
linear g-drio (q + 1, k, d) construido de acordo com o Teorema 3.12. Pelo Teorema 4.2, obtém-se um
codigo ciclico bindrio com q* palavras-codigo de comprimento N = ¢* — 1, com distdncia minima

dmin = d e tal que todas as palavras-codigo ndo nulas tém ordem ciclica plena. O

Construcao 4.6
Seja ¢ = 2™ — 1 um primo de Mersenne, n = q + 1 e k um niimero par tal que 2 < k <
q — 1. Escolba uma representagio-V com v = (1,0,0,...,0)e v’ = (0,0,0,...,0), e um codigo
constaciclico linear g-drio (q+ 1, k, q — k+2) (MDS). Pelo Teorema 4.2, obtém-se um codigo ciclico

bindrio com ¢~ palavras-cédigo de comprimento N = q*>—1, com disténcia minima d,y;, = q—k+2

e tal que todas as palavras-codigo ndo-nulas tém ordem ciclica plena. O
Vale destacar que para as Construgdes 4.4 a 4.6, se no lugar de v = (1,0,0,...,0) for uti-
lizada v = (0,1,1,...,1) os resultados obtidos seriam semelhantes, sendo o peso das palavras

dos codigos ciclicos bindrios obtidos a tnica diferenga.

4.2 CONSTRUCAO DE CODIGOS CICLICAMENTE PERMUTAVEIS

Codigos ciclicamente permutaveis (cdédigos CP) foram introduzidos por Gilbert [27] em

1963. A defini¢do a seguir é semelhante aquela introduzida em [27].

Definicao 4.3
Um codigo ciclicamente permutdvel ¢ um codigo de bloco bindrio de comprimento N em que cada

palavra-codigo tem ordem ciclica plena e tal que as palavras-codigo sao ciclicamente distintas. [

A Defini¢do 4.3 garante que dada uma palavra do c6digo, digamos ¢, nenhuma outra
palavra deste c6digo pode ser obtida deslocando ciclicamente a palavra-c6digo ¢ uma ou
mais vezes.

O conceito de classe de equivaléncia constaciclica (Defini¢ao 3.13), definido para as pa-
lavras de um cédigo constaciclico, pode ser aplicado de maneira semelhante as palavras de
um cédigo ciclico ou para uma N-upla, em geral. Desta forma, sendo b uma N-upla [-aria,
[ um numero inteiro, pode-se definir classe de equivaléncia ciclica como sendo o conjunto de

N-uplas cujos elementos correspondem a todos os deslocamentos ciclicos distintos de b. Em
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termos do operador S¥(.), duas N-uplas, b e b’, pertencem a mesma classe de equivaléncia
ciclica se S?(b) = b’ para algum valor de i, 1 < i < N — 1. Se b tem ordem ciclica j, entdo
a classe de equivaléncia a qual b pertence tem j N-uplas e, portanto, esta classe tem ordem
ciclica j. Desta forma, um c6digo CP pode ser definido, alternativamente, como um c6digo
de bloco bindrio tal que suas palavras-codigo pertencem a diferentes classes de equivaléncia

ciclica cada uma com ordem ciclica igual ao comprimento das palavras-codigo.

Exemplo 4.6
Um codigo de bloco constituido pelas palavras-codigo {(0,0,0,1);(0,0,1,1);(0,1,1,1)} € um co-
digo CP. Observe que todas as palavras-cidigo tem ordem ciclica igual a 4, ou seja, igual ao compri-
mento das palavras-codigo e nenhum deslocamento ciclico de uma palavra-cédigo gera outra palavra-

codigo. O

A distdncia minima ciclica de um cédigo CP de comprimento N, denotada por d., é de-
finida como a menor distincia de Hamming entre uma palavra-codigo, digamos c, e seus
deslocamentos ciclicos Si(c), 1 < i < N — 1, ou os deslocamentos ciclicos de uma outra
palavra-cédigo S?(c’). Por exemplo, para determinar a distAncia minima ciclica do c6digo
CP do Exemplo 4.6, deve-se construir as classes de equivaléncia ciclica, geradas por meio
de cada uma das palavras deste cdédigo CP, e encontrar a menor distincia de Hamming en-
tre um par de 4-uplas de um total de doze 4-uplas bindrias. Na Tabela 4.3 mostra-se as
classes de equivaléncia ciclica para as palavras do c6digo CP do Exemplo 4.6. Neste caso,
de = dHamming{(0,0,1,1);(0,1,1,1)} = 1. Observando atentamente a Tabela 4.3, percebe-se
que o conjunto de doze 4-uplas constitui um cédigo ciclico bindrio, pois, de acordo com a De-
finicao 3.7, os deslocamentos ciclicos de qualquer uma das doze 4-uplas pertence ao conjunto.
Isto implica que o procedimento para calcular a distancia minima ciclica d. do cédigo CP do
Exemplo 4.6, realizado anteriormente, é equivalente a calcular a distancia minima d,,;, do c6-
digo ciclico bindrio composto pelas doze 4-uplas da Tabela 4.3. Portanto, em geral, a distancia
minima ciclica d. de um cédigo CP € igual a distancia minima d,,;,, do cédigo ciclico bindrio
obtido ao gerar as classes de equivaléncia ciclica para cada uma das palavras do codigo CP.
Daqui em diante, denota-se um codigo CP por CCP(N, M., d.) em que N é o comprimento
das palavras-cddigo, M. é o nimero de palavras-codigo e d.. é a distdncia minima ciclica deste
codigo.

Em geral, dado um cédigo ciclico binario (N, k, dpin), se seu diciondrio for dividido em

classes de equivaléncia ciclica e, no maximo, uma palavra-cédigo de cada uma das distintas
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Tabela 4.3: Classes de equivaléncia ciclica para as palavras do cédigo CP do Exemplo 4.6.

—_
E_—‘\ —~
=
=

(e

3 (0,0,1,0) (0,1,1,0) (1,1,1,0)

classes de equivaléncia ciclica, de ordem N, for selecionada, entao obtém-se um CCP(N, M., d,)
com d. > dpin € M, igual ao numero de palavras do cédigo ciclico binario selecionadas. Isto
implica que se pode obter c6digos CP utilizando os c6digos ciclicos binarios das Construcoes
4.1 a 4.6 da subsecdo anterior. Um procedimento direto para realizar essa tarefa é denomi-
nado de forga-bruta e é descrito na sequéncia. Inicialmente, escolhe-se, arbitrariamente, uma
palavra ¢ do cédigo ciclico bindrio para ser uma palavra do c6digo CP. Depois, outra palavra
do codigo ciclico bindrio ¢’ é escolhida e compara-se todos os deslocamentos ciclicos de ¢/,
S?(c’), com a palavra-cédigo c. Se S¥(¢’) = ¢, 1 <i < N — 1, entdo a palavra é descartada,
caso contrario, ¢’ é escolhida como uma palavra do c6digo CP. Este processo continua até que
todas as ¢* palavras do cédigo ciclico binario sejam testadas.

Se o numero de palavras do codigo ciclico bindrio é elevado, entdo o processo de selecio
por forga-bruta é ineficiente. Além do mais, segundo A, Gyorfi e Massey [26], para o procedi-
mento de gera¢do de um c6digo CP ser qualificado como construgdo, tal procedimento deve ser
facilmente implementavel. Constru¢oes de codigos CP, no sentido definido em [26], sdo apre-
sentadas em [26], [29], [51], [52]. O teorema a seguir baseia-se no procedimento para geracao
de codigos CP usado em [51] e estabelece um resultado importante para o procedimento de

geracdo de codigos CP proposto nesta dissertagio.

Teorema 4.3
Seja C um codigo constaciclico linear q-drio (q¢ + 1, k, d) gerado por g(x) e seja s(x) um polindmio
de grau 2 que pertence ao expoente q* — 1 e € fator do polindmio de verificacio de paridade h(x).
Além do mais, considere m(x) um polindmio-mensagem cujo grau é menor ou igual a k — 3. Entdo,
as palavras-codigo c(x) selecionadas tal que c(x) = g(x)[1 + s(x)m(x)] tém ordem constaciclica

plena e sdo constaciclicamente distintas. O

Demonstracdo: Se c(x) € C tem ordem constaciclica plena, entio o menor valor para o
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qual i satisfaz

g+1

zlc(z) = c(z) mod z? —a ou, equivalentemente,

(z° = 1De(x) = 0mod z?™ —a, (4.10)

éi = q®> — 1. Visto que s(z) é um fator de h(x), pode-se escrever h(z) = a(z)s(x), em que

a(x) é fator de h(z). Substituindo ¢(z) por g(z)[1 + s(z)m(x)] em (4.10) obtém-se

(«' = Dg(x)[1 + s(z)m(xz)] = 0mod g(x)h(z),
(' = D)1+ s(z)m(z)] = 0mod h(z)
= 0 mod a(x)s(x). (4.11)
Como mdc[l + s(z)m(z),s(z)] = 1, a Equagdo (4.11) é satisfeita se e somente se s(x)

tem fator comum com z° — 1. Porém, por defini¢io, s(x) pertence ao expoente ¢ — 1.
Assim, o menor valor de i para o qual a Equacio (4.11) é satisfeita é i = ¢ — 1. Portanto,
as palavras-codigo c(z) selecionadas de modo que ¢(x) = g(x)[1 + s(z)m(z)] tém ordem
constaciclica plena.

Para provar que as palavras-cddigo sdo constaciclicamente distintas, considere duas
palavras-codigo, distintas, ¢ (z) = g(z)[1 + s(z)my(z)] e co(x) = g(z)[1 + s(z)mso(x)].
Suponha que ¢;(x) e co(x) pertengam a mesma classe de equivaléncia constaciclica. Ou

seja,
zico(x) = ci(x) mod 27 —a, 0 <i<g® —1. (4.12)
Manipulando algebricamente a Equacio (4.12) obtém-se
zlco(z) —cy(x) = Omodz?™ —a,

@'[1+ s(z)ma(x)]g(x) — [1 + s(@)mi(2)lg(x) = 0mod g(z)h(z),

' — 1+ s(x)[z'ma(x) —myi(z)] = 0moda(x)s(z). (4.13)

Para que a Equagio (4.13) seja satisfeita, s(x) deve ser fator de z* — 1. Entretanto, esta
condi¢ao é impossivel, pois s(z) pertence ao expoente g> — 1 e 0 < i < ¢ — 1. Assim, a
hipétese de que as palavras-codigo ¢1 (z) e co(z) pertencem a mesma classe de equivaléncia

constaciclica é falsa e, portanto, elas sdo constaciclicamente distintas. [ |
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Construgao 4.7
Seja q um niimero primo, ¢ > 3, n = q + 1 e k um niimero par tal que 4 < k < q — 1. Escolba
uma representacdo-V com v = (1,0,0,...,0), v’ com ordem ciclica ¢ — 1 e w(v') > 3, e um
codigo C constaciclico linear g-drio (¢ + 1,k,q — k + 2) (MDS). Aplicando o Teorema 4.2 a cada
palavra-codigo c(x) selecionada de acordo com o Teorema 4.3, obtém-se um CCP(N, M., d.) com

N = q¢? — 1, M. = ¢"2 e com distancia minima ciclica d. > (q — k + 2)d(v). O

De maneira andloga ao que é feito em [26], a eficiéncia do procedimento utilizado para
gerar os cddigos CP da Construcdo 4.7 € analisada. As palavras do c6digo CP da Constru-
¢do 4.7 pertencem a um c6digo ciclico bindrio com N = ¢? — 1 e M,, = ¢* palavras-c6digo.
Desta forma, a razdo M,/N = ¢*/q* — 1 é um limitante superior para o niimero de palavras
que podem ser selecionadas para o c6digo CP. O procedimento utilizado na Construcdo 4.7
seleciona M, = ¢*~2 e este valor é menor que o limitante superior por um fator de (¢? —1)/¢>
que tende ao valor 1 2 medida que o valor de ¢ aumenta.

Uma das construgdes de cddigos CP propostas em [26] utiliza c6digos Reed-Solomon. As
palavras do cédigo CP pertencem a um c6digo bindrio ciclico de comprimento N = ¢(q — 1)
com M, = ¢* palavras-codigo. O procedimento utilizado em [26] seleciona M, = ¢"—2
palavras para o codigo CP. Logo, o limitante superior é dado por M,/N = ¢"*=1/(¢—1) e o
total de palavras M, = ¢*~2 difere desse limitante por um fator de (¢ — 1) /q. Comparando-se
este fator com o fator (¢> — 1)/q¢?, percebe-se que para qualquer valor de ¢, (¢> — 1)/¢*> >
(q—1)/q. Portanto, a Constru¢io 4.7 é mais eficiente do que a Construcao baseada em cédigos
RS proposta em [26]. De modo semelhante, é facilmente demonstravel que a Construgdo 4.7
¢ mais eficiente do que a outra construgdo de codigos CP, baseada em codigos Berlekamp-
Justesen, também proposta em [26]. Portanto, esta é uma contribui¢ao significativa desta
dissertacao.

Os cbdigos CP da Construgdo 4.7 ndo sao de peso constante. Embora seja suficiente es-
colher uma representagdo-V com w(v) = w(v’) para obter codigos CP de peso constante por
meio da Construgao 4.7, essa escolha ndo é boa para aplicar os c6digos CP como sequén-
cias de protocolo. Para construir codigos CP de peso constante adequados para aplicagdao
como sequéncia de protocolo, utiliza-se um subconjunto de palavras de um codigo consta-
ciclico com peso constante tal que elas ndo possuam nenhuma coordenada nula. As duas

construcdes propostas a seguir contemplam as condi¢bes propostas.
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Construgao 4.8
Seja q um nimero primo, ¢ > 3, n = q+ 1 e k um niimero par tal que 4 < k < q — 1.
Escolha a representacio-V* com v* = (1,0,0,...,0), e um cédigo C constaciclico linear q-drio
(¢+ 1,k,q — k + 2) (MDS) construido de acordo com o Teorema 3.12. Divida o subconjunto de
palavras de C com peso w = q + 1 em classes de equivaléncia constaciclica e defina uma palavra-
codigo para ser a lider de cada uma destas classes. Aplicando o Teorema 4.2 a cada palavra lider
de uma classe de equivaléncia constaciclica, obtém-se um CCP(N,M,.,d.) com N = ¢*> — 1,
M. = Ag41/N, em que Agy1 € dado pela Formula (3.17), e com distdncia minima ciclica igual a

de = 2(q — k + 2). O

Observe que na Construgio 4.8, o c6digo constaciclico deve ser MDS e todas suas palavras-
cédigo devem ter ordem constaciclica plena. Tal construgao é possivel escolhendo adequada-
mente o polindmio gerador g(z), mesmo ndo tendo a garantia de que todas as raizes de
2971 — @ sejam primitivas como ocorre quando ¢ é um primo de Mersenne. O c6digo consta-
ciclico do Exemplo 3.8 mostra que é possivel esse tipo de constru¢do. Com relagdo aos primos
de Mersenne, a construgao a seguir, proposta em [36], € um caso particular da Construgio 4.8

quando g é um primo de Mersenne.

Construgao 4.9
Seja ¢ = 2™ — 1 um primo de Mersenne, n = q + 1 e k um niimero par tal que 4 < k < q — 1.
Escolha a representacio-V* com v* = (1,0,0,...,0), e um cédigo C constaciclico linear q-drio
(g+1,k,q—k+2) (MDS). Divida o subconjunto de palavras de C com peso w = q+ 1 em classes
de equivaléncia constaciclica e defina uma palavra-codigo para ser a lider de cada uma destas classes.
Aplicando o Teorema 4.2 a cada palavra lider de uma classe de equivaléncia constaciclica, obtém-se
um CCP(N,M.,d.) com N = ¢*—1, M. = Ay1/N, em que A1 é dado pela Férmula (3.17),

e com distancia minima ciclica igual a d. = 2(q — k + 2). O



CAPITULO

SEQUENCIAS DE PROTOCOLO

Ninguém ¢ tio sdbio que nada tenba para
aprender, nem tdo tolo que nada tenha para en-

sinar.

— Blaise Pascal

‘L\ ‘ ESTE capitulo, o objetivo é mostrar a aplicagdao de codigos ciclicamente permutaveis

(c6digos CP) como sequéncias de protocolo para o canal de colisao sem realimenta-
¢do (Capitulo 2). O desempenho das sequéncias de protocolo propostas é analisado e é feita
uma compara¢ao com as sequéncias de protocolo, também construidas por meio de codigos

CP, propostas em [26], [29].

5. SEQUENCIAS DE PROTOCOLO PARA O CANAL DE COLISAO SEM
REALIMENTACAO

A, Gyorfi e Massey [26] mostraram que cddigos ciclicamente permutdveis [277] constituem uma
soluc¢do natural para o caso particular de acesso multiplo em que M usudrios, de um total de
U, estdo ativos em um dado quadro. Nesta situa¢do, cada usudrio recebe uma palavra do
codigo CP e a utiliza como sequéncia de protocolo para controlar suas transmissdes. Desta

forma, as palavras do cédigo CP constituem um conjunto (U, M, N, o) de sequéncias de pro-
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tocolo, em que U denota o total de usudrios que compartilham o canal, M denota o nimero
de usudrios ativos por quadro, cujo comprimento é denotado por N, e o denota o ndmero to-
tal de pacotes que os usuarios podem emitir, por quadro, com a garantia de que sao recebidos
livres de colisdo.

Uma outra abordagem, complementar ao trabalho de A, Gyorfi e Massey [26], é utili-
zar cddigos ciclicamente permutdveis de peso ndo-constante como sequéncias de protocolo.
Nesta situacdo, usudrios distintos podem ter sequéncias de protocolo com diferentes fatores
de trabalho. Lembrando que no Capitulo 2, o fator de trabalho p; do usudrio i, 1 < i < U,
é definido como a fracdo de tempo em que a sua sequéncia de protocolo assume o valor 1.
Entdo para sequéncias de protocolo provenientes das palavras de um cédigo CP de compri-
mento N, pode-se, alternativamente, definir o fator de trabalho p; como sendo a razao entre
o peso w; da palavra-cédigo, correspondente a sequéncia de protocolo, e 0 comprimento N
das palavras-c6digo, logo p; = w; /N. Obviamente, se o cddigo CP é de peso constante, entdo
todos os usudrios possuem fator de trabalho dado por p = w/N.

O Teorema 5.1, enunciado na sequéncia, estabelece o principal resultado para o cilculo
de M e o quando as palavras de um codigo CP, de peso constante ou ndo, sao usadas como
sequéncias de protocolo. Na prova do Teorema 5.1, faz-se uso da propriedade de correlagio que
é definida como o ntimero de coordenadas em que duas N-uplas bindrias coincidentemente

possuem valor 1.

Lema s§.1
Em um codigo ciclicamente permutdvel de peso nao-constante, CCP(N, M., d.), a correlagdo,
denotada por p, entre qualquer palavra-codigo e seus deslocamentos ciclicos ou entre quaisquer des-

locamentos ciclicos de duas palavras-codigo distintas satisfaz
pgwmax_dc/Zv (SI)
em que Wax denota o maior peso de Hamming dentre as palavra do codigo. O

Demonstragdo: Para duas N-uplas bindrias quaisquer que possuam pesos w; € w; e
cuja distincia de Hamming entre elas seja d, o nimero de 1’s em que elas coincidem é
exatamente (w; +w,)/2—d/2. Sendo as N-uplas bindrias palavras de um cédigo CP, sendo
Wmax O Maior peso de Hamming dentre as palavras-codigo e sendo d. a distancia minima
ciclica, entdo o valor maximo para correlacido entre duas palavras do codigo é obtido

quando ambas possuem peso Wpax. Assim, p = wyax — d./2. Portanto, a correlagio entre
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quaisquer deslocamentos ciclicos de duas palavras-codigo distintas satisfaz p < wyax —

de/2. u

Teorema §.1
Seja CCP(N, M, = U, d.) um codigo ciclicamente permutdvel de peso ndo-constante cujas palavras-
codigo possuem peso minimo e peso mdximo denotados, respectivamente, por Wiy € Wiax. Para um
nitmero inteiro o, 1 < 0 < Wyax, um codigo ciclicamente permutdvel CCP(N, M. = U,d.) é
um conjunto de sequéncias de protocolo, representadas por (U, M, N, o), para

Wmin — 1 Winin — O
M > . U min min 1 . .
e Py il oy AR 52

Demonstragdo: Inicialmente, considere a estratégia pela qual o receptor é capaz de iden-
tificar os usudrios cujos pacotes foram recebidos com sucesso. Para isto, considere o con-
junto W cujos elementos sdao os pesos das sequéncias de protocolo dos U usudrios do canal
e considere um quadro arbitrario de comprimento N que é processado pelo receptor em
um instante de tempo também arbitrdrio. Seja 7 = [r, T2, ...,7n] a N-upla bindria que
representa o vetor atiidade de transmissio, em que 7;, 1 < j < N, assume valores 0 ou 1
correspondendo, respectivamente, ao simbolo de siléncio ou outro simbolo qualquer (pa-
cote ou colisdao) recebido no j-ésimo intervalo de tempo desse quadro. O receptor decide
se 0 usudrio 7 estd ativo no quadro recebido se e somente se os valores de j para os quais
7, =1, 1 < j < N, coincidem com os valores de [ para os quais s;; = 1, 1 <[ < N,
em que s; = {sy}¥,, 1 > i > U, denota a sequéncia de protocolo do usudrio i. Se o
usudrio 7, de fato, esta ativo no quadro, entdo a regra de decisdo descrita estd sempre
correta. No entanto, se 0 usudrio ¢ nd3o esta ativo no quadro, entdo a regra de decisdo
utilizada falha. Para deduzir uma condi¢io suficiente assegurando que o usudrio 7 ndo
estd ativo em um quadro arbitrdrio, considere um numero M de usudrios ativos cujas
sequéncias de protocolo possuem peso qualquer, ndo necessariamente iguais, pertencente
a W e considere, ainda, que o usudrio 7 possui sequéncia de protocolo cujo peso é w; € W.
Portanto, se 0 usudrio 7 nao estd ativo no quadro, se M usudrios estio ativos, no maximo,
e se p denota o nimero maximo de 1’s em que as sequéncias de protocolo dos M usudrios
cobrem, uma por vez, os 1’s em s;, entdio Mp < wp;, € uma condi¢do suficiente para
identificar corretamente que o usudrio ¢ ndo esta ativo, qualquer que seja o w; € W. Mas,

p < Wpax — de/2 de acordo com o Lema 5.1 e pelo fato de que a sequéncia de protocolo
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de cada usudrio pode estar deslocada ciclicamente. Assim, M (wpax — de/2) < Wpin OU,
equivalentemente, M (Wmax — de/2) < wmin — 1 € uma condigdo suficiente para identificar
corretamente os usudrios ativos por quadro. Logo, o niumero de usudrios ativos M que

satisfaz essa condi¢ao é dado por
M= {wmi—lJ , (5.3)

Wimax — de/2
Dando continuidade a demonstraciao, o objetivo é mostrar uma condi¢ao suficiente
para que cada um dos M usudrios ativos, por quadro, possa enviar, no minimo, o pacotes
que sao recebidos livres de colisdo. Para isto, suponha que o usudrio i estd ativo. Como
os pacotes dos demais M — 1 usudrios ativos podem colidir com, no maximo, wyax — d./2
pacotes enviados pelo usudrio 7, entdo o usudrio i tem a garantia de que wyi, — (M —
1) (wmax — dc/2) dos seus pacotes chegam ao receptor sem sofrer colisao qualquer que seja
o peso w; € W da sequéncia de protocolo do usudrio i. Logo, 0 > win — (M — 1) (wpax —
d./2) ou, equivalentemente,
M= {MJ .y (5.4)
Wmax — d¢/2

Por fim, € trivial que a condicdo M < U seja satisfeita e, portanto, se o valor de M é o
minimo entre U e os valores inteiros dados pelas Formulas (5.3) e (5.4), entdo o receptor
é capaz de identificar corretamente os usudrios ativos por quadro e cada um deles tem a
garantia de poder enviar o pacotes que sdo recebidos livres de colisdo. Porém, as Formulas
(5.3) e (5.4) foram deduzidas considerando o pior caso, pois é possivel situacdes em que
s6 ha usudrios ativos que possuem sequéncias de protocolo com peso wyi, €, entdo, o
numero de usudrios ativos é maior que o valor calculado em (5.3) e (5.4). Logo, justifica-
se a desigualdade em (5.2) e a condi¢ao de igualdade ocorre quando o codigo CP é de peso

constante. [ |

Obviamente, se o cddigo CP for de peso constante, entio Wy, = Wpax = W € 0 Teo-
rema 5.1 reduz-se ao resultado proposto pelo Teorema 4 em [26] para cddigos CP de peso
constante. Portanto, o Teorema 5.1 é uma generalizacdo do Teorema 4 em [26], sendo esta
uma contribui¢do importante desta dissertagdo.

Pelo Teorema 5.1, as construgdes de codigos CP propostas no Capitulo 4 podem ser apli-
cadas como sequéncias de protocolo para o canal de colisao sem realimentagdo apresentado

no Capitulo 2. Os cédigos CP da Construgao 4.7 sio adequados para situacdes em que 0s
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usudrios possuem diferentes fatores de trabalho, pois os c6digos ndo sao de peso constante. Ja
os codigos CP das Construcdes 4.8 e 4.9 sdo de peso constante e sio adequados para situacoes

em que 0s usudrios possuem o mesmo fator de trabalho.

5.1 USUARIOS COM DIFERENTES FATORES DE TRABALHO

Conforme dito anteriormente, os cédigos CP da Construcdo 4.7 ndo sao de peso-constante,
logo as suas palavras-c6digo sao adequadas para o uso como sequéncias de protocolo numa
situacdo em que os usudrios possuem diferentes fatores de trabalho. Lembrando que os fatores
de trabalho sdo calculados por p; = w; /N, 1 <1i < U, em que w; é o peso da palavra-codigo
escolhida como sequéncia de protocolo e N é o comprimento do cddigo CP, entdo os fatores
de trabalho dependem do peso w(v’) da (¢ — 1)-upla binaria v’. Assim, variando o valor de
w(v') pode-se ajustar o valor dos fatores de trabalho p;. No entanto, deve-se perceber que a
medida que o valor de w(v’) aumenta, o valor do peso maximo wy,,x na Desigualdade (5.2)
também aumenta, mas a distancia minima ciclica d. permanece constante. Logo, o limitante
inferior para o numero de usudrios ativos por quadro diminui e, portanto, deve-se ter cuidado
ao definir o valor para w(v').

Do ponto de vista pratico, aumentar o valor de w(v’) implica aumentar o namero de
intervalos de tempo em que os usudrios transmitem pacotes num quadro. Como se trata de
um canal de maltiplo acesso, se um nimero considerdvel de usudrios possuem altas taxas de
transmissdo, o numero de colisdes aumenta e 0 nimero de usudrios ativos por quadro deve

diminuir, concordando com o resultado previsto pela Desigualdade (5.2).

Exemplo 5.1
Para ¢ = 41 e k = 4, o cddigo constaciclico (42,4, 39) satisfaz as condicoes da Construgdo 4.7.
Sendo v = (1,0,0,...,0) e escolbendo v/ = (1,1,1,0,0,...,0), ambos com 40 coordenadas,
w(v') = 3, obtém-se um CCP(1680,1681,78). Como o codigo constaciclico possui palavras-
codigo de peso 42, 41, 40 e 39, os possiveis pesos das palavras do codigo CP sdo 42, 44, 46 e 48.
Logo, as sequéncias de protocolo obtidas possuem fatores de trabalbo 1is5, Tess Toos € Toug Pela
Desigualdade (5.2), com wpin = 42, Wmax = 48 ¢ 0 = 24, obtém-se M > 3. Isto €, o conjunto
de sequéncias de protocolo (1681, 3, 1680, 24) permite que, no minimo, 3 usudrios, com quaisquer
dos quatro fatores de trabalbo permitidos, possam estar ativos num mesmo quadro emitindo 24

pacotes que sdo recebidos livres de colisdo. E valido observar que para o = 15 ¢ possivel atingir

M > 4, produzindo um conjunto de sequéncias de protocolo (1681,4,1680,15). A escolha de
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utilizar um dos dois conjuntos de sequéncias de protocolo depende da aplicacdo, pois em algumas o
nitmero de usudrios ativos pode ser prioridade, enquanto que em outras um niimero maior de pacotes

transmitidos pode ser mais importante. O

Conforme mencionado no final da demonstra¢ao do Teorema 5.1, é possivel calcular o
numero maximo de usudrios por quadro, considerando o caso quando s6 usudrios com fatores
de trabalho igual p = wpin/N estdo ativos. Assim, o nimero maximo de usudrios ativos,
M, pode ser calculado por meio da Desigualdade (5.2) substituindo wyax por wpyin. Para o
Exemplo 5.1, 0 valor mdximo é M = 13 com ¢ = 6, portanto o nimero de usudrios ativos
por quadro varia no intervalo 3 < M < 13, enquanto que o nimero de pacotes recebidos

livres de colisdo varia entre 6 < o < 24.

5..2 USUARIOS COM O MESMO FATOR DE TRABALHO

Os exemplos a seguir ilustram o uso dos cddigos CP das Construcdes 4.8 € 4.9 quando

aplicados como sequéncias de protocolo para o canal de colisao sem realimentagio.

Exemplo 5.2
Para ¢ = 13 e k = 4, o codigo constaciclico (14,4,11) com polinomio gerador
g(x) = My (x) Maos(x) Ms7(x) Mag(x) M1 () (Tabela s.1) satisfaz as condigoes da Construgdo 4.8.
Pela Formula (3.17), A1q4 = 8736, logo M. = 8736/168 = 52 e, portanto, obtém-se um
CCP(168,52,22) de peso constante w = 14. Utilizando a Desigualdade (5.2) do Teorema s.1

para o = 8, o valor obtido para M ¢ dado por

M = |[(w=1)/(w-d/2)] = [(14-1)/(14 - 11)]
= |[13/3] = 4 ou,

M = [(w—0)/(w—d./2)]+1 = [(14-8)/(14—11)| +1
= (6/3]+1 =3

Finalmente o conjunto de sequéncias de protocolo possui pardmetros (U, M, N, o) = (52,3, 168, 8).
Em outras palavras, desde que, no mdximo, M = 3 usudrios, de um total de U = 52 estejam ativos
em cada quadro recebido, € garantido para estes usudrios ativos enviarem 8 pacotes livres de colisdo

de um total de 14 pacotes enviados em um quadro com N = 168 intervalos de tempo. O
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Tabela s.i: Classes conjugadas e polindmios minimos sobre GF(13) para x** — 2. Considere GF(13?) gerado
porp(z) =2 +x + 2%

Classe conjugada Ordem multiplicativa Polin6mio minimo
{1,13} 168 Mi(z) =24z +2?

{85,97}

Exemplo 5.3
Para ¢ = 31 e k = 4, o codigo constaciclico (32,4,29) satisfaz as condigoes da Construgdo 4.9.
Pela Formula (3.17), Asy = 297600, logo M. = 297600/960 = 310 e, portanto, obtém-se um
CCP(960,310,58) de peso constante w = 32. Utilizando a Desigualdade (5.2) do Teorema §.1
para o = 17, o valor obtido para M ¢ dado por

Moo= [w—1)/(w—d/2)] = [(321)/(32—29)]
= |[31/3] = 10 ou,
M = [(w—0)/(w—de2)] +1 = (32— 17)/(32—29)] + 1
— [15/3]+1 = 6.
Finalmente o conjunto de sequéncias de protocolo possui parametros (U, M, N, o) = (310, 6,960, 17).
Em outras palavras, desde que, no mdximo, M = 6 usudrios, de um total de U = 310 estejam ativos

em cada quadro recebido, é garantido para estes usudrios ativos enviarem 17 pacotes livres de colisdo

de um total de 32 pacotes enviados em um quadro com N = 960 intervalos de tempo. O

5.2 DESEMPENHO DAS SEQUENCIAS DE PROTOCOLO

De acordo com [28], avaliar o desempenho de sequéncias de protocolo nio é simples e o
resultado depende, em geral, da natureza da aplicacdo pretendida. No entanto, os seguintes

critérios sio comumente considerados.

a. O namero de usudrios, M, que podem estar ativos por quadro;
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b. A taxa total de transmissido (Rgs,m) dada por

Mo

Rsum = Tj

(5-5)

em que M é o numero de usudrios ativos por quadro, o é o numero de pacotes transmi-

tidos que sao recebidos livres de colisio e N é o comprimento do quadro;
c. O numero maximo de sequéncias distintas que podem ser geradas;

d. O comprimento do quadro, N, utilizado pelos usudrios (o qual coincide com o compri-

mento das sequéncias de protocolo);

e. Suporte a usudrios com diferentes fatores de trabalho. Isso é desejavel, pois diferentes
sensores (redes de sensores) ou estagdes de trabalho (redes ad hoc), podem necessitar de

diferentes taxas de transmissao;

f. Uso de cabegalhos para resolver, por exemplo, o problema de identificar os usudrios

cujos pacotes sdo recebidos corretamente.

O desempenho das sequéncias de protocolo propostas nesta dissertaciao, obtidas por meio
das Construcoes 4.7, 4.8 e 4.9, é analisado com base nos critérios citados anteriormente. O
desempenho também ¢é analisado fazendo uma comparac¢do com as sequéncias de protocolo
propostas em [26], [29], que também sdo obtidas por meio da construgio de cédigos CP. Um
dos conjuntos de sequéncias de protocolo propostos por [26] sdo baseados na construcdo de
cddigos CP por meio de cddigos Reed-Solomon (RS), portanto, daqui em diante, refere-se a
essas sequéncias como Sequéncias-RS. As sequéncias de protocolo propostas por [29] sdo base-
adas na constru¢do de c6digos CP por meio de cddigos BCH e, assim, refere-se a elas como
Sequéncias-BCH. Vale destacar que as Sequéncias-RS sdo um caso particular das Sequéncias-
BCH, conforme foi demonstrado em [29].

A seguir, sdo apresentados os pardmetros (U, M, N, o) para as Sequéncias-BCH, Sequéncias-
RS e para as sequéncias de protocolo baseadas nas Construgdes 4.7, 4.8 € 4.9. Também sio
mostrados, para cada uma das sequéncias mencionadas, um limitante superior para o valor
de M e um limitante inferior para o valor de Rgy,,. Depois, é feita uma comparagao entre as

sequéncias utilizando os critérios apresentados no inicio desta se¢io.
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5.2.1 SEQUENCIAS-BCH E SEQUENCIAS-RS

De acordo com [29], os pardmetros (U, M, N, o) das sequéncias-BCH sao

U = g%, (5.6)

N = q(¢"—1), (5.7)
. w—1 w—0o

vl B ) e

emqueq > 5,1 <re3d <k <qg—1. As sequéncias de protocolo sdo palavras de um
c6digo CP de peso constante com w = ¢" — led, > 2(¢" — 1 — (k—1)¢g"~1). Parar = 1, as
Sequéncias-BCH equivalem as Sequéncias-RS, considerando o comprimento maximo, q — 1,
para os codigos Reed-Solomon utilizados em [26].

De acordo com [28], o limitante superior para o valor de M pode ser deduzido conside-
rando o nimero maximo de usudrios ativos que podem transmitir, no minimo, um pacote que
seja recebido livre de colisao (0 = 1) em um quadro de comprimento N. Assim, para o = 1,

o segundo termo, do lado direito, na Férmula (5.8) é o menor, logo
w—1
M o= |2
LW — dC/2J

(¢" -1 -1
= (" —1)—[¢"—1— (’f—l)qr‘l]J

q" -2
~ Lk- l)qT‘IJ '

Para valores elevados de ¢, esse limitante inferior para o valor de M é aproximadamente
igual a [¢/(k — 1)]. Se este resultado é utilizado para avaliar o nimero de usudrios ativos,
entdo, no maximo, [¢/2] podem estar ativos, uma vez que 3 < k < ¢ — 1.

De acordo com o desenvolvimento realizado em [29], para deduzir o limitante inferior
para o valor de Ry, 0 primeiro passo é avaliar para quais valores de o, no lado direito da
Férmula (5.8), o terceiro termo é o menor. Para isto, o segundo e o terceiro termos do lado

direito de (5.8) podem ser reescritos, respectivamente, do seguinte modo

w—1
m S w—d./2 €
w—o
my < 7w—dc/2+1
 2w—o0—d./2
N w—d./2

em que m; e my denotam o segundo e o terceiro termos em questido. Para que my < my, é

suficiente que (2w — o — d./2) < (w — 1), o que implica em ¢ > w + 1 — d./2. Logo, para
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o> (k—1)¢"! + 1, o terceiro termo é o menor, assim

w—0o w—o
M > |—2 |41 7
- hk— 1)q7“‘1J i (k—=1)gm=V’

o qual, quando substituido na Férmula (5.5), produz

o(w—o0)

; > —
Rsum - N(k _ 1)q,,._1’

(5.9)

cujo valor é maximo para ¢ = w/2, desde que (w/2) > (k — 1)¢"~! + 1. Logo, sendo

N = Q(qr - 1) = quw,

(w/2)(w = w/2)
— quk—1)¢ !

’U)2

dqw(k — 1)g—1

Rsum

que para valores elevados de ¢ pode ser aproximado para

1

Rsum /1. 4\
Ak —1)

(5.10)

sendo este um limitante inferior para Rguy.

5.2.2 SEQUENCIAS BASEADAS NA CONSTRUCAO 4.7

De acordo com a Construgio 4.7, os pardmetros (U, M, N,o) das sequéncias baseadas

nessa construgao sao

U = ¢" 72 (5.11)
N = q2 -1, (5.12)
Wmin — 1 Wmin — 0
M > i 1 .
N mm{U’ \‘wmax - dC/2J ’ \‘wmax - dC/2J - }’ (5.13)

emque ¢ > 5ed <k <q— 1. As sequéncias de protocolo sdo palavras de um cédigo CP, de
peso ndo constante, COM Win = ¢+ 1, Wmax = (¢—k+2)+(k—Dw(v') ed. > (¢—k+2)d(v),
em que w(v’), w(v’') > 3, denota o peso da (¢ — 1)-upla que representa o elemento 0 na
representa¢do-V cuja distancia minima é denotada por d(v).

Para se obter o limitante superior para o valor de M, segue-se 0 mesmo raciocinio aplicado

anteriormente para as Sequéncias-BCH com a hipétese adicional de que todos os usudrios
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ativos, num determinado quadro, possuam sequéncias de protocolo que correspondem a pa-
lavras do c6digo CP com peso minimo (wyy,i, ). Tal hipotese corresponde a substituir wyy, .y por
wmin Na Desigualdade (5.13) que, nesse caso, é satisfeita com igualdade. Além do mais, para
palavras do cddigo CP com peso igual a wpin, d(v) = 2. Assim, para 0 = 1, Wyax = Wiin €
d(v) = 2, obtém-se

Wmin — 1
M = | fwmnh o
| Wmin — d(’/2J

(g+1)—1 J
L(g+1)—(g—k+2)

- _<k31>J'

Assim, se este resultado é utilizado para avaliar o namero de usudrios ativos, entdo, no

maximo, |g/3]| podem estar ativos, uma vez que 4 < k < g — 1.

Para deduzir o limitante inferior para o valor de Rgum, 0 primeiro passo é avaliar para
quais valores de o, no lado direito da Desigualdade (5.13), o terceiro termo é o menor. Se-
guindo o mesmo raciocinio utilizado para as Sequéncias-BCH, obtém-se 0 > wyax +1 —d./2.
Como d(v) > 2 para w(v') > 3,0 > (k — 1)w(v') + 1. Logo, parac > (k— 1)w(v') +1 0
terceiro termo € 0 menor, assim

Wmin — 0

M%m

o qual, quando substituido na Férmula (5.5), produz

Wmin — 0

J“ 7 - Du)’

0 (Wpnin — 0)

. > —
Boum 2 0 u(vr)’

(5.14)

cujo valor é maximo para o = wyin/2, desde que (wmin/2) > (k — 1)w(v’) + 1. Logo, sendo
N=¢—-1=(q+1)(qg—1) = wnin(g — 1),
(wmin/2)(wmin - wmin/Q)

Roum 2 1) (k= Dw(v')
" dwmin(q — ;Srl(l; “Dw()
T 4(g - Dk - D)
(¢+1)

Aq = 1)k — Dw(v')’
que para valores elevados de ¢ pode ser aproximado para

1

o X 4 Du(v)

(5.15)

sendo este um limitante inferior para Rgum.
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§.2.3 SEQUENCIAS BASEADAS NAS CONSTRUCOES 4.8 E 4.9

De acordo com as Construgoes 4.8 e 4.9, os parametros (U, M, N, o) das sequéncias base-

adas nessas construcdes sao

U = Ag/N, (5.16)

N = -1, (5.17)
. w—1 w—0

M = mm{U, Lu—dc/QJ , tw—dc/QJ +1}, (5.18)

emqueq > 5,4 <k <qg—1eovalorde Ay é dado pela Férmula (3.17). As sequéncias de
protocolo sdo palavras de um c6digo CP de peso constante com w = g+ 1 e d. = 2(q—k+2).

O limitante superior para o valor de M é o mesmo deduzido para as sequéncias baseadas
na Construgio 4.7, pois a hipétese assumida, naquele ponto, de que todos os usudrios ativos
possuem sequéncias de protocolo que sao as palavras do c6digo CP com peso minimo (wyyin ),
corresponde as sequéncias baseadas nas Construcdes 4.8 e 4.9. Logo, M < |q/3].

A dedugido para o limitante inferior para o valor de Ry, segue o raciocinio ja discutido
anteriormente para as outras sequéncias. Dessa forma, o > w + 1 — d./2. Logo, para o > k,

o terceiro termo, do lado direito, na Formula (5.18) é o menor, assim

w — o w — o
Mo> |20y
= {(1@—1)J+ 7 k-1

o qual, quando substituido na Férmula (5.5), produz

o(w—o0)

Rsum Z PN
N(k—1)

(5.19)

cujo valor é maximo para ¢ = w/2, desde que (w/2) > k. Logo, sendo N = ¢*> — 1 =
(¢+1)(g—1) =w(g—1),

(w/2)(w = w/2)
w(g—1)(k—1)

w2

dw(g—1)(k—1)
w
Alg—1)(k—-1)
(¢+1)
Aq—-1)(k—1)
que para valores elevados de ¢ pode ser aproximado para

1
Ak —1)

Rsum

v

Ryum (5.20)

sendo este um limitante inferior para Rgum.
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5.2.4 ANALISE DO DESEMPENHO DAS SEQUENCIAS

Neste ponto, realiza-se uma comparagdo entre as sequéncias de protocolo apresentadas
segundo os critérios vistos no inicio desta secdo. O objetivo é comparar o desempenho das
sequéncias propostas nesta dissertacdo, sequéncias baseadas nas Construgoes 4.7, 4.8 € 4.9,
com as Sequéncias-RS e Sequéncias-BCH, propostas em [26], [29], respectivamente. A Ta-
bela 5.2 apresenta os critérios mencionados no inicio desta secdo e que sdo utilizados para
avaliar o desempenho das sequéncias.

Inicialmente, como todas as sequéncias de protocolo mencionadas sdo obtidas por meio
de palavras de um cédigo CP, isto implica que quando os pacotes chegam ao receptor num
dado quadro de transmissao, ele é capaz de distinguir os usudrios ativos sem a necessidade de
cabegalhos de identificacao [28], [51]. Pois, a sequéncia de protocolo de cada usudrio pode
ser identificada mesmo que ela seja recebida com algum deslocamento ciclico, uma vez que
a sequéncia resultante do deslocamento ciclico dela é diferente da sequéncia de protocolo
dos outros usudrios e também dos deslocamentos ciclicos de tais sequéncias. Este fato é
consequéncia direta da definicao de cddigos CP (Defini¢do 4.3).

Outra caracteristica interessante € que as sequéncias de protocolo deem suporte a usudrios
com diferentes fatores de trabalho [28]. Como dito anteriormente, isso é desejavel, pois dife-
rentes sensores (redes de sensores) ou estagdes de trabalho (redes ad hoc), podem necessitar de
usudrios com diferentes taxas de transmissdo. Dentre as sequéncias discutidas, s6 as sequén-
cias baseadas na Constru¢do 4.7 apresentam essa caracteristica, pois o codigo CP utilizado
como base nio € de peso constante, como ocorre com as demais sequéncias. Portanto, as

sequéncias baseadas na Construgao 4.7 sdo uma contribuicao relevante desta dissertacio.

Tabela 5.2: Resumo dos critérios de desempenho para as sequéncias de protocolo. Para as sequéncias propostas nesta
dissertagdo, ¢ > 5,4 < k < q—1lew(v') > 3. Para as Sequéncias-RS e Sequéncias-BCH, ¢ > 5,3 <k <q—1
er > 1L

Sequéncias

Critéri
ritérios Construcio 4.7 Construcdes 4.8 e 4.9 RS BCH

Limitante inferior para Rgum

Cabecalhos de Identificacao




87

Outro parametro importante, ao se analisar o desempenho das sequéncias de protocolo, é
o comprimento N do quadro utilizado nas transmissdes (o qual coincide com o comprimento
das sequéncias). Segundo [29], quanto maior o comprimento do quadro, maior a comple-
xidade de decodificacdo por intervalo de tempo, pois os algoritmos para decodificagao de
apagamento possuem complexidade proporcional a n? (lembrando que, conforme foi discu-
tido apds o Teorema 3.3 sobre corre¢do de apagamentos, Capitulo 3, os pacotes emitidos
pelos usudrios sao codificados utilizando um c6digo corretor de erro de parametros n = w,
k = o e dmin > w—o+1). Portanto, com relacdo ao comprimento dos quadros, as sequéncias
de protocolo propostas nesta dissertacio possuem comprimento N = ¢? — 1, em que ¢ > 5,
que é aproximadamente o mesmo valor do comprimento das Sequéncias-RS, N = ¢? — ¢ para
g > 5. Comparando com as Sequencias-BCH, cujo comprimento é N = ¢(¢" — 1), em que
q > 5er > 1, as sequéncias propostas possuem comprimento bem inferior, principalmente, a
medida que o valor de r aumenta. Por exemplo, para ¢ = 13, k = 4 e r = 2, 0 comprimento
das Sequéncias-BCH é N = 2184, enquanto que para as sequéncias propostas nesta disserta-
¢do e para as Sequéncias-RS, considerando os mesmos valores de ¢ e k, os comprimento sao
N =168 e N = 156, respectivamente.

Com relagdo ao nimero maximo de sequéncias distintas que podem ser geradas, o de-
sempenho das sequéncias propostas nesta dissertacao é analisado. O numero de sequéncias
distintas que podem ser geradas é igual ao namero total de usuarios que compartilham o canal
e que é denotado por U. Assim, as sequéncias baseadas na Construcio 4.7 geram U = ¢¥~2,
q>5ed <k <q—1,sequéncias distintas, enquanto que as sequéncias baseadas nas Constru-
¢oes 4.8 € 4.9 geram U = A, 41 /N sequéncias distintas, em que N denota o comprimento do
quadro e A,41, dado pela Férmula (3.17), denota o namero de palavras do cédigo constaci-
clico com peso w = ¢ + 1. Primeiramente, comparando o valor de U das sequéncias baseadas
na Construcdo 4.7 com o valor de U das Sequéncias-RS e Sequéncias-BCH, conclui-se que ele
é igual ao valor da primeira e inferior ao valor da segunda, U = ¢*~27 (3 < k < ¢ — 1,
q > 5er > 1), principalmente para valores elevados de r. Ja o valor de U das sequéncias
baseadas nas Construcdes 4.8 e 4.9, quando comparado com os valore de U das sequéncias
baseadas na Construgio 4.7, Sequéncias-RS e Sequéncias-BCH, é sempre inferior e deve-se ao
fato de restringir-se a construgao das sequéncias as palavras do c6digo constaciclico de peso
igual w = ¢+ 1.

A respeito do limitante superior para o valor de M, as sequéncias de protocolo propostas
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possuem o mesmo valor, M < |¢/3], que é menor que o limitante inferior para as Sequéncias-
RS e Sequéncias-BCH dado por M < [¢/2]. Porém, a diferenca entre os valores dos limitantes
é cada vez menor a medida que o valor de ¢ aumenta.

Por fim, sdo comparados os valores encontrados para os limitantes inferiores de Rgupy.
De acordo com a Tabela 5.2, as sequéncias baseadas nas Construcdes 4.8 € 4.9 possuem o
mesmo limitante inferior das Sequéncias-RS e das Sequéncias-BCH. J4 as sequéncias baseadas
na Construcio 4.7 possuem um limitante inferior que é menor que o limitante inferior das
demais sequéncias por um fator de m, w(v') > 3. Esta diminui¢do é devida ao fato dos
codigos CP da Construgdo 4.7 ndo serem de peso constante e o valor de w(v’) influenciar
diretamente no peso das palavras-c6digo. Assim, como ha usudrios com fatores de trabalho
maiores do que outros, o nimero de usudrios ativos por quadro pode diminuir. Porém, como

ja foi analisado anteriormente, as sequéncias baseadas na Construcio 4.7 sdo as unicas, entre

as apresentadas, que oferecem suporte a usudrios com diferentes fatores de trabalho.



CAPITULO

CONCLUSOES, COMENTARIOS
E SUGESTOES

A mecdnica quintica estd a impor-se. Porém,
uma voz interior diz-me que ainda nio ¢ a te-
oria certa. . . estou convencido de que Ele ndo

joga dados.

— Albert Einstein

ESTE capitulo, é sumarizado o trabalho descrito nesta dissertacdo. Sao feitos alguns
comentarios, é apresentada uma lista das contribuicdes e, finalmente, sio propostos

alguns topicos para futuras investigacoes.

6.1 RESUMO DO CONTEUDO E COMENTARIOS FINAIS

O principal objetivo desta dissertacdo é propor uma maneira original de construir sequén-
cias de protocolo para o canal de colisdo sem realimenta¢io. O trabalho é desenvolvido
baseado na idéia proposta por Gyorfi e Massey [26] de que cddigos ciclicamente permutaveis
constituem uma solucdo natural para construgdo de sequéncias de protocolo para este canal.
Entretanto, a proposta apresentada nesta dissertacdo utiliza uma classe de codigos diferente
da que foi utilizada em [26]. Utiliza-se a classe de codigos constaciclicos os quais ainda nio
haviam sido explorados neste contexto. Além do mais, um método generalizado para associar
arranjos bidimensionais e N-uplas, proposto em [50], foi utilizado.

Inicialmente, apresenta-se um modelo de canal de acesso multiplo introduzido por Mas-

sey e Mathys [24], o canal de colisio sem realimentacdo. Sdo apresentados o modelo bdsico
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do canal e as restricoes ao uso deste canal, as quais, segundo [24], sdo necessarias para que o
modelo do canal seja completamente especificado. Mostra-se que as sequéncias de protocolo
sdo utilizadas para determinar quando o usudrio é permitido, ou ndo, emitir seus pacotes pelo
canal. As sequéncias de protocolo podem ser obtidas diretamente por meio de codigos ciclica-
mente permutdveis para serem utilizadas no caso particular em que o canal é compartilhado
por um total de U usudrios, mas sé M destes usudrios podem estar ativos em um determinado
quadro.

Posteriormente, estuda-se os conceitos bésicos da teoria de c6digos corretores de erros. E
feita uma revisdao dos conceitos de c6digo de bloco e depois, em sequéncia, cddigos lineares e
cbddigos ciclicos lineares. O objetivo é definir os conceitos bdsicos para abordar, enfim, a classe
de codigos constaciclicos que sdo o alicerce para desenvolver o restante do trabalho. O estudo
de codigos constaciclicos concentrou-se, basicamente, nos casos em que o comprimento das
palavras-codigo € igual a ¢ + 1. Um resultado inédito, obtido nesta dissertagdo, permite
escolher o polindomio gerador para os codigos constaciclicos de forma que todas as palavras-
c6digo ndo-nulas tenham ordem constaciclica plena (Teorema 3.12).

Definidos os fundamentos teéricos dos cddigos corretores de erros, apresenta-se os codigos
ciclicamente permutaveis (codigos CP) que passam a ser o objeto de estudo. Antes disso,
porém, define-se uma representagio ciclica para os elementos de GF(q) por intermédio de
(¢—1)-uplas bindrias e apresenta-se uma relagio que permite um mapeamento um-a-um entre
arranjos bidimensionais e N-uplas bindrias. A ideia é usar os codigos constaciclicos g-arios, ja
bem estudados, juntamente com a representagao ciclica para GF(q) e a relacdo entre arranjos
bidimensionais e N-uplas bindrias, a fim de se construir c6digos ciclicos bindrios ndo-lineares,
que é o ultimo passo até chegar aos c6digos CP.

Apés definir os codigos CP, sdo discutidos alguns conceitos definidos por A, Gyorfi e
Massey [26] e apresentam-se as construcdes de codigos CP propostas nesta dissertacdo. Em
seguida, mostra-se a utilizacdo dos cddigos CP propostos como sequéncias de protocolo para
o caso especial do canal de colisao sem realimentacdo em que M usudrios, de um total U
usudrios, estdo ativos num determinado quadro. O desempenho das sequéncias de protocolo
propostas é analisado e comparado com o desempenho de outras sequéncias de protocolo
existentes. A Tabela 5.2 resume os critérios de desempenho avaliados e pode-se concluir que
quando comparado ao desempenho das sequéncias de protocolo ja existentes na literatura, o

desempenho das sequéncias propostas € satisfatorio.
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6.2 CONTRIBUICOES DA DISSERTACAO

As contribui¢des desta dissertagdo sdo listadas a seguir.

> Na Subsecdo 3.4.2, 0 Teorema 3.12 é inédito e mostra como se escolher o polindmio ge-
rador de um c6digo constaciclico de modo que todas as palavras-c6digo possuam ordem

constaciclica plena. Nesse mesmo contexto, o Lema 3.1 e o Coroldrio 3.1 sdo contribuicoes;

> As construcoes de codigos ciclicos bindrios nao-lineares e cddigos CP propostas em [26]
utilizam c6digos ciclicos e uma correspondéncia um-a-um entre arranjos bidimensionais
e N-uplas que é garantida pelo teorema chinés do resto. No Capitulo 4, as construcoes
de cédigos ciclicos bindrios nao-lineares e c6digos CP utilizam a mesma ideia utilizada
em [26]. Porém, o procedimento é estendido a classe de c6digos constaciclicos e utiliza-se
uma correspondéncia um-a-um entre arranjos bidimensionais e N-uplas, diferente daquela
usada em [26], que foi proposta inicialmente em [50] e é apresentada de uma forma mais

simples em [36];

> Na Secdo 4.2, o Teorema 4.3 € original no que diz respeito ao seu uso com codigos consta-

ciclicos. Até entdo, o seu uso havia sido restrito a codigos ciclicos;

> Conforme é demonstrado na Se¢io 4.2, a Construgao 4.7 para codigos CP é mais eficiente
do que as construgoes de cddigos CP baseadas em codigos Reed-Solomon e Berlekamp-

Justesen propostas em [26];

> Na Sec¢do 5.1, 0 Lema 5.1 e 0 Teorema 5.1 complementam os resultados apresentados em

[26] para o caso de codigos CP de peso ndo necessariamente constante;

> Na Subse¢do 5.1.1, as sequéncias de protocolo apresentadas, baseadas na Construgio 4.7,
ddo suporte a usudrios com diferente fatores de trabalho. Tal caracteristica ndo é contem-

plada pelas sequéncias de protocolo existentes que sao construidas por meio de cédigos

CP;

> Na Subsecio 5.2.4, 0 desempenho satisfatorio das sequéncias de protocolo propostas neste
trabalho refor¢a a contribui¢cao da nova gama de opcdes de sequéncias de protocolo para o

canal de colisdo sem realimentacio.
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6.3 CONTRIBUICOES FUTURAS

A seguir, apresenta-se algumas sugestoes para trabalhos futuros que possam ser realizados

a partir dos resultados expostos nesta dissertagio.

> Nesta disssertacdo, os resultados sao demonstrados para codigos constaciclicos com com-
primento de bloco igual a ¢ + 1. Em [48], mostra-se a existéncia de cddigos constaciclicos
para outros comprimentos além de g + 1. Portanto, uma continuagio natural e imediata é

generalizar os resultados para quaisquer parametros possiveis de cddigos constaciclicos;

> Investigar um modo facilmente implementavel de selecionar todas as palavras de um codigo
constaciclico que possuam ordem constaciclica plena. Pois, embora o método utilizado pelo
Teorema 4.3 (Segao 4.2) seja facilmente implementavel, para alguns codigos constaciclicos,
ele ndo é capaz de selecionar todas as palavras-c6digo que possuem ordem constaciclica

plena;

> Comparar o desempenho das sequéncias de protocolo propostas com o desempenho de
sequéncias de protocolo que nao sejam necessariamente construidas por meio de cédigos

CP. Por exemplo, as sequéncias apresentadas em [28];

> Realizar simulagdes computacionais e experimentos para o modelo do canal de colisdo sem
realimentagdo a fim de comparar o desempenho teérico das sequéncias de protocolo com o

desempenho simulado e com o desempenho prético.
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