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A series of standards on quality systems, called ISO 9000, encouraged the world industries
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ASPECTOS GERAIS

1.1 Introducao

Nos processos de manufatura, o controle de producdo exige parametros de qualidade
rigidos na operagdo do processo. Muitos fatores contribuem para o controle ineficiente do

processo, € a sintonia do controlador ¢ bastante significativa.

E neste cendrio que a série de normas sobre sistemas de qualidade denominada ISO
9000 tem conduzido as acdes industriais mundiais para melhoria e garantia da qualidade.
Esta série, composta por cinco normas numeradas de 9000 a 9004, apresenta condi¢des
bastante exigentes que permitem a industria apresentar produtos e servigos competitivos em
nivel internacional, trazendo ao ambiente industrial a necessidade de um controle quase que
total sobre maquinas e processos. Isto d4 a engenharia de controle a obrigacdo de fornecer
solucdes tedricas e praticas para atender as exigéncias das normas industriais nacionais e

internacionais [1].

Em processos industriais, mais que 97% dos controladores sdao de algoritmo tipo
PID [2], porém, na grande maioria, sdo controladores PI. Apds 60 anos da publicacao
das regras de Ziegler-Nichols [3], numerosos artigos publicados sobre métodos de
sintonia e vdrios livros de textos com 600 a 1200 paginas [4], provavelmente, seria

esperado que os controladores PID tivessem alcancado as expectativas dos usudrios.



Infelizmente, isto ndo € o caso. As pesquisas de Bialkowski [5], Ender [6], McMillan [7],

Hersh and Johnson [8], e Desborough e Miller [2] mostram que:

1. Levantamento de 2000 malhas industrias [5].
- Somente 20% das malhas de controle trabalham bem;
- 50% tém uma perfomance indesejdvel devido a sintonia do controlador e problemas
de valvulas de controle;
- 30% também tém uma baixa perfomance devido a projeto de sistema de controle do

Pprocesso;

2. Processos Industriais [6]
- 30% das malhas de controle operam no modo manual;
- 20% dos controladores usam parametros de fébrica;

- 30% tém baixa perfomance devido aos sensores e problemas com valvulas de controle;

3. Processos Quimicos Industriais [7]
- 50% das malhas de controle apresentam problemas com vélvulas de controle e

parametrizag¢do do controlador;

4. Manufatura e processos industriais [8]
- Engenheiros e gerentes citaram a sintonia de um controlador PID como um problema

complexo;

5. Refinarias e artigos industriais sobre 26000 controladores [2]
- 32% das malhas sdo classificadas como excelente ou aceitavel;
- 32% dos controladores foram classificados como péssimos, indicando que a resposta

do processo € lenta ou oscilatoria;

Pesquisas mostram que a eficiéncia do controle do processo &, realmente, "nao tdo boa
quanto vocé pensa"[6], e a situacdo permanece praticamente a mesma de uma década atrds
[2]. Esta realidade leva-nos a reconsiderar como prioridade as pesquisas em controle de

processos. Assim, solucionar esta dificuldade, é conseguir estreitar a lacuna entre a pratica e



a teoria da engenharia de controle.

1.2 Motivacdo para o teorema de Hermite-Biehler - Sistemas com

Atraso

Encontrar o conjunto PI estabilizante de um malha de controle € considerada uma
ardua tarefa. Mesmo existindo um grande nimero de pesquisas € uma extensa literatura
sobre controladores PID, a enorme quantidade de regras e de suposi¢des com relacdo a

parametrizac¢do € muitas vezes ineficiente.

Além disso, os métodos cldssicos como a Técnica do Lugar das Raizes, o critério de
estabilidade de Nyquist e o critério de estabilidade de Routh-Hurwitz, ndo fornecem uma
caracterizacao andlitica da solucdo ou uma resolucdo simples . Na realidade, os dois
primeiros métodos apresentam uma abordagem grafica da solu¢do. E o dltimo método
apresenta uma solucao analitica, porém esbarra em desigualdades polindmiais que se tornam

cada vez mais complexas com a ordem do problema.

Uma linha de pesquisa direcionada a resolu¢do desse problema tomou como ponto de
partida a utilizacdo do teorema de Hermite-Biehler como critério de estabilidade [9]. O
teorema verifica a existéncia ou néo de zeros com parte real positiva em um polindmio §(s)
através da verificacdo de uma condi¢do de entrelacamento. Uma generalizacdo do teorema
de Hermite-Biehler [10] permite ndo s6 determinar a estabilidade, mas também, a assinatura
(diferenga entre o nimero de zeros no semiplano esquerdo e o semiplano direito). Este
resultado pode ser obtido através de um somatdrio de sinais da parte real de 6(jw) calculada
nos zeros da parte imagindria, ou através de um somatoério de sinais da parte imagindria de

d(jw) calculada nos zeros da sua parte real.

Quando a planta a ser estabilizada possui atrasos de transporte, surgem funcgdes
L. . . . . , . Ds

caracteristicas do tipo quase-polinomial, isto é, aparecem termos do tipo e”*, sendo D

uma constante real. Pontryagin desenvolveu uma extensiao do teorema de Hermite-Biehler

aplicavel a quase-polindmios [11] onde € possivel determinar a estabilidade do sistema.



1.3 Objetivos

Dentre os principais objetivos desse trabalho, pode-se enumerar:

1. Uma sistemdtica para modelagem mateméatica de processos tipicos industriais,

utilizando técnicas modernas baseada na identificacdo do sistema;
2. Apresentacdo do teorema de Hermite-Biehler para solucao de sistemas com atraso;
3. A solucdo de um conjunto de parametros PI para estabilizacdo do processo industrial;

4. Os resultados praticos e experimentais de um sistema fisico (sistema de bombeamento);

1.4 Organizacao do Texto

Este trabalho esté dividido em 7 capitulos. O primeiro capitulo consta de uma introdu¢do
sobre controladores industriais, enfatizando a abordagem de um novo teorema para encontrar

os parametros de um controlador PI.

No segundo capitulo € realizada a modelagem matemaética de processos tipicos utilizando
a sistemdtica do método do relé e a identificacdo da funcdo de transferéncia baseada na

observacao.

No terceiro capitulo € apresentado o Teorema de Hermite-Biehler e sua generalizacao,

com algumas defini¢des, lemas e teoremas.

No quarto capitulo € feita uma aplicacao do teorema de Hermite-Biehler, onde é descrito
como encontrar a solucdo de um sistema sem retardo ao inserir um controlador proporcional.
Esse capitulo € de suma importancia, pois os resultados sao utilizados para solu¢cdo completa

de um controlador proporcional integral, aplicado a sistemas com retardo.

No quinto capitulo € feita uma introdugdo a estabilizacdo de sistemas com atraso, sendo
apresentada uma abordagem tedrica sobre sistemas com retardo, bem como, o "teste da

estabilidade"de um processo.

No sexto capitulo € realizado um teste pratico utilizando as defini¢des apresentadas em



capitulos anteriores. Este experimento tem notdéria contribui¢do nesta dissertacao, pois o

mesmo apresenta uma diretriz bésica para sistemas industriais.

O capitulo 7 apresenta as principais conclusdes e contribui¢des, além de sugerir temas
para continuidade deste trabalho. O texto se encerra com a apresentacdo das referéncias

bibliograficas e apéndices.

E importante enfatizar que este trabalho ndo apresenta demonstracdes de certos teoremas,
bem como detalhes sobre algumas defini¢des. Sdo somente indicadas as referéncias
bibliograficas, dando-se énfase a uma sistemdtica de novos métodos profundamente

pesquisados e repletos de artigos neste tltimo século.



METODO DO RELE - ATV

Astrom e Hagglund [12] sugeriram o teste do relé [13] para geracdo de uma oscilagcao
sustentada, porque seria possivel determinar a freqii€ncia critica (w,,) € o ganho critico(F,).
Luyben [14] popularizou o método de "ATV'"(autotune variation) que representa uma

ferramenta qtil e eficiente para a identificacdo do sistema.

A motivagado para usar o ATV nasceu de um estudo em colunas de destilagdo. A coluna
de destilagiio é de grande importincia em processos quimicos industriais. E extremamente
dificil obter uma funcdo de transferéncia para modelos de colunas nao lineares. Foi tentado
utilizar o teste de pulso e degrau. Porém, o sistema tem em uma constante de tempo
extremamente longa, 7 = 340h. Além disso, muitos desvios ocorrem no modelo linear
[15], quando a magnitude da varidvel de entrada ¢ modificada. Luybem mostra que um
simples teste do relé providencia um caminho efetivo para determinar modelos lineares para
tais processos [16, 17]. Isto tornou-se um procedimento padrdo em controle de processos

quimicos. Wang et al. [18] discutiram vérios aspectos do teste do relé.
As vantagens do relé [19] sdo:
1. Identifica a informacdo do processo em torno da freqiiéncia importante, que € a
freqii€ncia critica (a freqiiéncia onde o angulo de fase é —).

2. E um teste de malha fechada; portanto, o processo nio mudard do ponto de operacio

nominal.



3. Para processos com uma constante de tempo longa, ¢ um método mais eficiente do que o
teste convencional do degrau e do pulso. O tempo do experimento €, aproximadamente,

de 2 a 4 vezes o periodo critico.

2.1 Analise do Projeto

A autosintonia do teste do relé pode ser analisada via diagrama de blocos. Considere
um sistema realimentado( Figura 6.3) onde G/(s) é uma funcdo de transferéncia linear e N
¢ um elemento nio linear. Se o sinal de entrada e(¢) para o elemento ndo linear ¢ uma onda
senoidal, tém-se:

e(t) = asen(wt) (2.1)
onde a é a magnitude da onda senoidal. Portanto, o sinal de saida u(t) do elemento ndo
linear(Figura2.2A) é uma onda quadrada(Figura 2.2). Para a andlise de sistemas de controle
com base na teoria linear [20], a transformada de Fourier € bastante util. A saida do elemento

ndo linear pode ser expressa como:

u(t) = Ag + f: A, cos(nwt) + Bpsen(nwt) (2.2)
n—1
onde,
T e Ne e 6O L
Relé Planta

Figura 2.1: Elemento ndo linear na realimentagdo.

2w
A0:2i / u(®)d(wt) 2.3)
A, = l/ u(t)cos(nwt)d(wt) (2.4)
T Jo
B, = l/ u(t)sen(nwt)d(wt) (2.5)
T Jo
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B) Resposta da Entrada e Saida
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Figura 2.2: Relacdo Entrada - Saida de um relé ideal(on-off).

Como a saida u(t) tem simetria {mpar, os coeficientes A a A,, sdo iguais a zero(isto &,

Ag=0e A, = 0,Yn). Portanto, a equagio 2.1 torna-se:
u(t) = Z By, sen(nwt) (2.6)
n=1
Adicionalmente, se o relé ideal € aplicado(Figura 2.2), os coeficientes de B,, tornam-se:

Lih =135,
B,=¢ "7 2.7)
0 n =246,

A andlise por funcdo descritiva [15] € bastante util no dominio da frequéncia para sistemas
ndo lineares. Somente a harmonica principal € aplicada, porque a planta é considerada como
um filtro passa baixa, filtrando as harmoénicas de alta freqii€ncia. Isto significa que somente
o primeiro coeficiente de Fourier € utilizado para andlise no dominio da frequéncia. Assim,

arelacdo entrada saida, sera:

o0

u(t) = Z%sen(nwt)

e(t) = asen(wt)



Considerando u(t) = 22 sen(wt)somente a fundamental
4h
N(a) = = (2.8)
Ta

Como uma oscilagdo sustentada é gerada do método do relé, a frequéncia de oscilagio

corresponde ao limite da estabilidade, isto é:
14+ G(jwy,)N(a) =0 (2.9)

Esta equacdo pode ser calculada através do grifico de Nyquist de G(s) e a reta ﬁ}l)(Figura

2.3)
Im G(jw)
-
N(a) .
‘\/\ Re G(jw)
W =W,
G(jw)
Figura 2.3: Grdfico de Nyquist da planta G(s) e a fungdo descritiva — ﬁ
Portanto,
Ta
Gjw,)| = —
Gl = T
1
N
e 2.10
K, (2.10)
argG(jw,) = -7

Parte do sucesso da identificacio vem do fato de que K, e w, podem ser computados

diretamente dos resultados experimentais(Figura 2.2).

O resultado da Equacao 2.10 claramente indica que o ganho critico K, é estimado da
amplitude da razdo das duas ondas senoidas em uma dada frequéncia w,. Obviamente, a
saida do relé € uma onda quadrada ao invés de uma onda senoidal. Isto leva-nos a erros na
estimagdo do ganho critico, pois de acordo com a Figura 2.2B, a drea pontilhada € justamente

a harmonica principal.
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2.2 Projeto Experimental

Considere um sistema a relé onde G(s) é a funcdo de transferéncia do processo,y é
varidvel de saida, y..; € 0 SP, e é o erro e u a varidvel manipulada . Um relé on-off(ideal)
€ inserido na malha. O método do relé de Astrom - Hagglund € baseado na observacao:
quando a saida atrasa de — radianos, o sistema de malha fechada provavelmente oscilara
com periodo P,. A figura 2.4 mostra como o relé trabalha. Um relé de magnitude h é
inserido na malha. Inicialmente, a entrada v é aumentada de h. Quando a saida y comeca
a aumentar( depois de um tempo morto D), o relé chaveia para posi¢do oposta, u = —h.
Como o angulo de atraso € de —, um ciclo limite de periodo P, resultard. O periodo do

ciclo limite € o periodo critico. Portanto, a freqii€ncia deste experimento do relé é:
Wy = — (2.11)

Expandindo em série de Fourier, a amplitude a pode ser considerada como o resultado do
primeiro harmdnico da saida do relé. Portanto, o ganho critico pode ser aproximado como

[21] e [22].
_an

™a

K, (2.12)

onde h € a altura do relé e a € a amplitude da oscilagdo. Aqueles valores podem ser usados

diretamente para encontrar os parametros do controlador.
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» Y

y

Tempo de retardo Pu
il
u >
L — R— J

Figura 2.4: (A) Diagrama de bloco para um sistema com relé e (B) saida do sistema para um relé ideal.

Note que as equagdes 2.11 e 2.12 sdo valores aproximados de w,, e K.

O método do relé pode ser realizado manualmente(sem qualquer autosintonia). O
procedimento requer os seguintes passos:
1. Torne o sistema em regime permanente.

2. Faca um pequeno aumento(aproximadamente 5%) na varidvel manipulada, na altura
h do relé. A magnitude da mudanca depende da sensibilidade do processo. Valores

tipicos estdo entre 3 a 10%.
3. Assim, logo que a saida cruza o S P, a varidvel manipulada muda de sinal.
4. Repita os passos de 1 a 3 até que uma oscilagdo sustentada € observada (Fig. 2.4)
5. Adquira o valor de P, do ciclo e compute o valor de K, da equacdo 2.12.
Este procedimento € relativamente simples e eficiente. Fisicamente, implica movimentar
a variavel manipulada contra o processo. Considere um sistema com / (ganho do processo)

positivo, em regime permanente(Fig. 2.4). Quando se incrementa h, a varidvel de saida

tende a aumentar também. Quando a variavel de saida é aumentada acima do valor do SP,
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um chaveamento € realizado na dire¢do oposta. Isto significa que o relé age no sentido de
tornar a saida abaixo do S P. Contudo, assim que a saida estiver estd abaixo do S P, a entrada
¢ novamente chaveada. Conseqiientemente, um ciclo continuo é obtido. Adicionalmente, em

muitos casos, € possivel obter a informagcao necessdria para sintonia do controlador.

2.3 Funcao de Transferéncia Aproximada: Modelagem no Dominio da

Frequéncia

Apd6s o método do relé, calculados K, e w,, € possivel obter os parametros do
controlador. Alternativamente, € possivel calcular a fungao de transferéncia aproximada.

Outra informacao ttil é o tempo morto(D) e o ganho em regime permanente( k).

Em teoria, o ganho em regime permanente pode ser obtido do processo. Um caminho
simples é encontrar K e comparar os valores de entrada e saida em dois diferentes estados.
Isto é:

K = Ay/Au (2.13)

onde Ay significa a mudanca na variavel controlada e Awu a mudanga na varidvel
manipulada. O tempo morto pode ser extraido da parte inicial do teste do relé. Assim,
¢ simplesmente o tempo que ele leva para a resposta da saida y responder a mudanca na

varidvel manipulada(u)(Fig.2.4).

2.4 Formatos da Resposta do Relé

Conforme mencionado, o teste do relé de Astrém and Higglund é uma ferramenta itil na
identificagdo dos sistemas, porque ele identifica dois parametros importantes para sintonia do
controlador, w, e K,. Tipicamente, a regra de sintonia de Ziegler-Nichols € aplicada porque
wy € K, sdo as informagdes requeridas para parametrizar um controlador PID. Infelizmente,
uma perfomance satisfatoria ndo € sempre garantida porque nenhuma regra de sintonia
trabalha bem para toda a faixa da razdo D/7 mesmo para um processo tipo SPOTM. Luyben

demonstra que, para processos SPOTM, diferentes razoes D/7 requerem diferentes formatos
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no teste do relé e este formato pode ser utilizado para encontrar a funcdo de transferéncia a

partir de diferentes técnicas, consequentemente.

2.4.1 Formatos

Para caracterizar um modelo e identificar seus parametros, processos com diferentes
ordens(primeira, segunda, terceira, oitava, décima quinta e vigésima ordem) e a razdo do
tempo morto com a constante de tempo(D/7 = 0.001, 0.01, 0.1,1, 10 e 100) serdo estudados.
Os ganhos dos processos sao assumidos unitdrios e um relé de altura i = 1 é usados para gerar
oscilagdes sustentadas. A simulacdo foi realizada em software MATLAB com a ferramenta

SIMULINK (Fig. 2.5)

sp :$E4>1 2 >|:|

SP Rele Fungéo de Transferéncia Saida

Figura 2.5: Sistema para simulacdo no SIMULINK.

Do formatos das figuras, muitas observacdes podem ser feitas imediatamente.

1. SPOTM
Se a saida do relé produz uma onda triangular, entdo o processo pode ser tratado
como um SPOTM(Fig. 2.6 para pequenos valores D /7). Se essa razdo torna-se larga,
entdo uma curvatura aparece (Fig. 2.6) e quando aproxima-se do infinito a resposta
assemelha-se a uma onda retangular simétrica. Na verdade, SPOTM representam uma

classe tinica em termos de resposta a saida do relé.



D/t = 0.001 D/x = 0.01 D/t =0.1

14

M| |

Dit=1 D/t=10 D/t =100

ainln B

Figura 2.6: Saida do relé para SPOTM com variagdo de D/T.

2. SSOTM

Se a resposta ¢ uma oscilag@o senoidal com magnitude exponencialmente decrescente e
alcanca o regime permanente apds vérios ciclos, o processo pode ser considerado como

segunda-ordem com pequeno valor de D /7 (Fig. 2.7). Isto também representa uma

classe especial no formato da curva de saida de um sistema a relé.

3. Ordens Elevadas.

Se a ordem do processo aumenta além de 1, a curva com borda desaparece e a resposta

assemelha-se a uma onda senoidal. Uma oscilacdo sustentada é desenvolvida nos

primeiros ciclos, exceto para um processo de segunda ordem com pequenos valores

de D /7. Novamente, quando essa razdo tende ao infinito, a resposta aproxima-se de

uma onda retangular (Fig. 2.7).
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Figura 2.7: Saida do relé para sistemas de vdrias ordens com variagdo de D /.

Assim, € possivel verificar que somente trés classes podem representar sistemas do tipo

Kest
(rs+1)m
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2.4.2 Tipos de Funcdo de Transferéncia e Método de Identificacio

As observacdes apresentadas acima sao tuteis na identificacdo da modelagem matematica.
O principio basico na classificacdo € usar o minimo de classes de captura em todas as
possiveis formatos de curva na resposta de saida. Baseado nas Figuras 2.6 e 2.7 e , trés

distintas classes sdo identificadas. Utilizaremos os procedimentos apresentados em Cheng

[23].
Sistemas de Primeira Ordem Com Atraso(Sistemas Estaveis) - Categoria 1a

Duas distintas caracteristicas constituem sistemas SPOTM [24] categoria la: (1) uma
curva com bordas e (2) uma resposta alcangando uma oscilagdo estaciondria no primeiro
ciclo. Portanto, a funcdo de transferéncia, que representaremos como categoria 1(la e 1b) é:

Ke Ps
Gls) =7 (2.14)

onde K é o ganho em regime permanente. Na Figura 2.8 [23] mostra que se o processo €
verdadeiramente SPOTM, ele certamente estd dentro da categoria 1. Mas, um processo de

alta ordem com D /7 elevado, também podera ser classificado nesta categoria, de acordo com

afig.2.8.

-
(=]

Ordem do Processo

P AN WA O N B
— —

=]
=}
o
a

Figura 2.8: Classificacdo quantitativa de modelagens diferentes(categorias de 1 a 3) baseado na integral do

erro absoluto da resposta em frequéncia.

A figura 2.9A [23] mostra o grafico de resposta original onde o grafico inicia apds o

tempo morto [J. Realizando o alinhamento da saida y com a entrada u por questdes de

simplificagdo(figura 2.9B).
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yit}=K_h{1-e")
E ytl;=KPh(1-e"r‘}-EKPh(Ha""u"]

(

| | \/
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Figura 2.9: Expressoes analiticas da resposta do relé a SPOTM: (A)resposta original e (B)versdo alinhada.

Portanto, a expressdo andlitica para a primeira metade do ciclo, torna-se:
y(t) = Kh(l — e para 0<t<D (2.15)

y(t) = Kh(l —e ™) —2Kh(1 — e DV para D <t < P,/2 (2.16)

Solucionando a equagdo para as duas condi¢des limites y(D) = a e y(P,/2) = 0, pode-se

determinar os dois parametros do modelo, K e 7:

P./2

T = —ln(2eD/T ) (2.17)
a

Desta forma, todos os trés parametros do modelo podem ser determinados do método do

relé para sistemas SPOTM. Portanto, a identificacdo consiste de trés passos:

1. Compute o tempo para alcancar a amplitude de pico D, o valor de saida a, e o periodo

de oscilacao P,.

2. Fixe o tempo morto D como o tempo para alcangar o valor de pico(Figura 2.9.
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3. Compute a constante de tempo 7 pela equacdo 2.17. Note-se que a equagdo 2.17 € uma
equacdo implicita para 7 que requer uma solucdo iterativa. Pode-se utilizar a relagao
entre a frequéncia critica e 7 dada abaixo para obter uma primeira aproximac¢ao para o

valor de 7:

arg(G) = —Dw — atan(wT)
—1 = —Dw — atan(wr)
atan(wt) = 7w — Dw
wr = tan(m — Dw)
r o= —m"(ﬁw_ Dew) (2.19)

4. Calcular K, da equacao 2.18.

Sistemas de Primeira Ordem Com Atraso(Sistemas Estaveis) - Categoria 1b

Esta categoria, também modelada pela equacdo 2.14, apresenta ciclos estaciondrios no
primeiro ciclo, mas a borda em torno da amplitude de pico ndo € tdo 6bvio como na categoria
la. Sistemas de segunda e terceira ordem com D /7 = 10 estdo nesta categoria. Utilizando a
aproximacdo de Luyben, defini-se o tempo para alcangar o valor de pico a como ¢, € 0 tempo
para alcangar metade do valor de pico a/2 como t,/,. Utilizando a expressdo analitica das
Equacdes 2.15 e 2.16, tem-se:

a=Kh(l— et/ (2.20)

5 = Kh(1— e/ (2.21)

Dividindo a Equagdo 2.20 pela Equagao 2.21, solucionaremos 7
Qe te2/T _ o7t/ — 1 (2.22)

Uma vez calculado 7, pode-se solucionar os dois outros parametros, K e D, através das

equagdes abaixo:

7 —tan ' (Twy)

D — (2.23)

K,=——— (2.24)
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Portanto, a identificacdo consiste de 4 etapas:
1. Compute o tempo para alcangar o valor de pico t,, o valor de pico da saida a e o periodo
de oscilagao P,.
2. Calcule a constante de tempo 7 pela Equagao 2.22.
3. Calcule o tempo morto pela Equacao 2.23

4. Calcule o ganho em regime permanente K da equacdo 4.20.

Assim, com este procedimento pode-se calcular uma func¢do aproximada para o modelo

SPOTM.

Segunda ordem - Categoria 2

A Figura 2.7 indica a necessidade de modelar uma func¢ao de transferéncia para descrever
um ciclo exponencialmente decrescente. Assim, pode-se representar para valores de D/

menores que 0.01, como:

Kest

O = v e

(2.25)

Tipicamente, se a taxa de D/7 é menor do que 0.01, a oscilagdo desenvolve
vagarosamente. Podemos definir a taxa ¢ = 0.001. Assim, a fun¢do de transferéncia pode

Ser expressa comao:

Gls) = (TK:T_W (2.26)
Assim, a constante de tempo pode ser obtida da informac¢do do angulo de fase:
—T = —eTw, — 2tan"(Tw,) (2.27)
e o ganho em regime permanente pode ser calculado como:
K = H—m (2.28)

K,

Portanto, o procedimento consiste nos seguintes passos:
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1. Calcule os valores de pico a e o periodo de oscilagcdo P,.
2. Calcule a constante de tempo 7 através da equacgdo 2.27.

3. Calcule o o ganho em regime permanente K pela equacio 2.28.

Porém, quando se define a taxa ¢ = 0.001 os parametros do modelo podem ndo ser
satisfatorios. Isto é devido ao fato de que a taxa € depende da taxa a qual a oscilagao
¢ desenvolvida. A Figura 2.10 mostra que quando £ aumenta, a constante de tempo
normalizada(razao do tempo 7 definida pelos picos de oscilagcdo com relagdo ao periodo
de oscilagdo P,)diminui. Em outras palavras, quando D /7 aumenta, o processo leva poucos
ciclos para alcangar o regime estaciondrio. Na Figura 2.11, extraida de Cheng [23], mostra
a dependéncia da razdo D /7 com a constante de tempo normalizada. Um modelo linear é

usado para calcular log(¢) com a constante de tempo normalizada 7¢ /P,

D/ =0.001 D/ = 0.005 D/r=0.01 D/x = 0.05

et ] ] A
|

Figura 2.10: Saida do método do relé com variagdo da razdo D /.

Figura 2.11: Relagdo entre a constante de tempo normalizada 1¢:/ P, e o tempo morto pela constante de

tempo(e = D /1) para processos de Segunda Ordem.
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TG

log(e) = —0.3031 (P

u

) — 1.4767 (2.29)

Portanto, com o valor de 7/ P, computado pelo método do relé, pode-se calcular . Logo,

o procedimento generalizado consiste dos seguintes passos:

1. Armazene os valores da amplitude de pico a, do periodo de oscilagdo P, e a constante

T da resposta global(Figura 2.10).
2. Calcule o valor da constante de tempo normalizada 7¢/ P,,.
3. Calcule o valor de € usando a Equagao 2.29.
4. Calcule a constante de tempo 7 através da Equacao 2.27.

5. Calcule o ganho em regime permanente K através da Equacgao 2.28.

Com este procedimento poderemos encontrar € € todos os outros parametros da fungdo de

transferéncia de segunda ordem.

Ordens Elevadas

Somando as caracteristicas das ordens mencionadas, a Figura 2.8 indica que todas as
outras respostas apresentam uma oscilagdo senoidal e de ciclo estaciondrio que € alcancada
em um ou dois ciclos. Este comportamento pode ser descrito por um processo de ordem
elevada sem tempo morto, que serd chamado de categoria 3. Uma funcdo de transferéncia

tipica é:
K

8= e

(2.30)

Quando n > 3 observa-se que os formatos de saida do método do relé, conforme a Figura

2.8, s@o semelhantes. Utilizando um valor padrdo de n = 5, leva a:

K
G(s) = ——— 2.31
()= vy (@31)
As Equacdes para calcular os parametros da funcdo de transferéncia sdo:
t
;= tan(r/n) (2.32)

Wy
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K, = K (2.33)

(1 + (7'<,uu)2)n/2

Similarmente, o procedimento de identificacdo sera:

1. Calcule o valor de pico a e o periodo de oscilagao P,.

2. Calcule a constante de tempo 7 a partir da equacdo 2.32(com n = 5).

3. Calcule o o ganho em regime permanente /X da equagdo 2.33(com n = 5).
Com este procedimento, pode-se calcular os parametros para processos de quinta ordem.
Porém, em alguns casos, os parametros do modelo obtidos usando o valor de n = 5 pode
ndo ser satisfatdrio. Isto € causado pelo fato de que n depende da taxa na qual a oscilagcdo
desenvolve. Novamente, uma equag@o linear [23] é usada para interpolar n e 7o/ P, entre

n=3en =10.

log(n) = 1.9040 — 1.3736 (;—G> (2.34)

u

Desta forma, o procedimento generalizado para o célculo sera:
1. Armazene os valores de pico a, do periodo de oscilacdo P, e a constante de curvatura
TG-
2. Calcule o valor da constante de curvatura 7/ P,.
3. Calcule o valor de n usando a Equagdo 2.34.
4. Calcule a constante de tempo 7 a partir da Equacgdo 2.32.

5. Calcule o ganho em regime permanente K através da Equacgao 2.33.

Assim, pode-se obter os parametros do modelo para altas ordens(n > 3).

2.5 Analise de Parametrizacao e Eficiéncia do Controlador

Ap6s a identificac@o da categoria, regras diferentes de parametrizagcdo estardo associadas

[25, 26].
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2.5.1 Controlador PI

Categoria 1: Sistema de Primeira Ordem com Tempo Morto

Considerando a aproximacgdo de Luyben, regras de sintonia podem ser aplicadas para

faixas de valores de D /.

1. D/T7<0.1
Para processos da categoria com D /7 menores que 0.1, a regra de Tyreus-Luyben [23]

€ bastante ttil. As equacdes para o controlador PI sao:

K,
K,=— 2.35
»= 35 (2.35)
T, =2.2P, (2.36)

2.01<D/r<1
A regra de sintonia desenvolvida por Rovira [27] que minimiza o indice de performance
ITAE ¢ aceitdvel para SPOTM com D/7 na faixa de 0.1 a 1. As equagdes para o
controlador PI sdo:
~0.586

K, 0356 (%>0.916 2.37)

(2.38)

i

~ 1.03-0.165 (2)
3. D/t >1
Para processos da categoria 1 com D/7 maiores do que 1, as regras de sintonia

utilizando o método de ajuste de performance IMC [28] para controladores PI sdo:

A = maz(1.7D,0.27) (2.39)

D

K, (2.40)

D
Ti=r+5 (2.41)
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Categoria 2: Sistemas de Segunda Ordem com Tempo Morto-SSOTM

As regras de sintonia de Ziegler-Nichols para SSOTM tem uma baixa performance [23].

Para SSOTM com pequenos valores de D /7(0.01-0.001), as seguintes regras sdo utilizadas:

3
K. — 2((0.4327w,)® + 0.04327w,,) (2.42)
K(/4(0.04327w, )% + 1)

T, =271 (2.43)

Categoria 3: Altas Ordens

Neste modelo aproximado hd uma larga variedade de processos(Figura 2.8). Portanto,
uma regra de sintonia foi elaborada [23]. Para processos de altas ordens, com ordens
variando de 3 a 10, calcula-se:

K,= = (2.44)

T,=(n—1)1 (2.45)

2.5.2 Parametros de Desempenho de um Controlador

Em muitos casos préticos, as caracteristicas de desempenho desejadas de um sistema de
controle sdo especificadas em fun¢do da resposta transitéria para uma entrada do tipo degrau
unitario, pois se a resposta a uma entrada degrau € conhecida, ¢ matematicamente possivel

computar a resposta para qualquer entrada.

A resposta transitéria de um sistema de controle, na prética, geralmente, apresenta
oscilagdes amortecidas antes de alcancar o estado ou regime estaciondrio. Ao especificar
as caracteristicas de um sistema de controle para uma entrada degrau unitario, ¢ comum [22]

se especificar os seguintes parametros, de acordo com a Figura 2.12:

1. Tempo de atraso, t;: tempo necessdrio para a resposta alcangar pela primeira vez a

metade do valor final.

2. Tempo de subida, ¢,.: tempo necessario para a resposta passar de 10% a 90%,5% a 95%,

ou 0% a 100% do seu valor final.
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3. Instante de pico, t,: instante de tempo para a resposta alcancar o primeiro pico do

sobre-sinal.

4. Sobressinal maximo, M,,: Médximo valor de pico da curva de resposta medido a partir
do valor unitdrio. Se o valor final de regime estaciondrio difere da unidade, entdo

comumente se usa 0 maximo sobressinal percentual. E definido por:

t .
Sobre-sinal mdximo percentual = MNO%

5. Tempo de acomadagdo, t,: tempo para alcancar e permanecer dentro de uma faixa em
torno do valor final, faixa de magnitude especificada por um percentual absoluto do

valor final(normalmente entre 2% a 5%).

¥(1) A

|
I
|
|
i
05 -] |
:

|
- l -

Figura 2.12: Especificacdes da resposta transitoria de um sistema de controle.

2.5.3 Indices de Desempenho
A fim de quantificar o desempenho de um sistema, os indices mais comuns sao:

1. IAE - Integral do erro absoluto

T
ME:/ e(t) | dt
0
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2. ITAE - Integral do erro absoluto multiplicado pelo tempo

T
ITAE — / e(t) | tdt
0

Assim, utilizaremos esses dois indices para andlise de desempenho do controlador,no

aspecto de resposta do sistema.



O TEOREMA DE
. HERMITE-BIEHLER

3.1 Conceitos Basicos

O problema de determinar as condicdes sob as quais todas as raizes de um polindmio
real estardo no lado esquerdo do semi-plano complexo € uma importante regra na teoria da
estabilidade para sistemas lineares invariantes no tempo(LTI). Um polindmio que obedece
a tal regra é denominado de Hurwitz. Muitas condicdes foram propostas para assegurar a
estabilidade de Hurwitz de um polindmio real sem determinar todas as suas raizes. Assim,
apresentar-se-a o teorema de Hermite-Biehler [29], onde um polindmio é de Hurwitz se e
somente se as suas raizes satisfazem uma propriedade chamada de entrelacamento, a qual
serd descrita no préoximo topico. Contudo, quando um polindmio nao € estavel por Hurwitz,
o Teorema de Hermite-Biehler ndo fornece qualquer informagao sobre a distribui¢ao das
raizes do polindmio. Pesquisas recentes produziram vdrias generalizacdes do Teorema
de Hermite-Biehler aplicado a casos de polindmios reais que ndo era necessariamente de
Hurwitz. Adiante, sdo apresentadas algumas dessas generaliza¢des para encontrar o conjunto

PI estabilizante para determinada classe de fungdes.
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3.2 O Teorema de Hermite-Biehler para Polinomios de Hurwitz

Nesta secdo, sdo apresentadas as condi¢des necessdrias e suficientes para a estabilidade
de Hurwitz de um polindmio real. Antes de declarar o teorema, sdo definidas algumas

notacoes.

Definicdo 3.1 Seja 0(s) = g+ 15+ ...+ 8,8 um dado polindmio real de grau n. Escreva
5(5) = 0.(5%) + 50,(s%) (3.1)

em que 0.(5?), 50,(s%) sdo os componentes de §(s) formados pelas poténcias pares e impares

de s, respectivamente. Para cada frequéncia w € R, denote
0(jw) = p(w) + jg(w) (3.2)

onde p(w) = 0.(—w?), q(w) = wWo,(—w?). Sejam we,,We,,...0s zeros reais ndo negativos
de 0.(—w?) e seja w,,,w,, 0s zeros reais ndo negativos de §,(—w?), ambos arranjados em

ordem ascendente de magnitude.

Teorema 3.1 (Teorema de Hermite-Biehler) Seja 6(s) = 0g + 015 + ... + 0,5" um dado
polindémio real de grau n. Portanto 6(s) é Hurwitz estdvel se e somente se todos os zeros
de 6.(—w?), wé,(—w?) sdo reais e distintos, 6, e 5,1 tem 0 mesmo sinal, e os zeros reais

ndo-negativos satisfazem a seguinte propriedade de entrelacamento:

0 <wey KWg, <Wey < Wgy < -0 3.3)

3.3 Exemplos e aplicacoes

Sao mostrados alguns exemplos ilustrativos para validar o critério de estabilidade de

Hurwitz.

Exemplo 3.1 Considere o polinémio real

6(s) = 57 + 455 + 115° + 295 + 365° + 6152 + 345 + 36
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Figura 3.1: Propriedade do entrelacamento.
Portanto

onde

0(jw) = p(w) + ja(w)

plw) =—

4w5 4 29w* — 61w? + 36;

q(w) = w(—wb + 11w* — 36w* + 34)

Neste polinémio 6, e 6,1 possuem o mesmo sinal, as raizes de 0.(s) e 0,(s) sdo simples e
reais, e as raizes reais e ndo negativas sao:

Wo, =1 we, =15 we, = 2w, = 1.2873 w,, = 1.8786 w,, = 2.4111

O grdfico de p(w) e q(w) sdo mostrados na Fig.3.1 e a propriedade de entrelacamento é

verificada. Assim, de acordo com o Teorema de Hermite-Bielher o polindomio é de Hurwitz.
Calculando as raizes de 0(s):
—2.9233

—0.0477 £1.98835 —0.2008 £1.42005 — 0.2898 £ 1.1957j

constatamos que todas as partes reais, das raizes do polinomio, estdo do lado esquerdo
no plano complexo, verificando que o polinémio (s) é de Hurwitz.

Introduz-se, agora, uma interpretacdo alternativa do Teorema de Hermite-Biehler que
¢ apresentada na proxima  secdo. Seja a funcdo sinal padrdo



30

sgn: R — {—1,0, 1}, definida como

-1 sexz <0
sgn[r] =¢ 0 sex=0
1 sex >0

Lema 3.1 ( Seja 0(s) = 0g + 815 + ... + 6,8" um dado polindmio real de grau n. Entdo, as

seguintes condi¢oes sdo equivalentes:

(i) d(s) é Hurwitz estavel.

(ii) 9y, € 0,,—1 sdo de mesmo sinal e

(

sgn[do] - {sgn[p(0)] — 2sgn[p(w,,)] + 2sgn[p(w,,)] + ---
+(=1)™" - 2sgn[p(wo,, )] + (—=1)™ - sgn[p(co)]}

paran = 2m
n= (3.4)

sgn[do] - {sgn[p(0)] — 2sgn[p(w,,)] + 2sgn[p(w,,)] + -+~
+(=1)"1 - 2sgn[p(wo,, ;)] + (=1)™ - 2sgn[p(wo,, )] }

paran = 2m + 1

\

(iii) d,, e 6,,—1 sao de mesmo sinal e

(

sgn[do] - {2sgn[q(we, )] — 2sgn[q(we,)] + 2sgn[g(we,)] + -+
+(=1)"" - 2sgn[q(we,,_,)] + (=1)™" - 2sgnfg(we,, )]}

paran = 2m
n = (3.5)

sgn[do] - {2sgn[q(we,)] — 2sgnlq(we,)] + 2sgn[q(we,)] + - -
+(=1)"1 - 2sgn(g(we,, )] + (=1)™ - sgn[g(c0)]}

paran =2m +1

\

A prova é vista em [10]. Obviamente que o Teorema 3.1 d4 uma caracteriza¢do analitica
equivalente. Note que, do Teorema 3.1, se d(s) é Hurwitz estavel entdo todos os zeros de
p(w) e g(w) devem ser reais e distintos, caso contrrio(3.4) e (3.5) falhard. Adicionalmente,
os sinais de p(w) no cruzamento dos zeros sucessivos de ¢(w) devem alternar. Isto também

é verdade para os sinais de ¢(w) nos cruzamentos dos zeros sucessivos de p(w).
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Exemplo 3.2 Considere o mesmo polinémio no Exemplo 1.1
0(s) = 8"+ 4s® + 11s° + 295" + 365° + 615> + 345 + 36

Portanto
6(jw) = p(w) + jg(w)

onde
pw) = —4w® +290* — 610* + 36 () = w(—w® + 11w* — 36w? + 34)
As raizes ndo negativas sdo:

Wo, =1 we, =15 wey, = 2wp, = 1.2873  w,, = 1.8786  w,, = 2.4111

sgnlp(0)] = 1, sgnp(woy)] = —1, sgn[p(woy)] = 1, sgnp(wos)] = —1

O polinémio  (s) é de graun = 7 que é impar
sgn[do] - [sgn[p(0)] — 2sgn[p(w,, )] + 2sgn[p(wo, )] — 2sgn(p(wo,)] =7
que mostra a validade de (3.4) Tem-se também que
sgnfg(we,)] =1 sgnlg(we,)] = =1 sgnf(qwe;)] =1 sgnfg(o0)] = —1
Logo,
sgnfdo] - [2sgng(we, )] — 2sgn[p(we, )] + 2sgn[p(we;)] — sgnlg(o0)] = 7
Novamente, pode-se verificar a validade em (3.5).

Exemplo 3.3 Considere agora o polinomio

6(s) =%+ 5" — 185% — 145° + 97s* 4+ 615> — 1805 — 845 + 100 (3.6)

E possivel verificar através da Figura 3.2 que §(s) ndo é um polinomio de Hurwitz,

pois ndo satisfaz a propriedade de entrelagamento. Observe que w., e w., sdo duas raizes
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w(rad/s)

Figura 3.2: Entrelacamento falha em polindmios ndo Hurwitz.

consecutivas de p(w), e w,, € w,, sdo duas raizes consecutivas de q(w). Infelizmente,
o Teorema de Hermite-Biehler ndo oferece informagcdo alguma sobre a distribuicdo das
raizes de (s), além de evidenciar se o polindmio é ou ndo de Hurwitz. Serd que seria
possivel conhecer o niimero de raizes de 6(s) no semiplano direito? Isto motivou a
derivacdo generalizada do Teorema de Hermite-Biehler, que é aplicdvel a polinomios ndo
necessariamente de Hurwitz. Além da generalizacdo ser necessdria para a solugdo do

problema de estabilizacdo com ordem fixa.

3.4 Motivacao para Generalizar o Teorema de Hermite Biehler

Considere o problema de estabiliza¢do por ganho constante mostrado na Figura 3.3. Aqui
réo SP,yéasaida, G(s) = N(s)/D(s) é a planta a ser controlada, N(s) e D(s) sdo
polindmios coprimos, isto €, ndo existe nenhum polindmio de grau 1 ou superior que divida
a ambos sem resto, e C'(s) = k, isto é, o controlador é de ordem zero. Assim o polindmio

caracteristico em malha fechada é:

d(s, k) = D(s) + kN(s) (3.7)
em que k € um escalar.

O objetivo é determinar analiticamente os valores de k, se existirem, para os quais 6(s, k)

¢ de Hurwitz. Sejam D(s) e N(s) dados através da seguinte decomposi¢do par-impar:



Cc(s) E— G(s)

Controlador Planta

Figura 3.3: Sistema de controle com realimentagdo.

N(s) = N,(5%) + sN,(s?)
D(s) = D.(s%) + sD,(s?)
Entao,
5(s,k) = [kN.(s*) + De(s*)] + s[kN,(s*) + D,(s%)]
Fazendo a substituicao s = jw, tem-se:
0(jew, k) = [De(=w?) + kNe(—w?)] + jw[Do(—w) + kNo(—w?)
Considere a seguinte notacao
plw,k) = De(=w?) + kNe(—w?)
G(w,k) = w[Do(~w?) + kNo(—w?)]
Portanto,

5(jwa k) = p(”? k) + ]'(7(017 k)
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(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Agora, utiliza-se o Lema 3.1 para determinar os valores de k para os quais (s, k) é

Hurwitz. Determina-se primeiramente as frequéncias w como uma funcao de k£, tais que
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plw, k) = 0e g(w,k) = 0 e as condi¢des que um dos itens (iii) ou (ii) do Lema 3.1 seja
valido. O problema esta no fato de que p(w, k) e g(w, k) dependem de k tornando dificil
a solu¢do mesmo quando ambos sdo de baixa ordem. Esta dificuldade pode ser superada
reescrevendo o problema de maneira que p(w, k) ou g(w, k) seja independente de k. Isto

pode ser feito da seguinte maneira,

Portanto,
55, k)N*(s) = [De(s2)Ne(s2) — 52Dy(s*) N, (s2) + kN2(s) — ks?N2(s?)]
+5 [Ne(s) Do(s) — De(s%) No(s%)]
Substituindo s = jw, nds obteremos
0(jw, F)N*(jw) = p(w, k) + jq(w) (3.15)
onde,
P k) = Du(—w?)No(=w?) + @ Dy(—?) Ny (—w?) + kN2(—w?)
+kw? N2 (—w?) (3.16)

(W) = W[Ne(~w?)Do(—w?) + Do(—w?)N,(—w?)] (3.17)

Seja N*(s) um polindmio de Hurwitz. Entdo, d(s, k) é Hurwitz se e somente se
d(s,k)N*(s) é Hurwitz. De (3.17) é claro que ¢(w) € independente de k. Sejam,

z

Wops Woys " * + s Wo, OS zeros nao negativos de g(w). Suponha que o grau de d(s, k) N*(s) é
n. Desde que

0(jw, k)N*(jw) = p(w, k) + jq(w), (3.18)
a condicdo (ii) do Lema 3.1 pode ser utilizada para determinar os valores de k£ para qual

d(s, k)N*(s) é Hurwitz.

Contudo, geralmente N*(s) ndo é Hurwitz, e ndo é possivel utilizar a abordagem acima,

pois o Lema 3.1 ndo € aplicavel a polindmios ndo Hurwitz. Isto d4 a motivacdo para uma
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generaliza¢do apropriada do Lema 3.1 para polindmios nao necessariamente de Hurwitz.
Portanto, apresenta-se alguns lemas, defini¢Ges e teoremas sem se preocupar com a sua

prova, cuja reférencia serd evidenciada.

3.5 Generalizacao do Teorema de Hermite-Biehler
3.5.1 Distribuicao de Raizes e Fase Acumulada Liquida

Inicialmente, consideram-se os polindmios sem zeros no eixo imagindrio. Seja um

polindmio real 6(s) de grau n :
§(5) = 0g + 618+ 098" + -+ 0,8", 6 €R,i=0,1,...,n 6, #0 (3.19)

tal que d(jw) # 0,Vw € (—o0, 00).

Considere p(w) e ¢(w) duas fungdes definidas por p(w)=Re[d(jw)] e g(w)=Im[d(jw)].
Assim, tem-se

8(jw) = p(w) + jg(w) V. (3.20)
Além disso, §(w) = £0(jw) = arctan %. Denote por A° a mudanga liquida do argumento

f(w) conforme w cresce de 0 a oo e sejam [(d) e 7(J) o nimero de raizes de f(w) em
C* e C~, onde correspondem, respectivamente, ao semi-plano esquerdo e direito do plano

complexo(C). Pode-se anunciar o seguinte lema

Lema 3.2 Seja §(s) um polinémio real sem raizes no eixo imagindrio. Entdo,

AT = g(zw) —r(5)). (3.21)

Prova.Cada raiz em C* contribui com 7 e cada raizem C~ contribui com -7 para a mudanca

liquida de argumento.l.
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3.5.2 Assinaturas Reais e Imaginarias Associadas a um Polinémio Real

Definicdo 3.2 Seja d(s) um dado polinémio real de grau n com k denotando a multiplicidade

de uma raiz na origem. Defina

p(w) q(w)
pr(w) (1+w2)3 qr(w) (I+w?)} (3.22)
Sejam 0 = wy < w; < wy < --+ < Wy Zeros reais, ndo negativos, distintos e finitos

de qr(w) com multiplicidades impares. Defina, também, w,, = oo. Entdo, a assinatura

imagindria 0;(9) de 0(s) € definida por

[ {sen[p® (wo)] — 2sgnlpy (w1)] + 2sgnlps(ws)] + - + (—1)m?

2sgn(py(wm—1)] + (=1)"sgn[ps(wm)]} - (=1)"'sgng(c0)]

oi(0) = se n é par (3.23)
{senlp}” (wo)] — 2sgnlpy(wi)] + 2sgnlps ()] + - + (=1~
| 2sgnfpy(wn-1)] - (1) 'sgn[g(c0)] se n é impar

k k
em que p (wo) = 52 [p5 ()] o
Definicao 3.3 Seja d(s) um dado polinémio real de grau n com k denotando a multiplicidade
de uma raiz na origem. Sejam ps(w), qf(w) como na iltima definicdo, e sejam 0 =
wy < wp < wy < -+ < wy,_1 zeros reais, ndo negativos, distintos e finitos de pf(w)
com multiplicidades impares. Defina, também,w, = 0, w,, = oo. Entdo, a assinatura real

0-(6) de 0(s) é definida por

[ {senlq" (wo)] — 2senlgp(wi)] + 2sgnlgp(ws)] + -« + (— 1)1
2sgn[gs(wm_1)]} - +(—1)"sgn[ps(c0)

0. (5) = . se n é par (3.24)

{senlg" (wo)] — 2sgnlgp(wi)] + 2sgnlgy(ws)] + - + (—1)"1

25gn[g (wm—1)] + (—1)™sgnlgp(wn)]} - (—1) [p(co)]

se n é impar

\

k k
em que (J,(c )(WO) = di_k[qf<w)] [
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3.5.3 O Teorema de Hermite-Biehler Generalizado

A generalizacdo do Teorema de Hermite-Biehler [30, 31], consiste em nenhuma restricao

nas localizagdes das raizes. Assim, resume-se em dois teoremas

Teorema 3.2 Considere §(s) um polinémio real de grau n. Entdo

1(6) — 7(8) = 0,(5) (3.25)

Prova. A prova € vistaem [10] H

Reproduz-se agora um resultado andlogo ao Teorema 3.2 em que o valor de [(4) - 7(9)
de um dado polindmio real deve ser determinado a partir dos valores das frequéncias onde

d¢(jw) cruza o eixo imagindrio

Teorema 3.3 Considere §(s) um polinémio real de grau n. Entdo

1(6) — 7(8) = 0:(6) (3.26)

Prova. A prova € vistaem [10] H



INTRODUCAO A
ESTABILIZACAO DE
SISTEMAS LINEARES - SEM
RETARDO, UTILIZANDO O
TEOREMA DE HERMITE
BIEHLER

Neste capitulo , primeiramente, providencia-se uma solucdo analitica completa a
estabilizacdo de sistemas sem retardo, descritos por uma fungdo de transferéncia racional,
usando controlador de ganho proporcional ou controlador de ganho proporcional integral .
A solugdo derivada neste capitulo é baseado no Teorema de Hermite-Biehler Generalizado.
Assim, serd possivel obter todo o conjunto estabilizante de um controlador P ou PI [32], por

exemplo.

Os resultados deste capitulo completam uma importante lacuna na teoria de controle.
Em parte eles sao motivados pelas limitacdes das técnicas modernas de controle 6timo, que
ndo permitem restricdes quanto a ordem ou a estrutura do controlador em seus métodos de
projeto. Como consequéncia, tais técnicas ndo podem ser empregadas para o projeto de

controladores PID 6timos ou robustos.
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4.1 Caracterizacao de Todos os Ganhos Estabilizantes

Existem vdrias abordagens cldssicas para solucdo desse tipo de problema. Como por
exemplo, a técnica do Lugar das raizes, o critério de estabilidade de Nyquist, e o critério
de Routh-Hurwitz. Entre essas abordagens, a técnica do Lugar das raizes e o critério

de estabilidade de Nyquist resolvem este problema obtendo o lugar das raizes de (s, k)

e o grifico de Nyquist G(s) = respectivamente. Esses métodos sdo de natureza

grifica, e ndo fornecem uma caracterizagdo analitica de todos os k,’s estabilizantes. O
critério de Routh-Hurwitz, por outro lado, fornece uma solugdo analitica. Entretanto, o
conjunto de k,,’s estabilizantes deve ser determinado a partir da resolugdo de um conjunto de
desigualdades polinomiais, uma tarefa que se torna extremamente complexa para sistemas

de ordens elevadas.

Considere o sistema realimentado da Figura 3.3. Aqui r € o SP(valor desejado), y
¢ a saida, G(s) = N(s)/D(s) a planta a ser controlada,N(s) e D(s) sdo polindmios
coprimos(ndo existe nenhum polindmio de grau 1 ou superior que divida a ambos sem resto),

e C'(s) é o controlador a ser projetado. No caso de aplicagdo por ganho constante,

C(s) = ky, 4.1)
de forma que o polindmio caracteristico em malha fechada §(s, k,,) ¢ dado por
§(s,k) = D(s) + k,N(s) 4.2)

O objetivo € determinar os valores de k,, se existirem, para os quais o sistema em malha

fechada € estdvel, isto &, d(s, k,,) € Hurwitz.
Considere-se a decomposicdo par-impar de N (s) e D(s)
N(s) = N.(s%) + sN,(s%
D(s) = D.(s*) + sD,(s?)
Entao, (4.2) pode ser reescrito como

5(s,kp) = [kpNe(5?) + De(5%)] + s[kpNo(s?) + kpDo(5?)]
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E claro que esta expressio mostra que as partes pares e impares de & (s, k) dependem de k.
Isto cria uma dificuildade quando se tenta usar o Lema 3.1 para assegurar a estabilidade de
Hurwitz de d(s, k). Para solucionar este problema, pode-se construir um polindmio em que
somente a parte par depende de k e para qual o Teorema de Hermite Biehler Generalizado é

aplicavel.

Suponha que o grau de D(s) é n enquanto o grau de N(s) é m e m < n. Defina

=
*
—
»
~—
I
=
n
»
~—
I

N.(s?) — sN,(s%)

Multiplicando d(s, k) por N*(s) e examinando o polindmio resultante, obtem-se:

[(O(s, kp)N™(s)) = 1(3(s, kp)N*(s)) = 1(3(s, kp)) = r(0(s, kp))

= 1(6(s,kp)) —7(0(s, kyp)) 4.3)

Sabe-se que (s, k,) de grau n é Hurwitz se e somente se [(d(s, k,)) = ner(d(s,k,)) = 0.

Além disso, tem-se do Teorema 3.3 que
0 (8(s. kp)N*(5)) = 1(8(s, kyp)N"(s)) = (35, k) N* (). (4.4)

Tem-se assim o seguinte resultado.

Lema 4.1 (s, k) é Hurwitz se e somente se

0i(0(s, k)N"(s)) = n = (I(N(s)) = r(N(s)))- (4.5)

Prova. A prova € vistaem [10] H

A fim de solucionar o problema de estabilizacd@o, precisa-se determinar quais valores de

k,, se existir, para os quais (4.5) € satisfeita. Note que nesta expressdo, os valores de n e
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[(N(s))—r(N(s)) sdo conhecidos e fixos. Assim, usando da decomposi¢io de N(s) e D(s)

tem-se

5(8, kp)N*(8) = hy(s*) + kpha(s®) + sg1(s?)
onde

hi(s?) = D.(s*)N.(s?) — s2D,(s*)N,(s?),

ho(s?) = No(s*)N(5*) — s°N,(s*)N,(s%),

91(5%) = Ne(s?)Do(s%) = De(s)No(s).

Substituindo s = jw, obtém-se

6(jw, k)N*(jw) = p(w, k) + ja(w) (4.6)
onde
plw,ky) = pi(w)+ kppa(w), 4.7)
Pi(w) = [De(~w?)Ne(—w?) 4+ w?Dy(—w?) No(—w?)], (4.8)
p(w) = [Ne(_w2>Ne(_W2) + w2N0<_W2)No(_W2)]v 4.9)
q(w) = W[N(~w?)D,(—w?) + w?De(—w?)Ny(—w?)]. (4.10)
Também, defina
__plwky)
pf(w7kp) - (1 +w2)m;—n
B q(w)
gr(w) = T3w)

Note que os zeros da parte imagindria ¢(w) sdo independentes de k,. Antes de enunciar

o principal resultado desta secao, introduzem-se algumas defini¢des.

Definicdo 4.1 Sejam os inteiros m, n e a fungdo q;(w) como jd definidos. Sejam 0 = wy <
w; < wy < .-+ < w;_1 08 Zeros reais, ndo negativos, distintos e finitos de qf(w) com

multiplicidades impares. Defina a sequéncia de niimeros i,,11, 12, - - ,1; COMO segue:

(i)
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2' sgn[plf:j (0)] Se N*(s) tem um zero de multiplicidade k,, na origem
0 =
! caso contrdrio

ondea € {—1,1} e
p1(w)

m+n

P

(i) Parat =1,2,...,1—1

th ==
«  caso contrério
(iii)
_ a Sen+mépar
1] =
0 Sen+méimpar
Com iy, 11, ... definidos desta forma, defina o conjunto A cadeia T : N' — R como a

seguinte sequéncia de niimeros:
1= {’io,il, co ,?:l}

Defina A como sendo o conjunto de todas as cadeias possiveis I que podem ser geradas

para satisfazer os requisitos descritos.

Agora introduz-se a "assinatura imagindria"+y(Z) associado com qualquer elemento Z €

A.

Definicdo 4.2 Considere os inteiros m, n e as fungoes q(w), qs(w) como jd definidos. Seja
0=wy < w < wy < --- < w1 reais, ndo negativos, distintos e finitos de qf(w) com
multiplicidades impares. Também defina w;, = cc. Para cada cadeia T = {iy,iy,...} em A,

seja v(Z) a "assinatura imagindria"associada com a cadeia T definida por

Y(T) = [ig — 201 + 2ig + - + (=1)"7120 1 + (= 1)) - (—=1)"'sgn[g(00)]  (4.11)

Definicao 4.3 Defina F* como o conjunto vidvel do conjunto de cadeias para o problema

de estabiliza¢do de ganho constante e definido como

F*=A{T € Ay(Z) = n— (I(N(s)) = r(N(s)))}-



43

Teorema 4.1 (Estabilizacao por Ganho Constante) O problema de estabilizacdo por
ganho constante pode ser resolvido para uma dada planta de fungdo de transferéncia” G(s)”
se e somente se as seguintes condicoes forem vdlidas:

(i) F'* ndo é vazio, isto é, existe ao menos uma cadeia factivel.

(ii) Existe uma cadeia T = {iy,1iy,...} € F* tal que

max (L;) < min (U,)

{t: it >0} {t: it <0}
onde
w
L, = _p1( 1) parai; € L, >0
p2(wy)
w
Ut = —pl( t> parait GI,it <0
P2 (Wt)
Adicionalmente, se as condigcoes acima sdo satisfeitas por uma cadeia 1,15, ...,I; € F”*,

entdo o conjunto de todos os ganhos estdveis sdo dados por K = U;_, K, onde

K, = ( max (L) min }(Ut)) r=1,2,...,s

7
{t:it>0,’itEIr} {t: 14 <0,i¢ €L,

Prova. Ver prova em [10]

Comentario 4.1 E importante enfatizar que as partes (i) e (ii) o Teorema 4.1 providenciam
uma caracterizagdo de todos os processos que serdo estabilizados por um ganho constante.

.. . - zi  au
Uma necessdria condicdo para F™* ndo ser vazio [32] é que para m -+ n par

I (U (l(N(S); — r(N(s)))l

e para m + n impar

| > I (V) = r(N(s)| +1

4.2 Exemplos e Aplicacoes

Nesta secdo, apresentam-se alguns exemplos ilustrativos aplicando o Teorema 4.1 na

solu¢do do problema de estabilizacdo de um controlador de ganho constante. Também,
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realiza-se o projeto do controlador aplicando as técnicas convencionais comparando a
aplicacao do Teorema descrito.
Exemplo 4.1 Considere um sistema descrito por

D(s) = s*'+ 55 +10s% +4s+6

N(s) = s +3s*+2s5—2

O polindémio caracteristico de malha fechada é
d(s,ky) = D(s) + k,N(s)
Onde N, (s*) = 3s*> — 2 e N,(s?) = s* + 2, entdo

N*(s) = N(—s) = N,(5%) — sN,(s%)

Portanto
5(s,k,)N*(s) = (—2s° + 14s* — 10s* — 12)
+ky(—s® 4+ 55t — 165 + 4)
+5(—8% 4 35° — 245% — 20)
assim
6(jw, kp) N*(s) = p1(w) + kpp2(w) + jq(w)
com
pi(w) = 2w’ + 14w* + 10w? — 12
pa(w) = w®+ 5wt + 16w + 4
q(w) = w’®+ 3w" — 24w — 20)

As raizes reais, ndo negativas e distintas com multiplicidades impares, sdo
wo =0 w; = 0.8639.

Desde que n +m = 7, que é impar, e N*(s) ndo tem raizes no eixo jw, de acordo com a
Definicdo 4.1, o conjunto A torna-se

{-1,-1,0} {1,-1,0}

{-1,1,0}  {1,1,0}

A:
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Desde que [(N(s)) —r(N(s)) = 1 e (—1)""!sgn[q(o0)] = —1, usando a Defini¢éo 4.3, cada
cadeia T = {i,, 11,12} € F* deve satisfazer
—(ip — 21y +1iz) =3

Portanto F* = {I,} onde Z; = {—1,1,0}. Adicionalmente,

v, = (wo)
PQ(WO)

L, = @) o139
pz(wl)

Portanto, do Teorema 4.1, tem-se
K, = (—0.2139, 3) para 7.

Portanto (s, k,) é Hurwitz para k, € (—0.2139, 3)

Exemplo 4.2 Considerando o mesmo sistema acima, o polindmio caracteristico de malha

fechada, sera:
5(s, k) = s* + s*(k, + 5) + s*(3k, + 10) + s(2k, + 4) — 2k, + 6 (4.12)

Aplicando o critério de Routh-Hurwitz para determinar os valores de k,, para quais o

sistema serd estdvel, deve-se satisfazer as seguintes inequagoes:

kp+5> 0

3k + 23k, + 54 > 0
(4.13)

4K3 4 T2K2 — 190k, + 60 > 0

| —2k,+6>0

Claramente, verifica-se que a resolucdo das inequagcoes acima é de dificil solucdo e, portanto

a complexidade aumenta com a ordem do sistema.

4.3 Caracterizacao de Todos os Controladores PI

Considere, novamente, o sistema de controle realimentado mostrado na Figura 3.3.

Porém, agora emprega-se um controlador PI. Assim, C'(s) é dado por

b kot k
Cs) = by + = = B 19

S S

(4.14)
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O polindmio caracteristico em malha fechada é
3(s, kp, ki) = sD(s) + (ki + kps)N(s) (4.15)

Seja n o grau de d(s,kp, k;). O problema da estabilizagdo pelo controlador PI, ¢ a
determinag@o dos valores de k,ek; para os quais o polindmio caracteristico em malha fechada

d(s, kp, k;) é Hurwitz.

Claramente, tanto k, como k; afetam as partes pares e impares de J(s, k, k;). Considere

as seguintes decomposi¢des par-impar

N(s) = N.(s%) + sN,(s%)

D(s) = D.(s*)+ sD,(s).

Defina

Lema 4.2 (s, k,, k;) é Hurwitz se e somente se

i(0(s, kp, ki)N*(s)) = n — (I(N(s)) — r(N(s)))- (4.16)

A tarefa é determinar quais valores de k,, k;, para os quais (4.16)vale. Isto pode ser
verificado por
5(5, by kON*(s) = [$2(No(s)Do(s%) — De(s2)No(52)
+hi(Ne(s%) Ne(s%) — s*No(s*) No(s%))]
+5[De(s%) Ne(s%) — 52Dy (5% No(s”)
+ky(Ne(8*)No(8?) — 8*(Ny(s?)No(5%))]. 4.17)

Substituindo s = jw

0(jw, kp, ki) N*(jw) = plw; ki) + 5q(w, k)
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onde

pw, ki) = pi(w) + kipa(w)
W, kp) = @(w)+ k(W)

pi(w) = —w(Ne(=w?)Do(—w?) = De(—w?)Ny(—w?))
p2(w) = Ne(~w’)Ne(~w?) + wNo(—w?) No(—w?))
(w) = w(D(~w*)Ne(~w?) +w? Do(~w?) N, (~w?))

@w) = W(Ne(—w*)Do(~w?) — De(—w?) No(~w?))

Também, defina

w7ki = —mn
pf( ) (1 n w2) T
q(w, kp)
w, k. = T T m4n
Qf( p) (1 N w2) ;r

Destas expressdes acima, observe que k; e k, aparecem em p(w,k;) e q(w,k,),
respectivamente. Além disso, os zeros de ¢(w, k,) para k, fixado ndo dependem de k;, e
assim pode-se aplicar os resultados da Se¢do 5.1. Pode-se entdo, fazer uma varredura sobre
todos os valores de k, e resolvendo um problema de estabiliza¢do por ganho constante a cada

estdgio, determinar o conjunto de todos os valores estabilizantes de (k,, k;) para a planta

dada.

A faixa de valores de k, sobre os quais € necessdrio relizar a varredura pode ser
consideravelmente reduzida em muitos casos. Recordando o comentdrio 4.1 tem-se que
para um k,, fixado, uma condi¢@o necessaria para existéncia de um valor estabilizante de k;

¢ que ¢(w, k,) possua pelo menos [32]

In — (l(N(s); —(N(s)))| (4.18)

[n = ([N (s)) = r(N(s)))[ +1
2

(4.19)

Desta forma, uma necessdria condi¢do pode ser analisada rescrevendo ¢(w, k,) como
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segue:

q(w, ky) =wlU(w) + k,V (w)] (4.20)

onde

Ulw) = (De(_w2)Ne(_w2)+W2D0(_W2)NO(_W2))

Viw) = (Ne(_w2)D0(_w2>_De(_w2)N0(_w2))

De (4.20), observa-se que ¢(w, k,) tem no minimo uma raiz real ndo negativa na origem.

4.4 Exemplos e Aplicacoes

Apresenta-se um exemplo pritico de como calcular o conjunto estabilizante PI, aplicando
a idéia apresentada no Apéndice A e os resultados do Teorema 4.1 apresentado na secao

anterior.

Exemplo 4.3 Considere um sistema descrito por:
N(s) =1
D(s) = (s+1)°
1) Esse sistema representa fungoes tipicas de processos industriais, conforme foi
mencionado. Separando os termos pares e impares, obtem-se:
D.(s*)=3s*+1 N,(s°) =1
Dy(s*) =8 +3  N,(s*)=0

2) Substituindo s = jw
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3) Calculando os polinémios:
nw) = —w’(-w+3)
po(w) = 1
W) = w(-3 w? + 1)
Ppw) = w

4) Determina-se a faixa de k, para qual existirdo valores de k; estabilizantes para o sistema.

Utilizando o procedimento do Apéndice A:

Uw) = —3w?+1
Vw) = 1

_ U v
alw) = 07() =0

5) As raizes da equagdo de a(w) que representam os pontos de ramificagdo sdo:

6) e o devido valor de k, serd:

7) O niimero de raizes reais, ndo negativas e de multiplicidades impares deverd ser no
minimo:

[>2
8) Assim, a regido estdvel de cada faixa de (ko, k1), (k1, ko) deverd possuir pelo menos uma

raiz real, ndo negativa e de multiplicidade impar:

k € (—oo,—1) : nenhuma raiz real
k € (—1,00) : uma raiz real positiva
uma raiz real negativa 4.21)

(4.22)

Logo, adotando valores de k, > 0, o intervalo estdvel, onde existira um k; estabilizante,

estard na faixa (0, 00). Sejam, por exemplo, os valores de k;, fixando k, = 0.5:
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9) Calculando as raizes de q;(w,0.5)

[ S

w0:0,w1 =

10) Calculando o conjunto A de todas as cadeias possiveis:

)

FERRI RS
{1,1,1} {1,—1,1}
{1,1,—1} {1,—1,—1}

| (111} {-1-11} |

11) Calculando a assinatura imagindria y(Z) e o conjunto F*, de acordo com as Defini¢oes

4.3 e 4.3, respectivamente, tem-se:
Y(I) =g — 20y +ig; F* = {T € Aly(T) = 4}

Assim, a unica cadeia vidvel de F*, que satisfaz (L) = 4 é {Za9}. Assim:

_ _Pl(wo) _
Lo = Pz(wo) !
_ _Pl(wl) .
U = o) 1.25
_ _pl(w2) —
b = pa(w2)

(4.23)
12) Logo, os valores de k; que estabilizam o sistema, para o qual k, = 0.5, estdo na regido:
k; = (0,1.25)

Portanto, para cada k, fixo, encontra-se a faixa de k; aplicando a sequéncia realizada. Na

Fig. 4.1, foi realizado uma simulagdo de um sistema realimentado.
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Figura 4.1: Resposta do sistema com k, = 0.5 e k; = 0.5, para SP =1
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INTRODUCAO A
ESTABILIZACAO DE
SISTEMAS LINEARES - COM
RETARDO, UTILIZANDO O
TEOREMA DE HERMITE
BIEHLER

No capitulo anterior, foi apresentada de maneira generalizada uma sequéncia completa
para caracterizacdo de todo o conjunto PI para uma dada planta industrial. Porém, quando se
aplicamos aquele conjunto estabilizante a plantas com atraso por certo tempo [J) 0 processo
pode ser instavel. O problema consiste é que ao acrescentar o termo e~ %, tem-se infinitas
raizes(representacdo de uma série de senos e cossenos). O Teorema de Hermite-Biehler
ndo € aplicado a sistemas com retardo. Portanto, ndo € aplicado a quase-polindmios(
g(s) = > r_opr(s8)es™=) e pp(s) = > i akjs’,i = 0,---  k,com K # 0). Porém,
Pontryagin [33, 34] realizou uma extensdo do teorema de Hermite-Biehler aplicdvel a uma

classe de quase-polindmios [35].

Neste capitulo abordar-se, sucintamente, a classe de equagdes caracteristicas, a aplicacdo
da aproximacdo de Padeé para conversdo do tempo morto e uma aplicagdo pratica para
"teste"da estabilidade do processo. Por ultimo, realiza-se um exemplo de aplicacdo no final

do capitulo.
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5.1 Equacoes Caracteristicas para Sistemas com Retardo

Atrasos estdo presentes quando se observa um intervalo de tempo entre uma mudanga
na varidvel de entrada do processo e o instante em que a varidvel de saida do mesmo
comeca a modificar. Por exemplo, transmissores de vazdao possuem tempos de atualizacao
determinados e cilindros e outros atuadores possuem a inércia mecanica para variagdao de
posicdo. Em sistemas automaticos de processo que utilizam CLP’s, existe o scantime(tempo
de varredura para execucao de um programa) que pode ser bastante significativo. O bloco na

Fig.5.1 representa o retardo ou tempo morto.

u(t) ——» Delay(T) —»y(t-T)

Figura 5.1: Representacdo do Tempo Morto.

Se existe um retardo dentro do malha do sistema,a equagdo pode ser escrita:
y(t) = —ay(t —=T)+u(t —1T). (5.1)

O digrama de blocos da Fig.5.2 representa a equacdo acima.

Y=

Delay(T) » Integrador

Figura 5.2: Diagrama de blocos do sistema com retardo.

Um sistema de segunda ordem com multiplos delays pode ser representado pela equagdo:

§(t) + ary(t — Th) + apy(t — To) = u(?) (5.2)
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com o correspondente diagrama de blocos mostrado na Fig.5.3 O sistema (5.2) pode ser

representado em varidvel de estado pela introdugdo de:

y(t) = 21 (), 9(t) = (1)

e escrevendo

l’1(t) _ 01 £E1(t) n 0 0 $1(t — TD)
J]Q(t) 0 0 Jig(t) —Aayg 0 ZE2<t - T())
0 O t—1T 0
+ nlt=h) u(t) (5.3)
0 —a; xo(t — T1) 1

[

Integrador Integrador >

@ Delay T, |«

Figura 5.3: Miiltiplos Delays.

Adicionalmente, um sistema linear e invariante com [ delays 7},...,7; pode ser

representado por uma de equagdo de estado

z(t) = Agx(t) +ZA$ (t —T;) + Bu(t). (5.4)

Para analisar a estabilidade do sistema, é usual examinar as solu¢des de y(¢) com
u(t) = 0 e estudar o comportamento de y(t) quando ¢ — oo. Considere o sistema (5.2)

com u(t) = 0, e considere y(t) = e* uma solugdo proposta de
§(t) + a1yt —T1) + apy(t — Tp) = 0. (5.5)

Portanto, tem-se

Il
o

(s + are™* s + ape*™0) e
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logo s deve satisfazer
s+ aje s 4 e =0 (5.6)

A equacdo (5.6) é a equagdo caracteristica de (5.2) ou (5.1), e a locagdo das suas raizes
determinam a estabilidade do sistema representado por (5.2). Em particular, se alguma raiz

estd no lado direito do plano, o sistema € instavel.

A equagdo caracteristica associada com (5.4) pode ser da seguinte forma

I
d(s): = det (Sl — Ay — Z e_ST"Ai)

i=1

= Po(s)+ Y Pils)e " (5.7)
k=1
onde Ly, k=1,2,...,m sdo somas de T} e
n—1
Py(s) = s"+ Z a;s’ (5.8)
i=0
n—1
i=0

Nota-se que em (5.7) ndo existe delay associado com a derivada de maior ordem. Tais
sistemas sdo referidos como sistemas retardados com atraso. Quando a derivada de maior

ordem contém delays uma equacao da seguinte forma

e a equagao caracteristica

e—st —sTy

24+ ane s 4+ apeT0 = 0. (5.11)

Tais sistemas com delays associados a derivada de maior ordem sdo chamados de
sistemas neutrais com atraso. Em ambos os sistemas(retardados e neutrais) a estabilidade
¢ determinada com a condicdo de que todas as suas raizes da equagdo caracteristica
estdo localizadas no lado esquerdo do plano complexo. Como motivacdo, observe o

comportamento da mesma funcao de transferéncia do capitulo 4, com retardo, na fig.5.4.
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Figura 5.4: Resposta do sistema com atraso e controlado com PI usando G(s) = ﬁeﬂas comk, = 0.5

5.2 Aproximacao de Pade

Conforme foi elucidado na introdugdo deste capitulo, o delay, ndo s6 é uma caracteristica

inerente de varios processos industriais, como também ¢é devido aos atrasos de propagacao

de sinais ou de mudancas de varidveis em sistemas automaticos. Portanto, a aproximagao de

Pade [36, 37] é normalmente usada para aproximar um delay por uma fun¢do de transferéncia

racional [38].

Uma aproximacao 16gica € usar esta aproximacgdo para a andlise da estabilidade e projeto

dos controladores para sistemas com delay. Desta forma, aproximagio do termo e~* é dada

por

onde

N, (Ds)

D, (sL)

—Ds ~

N.(Ds)

D,(Ds

" (2r — k)

— ElNr — k!)

" (2r — k)

p El(r — k')

(—Ds

(Ds

)k

)k
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onde r representa a ordem da aproximc¢do. Por exemplo, a terceira-ordem de
aproximacao(r = 3) é dada por

Ns3(Ds)  —D3s*412D%s*> — 60Ds + 120
D3(Ds — D3s3 4 12D%s% 4+ 60Ds + 120

Obviamente, os resultados da sec@o anterior poderdo ser utilizados para obtencdo da
estabilidade. Porém, a dificuldade consiste em determinar qual ordem da aproximacao
de Pade converge para o verdadeiro conjunto de valores estdveis de um controlador PI.
Apresenta-se uma aplicacdo para compreensdo do procedimento no préximo tdpico e

continua-se a demonstrar no decorrer do capitulo.

5.2.1 Exemplos e Aplicagdes

Exemplo 5.1 Considere-se um sistema de terceira ordem, igual ao do capitulo precedente,
porém com um delay det = 5s. Assim, a fungdo de transferéncia do processo com a inclusdo
do delay é

1

G(s) = m6_58

Apresentam-se os cdlculos para uma aproximacdo de primeira ,terceira, décima e décima
quinta ordem, sendo designadas por Pi(s), Ps(s), Pio(s) e Pi5(s) as fungdes racionais de

Pade, respectivamente.

A) 1° ordem - Py(s) - A fun¢do de transferéncia do processo:

B —s+04
5143483 +4252+225+0.4

Aplicando o método descrito no capitulo anteriona faixa de k, > 0 que produzird um F;
estabilizante, serd:

k, € (0,1.44267)

Portanto, ao inserir um retardo de 5s, obtém-se uma faixa bastante estreita com relacdo ao

mesmo sistema sem delay. Adotando k, = 0.5 os valores de k; serdo:

k: € (0,0.27924)
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Da mesma forma, ocorre uma redugdo da faixa estabilizante, comparando com um sistema

sem delay.

B) 3% ordem - Ps(s) - A fungdo de transferéncia do processo torna-se

—s3 4+ 2.45% — 2.4s + 0.96
s0 +5.45% 4+ 12.65* 4 16.3653 + 12.48s2 + 5.285 + 0.96

Gs(s) = G(s)Ps(s) =
Logo,
k, € (0,1.26170)
Assim, adotando k, = 0.5 os valores de k; estabilizantes do sistema, sdo:

ki € (0,0.25241)

C) 10° ordem - Pyy(s) os valores de ky, e k; serdo:

k, € (0,1.26144)

ki(k,—0.5) € (0,0.25240)

Assim, observa-se que os valores estdo convergindo para o mesmo valor.

D) 15% ordem - Py5(s), os valores de ky, e k; sdo:

k, € (0,1.26144)

ki(kp:()f)) € (0,0.25240)

Realizando uma simulagdo com os valores k, = 0.5 e k; = 0.25, observa-se o limite da

estabilidade do sistema na fig.5.5
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Figura 5.5: Resposta do sistema com atraso e controlado com PI usando k, = 0.5 e k; = 0.25.

Pode-se observar que os valores de k, e k; para a 10¢ ordem e 15° ordem de Padé ndo
variam mais. Porém, sabe-se que a solucdo se torna mais complexa com o aumento da
ordem. Portanto, em qual ordem de aproximacdo tem-se a faixa real de estabilidade de um

sistema? Este assunto serd tratado na proxima se¢dao.

5.3 "Teste''da Estabilidade de um Processo

Nesta secdo apresenta-se um critério de estabilidade para sistemas com um simples delay,

isto €, um sistema com a seguinte equagao caracteristica:
5(s) = d(s) +n(s)e "* (5.12)

onde d(s) e n(s) sdo polindmios com coeficientes reais, com o grau de [d(s)] = q e
n(s)] = p, ¢ > p,e D > 0¢& o delay do sistema. Adicionalmente, assume-se que quaisquer

fatores comuns de d(s) e n(s) foram removidos.

A condicao para estabilidade é que todas as raizes da equagdo caracteristica[(5.12)] estdo
do lado esquerdo do plano complexo. Desta forma, no caso em questio, o basico problema
de estabilidade € determinar a faixa de valores de D em que isso ocorre. Assim, desenvolve-

se um procedimento sistemdtico para analisar o comportamento das raizes de (5.12) quando
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D aumenta de 0 a co. Utiliza-se o procedimento de Walton e Marshall [39]. Este método
consiste de trés passos basicos. O primeiro consiste em analisar a estabilidade de (5.12) para
D = 0 e determinar o ndimero de raizes, se existir, de §(s) = 0 que ndo estdo no semi plano
esquerdo do plano complexo. O segundo passo considera o caso de um infinitesimal valor
de D. Para este valor existird um infinito nimero de novas raizes e é necessdrio descobrir
em qual lugar do plano complexo estas raizes surgiram. O terceiro e final passo € encontrar
valores positivos de D, se existir, para os quais existem raizes de §(s) = 0 no eixo imagindrio
e, portanto, determinar se aquelas raizes simplesmente tocam o eixo ou se elas cruzam de um
semi plano para outro com o aumento de D. Raizes cruzando da esquerda para direita sdo
consideradas desestabilizantes e raizes cruzando da direita para esquerda sdo consideradas

estabilizantes.

Estuda-se o movimento das raizes de §(s) = 0 com o aumento de D > 0. Em
particular, determina-se para quais valores de D as raizes nao estdo do lado esquerdo do
plano complexo, isto €, as regides de instabilidade. Rescreve-se a equacdo da seguinte
maneira

5(s,D) = d(s) +n(s)e P = 0. (5.13)

Passo 1. Examina-se a estabilidade em D = (
d(s,0) =d(s) +n(s) = 0.

Isto € um problema de um sistema sem delay e qualquer método cldssico pode
ser aplicado. Se o sistema € descoberto ser instdvel serd necessdrio determinar
quantos zeros estdo no lado direito do plano complexo ou no eixo imagindrio.
Passo 2. Neste passo incrementa-se D de 0 a um infinitesimal nimero positivo.
Nesta situacdo o nimero de raizes muda de finito para infinito e precisa-se determinar
em qual lugar do plano complexo aquelas raizes surgem. Note que para um
infinitesimal valor de D, as novas raizes devem vir do infinito; caso contrario, a

—Ds

expressao e seria aproximadamente igual a unidade e ndo existiria qualquer raiz nova.

Passo 3. Neste segundo passo, deve-se que considerar os pontos de cruzamento no eixo
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imagindrio. Se d(s, D) = 0, hd uma raiz em s = jw. Entdo também existe uma raiz em
s = —jw. Isto implica que as raizes cruzam ou tocam o eixo imagindrio em pares conjugados
e portanto € suficiente considerar valores positivos de w. Substituindo s = +jw em (5.13)

obtém-se
d(jw) +n(jw)e? = 0
d(—jw) + n(—jw)e®? = 0. (5.14)
Eliminando o termo exponencial dara
d(jw)d(—jw) — n(jw)n(—jw) = 0. (5.15)

A expressido do lado esquerdo desta equacdo é um polindmio em w? e, por conveniéncia, o

mesmo € denotado por
W(w?) = d(jw)d(—jw) — n(jw)n(—jw). (5.16)

E claro que somente os zeros reais e ndo-negativos de 7 (w?) sdo de interesse, uma vez
que eles podem levar aos pontos de cruzamento s = +jw. Como uma consequéncia
disto se existe nenhuma raiz positiva de W (w?), ndo existirdo valores de D para os quais

d(jw, D) = 0. Isto leva a um importante comentdrio.

Comentario 5.1 Se p < g e W(w?) ndo tem nenhuma raiz real positiva, entdo ndo existe
mudanca de estabilidade, isto é, se o sistema é estdvel em D = (, entdo serd estdvel para

todo D > 0. Caso contrdrio, se o sistema é instdvel para D = 0, portanto serd instdvel para

todo D > 0.

Se existe um valor real de w tal que
d(jw) + n(jw)e P =0

entao,
‘ d(i
—jwD — (](.U) (5.17)
(Jw)
Assim, para cada nimero real w satisfazendo W(wQ) = 0, existe um valor real positivo de D

e

3

tal que 6(jw, D) = 0 e isto é dado por:

cos(Dw) = Re {—zg‘:ﬂ , sen(Dw):Im[d(jw)} (5.18)
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Destas expressdes seque que se [Jy denota o menor valor de D(para um particular valor de
w) satisfazendo (5.18), entdo:

ok
D=Dy+ ™ k=012,
w

também sdo solugdes. Portanto, para cada w satisfazendo W (w?) = 0, existe um infinito

nimero de valores de D que cruzam o eixo imagindrio.

Portanto, pode-se sintetizar o procedimento da seguinte forma:

1. Examine a estabilidadeem D = 0

2. Determine as raizes positivas de W (w?) = 0, correspondendo a valores positivos de
D, e a natureza daquelas raizes. Se ndo existem raizes repetidas, entdo a estabilizacao
e desestabilizacdo alternam. O mesmo procedimento pode ser usado para os valores
correspondentes de D a fim de determinar para quais valores de D todas as raizes de

d(s, D) = 0 estdo do lado esquerdo do plano complexo.

3. Para verificar se a raiz esta estabilizando, verifique se o sinal de W/(w?) = —1, caso

contrario, estara desestabilizando.

5.4 Exemplos e Aplicacoes

Apresenta-se agora um exemplo simples de todo o procedimento descrito neste capitulo.
Considere §(s, D) = s + 2e~P%. Assim,
(1) 0(s,0) = s + 2, entdo o sistema é estdvel para D = .
(2) d(s) = s en(s) = 2, entdo W(w?) = w? — 4, desta forma W'(w?) = 1 que é
positivo. Conclui-se que existe somente uma raiz positiva de W (w?) que é 4. Desde que
S = sgn[W'(w?)]=1, essa raiz estd desestabilizando. O correspondente valor de D é dado
em 5.18:

Jw Jw

a0 =[] 20 vy - ] 1

Encontrando os valores de D, teremos:

D:%+kmk:QLZ””
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Isto significa que em D = 7%, duas raizes de 6(s, D) = 0 cruzam da esquerda para direita
no eixo imagindrio. Portanto, em D = % mais duas raizes cruzam da esquerda para direta

do eixo no eixo imagindrio e assim sucessivamente. Conclui-se que a regido de estabilidade

serd() < D < 7.



RESULTADOS PRATICOS

Neste capitulo, utiliza-se os procedimentos descritos anteriormente, para calcular os
parametros de um controlador PI para um sistema fisico. Aqui, realiza-se a Modelagem
Matemadtica do Sistema, identificando a ordem, bem como aplicam-se as regras de acordo
com a Categoria encontrada(Capitulo 2). Também, calcula-se a faixa de estabilidade de K
para certo ganho proporcional K e testa-se a estabilidade do Sistema(Capitulos 3,4 e 5).
Portanto, o objetivo serd a obten¢do de melhor desempenho da resposta de saida calculando
a regido utilizando o conceito do Teorema de Hermite Biehler(Capitulo 2). Todos os
dados utilizados na modelagem do sistema, foram obtidos de ensaios realizados na bancada
de bomba do Laboratério de Eficiéncia Energética e Qualidade de Energia - LEEQE do

Departamento de Engenharia Elétrica - DEE da Universidade Federal de Pernambuco-UFPE.

6.1 Descricao da Bancada de Bombeamento

Os experimentos descritos neste trabalho foram realizados no Laboratério de Otimizacao
de Sistemas Motrizes-LAMOTRIZ, pertencente ao LEEQE/DEESP/UFPE, que tem por
objetivo otimizar os processos industriais de modo a garantir maior efici€éncia energética
desses sistemas. Neste laboratdrio, estao disponiveis para estudo de eficiéncia energética trés
bancadas que simulam sistemas industriais comumente utilizados: bombeamento de dgua

[40], exaustdo [41] e compressdo de ar. Cada um desses sistemas possui diversas op¢des de
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operagdo e controle e utiliza o programa supervisério WinCC®) da SIEMENS.

6.1.1

A Bancada de Bombeamento

A Figura 6.1 apresenta uma foto da parte hidraulica da bancada de bombas, onde pode

ser visualizados: medidores de vazdo e pressao, valvulas manuais, solenéides e controladas,

assim como, o conjunto motor-bomba e sensores de torque e velocidade. Os principais

equipamentos/componentes presentes na bancada de bombeamento sdo apresentados a

seguir:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Vélvula manual na tomada da 4gua;

Vilvula de controle, de 0 a 100%, na tomada da 4dgua;

. Bomba centrifuga;

. Acoplamento motor-bomba;

Motor de alto rendimento;

Vilvula manual para a drenagem:;

. Vdlvula de controle, de 0 a 100%, para by-pass;

. Valvula de controle, de 0 a 100%, para subida de dgua aos reservatorios superiores;

Transdutor de pressao;

Vélvula manual para descida da dgua dos reservatorios superiores;
Vilvula solendide para subida da dgua ao reservatorio a 3m do piso;
Vilvula solendide para subida da dgua ao reservatdrio a Sm do piso;
Transdutor do nivel de dgua do reservatério do piso;

Vélvula manual para descida da dgua do reservatério a 3m do piso;
Vilvula manual para descida da dgua do reservatdrio a Sm do piso;

Transdutor de Vazio.
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Figura 6.1: Bancada de Bombeamento.

6.2 Sistema de Supervisao e Controle

Na Figura 6.2, pode-se observar a tela de supervisdo através do WinCC®) da bancada
do sistema de bombeamento utilizada nos experimentos. Conforme se pode observar na
Figura 6.2, o sistema pode ser controlado via software supervisério, o que possibilita a
implementagdo de algoritmos de controle via software de programacao e através do programa
supervisorio WinCC®) que, associado ao CLP, comanda o inversor de freqiiéncia, o qual
permite a variacao da rotagdo do motor do conjunto motor-bomba promovendo um controle

eficiente da vazao.

Figura 6.2: Bancada de Bombeamento.
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6.3 Aplicacao - Controle de Vazao de um Sistema de Bombeamento

A fim de conseguir controlar eficientemente a Planta, necessita-se calcular os parametros
PI do controlador, assim como encontrar sua funcao de transferéncia. Portanto, aplicam-se,

passo a passo, os topicos elucidados nessa dissertacao.

6.3.1 Modelagem Matematica

Para encontrar a Funcdo de Transferécia, € aplicado o Método do Relé a bancada fisica

do sistema, onde o Diagrama de Blocos esta representado na Figura 6.3.

P+~ | | u G(s) y(v=azéo)

Relé(Inversor) Planta

Figura 6.3: Diagrama de Blocos do Sistema Fisico(Bancada da Bomba).

Os gréficos de vazdo de saida e do relé estdo representados, respectivamente nas Figuras

6.4 6.5.
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Figura 6.4: Grdfico da vazdo de saida no tempo.
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Figura 6.5: Grdfico da variagdo de frequéncia no tempo.

Observe que, de acordo com a Figura 2.7, observa-se uma curva com borda descontinua

(aspecto triangular) correspondendo a processos de categoria la. Portanto, aplicando os
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passos do Capitulo 2, tem-se:

P,/2
T —
In (2eP/7 —1)
T = 44913 6.1)
a
K = —
h(1—eD/m)
K = 301 6.2)

Assim, 7, € calculado numericamente e, na Figura 6.4 e 6.5, encontram-se o tempo morto
(D = 1), o periodo critico (P, = 8), a amplitude da vazao (a = 85) e a amplitude do relé
(h = 13.5), defindo todos os pardmetros da funcao de transferéncia. Logo,

30.1e71¢

(4.4913s + 1) ©3)

Gp(s) =

A fim de validar a modelagem matematica do processo, realiza-se a simulacdo no software

SIMULINK do MATLAB(Figura 6.6).

[ttac] Pin: Oun

Sinal do Inversor de Frequéncia Fung&o de Transferéncia da Planta

a - ﬂo\n—« i n‘c d i
Vazdo em fungado do tempo Comparagéo de Saida

Figura 6.6: Sistema de Blocos no SIMULINK.

Assim, aplica-se o sinal do inversor de frequéncia (Figuras 6.7 € 6.9) na planta industrial

e verificam-se as saidas simulada e real do processo(Figuras 6.8 € 6.10).
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Figura 6.8: Vazdo de saida devido a aplicagdo do sinal da Figura 6.7.
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Figura 6.9: Sinal do Inversor de Frequéncia - 2.
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Figura 6.10: Vazdo de saida devido a aplicagdo do sinal da Figura 6.9 .

Portanto, a modelagem matemaética do processo apresenta-se bastante proxima do real.

Sendo assim, € possivel simular e calcular, eficientemente, os parametros do controlador PI.
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6.3.2 Parametrizacdo do Controlador PI

Conforme foi mencionado no capitulo 2, os sistemas foram dividos em categorias,
assim como suas regras de parametrizacdo. Assim, uma vez encontrada a funcdo de
transferéncia do processo, regras fixas existirdo para definir os parametros do controlador.
Porém, o objetivo dessa dissertacdo € encontrar, através do Teorema de Hermite Biehler, um
controlador mais eficiente , que as regras fixas propostas, sabendo que o teorema calculard

uma regido de estabilidade do processo, conforme elucidado em exemplos anteriores.

Analise de Desempenho do Processo - Utilizando Regras Fixas

Utilizando a regra de Tyreus - Luyben, tem-se:

k, = 0.0663 (6.4)

k; = 0.0310 (6.5)

A saida do processo aplicando os parametros calculados esta na Figura 6.11.

2500 T T T T T T T

2000 - \ 7
|
|V

~ 1500

—
=
|
‘
{
1

500 H 5

Vazao(m?¥h

1000 H

L

1 1 L 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
tempo(s)

Figura 6.11: Grdfico de saida de vazdo com quatro SP’s distintos a cada 120s(1800, 1600,1400 e 1200).

Os parametros de desempenho médio estdo na tabela abaixo:
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Tabela 6.1: Parametros de desempenho de Tyreus-Luyben

TAE(sl/h) | ITAE(S*L/h) | ta(s) | t.(s) | My(%) | ts(s)
7052.4 18891 346 | 555 | 11.66 | 20.2

Aplicacao do Teorema de Hermite-Biehler e teste da estabilidade utilizando o procedimento de Walton

Utilizando os procedimentos do Apéndice A, o intervalo de estabilidade de k,, no qual
existirdo k; estabilizantes, utilizando a aproximagdo de Pade de 3° ordem, e considerando
k, > 0,sera:

k, € (0,0.28745) (6.6)
Assim, considerando o mesmo valor de k, aplicado na se¢do anterior, encontra-se o intervalo

de estabilidade de k;, utilizando o teorema de Hermite-Biehler:
k; € (0,0.088054) (6.7)

Portanto, € possivel encontrar, para cada valor de £, encontrado em 6.6, o intervalo estdvel
de k;. Agora, utilizando o procedimento de Walton do capitulo 5, adicionando o controlador

PI(s) ao processo, tem-se:
§(s, D) = 4.4913s* + s + 30.1(0.0663s + k;)e”P*

(1)-6(s,0) = 4.4913s% + 30.1(0.0663s + k;)
Aqui, pode-se utilizar o procedimento do Anexo A, para verificar o comportamento das

raizes, assim:

k € (—00,0) : uma raiz real positiva e uma raiz real negativa
k € (0,0.00736) : duas raizes reais negativas

k € (0.00736,00) : duas raizes complexas com partes reais negativas

Logo, verifica-se que o sistema € estdvel para todo k; > 0, para D = 0
(2) - d(s) = 4.4913s? + s e n(s) = 30.1(0.0663s + k;), entdo,

W (w?) = 20.17177w* — 2.98253w? — 90.601k?, e

W' (w?) = 80.68708w> — 5.96506w

Analisando o grifico de W' (w?) verifica-se que somente no intervalo [0,0.2718] serd
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negativo(Figura 6.12) e, avaliando o polindmio W (w?), todas as rafzes estdo fora desse
intervalo, considerando k; € (0,0.088054). Portanto todas as raizes positivas de W (w?)
estardo desestabilizando. Logo, cada k; associado a certo D), serd valido no intervalo
(0, D). Agora, calculando as raizes positivas para cada k; € (0,0.088054) e calculando
o valor do delay(D) associado a cada elemento de k;, é plotado um gréfico para andlise da

estabilidade(Figura 6.13).

-0.2f / 1

031 b / 1

w' (UJZ)

04k N / i
05" £ i

06! < P

1 L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.256

Figura 6.12: Comportamento de W'(w?) em fungdo da variagdo de w.
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Figura 6.13: Comportamento de D(s) em fungdo da variacdo de k; no intervalo estdvel considerado.

A interpretacdo desse grafico é de suma importancia, uma vez que € possivel observar no
ponto (k; = 0.088, D = 1.001) que representa o valor limite da estabilidade. De acordo com
o gréfico, € possivel analisar que aumentando o valor de k; o valor de D decresce. Portanto,

sabe-se que o intervalo calculado é uma regido de estabilidade. Assim, a aproximacdo de

1 1 1
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Pade de 3? ordem € suficiente.
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Analise de Desempenho do Processo - Utilizando o toolbox Simulink Response Optimization do Matlab

No toolbox do Matlab, considerando k; como um parametro a ser encontrado, o objetivo
serd de minimizar os pardmetros de desempenho (I AE, ITAE, t4,t,, M,,t;), a fim de obter

uma curva com melhor perfomance.

Assim, sdo fornecidos como entradas alguns dos

pardmetros de desempenho para o toolbox (¢,, M), t;)e a curva de resposta séra (Fig.6.14):

Tabela 6.2: Pardmetros de desempenho médio utilizando o toolbox para entrada dos pardmetros

TAE(sl/h)

ITAE(s%1/h)

td(s)

tr(s)

M, (%)

ts(s)

7017

16040

3.24

5.55

2.2

18.84
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Figura 6.14: Grdfico de saida de vazdo com quatro S P’s distintos a cada 120s (1800, 1600,1400 e 1200).

Comparando as Tabelas 6.1 e 6.2, encontram-se pardmetros de desempenho mais
satisfatérios do que o realizado via regras fixas. O valor encontrado na otimizacao foi de
k; = 0.0120 para o processo. Adicionalmente, o esforco computacional do método de
procura (gradiente descendente) € reduzido consideravelmente, quando se define o intervalo

de busca e um valor inicial adequado (através do Teorema de Hermite-Biehler).



CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo mostrar a aplicacdo do Teorema de Hermite Biehler

aplicado a sistemas industriais, quanto ao aspecto de sistemas de controle.

Inicialmente, foi feita uma abordagem generalizada do segmento industrial, bem como,
enfatizou-se a inclusdo do termo Delay/tempo morto nos processos. Foram também

descritos alguns métodos atuais de modelagem e de parametrizacao.

Utilizando o Teorema de Hermite Bielher, seguido do procedimento de Walton para
estabilidade, foram obtidos resultados satisfatérios. Procedimentos de simulacdo para

andlise, foram também empregados.

A implementacdo experimental foi precedida de um estudo, através da modelagem
matematica da funcdo de transferéncia do processo(Sistema de Bombeamento), tendo sido

incluido certo retardo no processo.

Assim, essa dissertacdo tende a direcionar o ponto de partida para cdlculo real quanto a

estabilidade de um processo. Além disso, foram realizados varios exemplos ilustrativos.

7.1 Trabalhos Futuros

Tendo em vista aperfeicoar o trabalho desenvolvido, algumas propostas de trabalhos

futuros sao apresentadas a seguir:
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e Estudo de parametrizacao e estabilidade para controladores PID;

e Aplicagdo em sistemas multivaridveis

e Aplicacdo de técnicas de otimizacdo no aspecto de desempenho do Sistema;
e Extensdo do Teorema de Hermite Biehler para polindmios complexos;

e O emprego de sistemas inteligentes para controle industrial;

e Aplicacdo de todos os itens mencionados acima para sistemas discretos;



UTILIZACAO DO LUGAR DAS
RAIZES PARA O
ESTREITAMENTO DA FAIXA
DE VARREDURA DE £k

Considere o problema da determinag@o do lugar das raizes de U(z) + £V (z) = 0, onde
U(z) e V(x) sdo polindmios coprimos e k varia de —oo a co. Podem ser feitas as seguintes

observagoes:

1. Os pontos de ramificagdo reais do lugar das raizes de U(x) + kV (x) = 0 correspondem

a raizes reais e multiplas as quais devem, portanto, satisfazer

ai)
—2 =0 Al
. (A.1)
ou seja,
dV(x dU (x
U(:L‘) di)—V(SU) dgg) —0 (A2)
U?(x) ' '

Os pontos de ramificacdo reais sdo os zeros reais da equagao acima.

2. Sejam ky < ko --- < k, os valores distintos e finitos de k correspondentes aos pontos
de ramificagéo reais z;,7 = 1,2, ..., z sobre o lugar das raizes de U(z) + kV (z) = 0.
Defina ky = —oo e k,41 = oco. Entdo z;,7 = 1,2,..., 2z s@o as raizes reais multiplas
de U(z) + kV (z) = 0 e os correspondentes k’s sdo os k;s. Pode-se observar que para
k € (k;, kit1), as raizes reais de U(z) + kV (z) = 0 sdo simples e o nimero de raizes

reais de U(z) + £V (z) = 0 é invariante.
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3. Se U(0) + kV(0) # 0 para todo k € (k;, ki11), entdo a distribuicdo das raizes reais de

U(z) + kV (xz) = 0 em relag@o a origem ¢ invariante neste intervalo de valores de k.

O exemplo a seguir ilustra como as observagdes acima podem ser utilizadas para
determinar a distribuicdo das raizes de U(x) + kV(x) = 0 em relacdo a origem quando

k varia de —oo a 0.

A.1 Exemplo de Aplicacao

Encontre as distribui¢des das raizes reais através do estreitamento de faixa. Considerando
os polindmios abaixo:
Ur) = —2%+92° + 1542" — 3692* + 60

V(r) = 2%+402" — 82 + 1

Assim,

alr) = 22'341602'1 — 4602° — 118027 — 267502° + 89842° — 2221

B(x) = (—2°+92° + 1542 — 36927 + 60)>.

Os pontos de ramifica¢do, que sdo os zeros reais e distintos da equagdo acima, x; sdo:

r1 = £0.16390, 5 = 0, x5 = £2.60928, v, = £0.55140.

Portanto, os valores de k calculados nos pontos de ramificagdo, sdo:

ky = —61.67086, ky = —60, ks = —2.54119, k, = 16.44309.

A distribui¢do das raizes reais de U(x) + kV(z) = 0 com relagdo a origem,

correspondendo a diferentes faixas de k, sdo dado a seguir:



k € (—o00, —61.67036)

k € (—61.67086, —60)

k € (—60, —2.54119)

k € (—2.54119, 16.44309)

k € (16.44309, 0o)
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nenhuma raiz real

duas raizes reais simples positivas
duas raizes reais simples negativas
uma raiz real simples positiva
uma raiz real simples negativa
trés raizes simples positivas

trés raizes reais simples negativas
uma raiz real simples positiva

uma raiz real simples negativa
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