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 Novas famílias de códigos corretores de erros, criados a partir da transformada 

numérica de Fourier (Códigos de Fourier) e de transformadas trigonométricas sobre corpos 

finitos (Códigos FFCT tipo 4 par, do inglês finite field cosine transform, e Códigos FFST 

tipo 4 par, do inglês finite field sine transform), são apresentadas nesta dissertação. A 

matriz de paridade de cada código, sua dimensão e distância mínima são obtidas a partir da 

autoestrutura da transformada numérica de Fourier unitária e das transformadas do seno e 

do cosseno de corpo finito unitária. Uma técnica de decodificação para os Códigos de 

Fourier é proposta. No caso dos Códigos FFCT-4P e FFST-4P, se observa que, em alguns 

casos, os mesmos são códigos de máxima distância de Hamming mínima. 
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 New families of error-correcting codes, created from the Fourier number theoretic 

transform (Fourier Codes) and from trigonometric transforms over finite fields (FFCT-4e 

and FFST-4e Codes), are introduced in this dissertation. The code parity-check matrix, its 

dimension and minimum distance are obtained from the eigenstructure of the unitary 

Fourier number theoretic transform and from the finite field sine and cosine transform. A 

decoding technique for the Fourier Codes is proposed. Regarding the FFCT-4P and FFST-

4P Codes, our results show that some of the constructed codes are maximum distance 

separable (MDS) codes. 
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CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 

 

Transformadas em corpos finitos têm sido muito usadas em áreas como processamento digital 

de sinais, códigos corretores de erros e criptografia. Tais transformadas são digitais, uma vez que 

suas componentes são elementos de um corpo finito. Nesse cenário, estão as transformadas 

numéricas de Fourier (FNTT, do inglês Fourier number theoretic transform) e as transformadas 

trigonométricas sobre corpos finitos (FFTT, do inglês finite field trigonometric transform).  

A transformada de corpo finito mais conhecida é a de Fourier (FFFT, finite field Fourier 

transform), introduzida por Pollard em 1971 em sua versão numérica [1]. As duas primeiras 

FFTTs, a do cosseno e a do seno, foram introduzidas por Campello de Souza et al. [2], [3]. 

Posteriormente, as demais transformadas, completando um total de 16 transformadas 

trigonométricas, foram construídas por J. B. Lima [4]. As FFTTs têm diversas aplicações, como 

por exemplo, marca d’água digital, filtragem de imagens e separação de sequências na 

comunicação multiusuário [5], [6], [7].  

Nesta dissertação, novas famílias de códigos corretores de erros, baseadas em transformadas 

digitais, são propostas. A FNTT unitária é utilizada para a construção de códigos de bloco lineares 

não-binários, chamados de Códigos de Fourier, e duas transformadas trigonométricas sobre corpos 

finitos, a transformada do cosseno de corpo finito (FFCT, finite field cosine transform), e a 

transformada do seno de corpo finito (FFST, finite field sine transform) são usadas para a 

construção dos Códigos FFCT-4P e FFST-4P, respectivamente. A existência de transformadas 

rápidas sobre corpos finitos é um fator decisivo para a implementação desses códigos, podendo 

facilitar bastante a sua decodificação. 

Um código corretor de erro deve ser avaliado não apenas pela sua taxa e distância mínima, mas 

também pela facilidade de decodificação. A escolha para utilização de um determinado código 

depende, portanto, não somente dos seus parâmetros, como comprimento de bloco e distância 

mínima, mas também da velocidade e facilidade de decodificação requerida, dependendo do tipo de 

aplicação. Nesse contexto, a transformada de Fourier sobre corpos finitos pode ser utilizada em 

técnicas de decodificação no domínio da frequência, como visto em [8].  

A idéia principal deste trabalho não é a construção de códigos corretores com máxima 

capacidade de correção, mas sim a construção de códigos que utilizem as autoestruturas das 

transformadas digitais, assim como a existência de algoritmos rápidos dessas transformadas, 

incluindo algoritmos com complexidade multiplicativa nula [9], [10], para facilitar a decodificação 

de tais códigos. 
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Para a implementação dos códigos baseados em transformadas digitais usou-se o software 

MATLAB. Nele foram desenvolvidos programas para implementar as transformadas numéricas de 

Fourier sobre corpos finitos, as transformadas trigonométricas do seno e do cosseno sobre corpos 

finitos, bem como todas as demais funções básicas, usando aritmética de corpo finito, para suas 

implementações. 

O restante deste trabalho é composto por cinco capítulos e cinco apêndices. O Capítulo 2 inicia-

se com uma revisão das transformadas numéricas de Fourier, incluindo sua definição e algumas 

propriedades. Este Capítulo descreve ainda a autoestrutura da FNTT, mostrando detalhadamente 

como as autossequências dessas transformadas são geradas. Alguns algoritmos rápidos para o 

cálculo de transformadas de Fourier são descritos na Seção 2.4, na qual é feita uma breve revisão 

dos algoritmos de Cooley-Tukey [11], Good-Thomas [12] e Goertzel [13]. 

O Capítulo 3 apresenta as transformadas trigonométricas sobre corpos finitos, desde a definição 

dos números complexos sobre corpos finitos (Seção 3.1), passando pelas funções trigonométricas 

sobre corpos finitos e suas propriedades (Seção 3.2), que são as bases das FFTTs, até a descrição 

das transformadas trigonométricas do cosseno e do seno tipo 4 par (FFCT-4P e FFST-4P) e suas 

versões unitárias (Seção 3.3). Algumas propriedades das FFTTs são mostradas na Seção 3.4 e sua 

autoestrutura é revista na Seção 3.5 

No Capítulo 4, os códigos baseados na autoestrututa da FNTT unitária, Códigos de Fourier, são 

introduzidos. A Seção 4.1 mostra a construção dos Códigos de Fourier, descrevendo como obter a 

matriz de paridade, H, do código, e consequentemente, a matriz geradora, G, para um determinado 

autovalor λ . Na Seção 4.2, os parâmetros do código, n (comprimento de bloco), k (dimensão), e 

uma cota superior para a distância mínima de Hamming, d, são obtidos. Uma técnica de 

decodificação baseada na autoestrutura da FNTT unitária, para corrigir um e dois erros é proposta 

na Seção 4.3. O resultado dessa pesquisa gerou o artigo intitulado “Fourier Codes”, In: 

Proceedings of the Tenth International Symposium on Communication Theory and Applications, 

ISCTA’09, Ambleside, Lake District, UK, 2009, p. 370-375 [14]. 

No Capítulo 5 é introduzida a nova família de códigos corretores de erros baseada na 

autoestrutura das transformadas trigonométricas sobre corpos finitos. As Seções 5.1 e 5.3 mostram, 

respectivamente, a construção dos Códigos FFCT-4P e FFST-4P, assim como alguns exemplos. Os 

parâmetros dos códigos FFCT-4P e FFST-4P são introduzidos nas Seções 5.2 e 5.4, e é observado 

que, para alguns valores de n, os códigos são de máxima distância mínima (MDS, do inglês 

maximum distance separable).  

A dissertação é finalizada com algumas conclusões deste trabalho e algumas sugestões para 

trabalhos futuros, apresentadas no Capítulo 6. 
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O Apêndice A aborda a Lei da Reciprocidade Quadrática [15], em que o Símbolo de Legendre é 

usado para determinar os valores do número primo p, para os quais a FNTT unitária de 

comprimento N existe. 

O Apêndice B trata do Teorema Chinês do Resto [15], sendo utilizado para resolver alguns 

sistemas de congruências lineares do Apêndice A. 

O Apêndice C mostra uma tabela de possíveis comprimentos N para a FNTT unitária. 

O Apêndice D mostra diversas tabelas de elementos unimodulares em )( pGI , incluindo suas 

respectivas ordens complexas, que são utilizados para o cálculo das transformadas trigonométricas 

sobre corpos finitos, descritas no Capítulo 3. 

Finalmente, o Apêndice E apresenta todas as matrizes de paridade, H, e geradoras, G, dos 

códigos apresentados nas tabelas do Capítulo 5 desta dissertação. 
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CAPÍTULO 2 

A TRANSFORMADA 

NUMÉRICA DE FOURIER 

 

A transformada de Fourier sobre corpos finitos (FFFT, finite field Fourier transform) [1], 

introduzida por J. M. Pollard em 1971, é uma ferramenta muito útil nos campos de Códigos 

Corretores de Erros, Criptografia e Processamento Digital de Sinais e tem sido usada, por exemplo, 

como um veículo para reduzir a complexidade da decodificação e para implementar convolução de 

sinais de uma forma rápida [16], [17]. O cálculo de transformadas em corpos finitos tem a 

vantagem de não apresentar erros de truncamento ou arredondamento e de apresentar baixa 

complexidade aritmética devido à existência de algoritmos rápidos, incluindo algoritmos com 

complexidade multiplicativa nula [9].  

Em geral, a FFFT é um mapeamento relacionando vetores do campo de Galois GF(q) para sua 

extensão GF (q
r
), onde q é uma potência de um número primo, pm. Quando m=r=1, a FFFT é 

chamada de transformada numérica de Fourier (FNTT, Fourier number theoretic transform), tendo 

aplicações tipicamente no campo de processamento digital de sinais [18-21]. 

Este capítulo faz uma breve revisão da FNTT unitária e de sua autoestrutura [22], mostrando 

detalhadamente como as autossequências de tais transformadas são geradas. Além disso, descreve 

os algoritmos de Cooley-Tukey, Good-Thomas e Goertzel [11], [12], [13]. 

 

2.1 A TRANSFORMADA NUMÉRICA DE FOURIER UNITÁRIA 

 

Definição 2.1.1: As sequências ),,,( 110 −= Nxxxx K  e ),,,( 110 −= NXXXX K , com valores 

sobre )( pGF , p primo, formam um par da FNTT unitária quando  

 

∑
−

=

−=
1

0

1 )(mod)(
N

n

kn

nk xpNX α  

e 

,)(mod)(
1

0

1 ∑
−

=

−−=
N

k

kn

kn XpNx α  

 

em que )( pGF∈α  tem ordem multiplicativa N  e )(mod12

1

pN

p

≡
−

. O par FNTT é denotado por  

Xx ↔  ou FxX = , em que F  é a matriz de transformação.                                   ■ 
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Observe que a FNTT está restrita àqueles comprimentos N  para os quais existe um elemento 

)(pGF∈α de ordem N , ou seja, N  precisa ser um divisor de p-1. Além disso, N  deve ser um 

resíduo quadrático de p. Os valores de N  e p para os quais a FNTT existe são descritos no 

Apêndice A. 

Por serem definidas sobre corpos finitos, as amplitudes dos coeficientes das transformadas 

numéricas são discretas. Assim, tais transformadas podem ser caracterizadas como legítimas 

“transformadas digitais”. 

 

2.2 AUTOSSEQUÊNCIAS DA TRANSFORMADA NUMÉRICA DE FOURIER 

 

Uma sequência )( ixx = , )(pGFxi ∈ , é dita ser uma autossequência da FNTT, com autovalor 

associado )( 2
pGF∈λ , quando ela satisfaz xX λ= . 

A FNTT e a transformada discreta de Fourier definida sobre corpos infinitos têm autoestruturas 

semelhantes. Em particular, ambas satisfazem ao seguinte lema [23] (versão FNTT do lema): 

 

Lema 2.2.1: i) Os autovalores da FNTT são as raízes quartas da unidade )j ,1( ±± , em que 

)(mod12
pj −≡ . 

ii) Se x  é uma autossequência da FNTT, então ela tem simetria par (i.e. iNi xx −= ) se )(mod1 p±≡λ  

e simetria ímpar (i.e. iNi xx −−= ) se )(mod pj±≡λ .                              ■ 

 

Sequências com simetria par (ímpar) são chamadas de sequências pares (ímpares). Tais 

sequências podem ser usadas para gerar autossequências de acordo com os Lemas 2.2.2 e 2.2.3 

[24].  

 

Lema 2.2.2: Seja Xx ↔  um par FNTT.  Então a sequência )()( XExEy ±=  é uma autossequência 

com autovalor )(mod1 p±≡λ , em que )(xE  denota a parte par de x .                            ■ 

 

Corolário 2.2.1: Toda sequência ,x  de simetria par, gera uma autossequência Xxy ±= .               ■ 

 

Lema 2.2.3: Seja Xx ↔  um par FNTT. Então a sequência )()( XjOxOy m=  é uma autossequência 

com autovalor )(mod pj±≡λ , em que )(xO  denota a parte ímpar de x .                                     ■ 

 

Corolário 2.2.2: Toda sequência ,x  ímpar, gera uma autossequência jXxy m= .                            ■ 
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Exemplo 2.1: Considere a sequência ( )4124=x  com valores sobre GF(5) e a matriz FNTT  

4 x 4 sobre GF(5), ( ) kn
pNF α )(mod

1−
= , com 2=α , 

 



















=

1243

2323

4213

3333

F . 

 

O espectro de x  é ).1223(=X  As partes pares e ímpares de x  e X  são ),3134()( =xE  

),4243()( =XE  )1040()( =xO  e )2030()( =XO , respectivamente. 

Portanto, ( )2322)()(1 =+= XExEy   e ( )2030)(2)(2 =−= XOxOy , são, respectivamente, 

autossequências com autovalores associados )5(mod1≡λ  e )5(mod2≡≡ jλ .   ■ 

 

Exemplo 2.2: Considere a sequência ( )111136=x  com valores sobre GF(61) e a matriz 

FNTT 5 x 5 sobre GF(61), com 9=α , 























=

21840557

18552407

40255187

55401827

77777

F . 

 

O espectro de x  é ).111136(=X  Como x  é uma sequência par, de acordo com o corolário 

do Lema 2.2.2, a sequência ( )2222113 =+= Xxy  é uma autossequência. Pode ser facilmente 

verificado que tal autossequência tem autovalor associado )61(mod1≡λ .      ■ 

 

Exemplo 2.3: Considere agora a sequência ( )14714600=x  com valores sobre GF(61) e a 

mesma matriz FNTT 5 x 5  sobre GF(61) do Exemplo 2.2. 

 

O espectro de x  é )112932500(=X . Como x  é uma sequência ímpar, de acordo com o 

corolário do Lema 2.2.3, a sequência ( )233285904 =−= jXxy  é uma autossequência. Pode 

ser facilmente verificado que tal autossequência tem autovalor associado )61(mod11≡≡ jλ . ■ 

 

A Tabela 2.1 a seguir apresenta exemplos de autossequências da FNTT para diversos 

valores de p  e de λ . 
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Tabela 2.1 Autossequências de comprimento N  da FNTT sobre )( pGF . 

N  λ  p  )(mod pN  α  sequência 

4 1 5 2 2 (2 1 0 1) 

5 -1 41 13 10 (29 1 1 1 1) 

6 j=27 73 15 9 (0 72 33 0 40 1) 

7 -j=17 29 6 7 (0 28 11 10 19 18 1) 

8 j=4 17 5 8 (0 16 0 16 0 1 0 1) 

9 -1 37 3 7 (22 1 0 26 3 3 26 0 1) 

10 j=9 41 16 4 (0 40 0 21 23 0 18 20 0 1) 

11 1 89 10 2 (6 0 0 1 87 28 28 87 1 0 0) 

12 -1 13 5 2 (9 1 0 0 6 1 8 1 6 0 0 1) 

16 j=4 17 4 3 (0 0 0 16 8 8 0 8 0 9 0 9 9 1 0 0) 

 

 

2.3 PROPRIEDADES DA FNTT 

 

Sejam ,Xx ↔  Yy ↔ e Zz ↔ pares transformados de uma FNTT de comprimento ,N  definida 

na Seção 2.1. As seguintes propriedades são válidas [25]. 

 

(a) Ortogonalidade  

As funções da base knα  formam um conjunto ortogonal: 



 ≡

== ∑∑
−

=

−
−

=

−

.contrário caso  ,0

N), m(modk  ,1

0

)(
1

0

NN

n

nmk
N

n

nmnk ααα  

 

(b) Periodicidade 

Se ,Nnn xx += então Nkk XX += . 

 

(c) Deslocamento no Tempo 

Se ,snn xx −=  s um inteiro fixo, então 
k

js

k XY α= . 

 

(d) Simetria 

kn xNX −=  , em que 
kNk xx −− = . 
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(e) Convolução Cíclica 

A FNTT de uma convolução cíclica de duas sequências é igual ao produto das FNTTs dessas 

sequências. Assim, dadas as sequências x , y  e ,z  em que ,
1

0
∑

−

=
−=

N

i
iinn yxz  temos .kkk YXZ =

 

Percebe-se então que, para calcular convoluções cíclicas entre duas sequências, é muito mais 

eficiente calcular o produto dos espectros das duas sequências e depois calcular a transformada 

inversa do resultado obtido. 

 

(f) A transformada Multidimensional  

Assim como a FFFT, a FNTT unitária também pode ser estendida para múltiplas dimensões. Por 

exemplo, em duas dimensões, a FNTT unitária e a sua inversa podem ser definidas como: 

∑ ∑
−

=

−

=

−−=
1

0
21

1

0

1
2

1
1

1

1

21
2

2

2121
)(mod)()(
N

n

knkn
N

n

nnkk xpNNX αα  

e 

∑ ∑
−

=

−−
−

=

−−=
1

0
21

1

0

1
2

1
1

1

1

21
2

2

2121
)(mod)()(
N

n

knkn
N

n
kknn XpNNx αα , 

1 , ,1 ,0 ,  ;1 , ,1 ,0 , 222111 −=−= NnkNnk KK . Aqui, 1α , )(2 pGF∈α  têm ordens, respectivamente, 1N  e 2N . 

 

2.4 ALGORITMOS RÁPIDOS 

 

Uma transformada rápida de Fourier (FFT, do inglês fast Fourier transform) é um algoritmo 

para calcular uma transformada discreta de Fourier (DFT, do inglês discrete Fourier transform), de 

comprimento ,N  que apresenta complexidade aritmética .2N< Existem vários algoritmos FFT, 

dentre eles, os algoritmos de Cooley-Tukey [11] e de Good-Thomas [12], [26]. A FFT é uma forma 

de calcular a DFT que apresenta uma complexidade computacional multiplicativa inferior àquela 

decorrente de sua definição. Neste caso, o cálculo de uma DFT de comprimento N  requer 2N  

multiplicações, o que pode significar uma diferença substancial, em complexidade, especialmente 

para os casos em que N  é grande ( 64>N ). Os algoritmos FFT mais conhecidos dependem 

basicamente da fatoração de N , mas existem FFTs para qualquer valor de N .  

É importante ressaltar ainda que os algoritmos de Cooley-Tukey e Good-Thomas podem ser 

desenvolvidos sobre um corpo finito [10] e por essa razão, eles serão revistos neste capítulo. 

 

2.4.1 O ALGORITMO DE COOLEY-TUKEY 

 

O algoritmo de Cooley-Tukey é o algoritmo FFT mais conhecido e aplicado. A utilização desse 

algoritmo requer que o comprimento da transformada seja composto, ou seja, 21nnN = . Tal 
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algoritmo recursivamente divide uma DFT de comprimento composto 21nnN =  em DFTs de 

comprimentos menores 1n  e 2n . 

De uma forma mais geral, o algoritmo de Cooley-Tukey se baseia na idéia de mapear o vetor a 

ser transformado num arranjo bidimensional 21 x nn . As novas coordenadas ) ,( 21 ii  do arranjo 

bidimensional do vetor v , com coordenadas iv , são definidas por [9]: 

211 inii += ,  

com 1 , ,0 11 −= ni K  e 1 , ,0 22 −= ni K . 

Dessa forma, o vetor unidimensional 110 21
 , ,, −= nnvvvv K  é mapeado no arranjo bidimensional 

.

113121

2)1(1222

1)1(1211

)1(20

12111

1211

1211

1211























=

−−−−

+−++

+−++

−

nnnnn

nnnn

nnnn

nnnn

vvvv

vvvv

vvvv

vvvv

v

L

MOMMM

L

L

L

 

O vetor de entrada, agora bidimensional, é transformado no vetor de saída ,X  cujas 

coordenadas ) ,( 21 kk  são definidas por: 

212 kknk += , 

com 1 , ,0 11 −= nk K  e 1 , ,0 22 −= nk K . 

Assim, o arranjo bidimensional do vetor de saída é dado por:  























=

−+−+−−

−++

−++

−

12)1(1)1()1(

132122

1221

1210

21212121

2222

2222

2

nnnnnnnn

nnnn

nnnn

n

XXXX

XXXX

XXXX

XXXX

X

L

MOMMM

L

L

L

. 

Aplicando-se a DFT ao arranjo bidimensional do vetor de entrada, temos: 

∑
−

=

=
1

0

N

i

ik

ik vX α , 

que resulta em 

∑ ∑
−

=

−

=

++
++ =

1

0

1

0

))((
1

1

2

2

212211

211212

n

i

n

i

kknini

inikkn vX α . 

Manipulando-se os índices convenientemente e levando-se em consideração que 1=Nα , pode-

se reescrever a DFT como: 

,
1

0

1

0
,

1

0

1

0
,,

1

1

2

2

22

21

2111

1

1

2

2

221

21

21121

21 ∑ ∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=








=








=

n

i

n

i

ki

ii

kiki
n

i

n

i

kin

ii

kikni

kk vvX γαβααα  

em que 2nαβ =  e .1nαγ =   
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Após o mapeamento do vetor de entrada no arranjo bidimensional, o algoritmo de Cooley-

Tukey se baseia em calcular 1n  DFTs de comprimento 2n , N  multiplicações complexas devido ao 

termo de ajuste 21kiα  e, por fim, 2n  DFTs de comprimento 1n . 

O algoritmo de Cooley-Tukey mais conhecido é o que divide a transformada de tamanho N  em 

duas DFTs de tamanho 2/N , reduzindo a complexidade computacional para ( ) NN 2log2/  

multiplicações complexas e NN 2log  adições complexas [9]. Tal algoritmo, conhecido como 

algoritmo de Cooley-Tukey de base 2, assume que N  é uma potência de 2, ou seja, o comprimento 

da transformada, 2m, pode ser fatorado como 2.2m-1 ou 2m-1.2 para construir uma FFT.  

O algoritmo de Cooley-Tukey na base 2 com comprimento de bloco mN 2=  e com 21 =n  e 

1
2 2 −= mn  é conhecido como Algoritmo de Cooley-Tukey na base 2 com dizimação no tempo.  

Mais explicitamente, a DFT pode ser expressa como 

∑∑
−

=
+

−

=

+=
12/

0
12

2
12/

0
2

2
N

i

i

kik
N

i

i

ki

k vvX ααα  

e 

,
12/

0
12

2
12/

0
2

2
2/ ∑∑

−

=
+

−

=
+ −=

N

i

i

kik
N

i

i

ki

Nk vvX ααα  

 

para ( ) 12/ , ,0 −= Nk K   e  12/ −=Nα . 

A FFT com dizimação no tempo segmenta o vetor de entrada em um conjunto de componentes 

com índice par e outro conjunto de componentes com índice ímpar. O arranjo de saída é formado 

por dois conjuntos, cada um com 2/N  componentes. 

 O algoritmo de Cooley-Tukey na base 2 com comprimento de bloco mN 2=  e com 1
1 2 −= mn  e  

22 =n  é conhecido como Algoritmo de Cooley-Tukey na base 2 com dizimação na frequência.  

Mais explicitamente, a DFT pode ser expressa como 

)(
12/

0
2/

2
2 ∑

−

=
++=

N

i

Nii

ki

k vvX α  

e 

,)(
12/

0
2/

)12(
12 ∑

−

=
+

+
+ −=

N

i

Nii

ik

k vvX α  

para ( ) 12/ , ,0 −= Nk K   e  12/ −=Nα . 

A FFT com dizimação na freqüência segmenta o vetor de entrada em dois conjuntos, cada um 

com 2/N  componentes. O arranjo de saída é formado por um conjunto de componentes com 

índice par e outro conjunto de componentes com índice ímpar.  
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2.4.2 O ALGORITMO DE GOOD-THOMAS 

 

O algoritmo de Good-Thomas [12], [26], também chamado de algoritmo do fator primo (PFA, 

Prime factor algorithm) é um algoritmo FFT que re-expressa a DFT de comprimento 21nnN =  

como uma DFT bidimensional 21 x nn , mas somente para os casos em que 1n  e 2n  são 

relativamente primos. Essas transformadas de comprimentos 1n  e 2n  podem ser calculadas 

recursivamente usando-se o algoritmo de Good-Thomas ou algum outro algoritmo FFT, como por 

exemplo, o de Cooley-Tukey.  

De uma forma geral, o algoritmo de Good-Thomas baseia-se em mapear o vetor a ser 

transformado num arranjo bidimensional de coordenadas ) ,( 21 ii , sendo esse mapeamento baseado 

no Teorema Chinês do Resto [15]. 

As coordenadas do mapeamento do vetor v , com coordenadas iv , no arranjo bidimensional, são 

definidas por: 

)(mod 11 nii ≡  e )(mod 22 nii ≡ . 

Usando-se o Teorema Chinês do Resto,  i  pode ser recuperado a partir de: 

)(mod1
1

122
1

21 Nnninnii
−− +≡ , 

em que 1
2
−n  é o inverso multiplicativo de 2n  módulo 1n  e 1

1
−n  é o inverso multiplicativo de 1n  

módulo 2n . O vetor de entrada, agora bidimensional, será transformado no vetor de saída X de 

coordenadas: 

)(mod 1
1

21 nknk −≡   e  )(mod 2
1

12 nknk −≡ , 

tal que  k  pode ser obtido a partir de 

)(mod1221 Nnknkk +≡ . 

Aplicando-se a DFT ao arranjo bidimensional do vetor de entrada, tem-se: 

.
1

0

1

0

))((
1

0

1

1

2

2

21121
1

122
1

21

1
1

122
1

212112 ∑ ∑∑
−

=

−

=

++
++

−

=

−−

−−=⇒=
n

i

n

i

knknnninni

nninniknkn

N

i

ik

ik vXvX αα  

Manipulando-se os índices convenientemente e levando-se em consideração que 1=Nα , pode-

se reescrever a DFT como: 

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=

==
−−

1

0

1

0
,

1

0

1

0
,,

1

1

2

2

2211

21

1

1

2

2

222
1

1
1

112
2

1
2

2121

n

i

n

i

kiki

ii

n

i

n

i

ki
nn

ki
nn

iikk vvX γβαα , 

em que 
2
2

1
2 nn−

= αβ  e  
2
1

1
1 nn−

= αγ . 

O PFA não deve ser confundido com o algoritmo de Cooley-Tukey, que também divide uma 

DFT de comprimento 21nnN =  em transformadas menores de comprimentos 1n  e 2n . Esse último 

pode usar quaisquer fatores (não necessariamente primos entre si), mas tem a desvantagem de 

necessitar de multiplicações por um termo de ajuste. Por outro lado, o algoritmo de Good-Thomas 
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tem as desvantagens de funcionar apenas para fatores primos entre si e necessitar de uma 

reindexação mais complicada. O que se pode fazer é combinar os dois algoritmos para reduzir a 

complexidade computacional do cálculo da DFT. O algoritmo de Good-Thomas fatoraria N  em 

fatores primos, enquanto que o de Cooley-Tukey seria usado para lidar com fatores repetidos. 

 

2.4.3 O ALGORITMO DE GOERTZEL 

 

A FFT permite que se calcule a DFT de uma sequência de comprimento N  com complexidade 

computacional menor que 2N . Como calcular um único elemento da DFT requer uma 

complexidade computacional multiplicativa igual a N , está claro que, quando não se deseja 

calcular muitos elementos da DFT, é preferível calcular os elementos isoladamente, e não a 

sequência inteira. O algoritmo de Goertzel [13] é uma maneira simples de calcular uma 

componente isolada da transformada de Fourier. Por meio dele, uma componente de Fourier é 

obtida pela implementação de um filtro de segunda ordem. O desenvolvimento do algoritmo inicia 

notando-se que a DFT pode ser formulada em termos de uma convolução, explorando a 

periodicidade de k

Nα : 

                                                       
1

0
∑

−

=

=
N

i

ik

Nik vX α  

,
1

0

)(∑
−

=

−−=
N

i

iNk

Niv α . 1=−kN

Nα  

                                                            ( )  | Ni

ki

Niv =
−∗= α  

             ( )[ ] ( ) . || NiiiNii

ki

Ni hvuv ==
− ∗=∗= α  

Isso é equivalente a processar um sinal iv  através de um filtro com resposta ao 

impulso i

ki

Ni uh −= α . A saída do filtro em  Ni =  fornece o coeficiente da DFT de 

comprimento ,N  kX . O filtro tem resposta em frequência dada por 

 
)/2cos(21

1

1

1
)(

21

1

1 −−

−

−− +−
−

=
−

=
zzNk

z

z
zH

k

N

k

N

k π
α

α
. 

Como se deseja calcular a saída desse filtro em um determinado ponto, o multiplicador k

Nα−  

precisa ser usado apenas uma vez. Assim, o algoritmo requer N  multiplicações reais e uma única 

multiplicação complexa para calcular kX  para um dado k . 

Embora o algoritmo de Goertzel possa ser usado para calcular uma componente da DFT, ele não 

é uma transformada rápida, porque sua complexidade computacional para uma DFT de 

comprimento N  é proporcional a 2N , caso se queira calcular todas as componentes do espectro. É 

um procedimento atrativo, do ponto de vista de implementação, para aplicações em que apenas um 

número de componentes da DFT precisa ser calculado [36]. 
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CAPÍTULO 3 

TRANSFORMADAS 

 TRIGONOMÉTRICAS 

 SOBRE CORPOS FINITOS 

 

Transformadas trigonométricas são largamente utilizadas em processamento e compressão de 

sinais e imagens. Exemplos de tais transformadas são as transformadas discretas do cosseno (DCT, 

Discrete Cossine Transform) e as transformadas discretas do seno (DST, Discrete Sine Transform). 

A DCT, especialmente, tem sido a base para alguns padrões de compactação como o JPEG (Joint 

Photographic Experts Group) e o MPEG (Moving Picture Experts Group) e tem sido muito usada 

também em aplicações como marca d’água digital [27], [28], [29]. O desenvolvimento de 

algoritmos rápidos para a implementação da DCT tem contribuído ainda mais com a sua 

popularidade. 

De forma análoga ao que acontece nos reais [30], existem 16 transformadas trigonométricas 

sobre corpos finitos, oito do tipo cosseno e oito do tipo seno. A primeira transformada do cosseno 

sobre corpos finitos foi introduzida por Campello de Souza et al., em 2004 [2], e a primeira 

transformada do seno sobre corpos finitos foi introduzida por Campello de Souza em 2005 [3]. 

Posteriormente, as outras 14 transformadas foram construídas, constituindo a família das 

transformadas trigonométricas sobre corpos finitos (FFTTs, finite field trigonometric transforms) 

[4].  

 Neste capítulo, dar-se-á atenção especial às transformadas do cosseno tipo 4 par e seno tipo 4 

par [4], já que serão as bases para a construção de alguns dos tipos dos códigos corretores de erros 

descritos nesta dissertação. 

 

3.1 NÚMEROS COMPLEXOS SOBRE CORPOS FINITOS  

 

Definição 3.1.1 O conjunto de inteiros gaussianos sobre )( pGF  é o conjunto 

{ },)( , ,)( pGFbajbapGI ∈+=  em que p  é um número primo tal que 12 −=j  é um resíduo não-

quadrático sobre ),( pGF  ou seja, ).4(mod13 −≡≡p       ■ 

 

Proposição 3.1.1 O corpo de extensão )( 2pGF  é isomórfico à estrutura )(pGI [31].   ■ 

 

Definição 3.1.2 O conjunto unimodular de ),( pGI  denotado por ,1G  é o conjunto de 

elementos ( ) ),( pGIjba ∈+=ζ  tais que ).(mod122 pba ≡+      ■ 
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Os inteiros gaussianos possuem algumas propriedades importantes, que envolvem conceitos 

como a norma quadrática e a ordem complexa.  

 

Definição 3.1.3 Norma Quadrática: Seja ).( m
qGIjba ∈+=ζ  A Norma Quadrática desse elemento 

é definida como: 

).(2222 mqGFbajba ∈+=+=ζ   

■ 

 

Definição 3.1.4 Ordem complexa: Seja ).( mqGIjba ∈+=ζ  Define-se a ordem complexa desse 

elemento, ),(ζord  como sendo o menor número natural N  tal que ( ) ).(mod1 mN
qjba ≡+   ■ 

 

No Apêndice D, são mostrados alguns elementos unimodulares, assim como suas ordens 

complexas.  

Algumas propriedades dos inteiros gaussianos sobre corpos finitos podem ser demonstradas 

para ),(qGIjba ∈+=ζ  com r
pq = [32].  

 

(a) );1)(1(|)( −+ qqord ζ  

 

(b) ,*ζζ =q onde *  denota o complexo conjugado; 

 

(c) ;2221 baq +==+ ζζ  

Prova: ( ) ),(mod pbjajba pppqq +≡+=ζ  pois )(1 pG  é isomorfo a ),( 2pGF  um corpo de 

característica p . Como ),4(mod3≡p ,jj
p −=  de modo ).(mod*

pjba
q ζζ =−≡  Portanto,  

).(mod
2*1 pqq ζζζζζζ =≡=+          ■ 

 

Proposição 3.1.2 1G é um grupo cíclico de ordem ( )1+p [33]. 

Prova: 1G é fechado em relação à multiplicação, pois se ( )jba +  e ( )jdc +  estão em  ,1G  isto é, se 

),(mod12222 pdcba ≡+≡+  então,  

),()())(( bcadjbdacjdcjbajfe ++−=++=+  

de modo que 

2222222222 22 cbabcddadbabcdcafe ++++−=+  

)()( 222222
dcbdca +++=  
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                ),(mod1))(( 2222 pdcba ≡++=  

e portanto, ( ) .1Gjfe ∈+  Por outro lado, o conjunto dos elementos não-nulos de ),( 2
pGF  

juntamente com a operação de multiplicação do corpo, forma um grupo cíclico de ordem )1( 2 −p  

(denotado aqui por G ). Portanto, sendo 1G  um subconjunto fechado de ,G  o mesmo é um 

subgrupo cíclico de G  [34]. Além disso, da propriedade (c), 1G∈ζ  satisfaz )(mod11
p

p ≡+ζ  e ζ  é 

uma das ( )1+p  raízes da unidade em ).( 2
pGF  Como existem )1( +p  tais raízes, 1G  tem 

ordem ).1( +p            ■ 

 

Corolário 3.1.1 A ordem N  de ζ divide ( )1+p [34].       ■ 

 

Exemplo 3.1: Os grupos unimodulares )19(GI e )23(GI . A Tabela 3.1 mostra os elementos dos 

subgrupos 1G de ordens 2011 =+p  e 2412 =+p , e suas respectivas ordens. 

 

Tabela 3.1 – Elementos dos grupos unimodulares de (a) )19(GI  e (b) )23(GI . 

(a) 

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

j,-j 4 

2+4j,2+15j,7+3j,7+16j 5 

12+3j,12+16j,17+4j,17+15j 10 

3+7j,3+12j,4+2j,4+17j,15+2j,15+17j,16+7j,16+12j 20 

 

(b) 

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

11+8j,11+15j 3 

j,-j 4 

12+8j,12+15j 6 

9+9j,9+14j,14+9j,14+14j 8 

8+11j,8+12j,15+11j,15+12j 12 

4+10j,4+13j,10+4j,10+19j,13+4j,13+19j,19+10j,19+13j 24 
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3.2 FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS SOBRE CORPOS FINITOS 

 

Nesta seção serão revistas as funções trigonométricas sobre corpos finitos. Tais funções foram 

inicialmente propostas por Campello de Souza et al., para se definir a transformada de Hartley 

sobre corpos finitos (FFHT, finite field Hartley transform) [31].  

 

Definição 3.2.1 Seja ζ  um elemento não-nulo de ),( pGI  ),4(mod3≡p  com ordem multiplicativa 

denotada por ).(ζord  As funções trigonométricas cosseno e seno sobre corpos finitos relacionadas 

à ζ  são calculadas módulo ,p  respectivamente, por 

))(mod2()(cos 1 xxpx −− += ζζζ  

e 

,/))(mod2()( 1 jpxsen xx −− −= ζζζ  

em que 1)(,,1,0 −= ζordx K  [31].          ■ 

 

As funções trigonométricas sobre corpos finitos se assemelham muito às funções trigonométricas 

sobre os reais, possuindo propriedades similares, como se pode ver a seguir. 

 

Propriedade 3.2.1 Círculo Unitário: 

1)(cos)( 22 =+ xxsen ζζ . 

 

Prova: 

( ) ( ) .12
4

1
2

4

1

22
2222

22

=++++−−=






 +
+







 − −−
−−

xxxx
xxxx

j
ζζζζ

ζζζζ
 

■ 

 

Propriedade 3.2.2 Arco Duplo: 

(a) 
2

)2(cos1
)(cos2 x

x
ζ

ζ

+
=  

e 

(b) 
2

)2(cos1
)(2 x

xsen
ζ

ζ

−
= . 

 

Prova: Para o item (a), tem-se 
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( ) .
2

)2(cos1

2
2

1
2

4

1

2

22

22

2
x

xx

xx
xx

ζ

ζζ

ζζ
ζζ +

=

+
+

=++=






 +

−

−
−

 

Usando um raciocínio semelhante, o resultado do item (b) pode ser obtido.    ■ 

 

Propriedade 3.2.3 Adição de Arcos: 

(a) )()()(cos)(cos)(cos tsenxsentxtx ζζζζζ −=+  

e 

(b) )(cos)()(cos)()( xtsentxsentxsen ζζζζζ +=+ . 

 

Prova: Para o item (a), tem-se 

4

22

22

)( txtxtxtxtxtx −−−−+−+ +
=

+
=

+ ζζζζζζζζζζ
 

2222

ttxxttxx −−−− −−
+

++
=

ζζζζζζζζ  

jj

ttxxttxx

2222

−−−− −−
−

++
=

ζζζζζζζζ  

            )()()(cos)(cos tsenxsentx ζζζζ −= . 

Usando um raciocínio semelhante, o resultado do item (b) pode ser obtido.    ■ 

 

Propriedade 3.2.4 Fórmula de Euler: 

)()(cos xjsenxx

ζζζ += . 

 

Prova:  

.
22

)()(cos x
xxxx

j
jxjsenx ζ

ζζζζ
ζζ =

−
+

+
=+

−−

 

■ 

 

Propriedade 3.2.5 Simetria Par/Ímpar: 

(a) )(cos)(cos xx −= ζζ  

e 

(b) )()( xsenxsen −−= ζζ . 

 

Prova: Segue direto da Definição 3.2.1         ■ 
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Propriedade 3.2.6 Complemento: 

(a) Ntxxttx =+≠=  e 0 com ),(cos)(cos ζζ  

e 

(b) Ntxxttsenxsen =+≠−=  e 0 com ),()( ζζ  

 

Prova: Para o item (a), temos 

.
22

)(cos)(cos
)( tNtNtNtN

tNx
ζζζζζζ

ζζ

−−−−− ++
=−=  

Sabendo-se que ,1== −NN ζζ  pois  ζ  tem ordem  ,N  tem-se 

).(cos
2

)(cos tx
tt

ζζ
ζζ

=
+

=
−

 

Usando um raciocínio semelhante, o resultado do item (b) pode ser obtido.    ■ 

 

Propriedade 3.2.7 Periodicidade: 

(a) )(cos)(cos xNx ζζ =+  

e 

(b) )()( tsenNxsen ζζ =+ . 

■ 

Propriedade 3.2.8 Somatório de )(cos xζ : 

                                                         




≠

=
=∑

−

= .0 xse  ,0

0, xse  ,
)(cos

1

0

N
x

N

x
ζ  

Prova: Para ,0=x  tem-se 

1
2

)(cos
00

=
+

=
−ζζ

ζ x  

e 

.1)(cos
1

0

1

0

Nx
N

x

N

x

==∑∑
−

=

−

=
ζ  

Para ,0≠x tem-se 

)(
2

1
)(cos )1(11100

1

0

−−−−−
−

=

++++++=∑ NN
N

x

x ζζζζζζζ L  

       .000)(
2

1
)(

2

1 )1(10110 =+=+++++++= −−−−− NN ζζζζζζ LL  

■ 
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Propriedade 3.2.9 Somatório de )(xsenζ : 

0)(
1

0
∑

−

=

=
N

x

xsenζ . 

Prova: Para ,0=x  tem-se 

0
2

)(
00

=
−

=
−ζζ

ζ xsen  

e  

.00)(
1

0

1

0

==∑∑
−

=

−

=

N

x

N

x

xsenζ  

Para ,0≠x tem-se 

)(
2

1
)( )1(11100

1

0

−−−−−
−

=

−++−+−=∑ NN
N

x j
xsen ζζζζζζζ L  

                    .000)(
2

1
)(

2

1 )1(10110 =−=+++−+++= −−−−− NN

jj
ζζζζζζ LL  

            ■ 

 

Lema 3.2.1 Se jba +=ζ  é um elemento unimodular de ),( pGI  então, { }xex ζζ ℜ=)(cos  e 

{ } 1)(,,1,0  , )( −=ℑ= ζζζ ordxmxsen x
K [38]. 

 

Prova: Usando a Definição 3.2.1 e fazendo ),( , , pGFdcjdc
x ∈+=ζ  tem-se 

2

)()(
)(cos

1−+++
=

jdcjdc
xζ . 

Devido à Proposição 3.1.2, jdc
x +=ζ  é unimodular e ).(mod11

p
p ≡+ζ  Sabendo-se que ,*ζζ ≡p  

tem-se ).(1*1** moppp ≡⇒=⇒≡ + ζζζζζζζ  Dessa forma, ,*1 ζζ ≡− e .)( 1 jdcjdc −=+ −  Portanto, 

pode-se escrever 

{ }x
ec

jdcjdc
x ζζ ℜ==

−++
=

2

)()(
)(cos . 

Analogamente, verifica-se que { }xmdxsen ζζ ℑ==)( .      ■ 

 

Exemplo 3.2 Seja 3115 j+=ζ , um elemento unimodular de ordem 10 sobre ).79(GI  As funções 

{ }xex ζζ ℜ=)(cos  e { }xmxsen ζζ ℑ=)(  assumem os seguintes valores sobre :)79(GF   

 

x  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

)(cos xζ  1 15 54 25 64 78 64 25 54 15 

 



 27 

x  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

)(xsenζ  1 31 61 61 31 0 48 18 18 48 

 

■ 

 

 

 

3.3 AS TRANSFORMADAS TRIGONOMÉTRICAS DO COSSENO E DO SENO TIPO 4 PAR 

 

Esta seção faz uma revisão das transformadas trigonométricas do cosseno e do seno tipo 4 par 

(FFCT-4P e FFST-4P, respectivamente) introduzidas por J. B. Lima [4], mostrando também suas 

versões unitárias. É importante observar que, nas definições e teoremas descritos a seguir, o inverso 

de N  é calculado ).(mod p  

 

Definição 3.3.1 (FFCT-4P) Se )( pGI∈ζ  tem ordem multiplicativa ,2N  então a transformada do 

cosseno de corpo finito da sequência   ),( ixx = =i  , 1 , ,1 ,0 −NK ),( pGFxi ∈  é a sequência 

 ),( kXX = =k   , 1 , ,1 ,0 −NK ),(pGIX k ∈  de elementos 

.))2/1)(2/1((cos2
1

0
∑

−

=

++=
N

i

ik ikxX ζ  

            ■ 

Teorema 3.3.1 (FFCT-4P-1) A transformada do cosseno de corpo finito inversa da sequência 

 ),( kXX = =k   , 1 , ,1 ,0 −NK ),(pGIX k ∈  é a sequência   ),( ixx = =i  , 1 , ,1 ,0 −NK ),( pGFxi ∈  de 

elementos 

∑
−

=

− ++=
1

0

1 ))2/1)(2/1((cos
N

k

ki ikXNx ζ . 

Prova: Vide [4].           ■ 

Definição 3.3.2 (FFST-4P) Se )( pGI∈ζ  tem ordem multiplicativa ,2N  então a transformada do 

seno de corpo finito da sequência   ),( ixx = =i  , 1 , ,1 ,0 −NK ),( pGFxi ∈  é a sequência 

 ),( kXX = =k   , 1 , ,1 ,0 −NK ),(pGIX k ∈  de elementos 

.))2/1)(2/1((2
1

0
∑

−

=

++=
N

i
ik iksenxX ζ  

            ■ 

Teorema 3.3.2 (FFST-4P-1) A transformada do seno de corpo finito inversa da sequência 

 ),( kXX = =k  , 1 , ,1 ,0 −NK ),(pGIX k ∈  é a sequência   ),( ixx = =i  , 1 , ,1 ,0 −NK ),( pGFxi ∈ de 

elementos 
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∑
−

=

− ++=
1

0

1 ))2/1)(2/1((
N

k
ki iksenXNx ζ . 

Prova: Vide [4].           ■ 

Matricialmente, pode-se representar uma transformada ),(  ),( pGIXXX kk ∈=  de uma sequência 

),(  ,)( pGFxxx ii ∈=  pela equação , x TMxX =  em que M é a matriz de transformação. Assim, 

denotando as matrizes de transformação do cosseno tipo 4 par por pFC4  e as do seno tipo 4 par por 

,4 pFS  temos que os elementos de cada uma dessas matrizes são dados, respectivamente, por 

 

1 , ,1 ,0,  )),2/1)(2/1((cos2][ 4 −=++= NkiikFC ikp Kζ  

e 

,1 , ,1 ,0,  )),2/1)(2/1((2][ 4 −=++= NkiiksenFS ikp Kζ  

 

em que i e k são respectivamente os índices das linhas e colunas da matriz. 

 

3.3.1 Versões Unitárias da FFCT-4P e da FFST-4P 

 

Empregando-se um fator de normalização nas transformadas do cosseno tipo 4 par e do seno 

tipo 4 par, se obtém suas versões unitárias. Nesse caso, as expressões das transformadas e suas 

inversas são as mesmas.  

Representando por pCF 4

~
e ,

~
4 pSF  respectivamente, as matrizes de transformação do cosseno tipo 

4 par unitária e do seno tipo 4 par unitária, tem-se que os elementos de cada uma dessas matrizes 

são dados por [4] 

 

[ ] ( ) 1 , ,1 ,0,  )),2/1)(2/1((cos/2
~

4 −=++= NkiikNCF
ik

p Kζ  

e 

[ ] ( ) ,1 , ,1 ,0,  )),2/1)(2/1((/2
~

4 −=++= NkiiksenNSF
ik

p Kζ  

 

em que i e k são respectivamente os índices das linhas e colunas da matriz. 

 

Nesta dissertação, apenas os elementos 1G∈ζ  serão considerados para o cálculo das FFTTs, ou 

seja, serão considerados apenas os elementos )(pGI∈ζ  que são unimodulares. Dessa forma, de 

acordo com o Lema 3.2.1, as funções )(cos xζ  e )(xsenζ  assumirão apenas valores “reais”, ou seja, 

pertencentes a ).(pGF  Nesse caso, as transformadas são chamadas de transformadas numéricas. 
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Para o cálculo de cada FFTT alguns fatores devem ser considerados. Uma condição necessária 

para a existência das versões unitárias da FFCT-4P e da FFST-4P é a existência do elemento 

),(mod/2 pN  ou seja, N/2 deve ser resíduo quadrático módulo .p  Além disso, as ordens dos 

elementos ζ  do corpo em questão devem ser conhecidas, já que elas determinam os comprimentos 

das possíveis transformadas. De acordo com as definições da FFCT-4P e da FFST-4P, seriam 

necessários, inicialmente, para o cálculo de tais transformadas, elementos  ζ  com ordem N2 . 

Porém, devido à presença de dois termos (½), que indicam a necessidade de extração da raiz 

quadrada, na definição dessas transformadas, percebe-se que são necessários elementos 4/1ζψ =  

com ordem multiplicativa N8 . Uma condição necessária e suficiente para que )(' pGI∈ζ  seja um 

resíduo quadrático módulo p , é apresentada na Proposição 3.3.1.1 a seguir. Alguns valores de 

elementos ζ  unimodulares e suas respectivas ordens podem ser vistos no Apêndice D.  

 

Proposição 3.3.1.1 O elemento unimodular )(' pGIjdc ∈+=ζ  admite raiz quadrada sobre )(pGI  se 

e somente se 
2

1±−c
 é um resíduo quadrático módulo .p  

Prova: Seja )( pGIjba ∈+=ζ  a raiz quadrada do elemento )(' pGIjdc ∈+=ζ , ou seja, 

( ) .2
jdcjba +=+  

Dessa forma, tem-se 





=⇒=

=+

.2/2

 ,22

bdadab

cba
 

Substituindo o valor de a , tem-se 

.044
4

2242
2

2

=−+⇒=− dcbbcb
b

d
 

Resolvendo a equação acima para ,2b  tem-se 

.
8

16164 22
2 dcc

b
+±−

=  

Considerando o fato de que )(' pGIjdc ∈+=ζ  é um elemento unimodular, ou seja, ,122 =+ cb  tem-

se 

.
2

1

2

1

8

442 ±−
±=⇒

±−
=

±−
=

c
b

cc
b  

■ 

 

Exemplos de transformadas unitárias do cosseno de corpo finito e do seno de corpo finito são 

mostrados a seguir.  



 30 

Exemplo 3.3 (FFCT-4P) Para ,79=p  o elemento )79(3115 GIj ∈+=ζ  possui ordem .210 N=  

Assim, a FFCT-4P tem comprimento ,5=N  e é dada por 























=

)81(cos)63(cos)45(cos)27(cos)9(cos

)63(cos)49(cos)35(cos)21(cos)7(cos

)45(cos)35(cos)25(cos)15(cos)5(cos

)27(cos)21(cos)15(cos)9(cos)3(cos

)9(cos)7(cos)5(cos)3(cos)1(cos

)(mod/2
~

4/14/14/14/14/1

4/14/14/14/14/1

4/14/14/14/14/1

4/14/14/14/14/1

4/14/14/14/14/1

4

ζζζζζ

ζζζζζ

ζζζζζ

ζζζζζ

ζζζζζ

pNCF p . 

 

Observando o fato que 3115 j+=ζ  é um elemento unimodular de ),79(GI  de acordo com o Lema 

3.2.1, a função ))12)(12((cos))2/1)(2/1((cos 4/1 ++=++ ikik
ζζ  só terá valores sobre  ).79(GF  Dessa 

forma, levando-se em consideração também que j72304/1 +=ζ  tem ordem multiplicativa ,408 =N  

a matriz de transformação é dada por 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,)(mod5/2
~

1).4/1(23).4/1(5).4/1(27).4/1(9).4/1(

23).4/1(9).4/1(35).4/1(21).4/1(7).4/1(

5).4/1(35).4/1(25).4/1(15).4/1(5).4/1(

27).4/1(21).4/1(15).4/1(9).4/1(3).4/1(

9).4/1(7).4/1(5).4/1(3).4/1(1).4/1(

4























ℜℜℜℜℜ

ℜℜℜℜℜ

ℜℜℜℜℜ

ℜℜℜℜℜ

ℜℜℜℜℜ

=

ζζζζζ
ζζζζζ
ζζζζζ
ζζζζζ
ζζζζζ

eeeee

eeeee

eeeee

eeeee

eeeee

pCF p  

  

e finalmente, 

 























≡























=

261445151

141545328

4475754

5153751565

152846526

304357172

47235498

3535444435

7149447275

728357530

.43
~

4 pCF . 

 

Assim, por exemplo, a FFCT-4P de )6240237(=x  é a sequência ).4230452566(=X

            ■    

 Exemplo 3.4 (FFST-4P) Para ,31=p  o elemento )31(2727 GIj ∈+=ζ  possui ordem .28 N=  

Assim, a FFST-4P tem comprimento ,4=N  e é dada por 





















=

)49()35()21()7(

)35()25()15()5(

)21()15()9()3(

)7()5()3()1(

)(mod/2
~

4/14/14/14/1

4/14/14/14/1

4/14/14/14/1

4/14/14/14/1

4

ζζζζ

ζζζζ

ζζζζ

ζζζζ

sensensensen

sensensensen

sensensensen

sensensensen

pNSF p . 
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Observando o fato que 2727 j+=ζ  é um elemento unimodular de ),31(GI  de acordo com o Lema 

3.2.1, a função ))12)(12(())2/1)(2/1(( 4/1 ++=++ ikseniksen
ζζ  só terá valores sobre  ).31(GF  Dessa 

forma, levando-se em consideração também que j2154/1 +=ζ  tem ordem multiplicativa ,328 =N a 

matriz de transformação é dada por 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

,)(mod4/2
~

17).4/1(35).4/1(21).4/1(7).4/1(

35).4/1(25).4/1(15).4/1(5).4/1(

21).4/1(15).4/1(9).4/1(3).4/1(

7).4/1(5).4/1(3).4/1(1).4/1(

4





















ℑℑℑℑ

ℑℑℑℑ

ℑℑℑℑ

ℑℑℑℑ

=

ζζζζ
ζζζζ
ζζζζ
ζζζζ

mmmm

mmmm

mmmm

mmmm

pSF p  

  

e finalmente, 

 



















≡



















=

22231811

2320913

1891123

1113239

102115

2262120

112152

520221

.27
~

4 pSF . 

 

Assim, por exemplo, a FFST-4P de )126135(=x  é a sequência ).10121411(=X      ■ 

 

3.4 PROPRIEDADES DAS FFTTs 

 

Nesta seção, serão revistas as principais propriedades das FFTTs, dando-se ênfase às 

transformadas trigonométricas do cosseno tipo 4 par e do seno tipo 4 par. Serão consideradas 

apenas as versões unitárias das FFTTs, já que elas diferem apenas por um fator de escala e as 

propriedades podem ser estendidas para as versões não-unitárias [4]. 

 

Propriedade 3.4.1 Linearidade Se duas sequências  ,)(  e  )( ii yyxx == ),(, pGFyx ii ∈  com FFTTs 

dadas respectivamente por  ,)(  e  )( kk YYXX == ),(, pGIYX kk ∈  são combinadas linearmente, isto é, 

,byaxz +=  

em que ),( , pGFba ∈  então, a FFTT de  )( izz = é dada por .bYaXZ +=     ■ 

 

Propriedade 3.4.2 Deslocamento no tempo  

 

i) A FFCT-4P da sequência ),ˆ(ˆ
ixx =  em que, para qualquer ,ˆ ,

0iii xxi += é dada por 
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{ } ,))2/1)(2/1((cos1)1(2))2/1(())2/1((cos
1

0
0

2/1
00

0

∑
−

=

+ −++−−++++=
i

r

k

rkkk irkxSiksenCikC ζζζ

)
 

em que kS está associada à FFST-4P. 

 

Prova: Da Definição 3.3.1, obtém-se 

∑
−

=

++=
1

0

))2/1)(2/1((cosˆ2ˆ
N

i
ik ikxC ζ  

       ∑
−

=
+ ++=

1

0

))2/1)(2/1((cos2
0

N

i
ii ikx ζ  

                    .))2/1)(2/1((cos2
1

0
000∑

−

=
+ −+++=

N

i

ii iiikx ζ  

Aplicando-se a fórmula da adição de arcos para o cosseno, Propriedade 3.2.3, tem-se 

∑
−

=
+ ++++=

1

0
00 ))2/1)(2/1((cos2))2/1((cosˆ

0

N

i
iik iikxikC ζζ  

))2/1)(2/1((2))2/1((
1

0
00 0∑

−

=
+ +++++

N

i

ii iiksenxiksen ζζ . 

Para simplificar os cálculos, faz-se 

∑
−

=
+ +++=

1

0
0

' ))2/1)(2/1((cos2ˆ
0

N

i

iik iikxC ζ  

e 

∑
−

=
+ +++=

1

0
0

'' ))2/1)(2/1((2ˆ
0

N

i
iik iiksenxC ζ . 

Utilizando-se a mudança de variáveis 0iir += na expressão para ,ˆ '
kC  tem-se 

∑
−+

=

++=
1

'
0

0

))2/1)(2/1((cos2ˆ
iN

ir
rk rkxC ζ  

    ∑
−

=

++=
1

0

))2/1)(2/1((cos2
N

r
r rkx ζ  

     ∑
−+

=

+++
10

))2/1)(2/1((cos2
iN

Nr

r rkx ζ  

     ∑
−

=

++−
1

0

0

))2/1)(2/1((cos2
i

r
r rkx ζ . 

Assumindo-se que a sequência x  possui período ,N  o deslocamento considerado equivale a um 

deslocamento cíclico. Assim, lembrando que ),(mod1 pN −≡ζ  tem-se 

( ){ } .))2/1)(2/1((cos112ˆ
1

0

2/1'
0

∑
−

=

+ ++−−+=
i

r

k

rkk rkxCC ζ  

Usando-se o mesmo raciocínio, pode-se obter  
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( ){ } ,))2/1)(2/1((112ˆ
1

0

2/1''
0

∑
−

=

+ ++−−+=
i

r

k

rkk rksenxSC ζ  

em que kS  está associado à FFST-4P da sequência x . Substituindo-se os resultados, tem-se 

                              kk CikC ))2/1((cosˆ
0+= ζ  

( ){ }∑
−

=

+ ++−−++
1

0

2/1
0

0

))2/1)(2/1((cos112))2/1((cos
i

r

k

r rkxik ζζ  

       kSiksen ))2/1(( 0++ ζ  

           ( ){ }∑
−

=

+ ++−−++
1

0

2/1
0

0

))2/1)(2/1((112))2/1((
i

r

k

r rksenxiksen ζζ . 

Usando-se novamente a fórmula de adições de arcos para o cosseno, chega-se ao resultado 

desejado: 

( ){ } .))2/1)(2/1((cos112))2/1(())2/1((cosˆ
1

0
0

2/1
00

0

∑
−

=

+ −++−−++++=
i

r

k

rkkk irkxSiksenCikC ζζζ   ■ 

 

Da mesma forma, de acordo com a Definição 3.3.2, a FFST-4P da sequência ),( ixx =  

,1 , ,1 ,0 −= Ni K  ),( pGFxi ∈  é a sequência ),( kSS = ,1 , ,1 ,0 −= Nk K ),( pGISk ∈  de elementos 

 

.))2/1)(2/1((2
1

0
∑

−

=

++=
N

i
ik iksenxS ζ  

 

ii) A FFST-4P da sequência ),ˆ(ˆ
ixx = em que, para qualquer ,ˆ ,

0iii xxi += é dada por 

{ } ,))2/1)(2/1((1)1(2))2/1(())2/1((cosˆ
1

0
0

2/1
00

0

∑
−

=

+ −++−−++−+=
i

r

k

rkkk irksenxCiksenSikS ζζζ  

em que kC está associada à FFCT-4P. 

Prova: Da Definição 3.3.2, obtém-se 

∑
−

=
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1

0

))2/1)(2/1((ˆ2ˆ
N

i
ik iksenxS ζ  

       ∑
−

=
+ ++=

1
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0

N

i

ii iksenx ζ  

                   .))2/1)(2/1((2
1

0
000∑

−

=
+ −+++=

N

i
ii iiiksenx ζ  

Aplicando-se a fórmula da adição de arcos para o seno, Propriedade 3.2.3, tem-se 

∑
−

=
+ ++++=

1

0
00 ))2/1)(2/1((2))2/1((cosˆ

0

N

i
iik iiksenxikS ζζ  

))2/1)(2/1((cos2))2/1((
1

0
00 0∑

−

=
+ ++++−

N

i
ii iikxiksen ζζ  
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  kk CiksenCik '
0

"
0

ˆ))2/1((ˆ))2/1((cos +−+= ζζ . 

Substituindo-se os valores de kC
''ˆ e kC

'ˆ na equação de ,ˆ
kS tem-se 

    kk SikS ))2/1((cosˆ
0+= ζ  

( ){ }∑
−

=

+ ++−−++
1

0

2/1
0

0

))2/1)(2/1((112))2/1((cos
i

r

k

r rksenxik ζζ  

        kCiksen ))2/1(( 0+− ζ  

             ( ){ } .))2/1)(2/1((cos112))2/1((
1

0

2/1
0

0

∑
−

=

+ ++−−+−
i

r

k

r rkxiksen ζζ  

Usando-se novamente a fórmula de adições de arcos para o seno, chega-se ao resultado desejado: 

( ){ }∑
−

=

+ −++−−++−+=
1

0
0

2/1
00

0

))2/1)(2/1((112))2/1(())2/1((cosˆ
i

r

k

rkkk irksenxCiksenSikS ζζζ .  ■ 

 

Propriedade 3.4.3 Teorema de Parseval Esse teorema relaciona a energia associada a uma 

determinada sequência com a energia associada à sua transformada.  

 

Se ),( kXX = ,1 , ,1 ,0 −= Nk K ),(pGIX k ∈  é a FFTT unitária de uma sequência 

),( ixx = ,1 , ,1 ,0 −= Ni K ),( pGFxi ∈  então 

).(mod
1

0

2
1

0

2
pXx

N

k

k

N

i

i ∑∑
−

=

−

=

≡  

 

3.5 AUTOESTRUTURA DAS FFTTs 

 

A autoestrutura das matrizes de transformação da FFCT-4P e da FFST-4P, isto é, a forma como 

os autovalores e autovetores dessas transformadas se relacionam, é revista nesta seção. Para o 

estudo dessas autoestruturas, é necessária a definição da versão generalizada da transformada de 

Fourier de corpo finito, a qual é denotada por GFFFT.  

 

Definição 3.5.1 A transformada de Fourier de corpo finito generalizada  

A GFFFT de uma sequência  , )( ixx = ,1 , ,1 ,0 −= Ni K  ),( pGFxi ∈  é a sequência 

 , )( kXX = ,1 , ,1 ,0 −= Nk K  ),(pGFX k ∈  cuja matriz de transformação é dada por 

.)2/1)(2/1(1
,

++−= ki

GN NFF α  

 

Na relação acima, α  é um elemento com ordem multiplicativa Nord =)(α  em )( pGF  e 

).4(mod3≡p  O fator de escala 1−
N  torna a GNFF ,  unitária. Sua inversa é dada por 
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( ) .)2/1)(2/1(11
,

++−−− = ki

GN NFF α  

            ■ 

A partir das propriedades da autoestrutura da GFFFT [35], as seguintes proposições relacionadas à 

autoestrutura da FFCT-4P e à FFST-4P são obtidas [4]. 

  

Proposição 3.5.1 Os autovetores da FFCT-4P e os da FFST-4P são construídos a partir dos 

autovetores da GFFFT de acordo com as relações enunciadas a seguir. 

 

Se ],,,,[ 011,0 xxxxx NN −−= −− KK  for um autovetor ímpar da matriz ,,2 GNFF  ou seja, 

TT

GN xxFF ..,2 λ=  ( 1±=λ ), então ],[ˆ 1,0 −= Nxxx K  será um autovetor da matriz ,4, PNFC  ou seja, 

TT

PN xxFC ˆ.ˆ.4, λ= ( 1±=λ ). 

 

Se ],,,,[ 011,0 xxxxx NN −−= −− KK  for um autovetor par da matriz ,,2 GNFF  ou seja, TT

GN xxFF ..,2 λ=  

( j±=λ ), então ],[ˆ 1,0 −= Nxxx K  será um autovetor da matriz ,4, PNFS ou seja, 

TT

PN xxFS ˆ.ˆ.4, λ= ( j±=λ )         ■ 

 

Proposição 3.5.2 Os únicos autovalores das matrizes de transformação da FFCT-4P e da FFST-4P 

são 1 e  -1. Suas multiplicidades são apresentadas nas Tabelas 3.2 e 3.3, respectivamente. 

 

Tabela 3.2 Multiplicidades dos autovalores da matriz de transformação da FFCT-4P com 

dimensões NN x  
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Tabela 3.3 Multiplicidades dos autovalores da matriz de transformação da FFST-4P com 

dimensões NN x  
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CAPÍTULO 4 

CÓDIGOS DE 

 FOURIER 

 

Neste capítulo será introduzida uma nova família de códigos corretores de erros, chamados de 

códigos de Fourier. Estes são códigos de bloco lineares, q-ários, e se baseiam na autoestrutura da 

FNTT [22]. As palavras-código de um código de Fourier são as autossequências da FNTT. A 

definição das autossequências fornece os elementos necessários para determinar a matriz de 

paridade, H , do código, a partir da qual os parâmetros do código n  (comprimento de bloco), 

k (dimensão) e uma cota para a distância mínima de Hamming ,d  são obtidos. Além disso, será 

apresentada neste capítulo, uma técnica de decodificação para corrigir um e dois erros. Essa técnica 

é diferente das técnicas de decodificação usuais e se baseia na autoestrutura da FNTT. 

 

4.1 CONSTRUÇÃO DOS CÓDIGOS DE FOURIER 

 

A partir da Definição 2.1, a matriz F da transformada numérica de Fourier unitária é dada por 

 

( ) ,

1

1

1

1111

)(mod

)1)(1()1(21

)1(242

12

1























=

−−−−

−

−

−

NNNN

N

N

pNF

ααα

ααα
ααα

L

MOMMM

L

L

L

 

 

em que )( pGF∈α  tem ordem multiplicativa .N  Se Xx ↔  e x  é uma autossequência da 

transformada linear ,F  então seu espectro satisfaz ,xFx λ=  de forma que ( ) 0=− xIF λ , em que λ  é 

um autovalor associado a x . Como resultado, a matriz ( )IF λ−  desempenha papel semelhante ao da 

matriz de paridade de um código de bloco linear com comprimento Nn =  e dimensão ,k  em que 

( )IFpostokn λ−=− . No que se segue, a forma escalonada padrão das matrizes de paridade e 

geradora são usadas, isto é, [ ]PIH kn |−=  e [ ]k

T IPG |−= . Quatro códigos de bloco sobre )( pGF  

podem ser gerados, um para cada valor de λ . Os possíveis valores para p  são determinados a 

partir das restrições impostas pela Definição 2.1, a saber, n  é um resíduo quadrático de p  que 

divide .1−p  Alguns desses valores podem ser vistos no Apêndice C. 
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Exemplo 4.1 Construção de códigos de bloco lineares a partir da FNTT de comprimento ,7=n  

sobre ).29(GF  Considere ,7=α  um elemento de ordem 7 no campo dado. )29(mod237 ≡  e 

).29(mod12≡j  A partir da matriz de transformação ,F obtemos 

 

.

231625172024

161202325724

252016723124

123716202524

725232011624

207125162324

24242424242424
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




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








−

−

−

−

−

−

−

=−

λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ

λIF  

 

Após algumas operações elementares de linhas, as matrizes de paridade, na forma escalonada 

padrão, associadas com os quatro autovalores , ,1 j±±=λ  são respectivamente, 

 

( ) ;

42410000
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que geram os seguintes códigos de Fourier ),( knF  com matrizes geradoras ( ) :λ
KG  

),2,7(F   ( ) ;
102525015

015510191
2 








=G

  ),2,7(F   ( ) ;
1020200110

01101010161
2 








=−

G

 ),1,7(F   ( ) ( );1181910112801 =j
G

 
 ),2,7(F   ( ) .

103260280

012542800
2 








=− j

G
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4.2 OS PARÂMETROS DOS CÓDIGOS 

 

Usando-se uma notação mais apropriada, considere o código de Fourier ),,( dknF λ . O 

comprimento de bloco n  do código é a ordem N  da matriz FNTT unitária.  A dimensão do código 

k  é a multiplicidade do autovalor associado ,λ  já que essa é a dimensão do subespaço gerado pelas 

autossequências associadas com λ  [23]. As multiplicidades dos quatro autovalores são mostradas 

na Tabela 4.1. Devido ao fator ( ) )(mod
1

pN
−

 na Definição 2.1, a multiplicidade de λ  depende do 

valor )(mod pbN ±≡  usado. Isso significa que na Tabela 4.1, as colunas 2 e 3 ou 4 e 5 poderão ser 

trocadas, dependendo do valor considerado ).(ou  bpb −  Pode ser observado também que os 

códigos de Fourier, assintoticamente, têm taxa igual a ¼. Uma cota superior para a distância 

mínima d  é demonstrada na Proposição 4.2.1. 

 

Tabela 4.1 Multiplicidade dos Autovalores da FNTT unitária. 

N 
Mult.  

de 1 

Mult.  

de -1 

Mult.  

de j 

Mult.  

de -j 

4m m+1 m m m-1 

4m+1 m+1 m m m 

4m+2 m+1 m+1 m m 

4m+3 m+1 m+1 m+1 m 

 

 

Proposição 4.2.1: Seja [ ]PIH kn |)(
−=λ  a matriz de paridade de um código de Fourier 

),,( dknF
λ sobre )( pGF . Então a submatriz P  contém uma matriz diagonal secundária ,SD  de 

ordem ,k  com entradas ,m  em que 




±≡

±≡−
=

.p) j(mod se  ,1

p), 1(mod se  ,1

λ
λp

m   

 

Prova: De acordo com o Lema 2.1 (ii), x  é uma autossequência com simetria par se seu autovalor 

associado é )(mod1 p±≡λ  e com simetria ímpar se )(mod pj±≡λ . Assim, se ),,,( dknFx λ∈  temos 

 

i) Para );(mod1 p±≡λ  

Nesse caso, a palavra-código x  pode ser escrita como 

),,,,,,,( 1233210 −−−= NNN xxxxxxxx L  

   ).,,,,,,,( 1233210 xxxxxxx L=  
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Na forma sistemática, ),,,,,,( 2121 kkn kkkcccx −= L , em que  ic e jk  representam os símbolos de 

paridade e informação, respectivamente. Isso leva às equações de paridade 

  ,2 kkc = ,13 −= kkc ,24 −= kkc ,K ,31 kck =− 2kck =  e .11 kck =+  Essas equações, as quais não 

representam o conjunto completo das equações de paridade do código, na forma de matriz, 

correspondem à matriz .sD  

 

ii) Para );(mod pj±≡λ  

De forma semelhante, a condição 

),,,,,,,( 1233210 −−−= NNN xxxxxxxx L  

         ),,,,,,,,( 1233210 xxxxxxx −−−= L  

nos leva às equações de paridade   ,2 kkc −= ,13 −−= kkc ,24 −−= kkc ,K ,31 kck −=− 2kck −=  e ,11 kck −=+  

e o resultado segue.           ■ 

  

 

Exemplo 4.2: i) Considere o código ),4,3,8(1F  sobre )17(GF  descrito pela matriz de paridade 

 

( )























=

1451410000

001601000

016000100

160000010

35300001

1H  

Como ,1=λ  x  é uma autossequência com simetria par, ),,,,,,,( 12343210 xxxxxxxxx =  

).,,,,,,,( 32154321 kkkccccc=  Considerando ,0=TxH  as seguintes equações de paridade são obtidas: 

 

;0353 3211 =+++ kkkc  

;016 32 =+ kc  

;016 23 =+ kc  

;016 14 =+ kc  

,014514 3215 =+++ kkkc  

 

que levam a matriz sD  indicada pela parte hachurada. 

 

 

ii) Considere o código ),4,2,8(jF  sobre ),17(GF  com ,4=j descrito pela matriz de paridade 
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( )



























=

1611100000

00010000

16001000

01000100

10000010

00000001

jH  

 

Nesse caso, ),,,,,,,( 12343210 xxxxxxxxx −−−=  ),,,,,,,( 21654321 kkcccccc=  e as seguintes equações de 

paridade são obtidas: 

 

;01 =c  

;022 =+ kc  

;013 =+ kc  

;06 214 =++ kkc  

05 =c  e 

,01611 216 =++ kkc  

que levam a matriz sD  indicada pela parte hachurada.      ■ 

 

Proposição 4.2.2 (Cota superior para a distância mínima): A distância mínima de um código de 

Fourier ),,( dknF λ satisfaz .22 +−≤ knd  

 

Prova: De acordo com a Proposição 4.2.1, existem pelo menos 1−k  zeros em toda coluna da 

submatriz .P  Portanto, o peso máximo dessas colunas é .12)1()(max −−=−−−= knkknp  

Considerando a matriz geradora ]|[)(
k

T
IPG λ

λ −= , temos .22 +−≤ knd     ■ 

 

Corolário 4.2.1: Em ),,,( dknF λ  com ,j±=λ  a distância mínima do código satisfaz  

 

 

■ 

A seguir, são mostrados os parâmetros de alguns Códigos de Fourier. Para construir tais códigos 

usou-se o software MATLAB, para desenvolver programas para se calcular as transformadas 

numéricas de Fourier, assim como as funções básicas para sua determinação. Para cada ,N  

comprimento da FNTT unitária, se utilizou alguns possíveis valores de p  e também alguns 

elementos α de ordem ,N  para gerar os quatro códigos de Fourier, um para cada valor de .λ  Pode-

se observar que as dimensões dos códigos satisfazem a Tabela 4.1. 

,2knd −≤ par, n  
,12 +−≤ knd ímpar. n
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λ     N  p  α  )(mod pN  n  k  d  

1 4 2 2 

-1 4 1 4 

j=2 4 1 2 

-j=-2 

4 5 2 2 

- - - 

 

1 4 2 2 

-1 4 1 4 

j=2 - - - 

-j=-2 

4 5 3 2 

4 1 2 

 

1 4 1 4 

-1 4 2 2 

j=2 - - - 

-j=-2 

4 5 2 3 

4 1 2 

 

1 4 1 4 

-1 4 2 2 

j=2 4 1 2 

-j=-2 

4 5 3 3 

- - - 

 

 

 

 

λ     N  p  α  )(mod pN  n  k  d  

1 4 2 2 

-1 4 1 4 

j=12 4 1 2 

-j=-12 

4 29 12 2 

- - - 

 

1 4 2 2 

-1 4 1 4 

j=12 - - - 

-j=-12 

4 29 17 2 

4 1 2 

 

1 4 1 4 

-1 4 2 2 

j=12 - - - 

-j=-12 

4 29 12 27 

4 1 2 

 

1 4 1 4 

-1 4 2 2 

j=12 4 1 2 

-j=-12 

4 29 17 27 

- - - 
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 λ     N  p  α  )(mod pN  n  k  d  

1 5 2 3 

-1 5 1 5 

j=9 5 1 4 

-j=-9 

5 41 10 13 

5 1 4 

 

1 5 1 5 

-1 5 2 3 

j=9 5 1 4 

-j=-9 

5 41 16 13 

5 1 4 

 

1 5 1 5 

-1 5 2 3 

j=9 5 1 4 

-j=-9 

5 41 18 13 

5 1 4 

 

1 5 2 3 

-1 5 1 5 

j=9 5 1 4 

-j=-9 

5 41 37 13 

5 1 4 

 

1 5 1 5 

-1 5 2 3 

j=9 5 1 4 

-j=-9 

5 41 10 28 

5 1 4 

 

1 5 2 3 

-1 5 1 5 

j=9 5 1 4 

-j=-9 

5 41 16 28 

5 1 4 

 

1 5 2 3 

-1 5 1 5 

j=9 5 1 4 

-j=-9 

5 41 18 28 

5 1 4 

 

1 5 1 5 

-1 5 2 3 

j=9 5 1 4 

-j=-9 

5 41 37 28 

5 1 4 
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λ  N  p  α  )(mod pN  n  k  d  

1 6 2 4 

-1 6 2 4 

j=27 6 1 4 

-j=-27 

6 73 9 15 

6 1 4 

  

1 7 2 5 

-1 7 2 5 

j=12 7 2 4 

-j=-12 

7 29 7 6 

7 1 6 

  

1 8 3 4 

-1 8 2 4 

j=4 8 2 4 

-j=-4 

8 17 2 5 

8 1 6 

  

1 9 3 3 

-1 9 2 6 

j=6 9 2 6 

-j=-6 

9 37 7 3 

9 2 6 

  

1 10 3 6 

-1 10 3 6 

j=9 10 2 6 

-j=-9 

10 41 4 16 

10 2 6 

  

1 11 3 7 

-1 11 3 7 

j=34 11 3 6 

-j=-34 

11 89 2 10 

11 2 8 

  

1 12 4 4 

-1 12 3  6  

j=5 12 2 6 

-j=-5 

12 13 2 5 

12 3 4 

  

1 16 5  4  

-1 16 4 8 

j=4 16 3  8 

-j=-4 

16 17 3 4 

16 4  4 

  

 

 

No caso em que ,4=N  é possível observar que os parâmetros dos códigos são independentes do 

valor de p  utilizado. Isso se repete para os demais códigos de diferentes comprimentos. Além 

disso, o seguinte Lema pode ser provado: 
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Lema 4.2.1 Seja 1−α o inverso multiplicativo de α módulo .p  Então, para pN    ,  e )(mod pN  

fixos, os parâmetros do código ),,( dknF λ  sobre )( pGF  gerados por α  são os mesmos que os 

parâmetros dos códigos ),,( dknF
λ  gerados por )(mod1

p
−α , se ).(mod1 p±≡λ  Caso contrário, se 

),(mod pj±≡λ  os resultados gerados por )(mod1
p

−α  são os mesmos parâmetros que os do código 

),,( dknF λ−  gerados por .α  

 

Prova: Considere a sequência ∈x ).,,( dknF λ  De acordo com o Lema 2.1 (ii), x  é uma 

autossequência com simetria par se )(mod1 p±≡λ  e é uma sequência com simetria ímpar se 

)(mod pj±≡λ . Dessa forma, considerando uma autossequência x  com simetria par, 

),,,,,( 12210 xxxxxx L= , tem-se 
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Observa-se, portanto, que a FNTT de uma sequência com simetria par é a mesma tanto para α  

quanto para .1−α  Resultado semelhante pode ser obtido se uma sequência com simetria ímpar for 

considerada. Como a construção dos códigos de Fourier se baseia na FNTT de uma sequência x , o 

resultado segue.           ■ 
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Resumidamente, a Tabela 4.2 mostra os valores de ,n k  e d  para alguns códigos de Fourier. Os 

valores destacados em negrito correspondem aos códigos que atingem a cota superior da distância 

mínima. 

 

Tabela 4.2 Parâmetros de alguns códigos de Fourier ),,( )()( λλ
dkn  para )(mod,1 pj±±≡λ  

n  )1(+k  )1(+d  
22k-n

cota   

+
 )1(−k  )1(−d  

22k-n

cota   

+
 )( jk +  )( jd +  

12k-n

cota   

+
 )( jk −  )( jd −  

12k-n

cota   

+
 

3 1 3 3 1 3 3 - - - 1 2 2 

4 2 2 2 1 4 4 - - - 1 2 3 

5 2 3 3 1 5 5 1 4 4 1 4 4 

6 2 4 4 2 4 4 1 4 5 1 4 5 

7 2 5 5 2 5 5 1 6 6 2 4 4 

8 3 4 4 2 4 6 1 6 7 2 4 5 

9 3 3 5 2 6 7 2 6 6 2 6 6 

10 3 6 6 3 6 6 2 6 7 2 6 7 

11 3 7 7 3 7 7 2 8 8 3 6 6 

12 4 4 6 3 6 8 3 4 7 2 6 9 

16 5 4 8 4 8 10 3 8 11 4 4 9 

 

 

Nos casos observados até agora, para N  primo, a cota superior para a distância mínima é satisfeita 

com igualdade. 

 

4.3 CONTROLE DE ERROS BASEADO NA AUTOESTRUTURA DA FNTT 

 

Códigos cíclicos são códigos de bloco lineares e podem ser decodificados por qualquer técnica 

de decodificação padrão usada para tais códigos. No entanto, a estrutura matemática adicional que 

esses códigos têm permite a construção de novos e mais eficientes algoritmos de decodificação. 

Aqui, a mesma estratégia é usada e buscam-se métodos de decodificação baseados na autoestrutura 

da FNTT. Nesse cenário, as condições de simetria e a possibilidade de usar algoritmos rápidos para 

calcular a FNTT desempenham um papel importante. 

Para ilustrar as idéias básicas, duas situações diferentes são consideradas, a correção de um 

único erro e a correção de dois erros. Em qualquer dos casos, os passos da decodificação dependem 

da sequência recebida ser simétrica ou não. 
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4.3.1 CÁLCULO DA SÍNDROME 

 

Considere a sequência recebida ),(mod pexr +=  em que ),,( dknFx λ∈  e e  denota a sequência 

erro, com elementos sobre )( pGF . A síndrome de r  é definida como ,rFrS λ−=  que é zero se, e 

somente se, r  é uma autossequência da FNTT associada ao autovalor λ . Uma transformada rápida 

pode ser usada para calcular S  e verificar se a sequência recebida pertence ao código ou não. 

 

4.3.2 CORREÇÃO DE UM ÚNICO ERRO 

 

O algoritmo de decodificação é descrito considerando a possibilidade de simetria da palavra 

recebida. 

 

4.3.2.1 O CASO SIMÉTRICO (SIMETRIA PAR OU SIMETRIA ÍMPAR) 

 

Considere que a palavra recebida ),,,,( 1210 −= Nrrrrr K  exibe o mesmo tipo de simetria mostrado 

pelas autossequências associadas com o autovalor λ , a saber, ),,,,,,,( 1233210 xxxxxxxx L=  se 

1±=λ  e ),,,,,,,( 1233210 xxxxxxxx −−−= L  se j±=λ . No que se segue, sem perda de generalidade, 

1±=λ  é considerado. O procedimento para j±=λ  segue raciocínio semelhante. 

 

Se N  é ímpar e um único erro ocorreu, então ele deve ter ocorrido na primeira posição de r , 0r , 

já que somente um número par de erros pode preservar a simetria. Essa condição é verificada 

observando-se que, de acordo com a Definição 2.1, 0r  deve satisfazer 

 

( ) ( ),1 121

1

0 −

−
+++−= NrrrNr Kλ  

 

para que r  seja uma autossequência. 

Se N  é par, pela mesma razão, o possível erro ocorreu na posição 0r  ou na posição 2/Nr . 

Portanto, para decodificar a sequência recebida, usa-se o seguinte algoritmo: 

 

1. Faça ( ) ( )121

1

0 1 −

−
+++−= NrrrNr Kλ ; 

2. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, faça 

( ) ( )112/12/102/ 1 −+− +++++−−= NNNN rrrrNrr KKλ ; 

3. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, mais 

de um erro ocorreu. 
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4.3.2.2 O CASO NÃO-SIMÉTRICO 

 

Assim como para o caso simétrico, sem perda de generalidade, 1±=λ  é considerado e o 

procedimento para j±=λ  segue raciocínio semelhante. Considere a sequência recebida 

),,,,,( 12210 −−= NN rrrrrr K . Se os símbolos ir  e iNr −  são diferentes, o erro ocorreu ou na posição ir  ou 

na posição iNr − . O algoritmo de decodificação para esse caso é: 

1. Substitua ir  por iNr − ; 

2. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, 

substitua iNr −  por ir ; 

3. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, mais 

de um erro ocorreu. 

 

4.3.3 CORREÇÃO DE DOIS ERROS 

 

No que se segue, a ocorrência de um único erro é considerada ser um evento mais provável que 

a ocorrência de dois erros. Portanto, para um código corretor de dois erros, o algoritmo de 

decodificação consiste em aplicar primeiro o algoritmo para correção de um único erro descrito na 

seção anterior. Se a decodificação não for possível, a ocorrência de dois erros é assumida e a 

decodificação segue de acordo com o procedimento descrito a seguir. Sem perda de generalidade, 

N  é considerado ímpar. Quando N  é par, o procedimento segue raciocínio semelhante. Em 

particular, uma vez que a simetria é restabelecida, o símbolo 2/Nr  pode ser calculado a partir dos 

símbolos simétricos através de sua equação de paridade. 

 

4.3.3.1 O CASO SIMÉTRICO 

 

Se a simetria é preservada na palavra recebida, os erros ocorreram em um par de símbolos 

),,( iNi rr − 0≠i . Nesse caso, deve-se procurar em qual par de símbolos ocorreram os erros. O 

algoritmo de decodificação é: 

 

1. Para 
2

1
1

−
≤≤

N
i  faça 
















−= ∑

−

−≠
=

1

,
0

02

1 N

iNij
j

ji rrNr λ  e .iiN rr =−  

2. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, mais 

do que dois erros ocorreram. 
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4.3.3.2 O CASO NÃO-SIMÉTRICO 

 

Considere a sequência recebida ),,,,,( 12210 −−= NN rrrrrr K . Se dois erros ocorreram, as possíveis 

opções são: 

i) Erros nos símbolos 0r  e ,ir  .0≠i  

ii) Erros nos símbolos ir  e ,iNr −  .0≠i  

iii) Erro no símbolo ir   ,0≠i  e no símbolo ,jr  .iNj −≠  

Cada caso é descrito a seguir. 

 

i) Erros nos símbolos 0r e ,ir  .0≠i  

 

Algoritmo de Decodificação 1: 

 

1. Substitua ir  por iNr − ; 

2. Faça ( ) ( )121

1

0 1 −

−
+++−= NrrrNr Kλ ; 

3. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, 

substitua iNr −  por ir e faça ( ) ( )121

1

0 1 −

−
+++−= NrrrNr Kλ ; 

4. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, use 

o Algoritmo de Decodificação 2. 

 

Exemplo 4.3: Considere o código corretor de dois erros )5,2,7(1
F  sobre ),29(GF  com ,7=α  

),29(mod67 ≡  matriz geradora 

 

( ) ,
1020200120

01101010161
7 








=G  

 

e sequência recebida ( )3,1,10,10,1,2,16=r .  

Substituindo 1r  por 1−Nr  e fazendo ( ) ( ) ),29(mod233110101316.1 1
0 ≡+++++−= −
r  resulta em 

( )3,1,10,10,1,3,23)1( =r  e ( )22,25,25,25,25,22,23)1( =R , em que )1(R  representa a FNTT da 

sequência )1(r . Dessa forma, 
)1(

r  não é uma autossequência com autovalor associado .1=λ  

Substituindo 1−Nr  por 1r  e fazendo ( ) ( ) ),29(mod112110101216.1 1
0 ≡+++++−= −
r  resulta em 

( )2,1,10,10,1,2,11)2( =r  e ( )5,17,20,20,17,5,11)2( =R . Dessa forma, 
)2(r  também não é uma 
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autossequência com autovalor associado .1=λ  Nesse caso a sequência não pode ser decodificada 

usando o Algoritmo 1. 

 

ii) Um erro em ,ir  e outro em ,iNr −  .0≠i  O algoritmo de decodificação é parecido com o do caso 

simétrico, com a diferença que agora as posições dos erros são conhecidas 

Algoritmo de Decodificação 2: 

 

1. Faça 















−= ∑

−

−≠
=

1

,
0

02

1 N

iNij
j

ji rrNr λ  e .iiN rr =−  

2. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, mais 

do que dois erros ocorreram.          ■ 

 

Exemplo 4.4: Considerando a decodificação da sequência recebida no Exemplo 4.3, tem-se 

( )( ) .01101011616.6.1
2

1
11 =++++−==− rrN  

Portanto, ( )0,1,10,10,1,0,16)1( =r  e ( )0,1,10,10,1,0,16)1( =R . Dessa forma, 
)1(

r  é uma 

autossequência com autovalor associado ,1=λ  e a decodificação está completa.    ■ 

 

iii) Um erro em ,ir   ,0≠i  e outro em ,jr  .iNj −≠  Nesse caso, é necessário fazer pelo menos 22  

substituições para satisfazer a simetria e verificar a condição de autossequência. 

  

Algoritmo de Decodificação 3: 

 

1. Substitua ir  por iNr −  e substitua jr  por ;jNr −   

2. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, 

substitua iNr −  por ir  e substitua jr  por ;jNr −   

3. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, 

substitua ir  por iNr −  e substitua jNr −  por ;jr   

4. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, 

substitua iNr −  por ir  e substitua jNr −  por ;jr   

5. Se a sequência obtida é uma autossequência, a decodificação está completa. Caso contrário, mais 

do que dois erros ocorreram.  
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Exemplo 4.5: No Exemplo 4.3, considere a sequência recebida ( )0,1,10,10,3,2,16=r . Percebe-se 

claramente que pelo menos dois erros ocorreram. Assim, usando o Algoritmo de Decodificação 3, 

tem-se: 

Primeira possibilidade: a sequência decodificada é ( )2,3,10,10,3,2,16)1( =r  e seu espectro 

( )13,19,17,17,19,13,27)1( =R ; 

Segunda possibilidade: a sequência decodificada é ( )2,1,10,10,1,2,16)2( =r  e seu espectro 

( )1,13,16,16,13,1,7)2( =R ; 

Terceira possibilidade: a sequência decodificada é ( )0,3,10,10,3,0,16)3( =r  e seu espectro 

( )12,7,11,11,7,12,7)3( =R ; 

Quarta possibilidade: a sequência decodificada é ( )0,1,10,10,1,0,16)4( =r  e seu espectro 

( )0,1,10,10,1,0,16)4( =R . Então, )4(
r  é a sequência transmitida estimada.    ■ 

 

Nos procedimentos de decodificação descritos, os algoritmos requerem apenas cálculos da 

FNTT, que podem ser implementados através de transformadas rápidas de Fourier, e operações 

simples tais como adições, multiplicações por constantes e substituições. Considerando que a 

FNTT de uma sequência simétrica exibe o mesmo tipo de simetria, é possível usar uma variação do 

algoritmo de Goertzel [36], no lugar de calcular a FNTT, para verificar a condição de simetria, ou 

seja, no lugar de verificar a simetria para a sequência inteira, é necessário verificar para, no 

máximo, metade dos elementos da sequência. 
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CAPÍTULO 5 

CÓDIGOS CORRETORES DE ERROS 

BASEADOS NAS TRANSFORMADAS 

 TRIGONOMÉTRICAS DE CORPO FINITO 

 

Neste capítulo, são utilizadas duas das transformadas trigonométricas digitais, a transformada 

do cosseno de corpo finito e a transformada do seno de corpo finito, para a construção de novos 

códigos de blocos lineares não-binários. Os códigos apresentados neste capítulo são baseados na 

autoestrutura da FFCT unitária do tipo 4 par, FFCT-4P, e na autoestrutura da FFST unitária do tipo 

4 par, FFST-4P [4], e são chamados de códigos FFCT-4P e códigos FFST-4P, respectivamente. As 

palavras-código dos códigos FFCT-4P e dos códigos FFST-4P são as autossequências de suas 

respectivas transformadas. A definição das autossequências fornece os elementos necessários para 

determinar a matriz de paridade, H , do código, a partir da qual os parâmetros do código, 

n (comprimento de bloco), k (dimensão) e d (distância mínima de Hamming), são obtidos. Um 

fato interessante observado é que, para alguns valores de n , os códigos são de máxima distância 

mínima (MDS, do inglês maximum distance separable).  

 

5.1 CONSTRUÇÃO DOS CÓDIGOS FFCT-4P 

 

A partir da Definição 3.3.1, a matriz de transformação do cosseno tipo 4 par, denotada por 

PFC4 , é dada por 
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em que )( pGF∈ζ  tem ordem multiplicativa .2N  Para ζ  unimodular, tem-se 
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 Se Xx ↔  e x  é uma autossequência da transformada linear ,4PFC  então seu espectro satisfaz 

,4 xxFC P λ=  de forma que ( ) .04 =− xIFC P λ  Como resultado, a matriz ( )IFC P λ−4  desempenha papel 

semelhante ao da matriz de paridade de um código de bloco linear com comprimento Nn =  e 

dimensão ,k  em que ( )IFCpostokn P λ−=− 4 . No que se segue, a forma escalonada padrão das 

matrizes de paridade e geradora são usadas, isto é, [ ]λ
λ PIH kn |)(

−=  e [ ]k

T
IPG |)(

λ
λ −= . Dois códigos 

de bloco sobre )( pGF  podem ser gerados, um para cada valor de .λ  Os possíveis valores para p  

são determinados a partir das restrições impostas pela Definição 3.3.1, a saber, )(mod/2 pN  e a 

raiz quarta de ζ  precisam existir. Além disso, se utilizará apenas ζ  tais que suas raízes quartas 

sejam unimodulares, ou seja, devem ter ordem ,8N  de forma que os elementos da matriz FFCT-4P 

pertençam sempre a ).( pGF  A partir do Corolário 3.1.1, observa-se também que, para um código 

de comprimento ,Nn =  deve-se procurar por um elemento ζ  unimodular, de ordem ,2N  tal que 

( )1|2 +pN . Alguns tais valores podem ser vistos no Apêndice D. 

 

Exemplo 5.1: Construção de códigos de bloco lineares a partir da FFCT-4P unitária de 

comprimento 5=N  sobre ).79(GF  Considere ,3115 j+=ζ  um elemento unimodular de ordem 

,210 N=  sobre ).79(GI  A partir da matriz de transformação 
PFC4 obtém-se 
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Após algumas operações elementares de linhas, as matrizes de paridade, na forma escalonada 

padrão, associadas com os dois autovalores ,1±=λ  são, respectivamente, 

 

( )

















=

852100

746010

672001
1

H  

e 

( ) ,
72735210

737471011









=−H  

 

que geram os seguintes códigos ( ) ),(4 knFC P

λ  com matrizes geradoras ( ) :λG  
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 ( ) ),2,5(1
4PFC  ( ) ,
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
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■ 

 

5.2 PARÂMETROS DOS CÓDIGOS FFCT-4P 

 

De uma forma mais apropriada, considere o código ).,,(4 dknFC P

λ  O comprimento de bloco n  

do código é a ordem N  da matriz FFCT-4P unitária.  A dimensão do código k  é a multiplicidade 

do autovalor associado ,λ  já que essa é a dimensão do subespaço gerado pelas autossequências 

associadas com λ  [23]. As multiplicidades dos dois autovalores são mostradas na Tabela 3.2 [4]. 

Devido ao fator )(mod/2 pN  na Definição 3.3.1, a multiplicidade de λ  depende do valor 

)(mod/2 pcN ±≡  usado. Isso significa que na Tabela 3.2, as colunas correspondentes aos 

autovalores 1 e -1 são trocadas, dependendo do valor considerado ( )( )cpc −ou  . Pode ser observado 

também que os códigos baseados na FFCT-4P, assintoticamente, têm taxa igual a ½. 

A Tabela 5.1 mostra os valores de n , k  e d  para alguns códigos baseados na FFCT-4P, assim 

como a cota 1+−≤ knd . Pode-se observar que para alguns valores de n , tais códigos são MDS, ou 

seja,  .1min +−= knd  Os valores em negrito representam os valores da distância mínima que 

atingem a cota de Singleton, .1min +−= knd  

 

Tabela 5.1 Parâmetros de alguns códigos FFCT-4P: ),,,,( )()( λλζ dkpn  para )(mod1 p±≡λ  

n  p  ζ  )1(+k  )1(+d  
1k-n

cota   

+
 )1(−k  )1(−d  

1k-n

cota   

+
 

3 47 24+j41 1 3 3 2 2 2 

4 31 4+j27 2 3 3 2 3 3 

5 79 15+j31 2 4 4 3 3 3 

6 47 6+j23 3 4 4 3 4 4 

7 167 74+j161 3 5 5 4 4 4 

8 127 21+j103 4 4 5 4 4 5 

9 71 8+j24 4 5 6 5 3 5 

10 79 18+j25 5 5 6 5 5 6 
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5.3 CONSTRUÇÃO DOS CÓDIGOS FFST-4P 

 

A partir da Definição 3.3.2, a matriz de transformação do seno tipo 4 par, denotada por 
PFS4  é 

dada por 
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em que )( pGF∈ζ  tem ordem multiplicativa .2N  Paraζ  unimodular, tem-se 
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 Aqui, a matriz ( )IFS P λ−4 , em que λ  é um autovalor da FFST-4P, desempenha o papel da matriz 

de paridade de um código linear com comprimento Nn =  e dimensão ,k  em que 

( )IFSpostokn P λ−=− 4 . Da mesma forma que para os códigos FFCT-4P, dois códigos de bloco 

sobre )( pGF , códigos FFST-4P, podem ser gerados, um para cada valor de λ . Os possíveis valores 

para p  são determinados a partir das restrições impostas pela Definição 3.3.2, a saber, 

)(mod/2 pN  e a raiz quarta de ζ  devem existir. Além disso, serão utilizados apenas ζ  tais que 

suas raízes quartas sejam unimodulares, ou sejam, devem ter ordem ,8N  de forma que os 

elementos da matriz FFST-4P pertençam sempre a ).( pGF  A partir do Corolário 3.1.1, observa-se 

também que, para um código de comprimento ,Nn =  deve-se procurar por um elemento ζ  

unimodular, de ordem ,2N  tal que ( )1|2 +pN . Alguns tais valores podem ser vistos no Apêndice 

D. 

 

Exemplo 5.2: Construção de códigos de bloco lineares a partir da FFST-4P unitária de 

comprimento 5=N  sobre ).79(GF  Considere ,3115 j+=ζ  um elemento unimodular de ordem 

,210 N=  sobre ).79(GI  A partir da matriz de transformação PFS4  obtém-se 
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Após algumas operações elementares de linhas, as matrizes de paridade, na forma escalonada 

padrão, associadas com os dois autovalores ,1±=λ  são, respectivamente, 
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
=−H  

 

que geram os seguintes códigos ( ) ),(4 knFS P

λ  com matrizes geradoras ( ) :λG  
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5.4 PARÂMETROS DOS CÓDIGOS FFST-4P 

 

De uma forma mais apropriada, considere o código ).,,(4 dknFS P

λ  Assim como para os Códigos 

FFCT-4P, o comprimento de bloco n  do código é a ordem N  da matriz FFST-4P unitária.  A 

dimensão do código k  é a multiplicidade do autovalor associado ,λ  e as multiplicidades dos dois 

autovalores são mostradas na Tabela 3.3 [4]. Pelo mesmo motivo que no caso dos Códigos FFCT-

4P, na Tabela 3.3, as colunas correspondentes aos autovalores 1 e -1 são trocadas, dependendo do 

valor de )(mod/2 pN  considerado. Pode ser observado que os códigos baseados na FFST-4P, 

assintoticamente, têm também taxa igual a ½. 
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A Tabela 5.2 mostra os valores de n , k  e d  para alguns códigos baseados na FFST-4P, assim 

como a cota 1+−≤ knd . Pode-se observar também que para alguns valores de n , tais códigos são 

MDS, ou seja,  .1min +−= knd  

 

Tabela 5.2 Parâmetros de alguns códigos FFST-4P: ),,,,( )()( λλζ dkpn  para )(mod1 p±≡λ  

n  p  ζ  )1(+k  )1(+d  
1k-n

cota   

+
 )1(−k  )1(−d  

1k-n

cota   

+
 

3 47 24+j41 1 3 3 2 2 2 

4 31 4+j27 2 3 3 2 3 3 

5 79 15+j31 2 4 4 3 3 3 

6 47 6+j23 3 4 4 3 4 4 

7 167 74+j161 3 5 5 4 4 4 

8 127 21+j103 4 4 5 4 4 5 

9 71 8+j24 5 3 5 4 5 6 

10 79 18+j25 5 5 6 5 5 6 

 

 

É interessante notar também que, embora os Códigos FFCT-4P e FFST-4P tenham matrizes de 

paridade diferentes, seus parâmetros  n , k  e ,d  são os mesmos. No Apêndice E são mostradas 

todas as matrizes de paridade e geradoras para os Códigos FFCT-4P e FFST-4P mostrados nas 

Tabelas 5.1 e 5.2, respectivamente.   
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CAPÍTULO 6 

CONCLUSÕES 

 

 

6.1 CÓDIGOS CONSTRUÍDOS A PARTIR DE TRANSFORMADAS DIGITAIS 

 

A autoestrutura da transformada discreta de Fourier (DFT) clássica tem sido pesquisada 

recentemente e tem levado a novos resultados relativos à concepção de novos sistemas de acesso 

múltiplo no domínio da transformada [24]. Essa dissertação investiga novas aplicações dessa 

autoestrutura, porém considerando as chamadas transformadas digitais, que são definidas sobre o 

campo de Galois )( pGF , ao invés da DFT. São consideradas a DFT definida sobre )( pGF , 

denominada transformada numérica de Fourier e as transformadas de corpo finito do cosseno e do 

seno. O cenário alvo das investigações é o de Codificação de Canal. Dessa forma novas famílias de 

códigos de bloco lineares sobre )( pGF , 2>p , baseadas nas transformadas digitais, anteriormente 

mencionadas, são introduzidas. Em particular, as famílias dos Códigos de Fourier e a família dos 

Códigos do Cosseno tipo 4 par e do Seno tipo 4 par foram construídas. 

 

6.2 CÓDIGOS DE FOURIER 

 

As palavras-código de um código de Fourier ),,( dknF λ  são as autossequências da transformada 

numérica de Fourier associadas ao autovalor λ . Nessa dissertação, as matrizes de paridade, H, 

geradoras, G, e os parâmetros n  (comprimento de bloco), k  (dimensão) e d  (distância mínima de 

Hamming) de alguns códigos de Fourier são encontrados. Uma cota superior para a distância 

mínina, ,22 +−≤ knd  de tais códigos é demonstrada. 

Estratégias para o controle de um e dois erros baseadas na autoestrutura da FNTT são 

examinadas, considerando-se para isso a simetria inerente às autossequências dessas transformadas. 

Nos procedimentos de decodificação descritos, os algoritmos requerem apenas cálculos da FNTT 

que podem ser implementados através de transformadas rápidas de Fourier, e operações simples 

como adições, multiplicações por constantes e substituições. Esses procedimentos se tornam ainda 

mais atrativos quando se consideram sequências simétricas para a decodificação, já que a FNTT de 

tais sequências exibe o mesmo tipo de simetria, e dessa forma uma variação do algoritmo de 

Goertzel [36] pode ser usado no lugar do cálculo da FNTT para verificar a condição de 

autossequência. 
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6.3 CÓDIGOS FFCT E FFST 

 

As palavras-código de um código FFCT-4P ),,(4 dknFC P

λ  ou de um código FFST-4P 

),,(4 dknFS P

λ  são as autossequências da transformada do cosseno tipo 4 par ou da transformada do 

seno tipo 4 par, respectivamente, associadas ao autovalor λ . As matrizes de paridade, H, 

geradoras, G, e os parâmetros n  (comprimento de bloco), k  (dimensão) e d  (distância mínima de 

Hamming) de alguns códigos FFCT-4P e FFST-4P foram encontrados. 

Observou-se nessa dissertação, que para alguns valores de n  os códigos gerados a partir das 

transformadas do cosseno tipo 4 par e do seno tipo 4 par são MDS, ou seja, tais códigos satisfazem 

1+−= knd . Além disso, para os resultados obtidos, os códigos FFCT-4P e FFST-4P têm os 

mesmos parâmetros n , k  e d , apesar de suas matrizes geradoras e de paridade serem diferentes. 

 

6.4 CÓDIGOS DE TRANSFORMADA 

 

A abordagem descrita nessa dissertação pode ser estendida para outras famílias de 

transformadas sobre corpos finitos, tais como a transformada numérica de Hartley [38] e outras 

transformadas trigonométricas [4]. Essas novas famílias de códigos podem ser construídas 

seguindo a mesma abordagem apresentada aqui e são membros de uma nova classe de códigos de 

bloco multiníveis, que pode ser denominada de Códigos de Transformada. Para uma dada 

transformada em corpo finito de comprimento N , sua autoestrutura pode ser usada para construir 

um código linear de comprimento N  e dimensão k , em que k  é a multiplicidade dos autovalores 

da transformada. Diferentes multiplicidades irão gerar códigos com diferentes taxas. Nesse cenário, 

transformadas rápidas e propriedades da autoestrutura da transformada podem ajudar na 

implementação do código. 

As restrições dos parâmetros dos códigos que resultam do uso das transformadas padrões podem 

ser removidas se transformadas lineares arbitrárias forem consideradas. Nesse caso, códigos com 

taxas arbitrárias podem ser construídos. 

 

6.5 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

São sugestões para trabalhos futuros, na linha de pesquisa de códigos corretores de erros a partir 

de transformadas digitais: 

 

• Estudo da estratégia para o controle de mais de dois erros baseada na autoestrutura da 

FNTT, para os Códigos de Fourier; 
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• Estudo de técnicas de decodificação para os Códigos FFCT-4P e FFST-4P; 

 

• Realização de simulações envolvendo os Códigos de Fourier e os Códigos FFCT-4P e 

FFST-4P para comprimentos de bloco maiores, n; 

 

• Estudo dos parâmetros de Códigos de Transformada criados a partir da autoestrutura da 

transformada de Hartley e das demais transformadas trigonométricas não descritas nesse 

trabalho; 

 

• Criação de Códigos de Transformada a partir de novas transformadas sobre corpos finitos, 

ou seja, criadas de forma arbitrária a fim de se obter diferentes resultados em relação aos 

parâmetros do código; 

 

• Criação de novas transformadas digitais a partir de códigos corretores de erros já 

existentes, ou seja, fazer o processo inverso do que foi feito nesse trabalho. 
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APÊNDICE A 

A LEI DA RECIPROCIDADE 

 QUADRÁTICA 

 

A Lei da Reciprocidade Quadrática representa um dos mais interessantes resultados da teoria 

dos números. Ela foi demonstrada por Gauss e conjecturada anteriormente por Fermat, Euler e 

Legendre. 

Euler se perguntava em que condições a congruência )(mod2 pqx ≡  admitia solução para os 

primos p  e q  dados. Quando essa congruência tem solução, dizemos que q  é um resíduo 

quadrático de p . Caso contrário, q  é um resíduo não quadrático de p . Portanto, q  é um resíduo 

quadrático de p  quando ele admite raiz quadrada módulo p . 

A lei de Gauss da Reciprocidade Quadrática afirma que se p  e q  são primos, há uma relação 

direta entre p  ser quadrado módulo q  e q  ser quadrado módulo p . Esse teorema fornece um 

algoritmo rápido para determinar se a  é quadrado módulo p . 

Impresso em 1798, Essai sur la theorie des nombres introduziu ao mundo o símbolo de 

Legendre ( )pa / , que tem um papel muito importante em tornar a notação da Reciprocidade 

Quadrática mais conveniente [37]. 

  

Definição A.1: Seja p  um número primo ímpar e a  um inteiro tal que 1),( =paMDC . O símbolo 

de Legendre ( )pa /  assume valores 1±  dependendo se a  é, ou não, um resíduo quadrático 

módulo p , respectivamente [15]. De uma forma mais generalizada, considera-se que ( )pa /  seja 

igual a 0 se ap | , ou seja, 









−

=

. módulo quadrático resíduo é não  se  ,1

, módulo quadrático resíduo um é  se  ,1

a,| se  ,0

)/(

pa

pa

p

pa  

 

O símbolo de Legendre obedece às seguintes identidades: 

 

Teorema A.1: Sejam a  e b  inteiros que são relativamente primos a p . Então, 

 

(a) Se )(mod pba ≡ , então ( ) ( )pbpa // = . 

(b) ( ) 1/2 =pa . 

(c) ( ) ( ) )(mod/ 2/1 papa p−= . 
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(d) ( ) ( )( )pbpapab /// = . 

(e) ( ) 1/1 =p  e ( ) ( )( ) ( )




≡−

≡
=−⇒−=− −

3(mod4). se  ,1

1(mod4), se  ,1
/11/1 2/1

p

p
pp

p   

(f) )/()/)(/()/( 22
papbpapab == . 

 

O principal resultado relacionado ao símbolo de Legendre é a chamada Lei da Reciprocidade 

Quadrática. 

 

Teorema A.2: Lei da Reciprocidade Quadrática. Se p  e q  são primos ímpares distintos, então 

2

1

2

1

)1()()(
−−

−==
qp

pqqp .  

 

Corolário A.2.1: Se p  e q  são primos ímpares distintos, então 

 

== )()( pqqp




≡≡−

≡≡

3(mod4). se  ,1

1(mod4),ou  1(mod4) se  ,1

qp

qp
 

  

Corolário A.2.2: Se p  e q  são primos ímpares distintos, então 

 

=)( qp  




≡≡−

≡≡

3(mod4). se  ),/(

1(mod4),ou  1(mod4) se  ),/(

qppq

qppq
 

 

A partir das identidades acima, e utilizando-se o Teorema Chinês do Resto (Apêndice B) para 

resolver os sistemas de congruências lineares, os seguintes teoremas podem ser obtidos para o 

cálculo de ( )pN / . 

 

Teorema A.3 (N=2): Se p  é um primo ímpar, então 

 





≡≡−

≡≡
=

5(mod8).ou  3(mod8) se  ,1

7(mod8),ou  1(mod8) se  ,1
)/2(

pp

pp
p  

 

Teorema A.4 (N=3): Se 3≠p  é um primo ímpar, então 

 





±≡−

±≡
=

5(mod12). se  ,1

, 1(mod12) se  ,1
)/3(

p

p
p   
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Prova: Como ),4(mod33 ≡  o Corolário A.2.2, do teorema A.2, implica que 

 





≡−

≡
=

3(mod4). se  ),3/(

, 1(mod4) se  ),3/(
)/3(

pp

pp
p   

 

Sabendo-se que )3(mod1≡p  ou )3(mod2≡p , pelos Teoremas A.1 e A.4, tem-se 

 





≡−

≡
=

2(mod3). se  ,1

, 1(mod3) se  ,1
)3/(

p

p
p   

 

Assim, ( ) 1/3 =p  se e somente se 

)4(mod1≡p  e )3(mod1≡p  

ou 

)4(mod1≡p e )3(mod2≡p . Resolvendo-se essas congruências, chega-se ao resultado desejado. 

 

Teorema A.5 (N=4): Se p  é um primo ímpar, então ( ) 1/4 =p . 

Prova: O resultado segue diretamente do Teorema A.1 (b). 

 

Teorema A.6 (N=5): Se 5≠p é um primo ímpar, então 

 

( ) 1/5 =p  se )5(mod4ou  1≡p . 

 

Prova: Como )4(mod15 ≡ , temos 

 





≡

≡
=

3(mod4). se  ),5/(

, 1(mod4) se  ),5/(
)/5(

pp

pp
p   

 

Sabendo-se que )5(mod4ou  3 2, ,1≡p , temos 

 











≡−=

≡−=

≡

≡

=

. 2(mod5) se  ,1)5/2(

, 3(mod5) se  ,1)5/3(

1(mod5), se  ,1

, 4(mod5) se  ,1

)5/(

p

p

p

p

p   
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Assim, ( ) 1/5 =p  se e somente se 

)5(mod1≡p  ou ),5(mod4≡p  

e o resultado segue. 

 

Teorema A.7 (N=6): Se p  é um primo ímpar, então 

( ) 1/6 =p  se e somente se )24(mod23 19, 5, ,1≡p . 

Prova: Sabendo-se que 

 





≡≡−

≡≡
=

5(mod8).ou  3(mod8) se  ,1

7(mod8),ou   1(mod8) se  ,1
)/2(

pp

pp
p   

 

e 

 





−≡≡−

≡≡
=

5(mod12).ou  5(mod12) se  ,1

(mod12),1-ou   1(mod12) se  ,1
)/3(

pp

pp
p                                                                   

 

tem-se 

 

1)6( =p  se  



















≡≡

≡≡

≡≡

≡≡

≡≡

≡≡

≡≡

≡≡

.  (mod12)5- e 5(mod8)

, (mod12)5 e 5(mod8)

, (mod12)5- e 3(mod8)

, (mod12)5 e 3(mod8)

, (mod12)1- e 7(mod8)

, (mod12)1 e 7(mod8)

, (mod12)1- e 1(mod8)

, (mod12)1 e 1(mod8)

pp

pp

pp

pp

pp

pp

pp

pp

                                                       

 

e o teorema segue. 

 

Teorema A.8 (N=7): Se 7≠p  é um primo ímpar, então 

( ) 1/7 =p  se e somente se ).28(mod27ou  25 19, 9, 3, ,1≡p  

 

Prova: Sabendo-se que ),4(mod37 ≡  

 





≡−

≡
=

. 3(mod4) se  ),7/(

1(mod4), se  ),7/(
)/7(

pp

pp
p                                              
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tem-se 

 
















≡−=

≡−=

≡=

≡−=

≡=

≡

=

. 6(mod4) se  ,1)7/6(

5(mod7), se  ,1)7/5(

4(mod7), se  ,1)7/4(

3(mod7), se  ,1)7/3(

2(mod7), se  ,1)7/2(

1(mod7), se  ,1

)7/(

p

p

p

p

p

p

p                                                  

 

Portanto, 

1)7( =p  se      
















≡≡

≡≡

≡≡

≡≡

≡≡

≡≡

. 6(mod7) e  3(mod4)

5(mod7), e  3(mod4)

3(mod7), e  3(mod4)

4(mod7), e  1(mod4)

2(mod7), e  1(mod4)

1(mod7), e  1(mod4)

pp

pp

pp

pp

pp

pp

                                            

e o teorema segue. 

 

Teorema A.9 (N=8): Se p  é um primo ímpar, então 

( ) 1/8 =p  se e somente se ).8(mod1±≡p  

 

Prova: 1)2()2)(4()8( === pppp  se ).8(mod1±≡p  

 

Teorema A.10 (N=9): Se p  é um primo ímpar, então ( ) 1/9 =p . 

Prova: O resultado segue diretamente do Teorema A.1 (b). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 66 

APÊNDICE B 

O TEOREMA CHINÊS 

 DO RESTO 

 

O problema de encontrar uma solução simultânea para um sistema de congruências lineares é 

resolvido pelo Teorema Chinês do Resto [15], como pode ser visto a seguir. 

 

Teorema B.1: Teorema Chinês do Resto. Sejam rnnn ,,, 21 K  inteiros positivos tais que 

1),( =ji nnmdc  para .ji ≠  Então, o sistema de congruências lineares 

)(mod 11 nax ≡  

)(mod 22 nax ≡  

         M  
)(mod rr nax ≡  

tem uma solução simultânea, ,x  que é única módulo o inteiro 
rnnnn K21= , dada por 

rrr xNaxNaxNax +++= L222111 , 

em que 
k

k
n

n
N =  e ).(mod1 kkk nxN ≡  

 
Exemplo B.1: Para o sistema de congruências )4(mod3≡p  e )7(mod6≡p , do Teorema A.8, temos  
 

287.4 ==n   
 
e 
 

,7
41 ==
n

N  .4
72 ==
n

N  
 
As congruências lineares 
 

)4(mod17 1 ≡x  e  )7(mod14 2 ≡x  
 
são satisfeitas por 31 ≡x  e ,22 ≡x  respectivamente. Assim, a solução do sistema de equações é dada 

por .1112.4.63.7.3 =+=x  
 

Módulo 28, temos a solução ).28(mod27111≡=x  
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APÊNDICE C 

COMPRIMENTOS N 

 POSSÍVEIS PARA A FNTT 

 

Como já foi visto no Capítulo 2 dessa dissertação, para que uma FNTT de comprimento N  exista 

sobre )( pGF , é necessário que )1(| −pN  e que N  seja um resíduo quadrático módulo p . Usando-

se os resultados obtidos no Apêndice A, pode-se gerar a seguinte tabela, contendo valores de 9≤N  

e 200<p  para os quais a FNTT existe. 

 

Tabela C.1 Comprimentos N  possíveis para a FNTT sobre )( pGF  

 N 

3 4 5 6 7 8 9 

13 5 11 19 29 17 19 

37 13 31 43 113 41 37 

61 17 41 67 197 73 73 

73 29 61 73  89 109 

97 37 71 97  97 127 

109 41 101 139  113 163 

157 53 131 163  137 181 

181 61 151 193  193 199 

193 73 181     

 89 191     

 97      

 101      

 109      

 113      

 137      

 149      

 157      

 173      

 181      

 193      

p 

 197      
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APÊNDICE D 

TABELA DE ELEMENTOS 

 UNIMODULARES  

E SUAS ORDENS 

 

Este apêndice mostra alguns elementos unimodulares, em ),( pGI  assim como suas respectivas 

ordens complexas.  

Pode-se observar que, de acordo com a Proposição 3.1.2, as ordens dos elementos 

unimodulares, ,n  dividem .1+p  Vale ressaltar também que ).4(mod3≡p  

 

Tabela D.1 – Elementos unimodulares de )7(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

j,-j 4 

2+2j,2+5j,5+2j,5+5j 8 

 

Tabela D.2 – Elementos unimodulares de )11(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

5+3j,5+8j 3 

j,-j 4 

6+3j,6+8j 6 

3+5j,3+6j,8+5j,8+6j 12 

 

Tabela D.3 – Elementos unimodulares de )19(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

j,-j 4 

2+4j,2+15j,7+3j,7+16j 5 

12+3j,12+16j,17+4j,17+15j 10 
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3+7j,3+12j,4+2j,4+17j,15+2j,15+17j,16+7j,16+12j 20 

 

Tabela D.4 – Elementos unimodulares de )23(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

11+8j,11+15j 3 

j,-j 4 

12+8j,12+15j 6 

9+9j,9+14j,14+9j,14+14j 8 

8+11j,8+12j,15+11j,15+12j 12 

4+10j,4+13j,10+4j,10+19j,13+4j,13+19j,19+10j,19+13j 24 

 

Tabela D.5 – Elementos unimodulares de )31(GI  

ζ  ordem

 

1 1 

-1 2 

j,-j 4 

4+4j,4+27j,27+4j,27+27j 8 

7+13j,7+18j,13+7j,13+24j,18+7j,18+24j,24+13j,24+18j 16 

2+11j,2+20j,5+10j,5+21j,10+5j,10+26j,11+2j,11+29j,20+2j,20+29j,21+5j,21+26j,26+10j,2

6+21j,29+11j,29+20j 
32 

 

Tabela D.6 – Elementos unimodulares de )43(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

j,-j 4 

2+13j,2+30j,7+9j,7+34j,11+3j,11+40j,18+8j,18+35j,26+20j,26+23j 11 

17+20j,17+23j,25+8j,25+35j,32+3j,32+40j,36+9j,36+34j,41+13j,41+30j 22 

3+11j,3+32j,8+18j,8+25j,9+7j,9+36j,13+2j,13+41j,20+17j,20+26j,23+17j,23+26j,30+2j, 

30+41j,34+7j,34+36j,35+18j,35+25j,40+11j,40+32j 
44 
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Tabela D.7 – Elementos unimodulares de )47(GI  

ζ  ordem

 

1 1 

-1 2 

23+6j,23+41j 3 

j,-j 4 

24+6j,24+41j 6 

20+20j,20+27j,27+20j,27+27j 8 

6+23j,6+24j,41+23j,41+24j 12 

9+22j,9+25j,22+9j,22+38j,25+9j,25+38j,38+22j,38+25j 16 

11+16j,11+31j,16+11j,16+36j,31+11j,31+36j,36+16j,36+31j 24 

4+19j,4+28j,10+18j,10+29j,18+10j,18+37j,19+4j,19+43j,28+4j,28+43j,29+10j,29+37j,37+

18j,37+29j,43+19j,43+28j 
48 

 

Tabela D.8 – Elementos unimodulares de )59(GI  

ζ  ordem

 

1 1 

-1 2 

29+24j,29+35j 3 

j,-j 4 

42+19j,42+40j,46+3j,46+56j 5 

30+24j,30+35j 6 

13+3j,13+56j,17+19j,17+40j, 10 

24+29j,24+30j,35+29j,35+30j 12 

22+15j,22+44j,23+11j,23+48j,49+14j,49+45j,54+25j,54+34j 15 

3+13j,3+46j,19+17j,19+42j,40+17j,40+42j,56+13j,56+46j 20 

5+25j,5+34j,10+14j,10+45j,36+11j,36+48j,37+15j,37+44j 30 

11+23j,11+36j,14+10j,14+49j,15+22j,15+37j,25+5j,25+54j,34+5j,34+54j,44+22j,44+37j,4

5+10j,45+49j,48+23j,48+36j 
60 
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Tabela D.9 – Elementos unimodulares de )67(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

j,-j 4 

7+32j,7+35j,11+9j,11+58j,30+21j,30+46j,40+3j,40+64j,41+14j,41+53j,50+28j,50+39j, 

57+13j,57+54j,65+8j,65+59j 
17 

2+8j,2+59j,10+13j,10+54j,17+28j,17+39j,26+14j,26+53j,27+3j,27+64j,37+21j,37+46j, 

56+9j,56+58j,60+32j,60+35j 
34 

3+27j,3+40j,8+2j,8+65j,9+11j,9+56j,13+10j,13+57j,14+26j,14+41j,21+30j,21+37j, 

28+17j,28+50j,32+7j,32+60j,35+7j,35+60j,39+17j,39+50j,46+30j,46+37j,53+26j,53+41j, 

54+10j,54+57j,58+11j,58+56j,59+2j,59+65j,64+27j,64+40j 

68 

 

Tabela D.10 – Elementos unimodulares de )71(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

35+14j,35+57j 3 

j,-j 4 

36+14j,36+57j 6 

6+6j,6+65j,65+6j,65+65j 8 

23+18j,23+53j,56+29j,56+42j,63+24j,63+47j 9 

14+35j,14+36j,57+35j,57+36j 12 

8+24j,8+47j,15+29j,15+42j,48+18j,48+53j 18 

10+16j,10+55j,16+10j,16+61j,55+10j,55+61j,61+16j,61+55j 24 

18+23j,18+48j,24+8j,24+63j,29+15j,29+56j,42+15j,42+56j,47+8j,47+63j,53+23j,53+48j 36 

13+20j,13+51j,20+13j,20+58j,21+25j,21+46j,25+21j,25+50j,30+33j,30+38j,33+30j, 

33+41j,38+30j,38+41j,41+33j,41+38j,46+21j,46+50j,50+25j,50+46j,51+13j,51+58j, 

58+20j,58+51j 

72 
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Tabela D.11 – Elementos unimodulares de )79(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

j,-j 4 

54+18j,54+61j,64+31j,64+48j 5 

35+35j,35+44j,44+35j,44+44j 8 

15+31j,15+48j,25+18j,25+61j 10 

27+33j,27+46j,33+27j,33+52j,46+27j,46+52j,52+33j,52+46j 16 

18+25j,18+54j,31+15j,31+64j48+15j,48+64j,61+25j,61+54j 20 

4+8j,4+71j,7+30j,7+49j,8+4j,8+75j,30+7j,30+72j,49+7j,49+72j,71+4j,71+75j,72+30j,72+

49, 75+8j,75+71j 
40 

2+32j,2+47j,5+23j,5+56j,6+26j,6+53j,11+14j,11+65j,14+11j,14+68j,23+5j,23+74j,26+6j,

26+73j,32+2j,32+77j,47+2j,47+77j,53+6j,53+3j,56+5j,56+74j,65+11j,65+68j,68+14j,68+

65j, 73+26j,73+53j,74+23j,74+56j,77+32j,77+47 

80 

 

Tabela D.12 – Elementos unimodulares de )83(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

41+35j,41+48j 3 

j,-j 4 

42+35j,42+48j 6 

5+15j,5+68j,49+16j,49+67j,70+9j,70+74j 7 

35+41j,35+42j,48+41j,48+42j 12 

13+9j,13+74j,34+16j,34+67j,78+15j,78+68j 14 

12+40j,12+43j,31+6j,31+77j,38+36j,38+47j,65+3j,65+80j,66+25j,66+58j,79+20j,79+63j 21 

9+13j,9+70j,15+5j,15+78j,16+34j,16+49j,67+34j,67+49j,68+5j,68+78j,74+13j,74+70j 28 

4+20j,4+63j,17+25j,17+58j,18+3j,18+80j,45+36j,45+47j,52+6j,52+77j,71+40j,71+43j 42 

3+18j,3+65j,6+31j,6+52j,20+4j,20+79j,25+17j,25+66j,36+38j,36+45j,40+12j,40+71j, 

43+12j,43+71j,47+38j,47+45j,58+17j,58+66j,63+4j,63+79j,77+31j,77+52j,80+18j, 

80+65j 

84 
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Tabela D.13 – Elementos unimodulares de )103(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

j,-j 4 

19+19j,19+84j,84+19j,84+84j 8 

6+45j,6+58j,22+49j,22+54j,28+12j,28+91j,40+7j,40+96j,71+25j,71+78j,90+48j,90+55j 13 

13+48j,13+55j,32+25j,32+78j,63+7j,63+96j,75+12j,75+91j,81+49j,81+54j,97+45j, 

97+58j 
26 

7+40j,7+63j,12+28j,12+75j,25+32j,25+71j,45+6j,45+97j,48+13j,48+90j,49+22j,49+81j, 

54+22j,54+81j,55+13j,55+90j,58+6j,58+97j,78+32j,78+71j,91+28j,91+75j,96+40j, 

96+63j 

52 

2+10j,2+93j,5+39j,5+64j,9+34j,9+69j,10+2j,10+101j,20+42j,20+61j,26+47j,26+56j, 

30+50j,30+53j,34+9j,34+94j,39+5j,39+98j,42+20j,42+83j,47+26j,47+77j,50+30j,50+73j

53+30j,53+73j,56+26j,56+77j,61+20j,61+83j,64+5j,64+98j,69+9j,69+94j,73+50j,73+53j,

77+47j,77+56j,83+42j,83+61j,93+2j,93+101j,94+34j,94+69j,98+39j,98+64j,101+10j, 

101+93j 

104 

 

Tabela D.14 – Elementos unimodulares de )127(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

j,-j 4 

8+8j,8+119j,119+80j,119+119j 8 

21+24j,21+103j,24+21j,24+106j,103+21j,103+106j,106+24j,106+103j 16 

25+30j,25+97j,30+25j,30+102j,40+59j,40+68j,59+40j,59+87j,68+40j,68+87j,87+59j, 

87+68j,97+25j,97+102j,102+30j,102+97j 
32 

7+29j,7+98j,15+41j,15+86j,29+7j,29+120j,34+49j,34+78j,41+15j,41+112j,46+60j, 

46+67j,49+34j,49+93j,60+46j,60+81j,67+46j,67+81j,78+34j,78+93j,81+60j,81+67j, 

86+15j,86+112j,93+49j,93+78j,98+7j,98+120j,112+41j,112+86j,120+29j,120+98j 

64 

2+39j,2+88j,5+22j,5+105j,9+38j,9+89j,19+23j,19+104j,22+5j,22+122j,23+19j,23+108j, 

26+50j,26+77j,27+62j,27+65j,32+45j,32+82j,38+9j,38+118j,39+2j,39+125j,42+53j, 

42+74j,45+32j,45+95j,50+26j,50+101j,53+42j,53+85j,62+27j,62+100j,65+77j,65+100j, 

74+42j,74+85j,77+26j,77+101j,82+32j,82+95j,85+53j,85+74j,88+2j,88+125j,89+9j, 

128 
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89+118j,95+45j,95+82j,100+62j,100+65j,101+50j,101+77j,104+19j,104+108j,105+50j, 

105+122j,108+23j,108+104j,118+38j,118+89j,122+22j,122+105j,125+39j,125+88j 

 

Tabela D.15 – Elementos unimodulares de )167(GI  

ζ  ordem  

1 1 

-1 2 

83+31j,83+136j 3 

j,-j 4 

84+31j,84+136j 6 

61+11j,61+156j,93+6j,93+161j,96+53j,96+114j 7 

77+77j,77+90j,90+77j,90+90j 8 

31+83j,31+84j,136+83j,136+84j 12 

71+53j,71+114j,74+6j,74+161j,106+11j,106+156j 14 

18+41j,18+126j,46+35j,46+132j,56+47j,56+120j,60+24j,60+143j,92+80j,92+87j,146+27j

146+140j 
21 

4+73j,4+94j,73+4j,73+163j,94+4j,94+163j,163+73j,163+94j 24 

6+74j,6+93j,11+61j,11+106j,53+71j,53+96j,114+71j,114+96j,156+61j,156+106j,161+74j

161+93j 
28 

21+27j,21+140j,75+80j,75+87j,107+24j,107+143j,111+47j,111+120j,121+35j,121+132j,

149+41j,149+126j 
42 

9+33j,9+134j,19+59j,19+108j,29+50j,29+117j,33+9j,33+158j,50+29j,50+138j,59+19j, 

59+148j,108+19j,108+148j,117+29j,117+138j,134+9j,134+158j,138+50j,138+117j, 

148+59j,148+108j,158+33j,158+134j 

56 

24+60j,24+107j,27+21j,27+146j,35+46j,35+121j,41+18j,41+149j,47+56j,47+111j,80+75j

80+92j,87+75j,87+92j,120+56j,120+111j,126+18j,126+149j,132+46j,132+121j,140+21j,

140+146j,143+60j,143+107j 

84 

12+58j,12+109j,22+39j,22+128j,25+12j,25+85j,34+66j,34+101j,39+22j,39+145j,45+67j,

45+100j,51+78j,51+89j,58+12j,58+155j,66+34j,66+133j,67+45j,67+122j,78+51j,78+116j 

82+25j,82+142j,85+25j,85+142j,89+51j,89+116j,100+45j,100+122j,101+34j,101+133j, 

109+12j,109+155j,116+78j,116+89j,122+67j,122+100j,128+22j,128+145j,133+66j, 

133+101j,142+82j,142+85j,145+39j,145+128j,155+58j,155+109j 

168 
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APÊNDICE E 

MATRIZES DE PARIDADE E 

GERADORAS DE ALGUNS 

CÓDIGOS FFCT-4P E FFST-4P 

 

Este apêndice mostra todas as matrizes de paridade, ,H  e matrizes geradoras, ,G  dos códigos 

apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2. São indicados também os valores de p , ζ  e λ . 

Para a Tabela 5.1 as matrizes H  e G  dos Códigos FFCT-4P de comprimento ,n  sobre ),( pGI  

são: 

 

Tabela E.1 – Matrizes G  e H  de alguns Códigos ) , ,(4 dknFC P  para )(mod1 p±≡λ  

 

 

n  p  ζ  λ  Código G  H  

1 )3 ,1 ,3(4PFC  ( )11346  








3410

101
 

3 47 24+j41 

-1 )2 ,2 ,3(4PFC  








1043

0144
 ( )431  

1 )3 ,2 ,4(4PFC  








10244

0137
 









72910

272401
 

4 31 4+j27 

-1 )3 ,2 ,4(4PFC  








101119

01720
 









202410

121101
 

1 )4 ,2 ,5(4PFC  








1071573

0127737
 

















852100

746010

672001

 

5 79 15+j31 

-1 )3 ,3 ,5(4PFC  
















10076

01065

001278

 








72735210

73747101
 

1 )4 ,3 ,6(4PFC  
















10093944

01010448

00136379

 
















383711100

8310010

33938001

 

6 47 6+j23 

-1 )4 ,3 ,6(4PFC  
















10021934

010341628

0017132

 
















451340100

283134010

131945001
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Tabela E.1 – Matrizes G  e H  de alguns Códigos ) , ,(4 dknFC P
 para )(mod1 p±≡λ  

 

n  p  ζ  λ  Código G  H  

1 )5 ,3 ,7(4PFC  
















100857122117

01081466720

0017211688138  



















8286951000

96121510100

145100790010

50147290001
 

7 167 74+j161 

-1 )4 ,4 ,7(4PFC  


















1000292050

01008810022

0010514696

0001728685
 

















1387911695100

1476712181010

1171457182001  

1 )4 ,4 ,8(4PFC  




















100085955446

010058292173

00105467258

000146559542
 



















4232551201000

699860720100

7310629320010

815469850001
 

8 127 21+j103 

-1 )4 ,4 ,8(4PFC  




















1000105211933

010062115598

001022731252

0001117562117
 



















11765105101000

751254220100

868115650010

9411975100001
 

1 )5 ,4 ,9(4PFC  




















10002059152037

0100414938428

00101823181813

00014513364531
 























5130532610000

1222485801000

5633533500100

5129532600010

3463584000001

 

9 71 8+j24 

-1 )3 ,5 ,9(4PFC  























100003158834

0100026182920

0010036533856

0001058232259

0000145534151

 



















40453513261000

13531848180100

63423349300010

37511512200001
 

1 )5 ,5 ,10(4PFC  























100004321343732

010001458166942

001002447686334

00010235325858

000014977246543

 























366555773010000

58213244201000

456311475500100

421016211400010

473745213600001

 

10 79 18+j25 

-1 )5 ,5 ,10(4PFC  























1000066667770

010001245171572

001005969456267

000104777104573

000011132596766

 























136720326810000

73341024701000

126234692000100

726417341200010

971261300001
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Para a Tabela 5.2 as matrizes H  e G  dos Códigos FFST-4P de tamanho ,n  sobre ),( pGI são: 

 

Tabela E.2 – Matrizes G  e H  de alguns Códigos ) , ,(4 dknFS P
 para )(mod1 p±≡λ  

 

 

 

 

 

n  p  ζ  λ  Código G  H  

1 )3 ,1 ,3(4PFS  ( )13446  








1310

101
 

3 47 24+j41 

-1 )2 ,2 ,3(4PFS  








101

0134
 ( )46131  

1 )3 ,2 ,4(4PFS  








102427

01297
 









7210

42401
 

4 31 4+j27 

-1 )3 ,2 ,4(4PFS  








101112

012320
 









20710

191101
 

1 )4 ,2 ,5(4PFS  








10446766

01256665
 

















3554100

1213010

1314001

 

5 79 15+j31 

-1 )3 ,3 ,5(4PFS  
















1006513

0101367

0012535

 ;
14665410

66124401








 

1 )4 ,3 ,6(4PFS  
















100453413

010343128

001401345

 
















2137100

281634010

34192001

 

6 47 6+j23 

-1 )4 ,3 ,6(4PFS  
















10038393

0101038

001113738

 
















93736100

84410010

44399001

 

1 )5 ,3 ,7(4PFS  
















1005579119135

0105612886121

001701173415

 





















112111971000

8839500100

48811330010

32461520001

 7 167 74+j161 

-1 )4 ,4 ,7(4PFS  





















100015212132

01003481119

00105012888

00017011155

 

















1513311797100

46863956010

1354879112001
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Tabela E.2 – Matrizes G  e H  de alguns Códigos ) , ,(4 dknFS P
 para )(mod1 p±≡λ  

 

n  p  ζ  λ  Código G  H  

1 )4 ,4 ,8(4PFS  


















1000120459130

010088101736

0010110102645

000110417887
 



















73917231000

82261171100100

36120101390010

9791821200001
 

8 127 21+j103 

-1 )4 ,4 ,8(4PFS  


















100086298587

0100120964742

0010101243129

0001162612041
 



















417261111000

98311031010100

42809670010

408598860001
 

1 )3 ,5 ,9(4PFS  























10000796224

0100043362258

0010024271240

0001029512356

0000143362358

 



















64284742281000

62354420350100

9495948480010

47133115130001
 

9 71 8+j24 

-1 )5 ,4 ,9(4PFS  


















10001356315847

01002348124962

00103551443662

0001434224287
 























5848362810000

1523202901000

4059274700100

1322354300010

24996400001

 

1 )5 ,5 ,10(4PFS  























10000556316443

01000230203615

00100136226591

0001076817016

000011772135655

 























245666726210000

1601711701000

785953626600100

15432002300010

366478632400001

 

10 79 18+j25 

-1 )5 ,5 ,10(4PFS  























100001274727358

01000674067146

001004756561272

000100723405

00001390471212

 























67123204010000

5392372001000

71223563200100

66567396700010

21737746700001
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