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Novas familias de codigos corretores de erros, criados a partir da transformada
numérica de Fourier (Codigos de Fourier) e de transformadas trigonométricas sobre corpos
finitos (Codigos FFCT tipo 4 par, do inglés finite field cosine transform, e Cddigos FFST
tipo 4 par, do inglés finite field sine transform), sdo apresentadas nesta dissertacdo. A
matriz de paridade de cada cddigo, sua dimensdo e distancia minima sdo obtidas a partir da
autoestrutura da transformada numérica de Fourier unitaria e das transformadas do seno e
do cosseno de corpo finito unitaria. Uma técnica de decodificagdo para os Codigos de
Fourier é proposta. No caso dos Codigos FFCT-4P e FFST-4P, se observa que, em alguns

casos, os mesmos sao codigos de maxima distdncia de Hamming minima.
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New families of error-correcting codes, created from the Fourier number theoretic
transform (Fourier Codes) and from trigonometric transforms over finite fields (FFCT-4e
and FFST-4e Codes), are introduced in this dissertation. The code parity-check matrix, its
dimension and minimum distance are obtained from the eigenstructure of the unitary
Fourier number theoretic transform and from the finite field sine and cosine transform. A
decoding technique for the Fourier Codes is proposed. Regarding the FFCT-4P and FFST-
4P Codes, our results show that some of the constructed codes are maximum distance

separable (MDS) codes.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Transformadas em corpos finitos t€m sido muito usadas em areas como processamento digital
de sinais, codigos corretores de erros e criptografia. Tais transformadas sdo digitais, uma vez que
suas componentes sio elementos de um corpo finito. Nesse cenario, estdo as transformadas
numéricas de Fourier (FNTT, do inglés Fourier number theoretic transform) e as transformadas
trigonométricas sobre corpos finitos (FFTT, do inglés finite field trigonometric transform).

A transformada de corpo finito mais conhecida é a de Fourier (FFFT, finite field Fourier
transform), introduzida por Pollard em 1971 em sua versdo numérica [1]. As duas primeiras
FFTTs, a do cosseno ¢ a do seno, foram introduzidas por Campello de Souza et al. [2], [3].
Posteriormente, as demais transformadas, completando um total de 16 transformadas
trigonométricas, foram construidas por J. B. Lima [4]. As FFTTs t€ém diversas aplicacdes, como
por exemplo, marca d’agua digital, filtragem de imagens e separagdo de sequéncias na
comunicagdo multiusuario [5], [6], [7].

Nesta dissertagdo, novas familias de codigos corretores de erros, baseadas em transformadas
digitais, sdo propostas. A FNTT unitaria ¢é utilizada para a construcéo de cddigos de bloco lineares
ndo-binarios, chamados de Cdodigos de Fourier, e duas transformadas trigonométricas sobre corpos
finitos, a transformada do cosseno de corpo finito (FFCT, finite field cosine transform), e a
transformada do seno de corpo finito (FFST, finite field sine transform) sdo usadas para a
construcdo dos Codigos FFCT-4P e FFST-4P, respectivamente. A existéncia de transformadas
rapidas sobre corpos finitos é um fator decisivo para a implementacdo desses codigos, podendo
facilitar bastante a sua decodificacédo.

Um codigo corretor de erro deve ser avaliado ndo apenas pela sua taxa e distancia minima, mas
também pela facilidade de decodificagdo. A escolha para utilizagdo de um determinado codigo
depende, portanto, ndo somente dos seus pardmetros, como comprimento de bloco e distancia
minima, mas também da velocidade e facilidade de decodificacdo requerida, dependendo do tipo de
aplicacdo. Nesse contexto, a transformada de Fourier sobre corpos finitos pode ser utilizada em
técnicas de decodificagdo no dominio da frequéncia, como visto em [8].

A idéia principal deste trabalho n3o é a construgdo de codigos corretores com maxima
capacidade de corre¢do, mas sim a constru¢do de codigos que utilizem as autoestruturas das
transformadas digitais, assim como a existéncia de algoritmos rapidos dessas transformadas,
incluindo algoritmos com complexidade multiplicativa nula [9], [10], para facilitar a decodificag@o

de tais codigos.



Para a implementacdo dos codigos baseados em transformadas digitais usou-se o software
MATLAB. Nele foram desenvolvidos programas para implementar as transformadas numéricas de
Fourier sobre corpos finitos, as transformadas trigonométricas do seno e do cosseno sobre corpos
finitos, bem como todas as demais fungdes basicas, usando aritmética de corpo finito, para suas
implementagdes.

O restante deste trabalho é composto por cinco capitulos e cinco apéndices. O Capitulo 2 inicia-
se com uma revisdo das transformadas numéricas de Fourier, incluindo sua defini¢do e algumas
propriedades. Este Capitulo descreve ainda a autoestrutura da FNTT, mostrando detalhadamente
como as autossequéncias dessas transformadas sdo geradas. Alguns algoritmos rdpidos para o
calculo de transformadas de Fourier sdo descritos na Secdo 2.4, na qual ¢ feita uma breve revisao
dos algoritmos de Cooley-Tukey [11], Good-Thomas [12] e Goertzel [13].

O Capitulo 3 apresenta as transformadas trigonométricas sobre corpos finitos, desde a definigdo
dos niimeros complexos sobre corpos finitos (Se¢do 3.1), passando pelas fungdes trigonométricas
sobre corpos finitos e suas propriedades (Secdo 3.2), que sdo as bases das FFTTs, até a descrigdo
das transformadas trigonométricas do cosseno e do seno tipo 4 par (FFCT-4P e FFST-4P) e suas
versdes unitarias (Secdo 3.3). Algumas propriedades das FFTTs sdo mostradas na Segdo 3.4 e sua
autoestrutura ¢ revista na Se¢do 3.5

No Capitulo 4, os codigos baseados na autoestrututa da FNTT unitaria, Codigos de Fourier, sdo
introduzidos. A Secdo 4.1 mostra a construgdo dos Codigos de Fourier, descrevendo como obter a
matriz de paridade, H, do codigo, e consequentemente, a matriz geradora, G, para um determinado
autovalor 4. Na Se¢fo 4.2, os parametros do codigo, n (comprimento de bloco), £ (dimenséo), e
uma cota superior para a distdncia minima de Hamming, d, sdo obtidos. Uma técnica de
decodificagdo baseada na autoestrutura da FNTT unitaria, para corrigir um e dois erros é proposta
na Se¢do 4.3. O resultado dessa pesquisa gerou o artigo intitulado “Fourier Codes”, In:
Proceedings of the Tenth International Symposium on Communication Theory and Applications,
ISCTA’09, Ambleside, Lake District, UK, 2009, p. 370-375 [14].

No Capitulo 5 ¢ introduzida a nova familia de coédigos corretores de erros baseada na
autoestrutura das transformadas trigonométricas sobre corpos finitos. As Se¢oes 5.1 € 5.3 mostram,
respectivamente, a construgdo dos Codigos FFCT-4P e FFST-4P, assim como alguns exemplos. Os
pardmetros dos codigos FFCT-4P e FFST-4P sdo introduzidos nas Se¢des 5.2 ¢ 5.4, e é observado
que, para alguns valores de n, os codigos sdo de maxima distdncia minima (MDS, do inglés
maximum distance separable).

A dissertagdo ¢ finalizada com algumas conclusdes deste trabalho e algumas sugestdes para

trabalhos futuros, apresentadas no Capitulo 6.
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O Apéndice A aborda a Lei da Reciprocidade Quadratica [15], em que o Simbolo de Legendre é
usado para determinar os valores do numero primo p, para os quais a FNTT unitaria de
comprimento N existe.

O Apéndice B trata do Teorema Chinés do Resto [15], sendo utilizado para resolver alguns
sistemas de congruéncias lineares do Apéndice A.

O Apéndice C mostra uma tabela de possiveis comprimentos N para a FNTT unitaria.

O Apéndice D mostra diversas tabelas de elementos unimodulares em GI(p), incluindo suas
respectivas ordens complexas, que sdo utilizados para o calculo das transformadas trigonométricas
sobre corpos finitos, descritas no Capitulo 3.

Finalmente, o Apéndice E apresenta todas as matrizes de paridade, H, e geradoras, G, dos

codigos apresentados nas tabelas do Capitulo 5 desta dissertag@o.
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CAPITULO 2

A TRANSFORMADA
NUMERICA DE FOURIER

A transformada de Fourier sobre corpos finitos (FFFT, finite field Fourier transform) [1],
introduzida por J. M. Pollard em 1971, é uma ferramenta muito util nos campos de Codigos
Corretores de Erros, Criptografia e Processamento Digital de Sinais e tem sido usada, por exemplo,
como um veiculo para reduzir a complexidade da decodificacdo e para implementar convolugdo de
sinais de uma forma rapida [16], [17]. O calculo de transformadas em corpos finitos tem a
vantagem de ndo apresentar erros de truncamento ou arredondamento e de apresentar baixa
complexidade aritmética devido a existéncia de algoritmos rapidos, incluindo algoritmos com
complexidade multiplicativa nula [9].

Em geral, a FFFT ¢ um mapeamento relacionando vetores do campo de Galois GF(g) para sua
extensdo GF (¢'), onde g é uma poténcia de um namero primo, p”. Quando m=r=1, a FFFT ¢
chamada de transformada numérica de Fourier (FNTT, Fourier number theoretic transform), tendo
aplicacdes tipicamente no campo de processamento digital de sinais [18-21].

Este capitulo faz uma breve revisdo da FNTT unitaria e de sua autoestrutura [22], mostrando
detalhadamente como as autossequéncias de tais transformadas sdo geradas. Além disso, descreve

os algoritmos de Cooley-Tukey, Good-Thomas e Goertzel [11], [12], [13].
2.1 A TRANSFORMADA NUMERICA DE FOURIER UNITARIA

Definicio 2.1.1: As sequénciasx=(xy,x,...,xy,) © X =(X,,X,,....Xy,), com valores

sobre GF(p) , p primo, formam um par da FNTT unitaria quando

N-1
X, = (\/ﬁ)'l(modp)anak”
n=0

N-1
x,=(/N) " (mod p) Y X,a™,
k=0

p-1

em que a € GF(p) tem ordem multiplicativa N ¢ N 2 =1(mod p). O par FNTT ¢ denotado por

x<>X ouX=Fx,emque F ¢amatriz de transformagao. |
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Observe que a FNTT esta restrita aqueles comprimentos N para os quais existe um elemento

a e GF(p)de ordem N, ou seja, N precisa ser um divisor de p-/. Além disso, N deve ser um

residuo quadratico de p. Os valores de N e p para os quais a FNTT existe sdo descritos no
Apéndice A.

Por serem definidas sobre corpos finitos, as amplitudes dos coeficientes das transformadas
numéricas sdo discretas. Assim, tais transformadas podem ser caracterizadas como legitimas

“transformadas digitais”.

2.2 AUTOSSEQUENCIAS DA TRANSFORMADA NUMERICA DE FOURIER

Uma sequéncia x=(x,), x, € GF(p), € dita ser uma autossequéncia da FNTT, com autovalor

associado 4 € GF(p*), quando ela satisfaz X = Ax.

A FNTT e a transformada discreta de Fourier definida sobre corpos infinitos tém autoestruturas

semelhantes. Em particular, ambas satisfazem ao seguinte lema [23] (versdo FNTT do lema):

Lema 2.2.1: i) Os autovalores da FNTT sdo as raizes quartas da unidade (+1,+j), em que
j* =—1(mod p).
i) Se x ¢ uma autossequéncia da FNTT, entdo ela tem simetria par (i.e.x; = xy_;) s A =+I(mod p)

e simetria impar (i.e.x; = —xy_; ) s¢ A ==j(mod p). [

Sequéncias com simetria par (impar) sdo chamadas de sequéncias pares (impares). Tais
sequéncias podem ser usadas para gerar autossequéncias de acordo com os Lemas 2.2.2 ¢ 2.2.3

[24].

Lema 2.2.2: Seja x <> X um par FNTT. Entdo a sequéncia y = E(x)+ E(X) € uma autossequéncia

com autovalor A = +1(mod p) , em que E(x) denota a parte par de x . [

Corolario 2.2.1: Toda sequéncia x, de simetria par, gera uma autossequéncia y=x+ X . ]

Lema 2.2.3: Seja x <> X um par FNTT. Entdo a sequéncia y = O(x)F jO(X) € uma autossequéncia

com autovalor A =+j(mod p), em que O(x) denota a parte impar de x . [

Corolario 2.2.2: Toda sequéncia x, impar, gera uma autossequéncia y=xF jX . ]
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Exemplo 2.1: Considere a sequéncia x=(4 2 1 4) com valores sobre GF(5) e a matriz FNTT

4x 4 sobre GF(5), F = (\/ﬁr (mod p)a™, com a =2,

N S
N W N W
— N AW

Oespectrode x ¢ X=(3 2 2 1). As partes pares ¢ impares de x e X sdo E(x)=(4 3 1 3),
E(X)=3 4 2 4, O(x)=(0 4 0 1) e O(X)=(0 3 0 2),respectivamente.
Portanto, y, = E(x)+E(X)=(2 2 3 2) e y,=0x)-20(X)=(0 3 0 2), sdo, respectivamente,

autossequéncias com autovalores associados A =1(mod5) ¢ A= j=2(mod5). ]

Exemplo 2.2: Considere a sequéncia x=(36 1 1 1 1) com valores sobre GF(6]) e a matriz

FNTT 5x 5sobre GF(6/), com =9,

77 7 7T 7
7 2 18 40 55
F=|7 18 55 2 40].
7 40 2 55 18
7 55 40 18 2

O espectrode x ¢ X=(36 1 1 1 1). Como x ¢ uma sequéncia par, de acordo com o corolario
do Lema 2.2.2, a sequéncia y, =x+X =(11 2 2 2 2) é uma autossequéncia. Pode ser facilmente

verificado que tal autossequéncia tem autovalor associado A =1(mod61). ]

Exemplo 2.3: Considere agora a sequéncia x=(0 60 14 47 1) com valores sobre GF(61) ¢ a

mesma matriz FNTT 5x 5 sobre GF(6/) do Exemplo 2.2.

O espectrode x ¢ X=(0 50 32 29 11). Como x ¢ uma sequéncia impar, de acordo com o
coroldrio do Lema 2.2.3, a sequéncia y, =x—jX=(0 59 28 33 2) é uma autossequéncia. Pode

ser facilmente verificado que tal autossequéncia tem autovalor associado A= j=11(mod61). ]

A Tabela 2.1 a seguir apresenta exemplos de autossequéncias da FNTT para diversos

valores de p ede 4.
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Tabela 2.1 Autossequéncias de comprimento N da FNTT sobre GF(p).

N A ? | JNmodp) | « sequéncia

4 1 5 2 2 2101

5 -1 |41 13 10 291111)

6 | j=27 |73 15 9 (072330401)

7 | =17 129 6 7 (028111019181)

8 | ;=4 |17 5 8 (0160160101)

9 -1 137 3 7 (221026332601)
10 | /=9 |41 16 4 (040021230182001)
11 1 89 10 2 (600187282887100)
12| -1 13 5 2 910061816001)
16 | j=4 |17 4 3/(00016880809099100)

2.3 PROPRIEDADES DA FNTT

Sejam x <> X, y<>Ye z<«> Zpares transformados de uma FNTT de comprimento N, definida

na Secdo 2.1. As seguintes propriedades sdo validas [25].

(a) Ortogonalidade

kn

As fungoes da base o™ formam um conjunto ortogonal:

=

= = N, k=m(mod N),
ankaﬂxm — Za(kfm)n :{ ( )

n=

0, caso contrario.

3
Il
=3

(b) Periodicidade

Sex, =x,,,,entdo X, =X,,, .

(c) Deslocamento no Tempo

Se x, =x, ., s um inteiro fixo, entdo v, =a’ X, .

n-s?

(d) Simetria

X,=Nx_,,emque x_, =xy,.
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(e) Convolucio Ciclica

A FNTT de uma convolugdo ciclica de duas sequéncias é igual ao produto das FNTTs dessas
A . . . N-1
sequéncias. Assim, dadas as sequéncias x, y € z, em que z, = > x,,y,, temos Z, = X,¥,.
i=0
Percebe-se entdo que, para calcular convolugdes ciclicas entre duas sequéncias, ¢ muito mais
eficiente calcular o produto dos espectros das duas sequéncias e depois calcular a transformada

inversa do resultado obtido.

(f) A transformada Multidimensional
Assim como a FFFT, a FNTT unitaria também pode ser estendida para multiplas dimensdes. Por

exemplo, em duas dimensoes, a FNTT unitaria e a sua inversa podem ser definidas como:

N-IN, -1

Xy, = (\/Nl)_1 (\/1\72)_1 (mod p) Z an\nzallml azkn:

n=0n,

N,-IN,-1
%, =N YN modp) Y XX, e,

m=0n,=0

k,n =0,1,...N, -1, k,,n, =0,1,...,N, 1. Aqui, «a,, @, € GF(p) tém ordens, respectivamente, N, € N, .
2.4 ALGORITMOS RAPIDOS

Uma transformada rapida de Fourier (FFT, do inglés fast Fourier transform) ¢ um algoritmo
para calcular uma transformada discreta de Fourier (DFT, do inglé€s discrete Fourier transform), de
comprimento N, que apresenta complexidade aritmética < N’.Existem varios algoritmos FFT,
dentre eles, os algoritmos de Cooley-Tukey [11] e de Good-Thomas [12], [26]. A FFT ¢ uma forma
de calcular a DFT que apresenta uma complexidade computacional multiplicativa inferior aquela
decorrente de sua defini¢do. Neste caso, o calculo de uma DFT de comprimento N requer N’
multiplica¢des, o que pode significar uma diferenca substancial, em complexidade, especialmente
para os casos em que N ¢ grande (N >64). Os algoritmos FFT mais conhecidos dependem
basicamente da fatoragdo de N, mas existem FFTs para qualquer valor de N .

E importante ressaltar ainda que os algoritmos de Cooley-Tukey e Good-Thomas podem ser

desenvolvidos sobre um corpo finito [10] e por essa razdo, eles serdo revistos neste capitulo.
2.4.1 O ALGORITMO DE COOLEY-TUKEY

O algoritmo de Cooley-Tukey ¢ o algoritmo FFT mais conhecido e aplicado. A utilizagdo desse

algoritmo requer que o comprimento da transformada seja composto, ou seja, N =mnn,. Tal
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algoritmo recursivamente divide uma DFT de comprimento composto N =nn, em DFTs de
comprimentos menores n, € n, .

De uma forma mais geral, o algoritmo de Cooley-Tukey se baseia na idéia de mapear o vetor a

ser transformado num arranjo bidimensional n, xn,. As novas coordenadas (i,i,) do arranjo
bidimensional do vetor v, com coordenadas v,, sdo definidas por [9]:

i=i +ni,,
com i =0,...,n,-1¢€i=0,...,n,—1.

Dessa forma, o vetor unidimensional v =v,,v,,...,v,, , € mapeado no arranjo bidimensional

mn,

Vo Vi, Vo 7 Vim-i,

Vi Vst Va7 V-l +1
V=1 Vy o Ve Va7 Vy-hme2 |

V-t Van-1 Vag-t 77 Va1

O vetor de entrada, agora bidimensional, ¢ transformado no vetor de saida X, cujas
coordenadas (k,, k,) sdo definidas por:
k=mk +k,,
com k, =0,...,n,—-1 € k,=0,...,n,—1.

Assim, o arranjo bidimensional do vetor de saida ¢ dado por:

Xo Xl Xz o Xn2—1

Xn: an+l Xn:+2 Xan—l

X = Xan X2n2+1 Xn2+2 X3n2—1
X(m—l)nz (=) +1 X(nrl)nﬁz Xn,nrl

Aplicando-se a DFT ao arranjo bidimensional do vetor de entrada, temos:

que resulta em
=l ny—1 ( Yok +4)
_ i +miy )(nyky +ky
X’12k|+k2 - z z Vi,+n,i2a o ‘ .
i,=0 ,=0

Manipulando-se os indices convenientemente e levando-se em consideragdo que a” =1, pode-

se reescrever a DFT como:
m-l o omy-l . T = )
Xk],k: — zaﬂ”z’ﬂ al\kz zv[lv[:a”\b"z — Zﬂﬂ’ﬂ a‘\kz zv[] ’[:7/’2/‘2 s
i,=0 i,=0 i=0 i,=0

emque f=a™ € y=a".
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Apds o mapeamento do vetor de entrada no arranjo bidimensional, o algoritmo de Cooley-
Tukey se baseia em calcular n, DFTs de comprimento n,, N multiplicagdes complexas devido ao
termo de ajuste o™ e, por fim, n, DFTs de comprimento 7, .

O algoritmo de Cooley-Tukey mais conhecido é o que divide a transformada de tamanho N em

duas DFTs de tamanho N/2, reduzindo a complexidade computacional para (N/2)log, N
multiplicacdes complexas e Nlog, N adigdes complexas [9]. Tal algoritmo, conhecido como
algoritmo de Cooley-Tukey de base 2, assume que N ¢éuma poténcia de 2, ou seja, 0 comprimento
da transformada, 2", pode ser fatorado como 2.2"" ou 2".2 para construir uma FFT.

O algoritmo de Cooley-Tukey na base 2 com comprimento de bloco N =2" e com n,=2 ¢
n, =2"" & conhecido como Algoritmo de Cooley-Tukey na base 2 com dizimagio no tempo.

Mais explicitamente, a DFT pode ser expressa como

NEA N2
_ i i
X, = Za vyt Za Vain
i=0 i=0
€
N/2-1 N/2-1

_ 2ki k 24i
Xiinin = Za Vo — @ Za Vairto
i=0 i=0

para k=0,...,(N/2)-1 e a"?=-1.

A FFT com dizimagdo no tempo segmenta o vetor de entrada em um conjunto de componentes
com indice par e outro conjunto de componentes com indice impar. O arranjo de saida é formado

por dois conjuntos, cada um com N/2 componentes.
O algoritmo de Cooley-Tukey na base 2 com comprimento de bloco N =2" e com n, =2"" ¢
n, =2 ¢ conhecido como Algoritmo de Cooley-Tukey na base 2 com dizimacdo na frequéncia.

Mais explicitamente, a DFT pode ser expressa como

NEA
1
Xy = ZO{ Vi +Viens2)
=0

/2-1
_ (2k+1)i
Xop = z a (Vi =Viensa)s
i=0

para k=0,...,(N/2)-1 € a"?*=-1.
A FFT com dizimagdo na freqiiéncia segmenta o vetor de entrada em dois conjuntos, cada um
com N/2 componentes. O arranjo de saida é formado por um conjunto de componentes com

indice par e outro conjunto de componentes com indice impar.
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2.4.2 O ALGORITMO DE GOOD-THOMAS

O algoritmo de Good-Thomas [12], [26], também chamado de algoritmo do fator primo (PFA,

Prime factor algorithm) é um algoritmo FFT que re-expressa a DFT de comprimento N =nn,

como uma DFT bidimensional », xn,, mas somente para os casos em que »n, € n, S30
relativamente primos. Essas transformadas de comprimentos n, e n, podem ser calculadas
recursivamente usando-se o algoritmo de Good-Thomas ou algum outro algoritmo FFT, como por
exemplo, o de Cooley-Tukey.

De uma forma geral, o algoritmo de Good-Thomas baseia-se em mapear o vetor a ser
transformado num arranjo bidimensional de coordenadas (i,,i,), sendo esse mapeamento baseado
no Teorema Chinés do Resto [15].

As coordenadas do mapeamento do vetor v, com coordenadas v,, no arranjo bidimensional, sdo
definidas por:

iy =i(modn,) € i, =i(modn,).
Usando-se o Teorema Chinés do Resto, i pode ser recuperado a partir de:
i=in,'n, +in;'n(mod N),

1

em que n,' é o inverso multiplicativo de n, modulo »n, e »' é o inverso multiplicativo de n,

modulo n,. O vetor de entrada, agora bidimensional, serd transformado no vetor de saida X de
coordenadas:
k, =n,'k(modn,) e k, =n"k(modn,),
tal que & pode ser obtido a partir de
k =kn, + k,n (mod N).

Aplicando-se a DFT ao arranjo bidimensional do vetor de entrada, tem-se:
N-1 " m—=1n,-1 G . . Y )
i iny ny+ipny ny)(nyk+nk,
Xk = Zvia = X}12k|+)1|k2 = Z Zv[ln;‘n,ﬂznf'nla T
i=0 i=04,=0
Manipulando-se os indices convenientemente e levando-se em considera¢do que a” =1, pode-
se reescrever a DFT como:

m=1n,-1 o ik e ks m—=1n,—1 " ik,
PO 3 SN kel B s I 3 SO GLE9

1=0 i,=0 =0 =0 ’

1.2
nyom

em que f= a™" e y=a
O PFA nio deve ser confundido com o algoritmo de Cooley-Tukey, que também divide uma
DFT de comprimento N =nn, em transformadas menores de comprimentos n, € n,. Esse ultimo

pode usar quaisquer fatores (ndo necessariamente primos entre si), mas tem a desvantagem de

necessitar de multiplicagdes por um termo de ajuste. Por outro lado, o algoritmo de Good-Thomas
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tem as desvantagens de funcionar apenas para fatores primos entre si e necessitar de uma
reindexagdo mais complicada. O que se pode fazer ¢ combinar os dois algoritmos para reduzir a
complexidade computacional do céalculo da DFT. O algoritmo de Good-Thomas fatoraria N em

fatores primos, enquanto que o de Cooley-Tukey seria usado para lidar com fatores repetidos.
2.4.3 O ALGORITMO DE GOERTZEL

A FFT permite que se calcule a DFT de uma sequéncia de comprimento N com complexidade

computacional menor que N?. Como calcular um unico elemento da DFT requer uma
complexidade computacional multiplicativa igual a N, esta claro que, quando ndo se deseja
calcular muitos elementos da DFT, é preferivel calcular os elementos isoladamente, e ndo a
sequéncia inteira. O algoritmo de Goertzel [13] é uma maneira simples de calcular uma
componente isolada da transformada de Fourier. Por meio dele, uma componente de Fourier ¢
obtida pela implementagdo de um filtro de segunda ordem. O desenvolvimento do algoritmo inicia

notando-se que a DFT pode ser formulada em termos de uma convolucdo, explorando a

periodicidade de o} :

N-1
_ ik
X, = Zv,-aw

i=0

S K(N-i) Y
— —k(N-i —kN
= ZV;O‘N sy =1
=

= (Vf * a;*k[ )|i:N
—ki
= ["i * (aN“ui ):I‘i:N = ("i * hi)‘i:N .

Isso ¢ equivalente a processar um sinal v, através de um filtro com resposta ao

impulso 4, =a,u,. A saida do filtro em i=N fornece o coeficiente da DFT de

i

comprimento N, X,. O filtro tem resposta em frequéncia dada por

H, ()= 1 B l-ayz™
k -z 1-2cosQak/N)z" +z72

Como se deseja calcular a saida desse filtro em um determinado ponto, o multiplicador -«
precisa ser usado apenas uma vez. Assim, o algoritmo requer N multiplicagdes reais e uma Unica
multiplicacdo complexa para calcular X, para um dado & .

Embora o algoritmo de Goertzel possa ser usado para calcular uma componente da DFT, ele néo
¢ uma transformada rapida, porque sua complexidade computacional para uma DFT de
comprimento N ¢ proporcional a N?, caso se queira calcular todas as componentes do espectro. E
um procedimento atrativo, do ponto de vista de implementacdo, para aplicacdes em que apenas um

numero de componentes da DFT precisa ser calculado [36].
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CAPITULO 3

TRANSFORMADAS
TRIGONOMETRICAS
SOBRE CORPOS FINITOS

Transformadas trigonométricas sdo largamente utilizadas em processamento e compressio de
sinais e imagens. Exemplos de tais transformadas sdo as transformadas discretas do cosseno (DCT,
Discrete Cossine Transform) e as transformadas discretas do seno (DST, Discrete Sine Transform).
A DCT, especialmente, tem sido a base para alguns padrdes de compactagdo como o JPEG (Joint
Photographic Experts Group) e o MPEG (Moving Picture Experts Group) e tem sido muito usada
também em aplicagdes como marca d’agua digital [27], [28], [29]. O desenvolvimento de
algoritmos rdpidos para a implementacdo da DCT tem contribuido ainda mais com a sua
popularidade.

De forma analoga ao que acontece nos reais [30], existem 16 transformadas trigonométricas
sobre corpos finitos, oito do tipo cosseno e oito do tipo seno. A primeira transformada do cosseno
sobre corpos finitos foi introduzida por Campello de Souza et al., em 2004 [2], e a primeira
transformada do seno sobre corpos finitos foi introduzida por Campello de Souza em 2005 [3].
Posteriormente, as outras 14 transformadas foram construidas, constituindo a familia das
transformadas trigonométricas sobre corpos finitos (FFTTs, finite field trigonometric transforms)
[4].

Neste capitulo, dar-se-4 atengdo especial as transformadas do cosseno tipo 4 par e seno tipo 4
par [4], j& que serdo as bases para a construcdo de alguns dos tipos dos cddigos corretores de erros

descritos nesta dissertagao.
3.1 NUMEROS COMPLEXOS SOBRE CORPOS FINITOS

Definicdo 3.1.1 O conjunto de inteiros gaussianos sobre GF(p) € o conjunto
GI(p)={a+ jb,a,bcGF(p)}, em que p ¢ um nimero primo tal que ;>=-1 é um residuo nao-

quadratico sobre GF(p), ou seja, p =3=-1(mod4). [

Proposi¢io 3.1.1 O corpo de extensdo GF(p*) € isomorfico a estrutura GI(p) [31]. [

Definicdo 3.1.2 O conjunto unimodular de GI(p), denotado por G,, é o conjunto de

elementos ¢ = (a + jb)e GI(p), tais que a* +b* =1(mod p). [
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Os inteiros gaussianos possuem algumas propriedades importantes, que envolvem conceitos

como a norma quadratica e a ordem complexa.

Definicao 3.1.3 Norma Quadratica: Sejad =a + jb e GI(¢"). A Norma Quadratica desse elemento

¢ definida como:

lc1* =Ja+ jb* =a* +b* € GF(g™).

Definicdo 3.1.4 Ordem complexa: Sejal =a+ jbe GI(¢q"). Define-se a ordem complexa desse

elemento, ord({), como sendo o menor niimero natural N tal que (a+ jb)" =1(modg™). [

No Apéndice D, sdo mostrados alguns elementos unimodulares, assim como suas ordens
complexas.

Algumas propriedades dos inteiros gaussianos sobre corpos finitos podem ser demonstradas

paral =a+ jbe GI(q), com g = p"[32].

(a) ord($) | (g +D(g—1D);

(b) ¢7=¢",onde " denota o complexo conjugado;

(C) é/q+l :|4,|2 :az +b2;
Prova: (7 =(a+jb)f =a” +j"h"(mod p), pois G,(p) é isomorfo a GF(p®), um corpo de

caracteristica p. Como p=3(mod4), j”=—j, de modo (¢?=a-jb=¢"(modp). Portanto,

¢ =g =¢7¢ =|¢] (mod p). -

Proposi¢do 3.1.2 G, ¢ um grupo ciclico de ordem (p +1)[33].
Prova: G, ¢é fechado em relagdo a multiplicagdo, pois se (a+ jb) € (c+ jd) estdo em G,, isto &, se
a’ +b* =c* +d* =1(mod p), entio,
e+ jf =(a+ jb)(c+ jd)=(ac—bd)+ j(ad + bc),
de modo que
e’ + f* =a*c* —2abcd +b*d* + a*d* + 2abcd + b*c?

=a’ (> +d*)+b* (> +d?)
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=(a’> +b*)(c* +d*) =1(mod p),
e portanto, (e+ jf)eG,. Por outro lado, o conjunto dos elementos ndo-nulos de GF(p?),

juntamente com a operagdo de multiplicagdo do corpo, forma um grupo ciclico de ordem (p* —1)

(denotado aqui por G). Portanto, sendo G, um subconjunto fechado de G, o mesmo ¢ um
subgrupo ciclico de G [34]. Além disso, da propriedade (c), ¢ e G, satisfaz ¢*" =1(mod p) e ¢ é
uma das (p+1) raizes da unidade em GF(p?). Como existem (p+1) tais raizes, G, tem

ordem (p +1). ]
Corolirio 3.1.1 A ordem N de ¢ divide (p +1)[34]. ]

Exemplo 3.1: Os grupos unimodulares GI/(19)e GI(23). A Tabela 3.1 mostra os elementos dos

subgrupos G, de ordens p, +1=20 e p, +1=24, e suas respectivas ordens.

Tabela 3.1 — Elementos dos grupos unimodulares de (a) GI(19) e (b) GI(23).

(@)
¢ ordem

1 1

-1 2

J>J 4

2+4j 2+15j,7+3;,7+16f 5
12+3/,12+16/,17+4j,17+15j 10
3+77,3+12/,4+2j,4+177,15+2j,15+17j,16+7;,16+12j | 20

(b)
¢ ordem
1 1
-1
11+8/,11+15;

JsJ
12+8],12+15)
9+97,9+14/,14+9j, 14+14;
8+11/,8+12/,15+11),15+12) 12
4+10j,4+13/,10+4/,10+19],13+47,13+19/,19+10/,19+13j | 24

0 | B W N
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3.2 FUNCOES TRIGONOMETRICAS SOBRE CORPOS FINITOS

Nesta sec¢@o serdo revistas as fungdes trigonométricas sobre corpos finitos. Tais fun¢des foram
inicialmente propostas por Campello de Souza et al., para se definir a transformada de Hartley

sobre corpos finitos (FFHT, finite field Hartley transform) [31].

Definicao 3.2.1 Seja ¢ um elemento ndo-nulo de GI(p), p=3(mod4), com ordem multiplicativa
denotada por ord(¢). As fungdes trigonométricas cosseno e seno sobre corpos finitos relacionadas

a ¢ sdo calculadas médulo p, respectivamente, por

cos (x) = (27 mod p)(¢* +¢ )

sen, (x)=(2" mod p)(&* ~¢ )/ J

emque x=0,.,...,0rd(¢)-1 [31]. ]

As fungdes trigonométricas sobre corpos finitos se assemelham muito as fun¢des trigonométricas

sobre os reais, possuindo propriedades similares, como se pode ver a seguir.

Propriedade 3.2.1 Circulo Unitario:

sen’ (x)+cos; (x)=1.

Prova:

S L e

Propriedade 3.2.2 Arco Duplo:

@) cosé ()= 1+ cozg (2x)
(&
2, 1—cos (2x)
(b) sen;(x)= —

Prova: Para o item (a), tem-se
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2x +é’72x
ST sANE (2407 15" 1icos,(20)
2 4 - 2 - 2
Usando um raciocinio semelhante, o resultado do item (b) pode ser obtido. ]

Propriedade 3.2.3 Adicdo de Arcos:

(@) cos, (x+1) = cos, (x)cos, () - sen, (x)sen,(t)
(b) sen, (x+1)=sen,(x)cos,(¢)+sen,(t)cos (x).

Prova: Para o item (a), tem-se

é/x+t +é«—(x+t) _ é«xgt +é/—xé«—t _ 24«)(44 +2é/—xé«—x
2 2 4
:é'x_,’_éffx éfl_i_é'ft +éfx_éffx éfl_éffl
2 2 2 2

§X+§_x é/t+é/—t_é/x_é/—)( é/t_é/—t
2 2 2j 2]

= cos,(x) cos, (¢) — sen, (x)sen,(f) .

Usando um raciocinio semelhante, o resultado do item (b) pode ser obtido. [

Propriedade 3.2.4 Féormula de Euler:

¢* =cos (x)+ jsen (x).

Prova:

SET ST S

cos . (x)+ jsen,(x) =
o (x)+ jsen, (x) 5 2

Propriedade 3.2.5 Simetria Par/impar:
(@) cos,(x)=cos,(-x)
(b) sen, (x) =—sen (~x).

Prova: Segue direto da Definigdo 3.2.1 ]
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Propriedade 3.2.6 Complemento:

(@) cos (x)=cos,(t),comxt#0ex+t=N

(b) sen,(x) =—sen,(t),comxt#0ex+t=N

Prova: Para o item (a), temos

- ;N—t +é/—(N—t) é/Né/—t +§-N§x
> .

cos,(x) =cos (N >

Sabendo-se que ¢V =¢ 7" =1, pois ¢ temordem N, tem-se

£+
2

cos, (x) = =cos, ().

Usando um raciocinio semelhante, o resultado do item (b) pode ser obtido. [

Propriedade 3.2.7 Periodicidade:

(@) cos (x+ N)=cos (x)
(b) sen (x+N)=sen.(t).

Propriedade 3.2.8 Somatério de cos, (x):

N, sex =0,
0, sex = 0.

]vz_:lcosg(x) = {

Prova: Para x =0, tem-se

&
2

cos,(x) =

N-1 N-1
D cos (x)=) 1=N.
x=0 x=0

Para x # 0, tem-se

chosg(x) :%(;’0 F 0T e VT T

:%(g“%;‘+~~+;N4)+%(§*°+:*+~~+§"”’”)=0+0=0-
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Propriedade 3.2.9 Somatério de sen, (x) :

N-1
z sen, (x)=0.
x=0

Prova: Para x =0, tem-se

&,
2

sen,(x) =

N-1 N-1
2sen4(x) =ZO =0.
x=0 x=0

Para x # 0, tem-se

Zseng(x) =2ij(;° — L T e g )

(G e O L e ) 20020,
2j 2j

Lema 3.2.1 Se ¢ =a+jb é um elemento unimodular de GI(p), entdo, cosg(x)z*ﬁe{g‘} e

sen,(x)=Imig |, x=0,1,...,0rd(£)~1[38].

Prova: Usando a Definigdo 3.2.1 e fazendo ¢ =c+ jd,c,d € GF(p), tem-se

(c+ jd)+(c+ jd)!
> .

cos (x) =
Devido a Proposicdo 3.1.2, ¥ =c+ jd é unimodular € ¢?* =1(mod p). Sabendo-se que ¢7 =¢",
tem-se ¢ =¢7 = ¢ =" = ¢ =1(mop). Dessa forma, ¢'=¢",e (c+ jd)"' =c— jd. Portanto,

pode-se escrever

cos, (x) = XD+ jd) ; C=/d) _ . —gele).
Analogamente, verifica-se que sen, (x)=d = Sm{( "}. ]

Exemplo 3.2 Seja ¢ =15+ 31, um elemento unimodular de ordem 10 sobre GI(79). As fungdes

cos,(x) = ‘Re{( "} e sen,(x)= Sm{é’ X} assumem os seguintes valores sobre GF(79):

x | 0] 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

cos , (x)

1| 15‘ 54‘ 25 ’64‘ 78‘ 64 ‘25 |54 |15
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x |0|1|2|3|4|5|6|7|8|9
1|31‘61‘61|31‘0‘48‘18|18‘48

sen, (x)

3.3 AS TRANSFORMADAS TRIGONOMETRICAS DO COSSENO E DO SENO TIPO 4 PAR

Esta se¢do faz uma revisdo das transformadas trigonométricas do cosseno e do seno tipo 4 par
(FFCT-4P e FFST-4P, respectivamente) introduzidas por J. B. Lima [4], mostrando também suas
versdes unitarias. E importante observar que, nas definigdes e teoremas descritos a seguir, o inverso

de N é calculado (mod p).

Definicao 3.3.1 (FFCT-4P) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do
cosseno de corpo finito da sequéncia x=(x,), i=0,1,....,.N—-1, x,eGF(p), ¢ a sequéncia

X=(X,), k= 0,1,...., N-1, X, eGI(p), de elementos
N-1
X, =D 2x,cos ((k+1/2)(i+1/2)).
i=0

(]
Teorema 3.3.1 (FFCT-4P™") A transformada do cosseno de corpo finito inversa da sequéncia
X=(X,), k= 0,,....,N-1, X, eGI(p), ¢ a sequéncia x=(x,), i=0,1,..., N-1, x, e GF(p), de

elementos

N-1
X =N"Y X, cos, ((k+1/2)i+1/2)).

k=0
Prova: Vide [4]. [
Definicao 3.3.2 (FFST-4P) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do

seno de corpo finito da sequéncia x=(x,), i=0,1....,N-1, x,eGF(p), ¢ a sequéncia

X=(X,), k= 0,1,..., N-1, X, e GI(p), de elementos
N-1
X, =Y 2x,sen((k+1/2)(i +1/2)).
i=0

|
Teorema 3.3.2 (FFST-4P") A transformada do seno de corpo finito inversa da sequéncia

X=(X,), k=0,1,...,N-1, X, €eGI(p), é a sequéncia x=(x,), i=0,L...,N-1, x,eGF(p),de

elementos
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N-1
X =N Xsen (k+1/2)(i+1/2)).
k=0
Prova: Vide [4]. [
Matricialmente, pode-se representar uma transformada X =(X,), X, € GI(p), de uma sequéncia

x=(x,), x, e GF(p), pela equagdo X =xxM', em que M é a matriz de transformagdo. Assim,
denotando as matrizes de transformagdo do cosseno tipo 4 par por FC,, € as do seno tipo 4 par por

FS,,, temos que os elementos de cada uma dessas matrizes sdo dados, respectivamente, por
[FC,, 1, =2cos, ((k+1/2)i+1/2)), i,k=0,1,...,N ~1
[FS,, 1, = 2sen, (k+1/2)(i+1/2)), i,k =0,1,..., N ~1,

em que i e k sdo respectivamente os indices das linhas e colunas da matriz.
3.3.1 Versdes Unitarias da FFCT-4P e da FFST-4P

Empregando-se um fator de normalizacdo nas transformadas do cosseno tipo 4 par e do seno
tipo 4 par, se obtém suas versdes unitarias. Nesse caso, as expressoes das transformadas e suas

inversas sdo as mesmas.
Representando por FC,, e FS,,, respectivamente, as matrizes de transformagdo do cosseno tipo

4 par unitéria e do seno tipo 4 par unitdria, tem-se que os elementos de cada uma dessas matrizes

sdo dados por [4]

[F@p]ik :(m)cosg((k+l/2)(i+l/2)), ik=0,1,.... N -1

[F§4p] = (\/2/_N)xen4((k+1/2)(i+1/2)), ik=0,1,..,N-1,

em que i e k sdo respectivamente os indices das linhas e colunas da matriz.

Nesta dissertagdo, apenas os elementos ¢ € G, serdo considerados para o calculo das FFTTs, ou
seja, serdo considerados apenas os elementos ¢ e GI(p) que sdo unimodulares. Dessa forma, de
acordo com o Lema 3.2.1, as fungdes cos,(x) € sen (x) assumirdo apenas valores “reais”, ou seja,

pertencentes a GF(p). Nesse caso, as transformadas sdo chamadas de transformadas numéricas.
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Para o calculo de cada FFTT alguns fatores devem ser considerados. Uma condi¢do necessaria

para a existéncia das versdes unitarias da FFCT-4P ¢ da FFST-4P ¢é a existéncia do elemento
vJ2/N(mod p), ou seja, 2/N deve ser residuo quadratico modulo p. Além disso, as ordens dos
elementos ¢ do corpo em questio devem ser conhecidas, ja que elas determinam os comprimentos

das possiveis transformadas. De acordo com as defini¢des da FFCT-4P e da FFST-4P, seriam

necessarios, inicialmente, para o calculo de tais transformadas, elementos ¢ com ordem 2N .
Porém, devido & presenca de dois termos (}2), que indicam a necessidade de extracdo da raiz
quadrada, na definigdo dessas transformadas, percebe-se que sdo necessérios elementos y =¢"*
com ordem multiplicativa 8N . Uma condi¢@o necessaria e suficiente para que ¢'e GI(p) seja um

residuo quadratico modulo p, € apresentada na Proposi¢do 3.3.1.1 a seguir. Alguns valores de

elementos ¢ unimodulares e suas respectivas ordens podem ser vistos no Apéndice D.

Proposicao 3.3.1.1 O elemento unimodular {'= ¢ + jd € GI(p) admite raiz quadrada sobre GI(p) se

—-c=*1

e somente se ¢ um residuo quadratico modulo p.

Prova: Seja ¢ =a+jbeGI(p) a raiz quadrada do elemento ¢'=c+jd eGI(p), ou seja,
(a +jbY =c+jd.

Dessa forma, tem-se

a* +b* =c,
2ab=d =>a=d/2b.
Substituindo o valor de «, tem-se
dZ
—-b*=c=4b* +4cb’ -d’ =0.
4b
Resolvendo a equagio acima para b*, tem-se

_ —dcxN16¢” +16d”

8

bZ

Considerando o fato de que ¢'=c+ jd € GI(p) é um elemento unimodular, ou seja, b* + ¢ =1, tem-

S€

bZ

8 2 2

—4c+4 —c=l —c*l
= = =b

Exemplos de transformadas unitarias do cosseno de corpo finito e do seno de corpo finito sdo

mostrados a seguir.
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Exemplo 3.3 (FFCT-4P) Para p=79, o elemento ¢ =15+ j31eGI(79) possui ordem 10=2N.
Assim, a FFCT-4P tem comprimento N =35, e ¢ dada por

€S 114 (1) Cos .(3) COS .14 5) €S .1/4 @) €OS 114 9

COS 114 3) €OS 114 9 €S i .(15) €S i (21 €S .(27)
F@p = \/W(modp) cos . .(5) COS 11s 15) COS 114 (25) COS 11s (35) COS 114 (45) |.

Cos A7) €S 114 21 €OS 114 (35) €S .1/4 (49) cos .(63)

005414(9) cos§.4(27) cos§.4(45) cos§,4(63) cos§14(81)

Observando o fato que ¢ =15+ j31 € um elemento unimodular de GI(79), de acordo com o Lema
3.2.1, a fungdo cos, ((k+1/2)(i+1/2))=cos o+ (2k+1)(2i +1)) sO tera valores sobre GF(79). Dessa

1/4

forma, levando-se em consideragdo também que ¢'* =30+72; tem ordem multiplicativa 8N =40,

a matriz de transformacao ¢ dada por

Re 4(1/4).1 Re 4(1/4).3 ‘Re(é’(”“s) me(§(1/4)'7) ‘.‘Re(é’(w)'g)
Re(C1D3) Relc19?) Rel[cV915) Refg 0o )
F54p _ ’2/5(m0dp) Relg 1/ ‘.Re(é'(l/4)‘15 Relc193) Relg093 9?6(4'(1/4)‘5) i

RVDT) RelgVH21) R0/ ‘Re( (1/4).9) ‘.Re(é'(l/4)'23
Re ;(1/4).9 ‘J{e({(”“m me(§(1/4).5) me(§(1/4).23) me(é«(l/zt).l

e finalmente,

30 75 35 8 72 26 65 4 28 15
75 72 44 49 71 65 15 75 53 51
F54p =43135 44 44 35 35|={4 75 75 4 4
&8 49 35 72 4 28 53 4 15 14
72 71 35 4 30 51 51 4 14 26

Assim, por exemplo, a FFCT-4P de x=(7 23 40 2 6) éasequénciaX =(66 25 45 30 42).

Exemplo 3.4 (FFST-4P) Para p=31, o elemento ¢ =27+ 27 GI(31) possui ordem 8=2N.
Assim, a FFST-4P tem comprimento N =4, e ¢ dada por

ser ... ) sen ., 3) sen .. &) sen .. @)
sen ... 3) sen ... ) sern s (15) sen . s (21)
sen ., 5) sen .. 15) sen ., (25) sen .. 35) |

sen . @) sen .21 sen . .(35) sen . .(49)

FS,, =2/ N (mod p)
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Observando o fato que ¢ =27+ ;27 ¢ um elemento unimodular de G/(31), de acordo com o Lema
3.2.1, a funglo sen ((k+1/2)(i+1/2))= sen,, Ak +1)(2i +1)) s6 terd valores sobre GF(31). Dessa

1/4

forma, levando-se em consideragdo também que ¢''* =5+21; tem ordem multiplicativa 8N =32,a

matriz de transformacdo é dada por

Sm 5(1/4).1 Sm ;(1/4).3 Sm(é’(m)'s) Sm(§(1/4).7)
Iy SmlcU9) Imlc VD) Il Ws) FmlgwHa
£S,, =+2/4(mod p) SmlU3) FmlgV915) Fp(g92) (g0 >
Sm(c0U97) Il WHA) I 93) Fm(g o
e finalmente,
21 2 20 5 9 23 13 11
~ 2 5 21 11 23 11 9 18
FS,, =27, = .
! 20 21 26 2 13 9 20 23
5 11 2 10 11 18 23 22
Assim, por exemplo, a FFST-4P de x=(5 13 26 1) éasequénciaX =(11 14 12 10). ]

3.4 PROPRIEDADES DAS FFTTs

Nesta se¢do, serdo revistas as principais propriedades das FFTTs, dando-se énfase as
transformadas trigonométricas do cosseno tipo 4 par e do seno tipo 4 par. Serdo consideradas
apenas as versdes unitarias das FFTTs, ja que elas diferem apenas por um fator de escala e as

propriedades podem ser estendidas para as versdes ndo-unitarias [4].

Propriedade 3.4.1 Linearidade Se duas sequéncias x=(x,) e y=(y,), x;,¥, € GF(p), com FFTTs
dadas respectivamente por X =(X,) e Y =(¥,), X,,Y, € GI(p), sdo combinadas linearmente, isto &,
z=ax+by,

em que a,b e GF(p), entdo, a FFTT de z=(z,) ¢ dada por Z =aX +bY. [

Propriedade 3.4.2 Deslocamento no tempo

i) A FFCT-4P da sequéncia % = (,), em que, para qualquer i, %, = x,,, , € dada por
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~ ig-1
C, = cos ((k+1/2)iy)C; +sen, ((k+1/2)iy)S, +)" 2x, {(—1)“”2 —l}cosg((k +1/2)(r+1/2 —iy)),

r=0

em que S, esta associada a FFST-4P.

Prova: Da Defini¢do 3.3.1, obtém-se

=

G, = Y 2%, cos, ((k +1/2)(i +1/2))

T
=3

=

2x,,, cos, ((k+1/2)i+1/2)

T
=3

= ¥ 2, cos, ((k+1/2)(i +iy+1/2~1iy)).

=

T
S

Aplicando-se a formula da adi¢do de arcos para o cosseno, Propriedade 3.2.3, tem-se

. N-1
G, = cos, ((k +1/2)ig) Y. 2x,., cos, ((k+1/2)(i +i,+1/2))

i=0

N-1
+sen, ((k+1/2)iy) 3 2x,,, sen, (k+1/2)(i +i, +1/2)) .

i=0

Para simplificar os calculos, faz-se

=

-1

élk => 2x

i €08, ((k+1/2)(i +iy +1/2))

1
o

A —1
Ce =Y 2x,,, sen ((k+1/2)(i +iy +1/2)).

MZ

i
o

Utilizando-se a mudanga de variaveis r =i+ i, na expressdo para C', tem-se

N+ip—1
' 2x, cos, ((k +1/2)(r+1/2))

r=iy

A

Ch

N-1
Zozx, cos, ((k+1/2)(r +1/2))

N-+ip—1
+ D.2x,cos ((k+1/2)(r+1/2))

r=N
i1

—ZOZx, cos, ((k+1/2)(r +1/2)).

Assumindo-se que a sequéncia x possui periodo N, o deslocamento considerado equivale a um

deslocamento ciclico. Assim, lembrando que ¢ = —1(mod p), tem-se

. iyl
Ce=C,+)2x, {(—1)“”2 —l}cosg((k +1/2)(r +1/2)).
r=0

Usando-se o mesmo raciocinio, pode-se obter
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. iyl
C'h =S, +>2x, {(— 1)+ - l}seng ((k +1/2)(r +1/2)),

r=0
em que S, estd associado & FFST-4P da sequéncia x . Substituindo-se os resultados, tem-se

A

C, = cos((k+1/2)i,)C,
+cos, ((k+1/ 2)1‘0)2 2x, {(— 1)+ — 1}cos Ak +1/2)(r +1/2))
+sen, ((k +1/2)iy)S,
+sen, ((k+1/ 2)1‘0)2 2x, {(— 1)+~ l}seng((k +1/2)(r +1/2)).

Usando-se novamente a formula de adigdes de arcos para o cosseno, chega-se ao resultado

desejado:
A i1
C, = cos, ((k+1/2)iy))C, +sen, ((k+1/2)i,)S, + > 2x, {(— 1)+ - l}cosg((k +1/2)(r +1/2-1iy)). n
r=0

Da mesma forma, de acordo com a Defini¢do 3.3.2, a FFST-4P da sequéncia x=(x,),

i=0,1,...,N—1, x, e GF(p), éasequéncia S =(S,), k=0,L,..., N-1, S, € GI(p), de elementos
N-1
S, = 3 2x,sen, ((k +1/2)(i +1/2)).
i=0

ii) A FFST-4P da sequéncia x = (,), em que, para qualquer i, ¥, = x,,, , € dada por

R i1

S, = cos((k+1/2)iy)S, —sen, ((k+1/2)i)C, +" 2x, {(—1)“”2 - l}seng((k +1/2)(r+1/2 —1iy)),
r=0

em que C, esta associada a FFCT-4P.

Prova: Da Defini¢ao 3.3.2, obtém-se

ML

S, = > 2% sen, ((k +1/2)(i +1/2))

i=0

=D 2x,, sen ((k+1/2)(i+1/2))

i+iy

N-1
= 2, sen, ((k+1/2)(i +iy +1/2 ~iy)).
i=0

Aplicando-se a formula da adi¢do de arcos para o seno, Propriedade 3.2.3, tem-se

R N-1
S, = cos, ((k+1/2)i))Y 2x,,, sen, ((k +1/2)(i +i, +1/2))

i=0

N-1
—sen, ((k+1/2)iy)¥. 2x,,, cos, ((k+1/2)(i +i,+1/2))
i=0
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= cos ((k +1/2)iy)C" — sen ((k +1/2)iy)C'x .

Substituindo-se os valores de C'x e C' na equagdo de S, tem-se

S, = cos ((k+1/2)i,)S,
+cos ((k+1/ 2)1‘0)2 2x, {(— 1)+ - l}seng((k +1/2)(r +1/2))
—sen, ((k +1/2)i,)C,
—sen ((k+1/ 2);’0)2 2x, {(— 1) - 1}cos Ak +1/2)(r +1/2)).

Usando-se novamente a formula de adi¢des de arcos para o seno, chega-se ao resultado desejado:

A i1
S, = cos ((k +1/2)i))S, —sen, ((k +1/2)iy)C, + > 2x, {(— 1)+ - l}feng ((k+1/2)(r+1/2-1,)). n
r=0

Propriedade 3.4.3 Teorema de Parseval Esse teorema relaciona a energia associada a uma

determinada sequéncia com a energia associada a sua transformada.

Se X=(X,),k=01...,N-1, X,eGl(p), ¢ a FFIT ounitaria de wuma sequéncia

x=(x,), i=0,1,..., N—1, x, e GF(p), entdo

N-1 ) N-1 5
Z|x,| EZ|Xk| (mod p).
i=0 k=0

3.5 AUTOESTRUTURA DAS FFTTs

A autoestrutura das matrizes de transformacdo da FFCT-4P e da FFST-4P, isto é, a forma como
os autovalores e autovetores dessas transformadas se relacionam, é revista nesta secdo. Para o
estudo dessas autoestruturas, ¢ necessaria a definicdo da versdo generalizada da transformada de

Fourier de corpo finito, a qual € denotada por GFFFT.

Definicdo 3.5.1 A transformada de Fourier de corpo finito generalizada
A GFFFT de uma sequéncia x=(x,), i=0,1,....,N-1, x,eGF(p), ¢ a sequéncia

X=(X,), k=0,1,..., N-1, X, e GF(p), cujamatriz de transformacdo ¢ dada por

-1 i+1/2)(k+1/2
FFy g =N 2E1),

Na relacdo acima, o ¢ um elemento com ordem multiplicativa ord(a)=N em GF(p) e

p =3(mod4). O fator de escala VN~' tornaa FF, v unitdria. Sua inversa ¢ dada por
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(FFN,G )71 = \/Faf(”l/z)(kﬂ/z).

(]
A partir das propriedades da autoestrutura da GFFFT [35], as seguintes proposi¢cdes relacionadas a

autoestrutura da FFCT-4P e a FFST-4P sdo obtidas [4].

Proposicao 3.5.1 Os autovetores da FFCT-4P e os da FFST-4P sfo construidos a partir dos

autovetores da GFFFT de acordo com as relagdes enunciadas a seguir.

Se x=[x,....Xy,~Xy,,....—X,] for um autovetor impar da matriz FF,,;, ou seja,
FFyysx' =2Ax" (1=4%1), entdo X=[x,...,x, ] serd um autovetor da matriz FC, ,,, ou seja,

FCy px" = 25" (A=11).

Se x =[x, ...,Xy_,=Xy_,...,—X,] for um autovetor par da matriz FF,,;, ou seja, FF,, ;x =Ax’
(A=%j), entdo x=[x,..,xy,] serd um autovetor da matriz FS,,,,0ou secja,

FSypX" =23 (A=%j)) -

Proposicao 3.5.2 Os tinicos autovalores das matrizes de transformacdo da FFCT-4P e da FFST-4P

sdo 1 e -1. Suas multiplicidades sdo apresentadas nas Tabelas 3.2 e 3.3, respectivamente.

Tabela 3.2 Multiplicidades dos autovalores da matriz de transformacdo da FFCT-4P com

dimensoes N x N

N Mult. de 1 | Mult. de -1

{mpar N+1 N -1
P 2 2
ar N N

p 2 2




Tabela 3.3 Multiplicidades dos autovalores da matriz de transformagdo da FFST-4P com

dimensoes N x N

N Mult. de 1 | Mult. de -1
impar Nl N1
P 2 2
ar N N
p 2 2

36
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CAPITULO 4

CODIGOS DE
FOURIER

Neste capitulo sera introduzida uma nova familia de codigos corretores de erros, chamados de
codigos de Fourier. Estes sdo codigos de bloco lineares, g-arios, € se baseiam na autoestrutura da
FNTT [22]. As palavras-codigo de um coédigo de Fourier sdo as autossequéncias da FNTT. A
defini¢do das autossequéncias fornece os elementos necessarios para determinar a matriz de
paridade, H , do cddigo, a partir da qual os parametros do cédigo » (comprimento de bloco),
k (dimensdo) e uma cota para a distancia minima de Hamming d, sdo obtidos. Além disso, sera
apresentada neste capitulo, uma técnica de decodificagdo para corrigir um e dois erros. Essa técnica

¢ diferente das técnicas de decodificacdo usuais e se baseia na autoestrutura da FNTT.
4.1 CONSTRUCAO DOS CODIGOS DE FOURIER
A partir da Definigdo 2.1, a matriz F da transformada numérica de Fourier unitaria ¢ dada por

1 1 1 1

1 a a2 e aN_l
-1
F:(\/N) (modp)1 o> o o VP
1 aV' ¥ b L gy

em que «eGF(p) tem ordem multiplicativa N. Se x«> X e x ¢ uma autossequéncia da
transformada linear F, entdo seu espectro satisfaz Fx = Ax, de forma que(F—AI)x=0, em que A €
um autovalor associado a x . Como resultado, a matriz(F — A/) desempenha papel semelhante ao da
matriz de paridade de um cédigo de bloco linear com comprimento n=N e dimensdok, em que
n—k = posto(F - AI). No que se segue, a forma escalonada padrdo das matrizes de paridade e
geradora sdo usadas, isto é, H = [In_k |P] e G= [— Pr |Ik]. Quatro codigos de bloco sobre GF(p)
podem ser gerados, um para cada valor de 1. Os possiveis valores para p sdo determinados a
partir das restricdes impostas pela Definigdo 2.1, a saber, n é um residuo quadratico de p que

divide p—1. Alguns desses valores podem ser vistos no Apéndice C.
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Exemplo 4.1 Construcdo de codigos de bloco lineares a partir da FNTT de comprimento n =7,

sobre GF(29). Considere « =7, um elemento de ordem 7 no campo dado. J7 =23(mod29) e

j =12(mod29). A partir da matriz de transformagdo F, obtemos

24-1 24 24 24 24 24 24
24 23-4 16 25 1 7 20
24 16 1-4 20 23 25 7

F-Al=| 24 25 20 16-4 7 23

24 1 23 7 16—4 20 25

24 7 25 23 20 1-4 16

24 20 7 1 25 16 23-4

Apo6s algumas operagdes elementares de linhas, as matrizes de paridade, na forma escalonada

padrdo, associadas com os quatro autovalores A ==+1,+ j, sdo respectivamente,

10000 10 24 10000 13 19
01000 0 28 01000 0 28
HY=l0 0 1 0 0 28 0| HY=l0 01 0 0 28 0}
00010 24 4 00010 19
00001 24 4 0000T119 9

100000 0
10000 0 0
010000 1
01000 0 1
() |00 100 018 )
HY = : H=[o 01 0 0 1 0],
00010019
00010 25 3
000071 010
00001 4 26
000001 11

que geram os seguintes codigos de Fourier F(n,k) com matrizes geradoras GKW :

. 19 01 5 5 10
F(7,2), G, = :
5 1 0 25 25 0 1

16 0 1 10 10 1 0
F(7.2), G, = ;
10 1020 20 0 1
F(7,), G"'=(0 28 11 10 19 18 1)

FO2) G(,,.)_o 0 28 4 25 1 0
e 2 lo 28 0 26 3 0 1/
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4.2 0S PARAMETROS DOS CODIGOS

Usando-se uma notagdo mais apropriada, considere o codigo de Fourier F*(n,k,d). O

comprimento de bloco n do codigo € a ordem N da matriz FNTT unitaria. A dimensdo do cddigo
k é a multiplicidade do autovalor associado 4, ja que essa ¢ a dimensao do subespago gerado pelas

autossequéncias associadas com A [23]. As multiplicidades dos quatro autovalores sdo mostradas
na Tabela 4.1. Devido ao fator (\/ﬁ )_l(mod p) na Definigdo 2.1, a multiplicidade de 4 depende do
valor v/N = +b(mod p) usado. Isso significa que na Tabela 4.1, as colunas 2 e 3 ou 4 ¢ 5 poderio ser

trocadas, dependendo do valor considerado bou(p-b). Pode ser observado também que os

codigos de Fourier, assintoticamente, tém taxa igual a %. Uma cota superior para a distancia

minima d ¢ demonstrada na Proposi¢do 4.2.1.

Tabela 4.1 Multiplicidade dos Autovalores da FNTT unitaria.

Mult. Mult. Mult. Mult.
del de-1 dej de-j

4m m+1 m m m-1
dm+1  m+l m m m
dm+2 m+tl  m+l m m

dm+3 m+tl mt+l  mtl m

Proposi¢io 4.2.1: Seja H" =[1,,|P] a matriz de paridade de um codigo de Fourier
F*(n,k,d) sobre GF(p). Entdo a submatriz P contém uma matriz diagonal secundaria D, de

p—1, se A ==x1(mod p),
1, se A ==£j(mod p).

ordemk, com entradas m, em que m ={
Prova: De acordo com o Lema 2.1 (ii), x ¢ uma autossequéncia com simetria par se seu autovalor

associado é A =+1(mod p) e com simetria impar se 1 =+ j(mod p) . Assim, se x € F*(n,k,d), temos

i) Para A =+1(mod p);
Nesse caso, a palavra-codigo x pode ser escrita como
X = (X0, Xp5 X35 X355 Xy _35 X5 Xyy)

= (xoaxpxzsx;a"'ax3axzsx1)-
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Na forma sistematica, x=(c,,c,, ,¢, ,k,k,,k,), em que ¢, e k, representam os simbolos de
paridade e informagdo, respectivamente. Isso leva as equagdes de paridade
c,=ky, c;=kiy, ch=k s, .., =k, c, =k, € ¢, =k. Essas equagdes, as quais ndo
representam o conjunto completo das equagdes de paridade do codigo, na forma de matriz,

correspondem a matriz D,.

ii) Para 1 =+ j(mod p);

De forma semelhante, a condigao

X = (X5 X5 X9, X3, "5 Xy 35Xy 25Xy 1)
= (o5 Xy, X5, X550+, = X3, =X, X ),
nos leva as equagdes de paridade ¢, =—k,, ¢, =-k,_,, ¢, ==k, .., ¢,y =—ky, ¢, ==k, € ¢, =k,
e o resultado segue. ]

Exemplo 4.2: i) Considere o codigo F'(8,3,4), sobre GF(17) descrito pela matriz de paridade

10000 3 5 3
01000[0 0 16
HY={0 0 1 0 00 16 0
0001060 0
0000T1 14 5 14

Como A=1, x € uma autossequéncia com simetria par, x=(Xy,X;,X,,X;,X5X3,%,%,)

=(¢,,¢,,C3,Cy»C5, ki, Ky, k). Considerando xH™ =0, as seguintes equagdes de paridade sdo obtidas:

¢, + 3k + 5k, +3k, =0;

¢, +16k, =0;
¢y +16k, =0;
c, +16k =0;

cs + 14k, + 5k, + 14k, =0,

que levam a matriz D, indicada pela parte hachurada.

ii) Considere o codigo F/(8,2,4), sobre GF(17), com j = 4, descrito pela matriz de paridade
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1 0000O0O0OO
01 00O0O0]|0 1
5 _ 00100O0O0]1 O
0001006 1
000O0OT1O0TO0 O
00 0O0O0T1T11 16

Nesse caso, x=(xy,X,,X,,X;,%,,—X;,—X,,—X,) =(¢,¢,,C5,C4,C5,C5,k,,k,) € as seguintes equagdes de

paridade sdo obtidas:

¢ =0
¢, +k,=0;
c;+k =0
¢, +6k +k,=0;
c;=0¢
cs + 11k, +16k, =0,

que levam a matriz D, indicada pela parte hachurada. |

Proposicao 4.2.2 (Cota superior para a distincia minima): A distidncia minima de um cédigo de

Fourier F*(n,k,d) satisfaz d <n -2k +2.
Prova: De acordo com a Proposi¢do 4.2.1, existem pelo menos k-1 zeros em toda coluna da
submatriz P. Portanto, o peso maximo dessas colunas ¢é p,  =m-k)—-(k-1)=n-2k-1.
Considerando a matriz geradora G =[-P/ | I,], temosd <n—2k +2. (]
Corolario 4.2.1: Em F*(n,k,d), com A=+j, adistincia minima do codigo satisfaz

d <n-2k, npar,

d <n-2k+1, nimpar.

A seguir, sdo mostrados os parametros de alguns Codigos de Fourier. Para construir tais codigos

usou-se o sofiware MATLAB, para desenvolver programas para se calcular as transformadas
numéricas de Fourier, assim como as fungdes basicas para sua determinacdo. Para cada N,
comprimento da FNTT unitéria, se utilizou alguns possiveis valores de p e também alguns
elementos « de ordem N, para gerar os quatro codigos de Fourier, um para cada valor de 1. Pode-

se observar que as dimensdes dos codigos satisfazem a Tabela 4.1.



VN (mod p)

A p a n k d

] 4 2 2
1 5 ) ) 4 1 4
=2 4 1 2
=2 . - .
] 4 2 2
1 5 s ) 4 1 4
j=2 . - .
—j=- 4 1 2
1 4 1 4
1 5 ) s 4 2 2
j=2 . - .
—j=- 4 1 2
1 4 1 4
1 5 3 3 4 2 2
=2 4 1 2
.j:_ - - -
A p a VN (mod p) n k d

1 4 2 2
- 29 12 2 4 1 4
=12 4 1 2
=12 . - -
1 4 2 2
- 29 17 2 4 1 4
j=12 . - -
=12 4 1 2
1 4 1 4
ul 29 12 27 4 2 2
=12 _ ; i
=12 4 1 2
1 4 1 4
- 29 17 27 4 2 2
=12 4 1 2

42



43

i

J
4

j:

j:
7

j:
7

j:
7

j:
7

J
7

| < < WO < < WO | < | | < Wl O | < M| WO | < M| WO < ™| < <
—| ~| « | N| —| — | N| —| — —| ~| « | N| ~| — N| —| ~| — N| —| ~| — N| —| —
Wl W w W WV vl v Wl W vl w vl v w Wl W ww Wl W W w W W vl v vl w w
™ (a2 (a2 (a2 s s «© s
~— ~— ~— ~ N N N N
o [{e] © N~ o © © N~
- - - ) - - - )
_ _ _ _ _ _ _ _
< < < < < < < <
w0 Ye) Ye) Ye) w0 w0 Ye) w0
SE EEEE SR SR S SR W B




1 6 2 4
al 6 73 15 6 2 4
=27 6 1 4
=27 6 1 4
1 7 2 5

ul 7 29 6 7 2 5
=12 7 2 4
—j=-12 7 1 6
1 8 3 4

ul 8 17 5 8 2 4
=4 8 2 4
=4 8 1 6
1 9 3 3

A 9 37 3 9 2 6
=6 9 2 6
=6 9 2 6
1 10 3 6

ul 10 41 16 10 3 6
=9 10 2 6
- 10 2 6
1 11 3 7

- 11 89 10 n 3 7
=34 11 3 6
-j=-34 11 2 8
1 12 4 4

ul 12 13 5 12 3 6
=5 12 2 6
= 12 3 4
1 16 5 4

ul 16 17 4 16 4 8
=4 16 3 8
- 16 4 4
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No caso em que N =4, é possivel observar que os parametros dos codigos sdo independentes do

valor de p utilizado. Isso se repete para os demais codigos de diferentes comprimentos. Além

disso, o seguinte Lema pode ser provado:
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Lema 4.2.1 Seja o' o inverso multiplicativo de « modulo p. Entdo, para N, p e VN (mod p)
fixos, os pardmetros do codigo F*(n,k,d) sobre GF(p) gerados por a s3o 0s mesmos que oS
pardmetros dos codigos F*(n,k,d) gerados por « '(modp), se A=+Il(modp). Caso contrario, se
A =+j(mod p), os resultados gerados por a'(mod p) sdo os mesmos pardmetros que os do codigo

F™*(n,k,d) gerados por a.

Prova: Considere a sequéncia xe F*(n,k,d). De acordo com o Lema 2.1 (ii), x ¢ uma
autossequéncia com simetria par se 1=+l(mod p) e é uma sequéncia com simetria impar se
A=+j(modp). Dessa forma, considerando uma autossequéncia x com simetria par,

X = (X0, X)X, 005 X5, %, ) , tEM-SE

1 1 1 1 Ix ]
1 «a a’ a'? a™ | x
1 0{2 0!4 az(N—2) aZ(N-l) X,
Fx= .
1 aV? g2 L gD (NN X,
1 aN—l aZ(N—l) . a(N—l)(N—Z) a(N—l)(N—l) X,
1 1 -1 1| x, X,
2 -2 -1
1 a a - «a a | x X,
1 o o - at a’?|x, X,
= . = b
-2 -4 4 2
1 « a e a | x, Xy
1 a' a? - & a |x X\,
X, Xo+ X+ X, +o X, + X, X,
X, x0+00c1+azx2+~--+oz'2x2+0¢'lx1 X,
2 4 -4 =)
X, | [ Xptamtax,+ota xta x| | X,
X ratx ratx, v aty, +al X
N2 Xyta "x,+a 'x, a'x,+a’x )
-1 -2 2 1
| Xy | [ Xota x+a xn++ax,+ax | | X ]

Observa-se, portanto, que a FNTT de uma sequéncia com simetria par ¢ a mesma tanto para «

'. Resultado semelhante pode ser obtido se uma sequéncia com simetria impar for

quanto paraca”
considerada. Como a constru¢do dos codigos de Fourier se baseia na FNTT de uma sequéncia x, o

resultado segue. ]
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Resumidamente, a Tabela 4.2 mostra os valores de n, k ¢ d para alguns cddigos de Fourier. Os

valores destacados em negrito correspondem aos co6digos que atingem a cota superior da distancia

minima.

Tabela 4.2 Pardmetros de alguns cédigos de Fourier (n,k'”,d™) para 1 =+14+ j(mod p)

no U g cota RSO I C) cota JACT I C%) cota PRSI IC)) cota
n-2k+2 n-2k+2 n-2k+1 n-2k+1
3 1 3 3 1 3 3 - - - 1 2 2
4 2 2 2 1 4 4 - - - 1 2 3
5 2 3 3 1 5 5 1 4 4 1 4 4
6 2 4 4 2 4 4 1 4 5 1 4 5
7 2 5 5 2 5 5 1 6 6 2 4 4
8 3 4 4 2 4 6 1 6 7 2 4 5
9 3 3 5 2 6 7 2 6 6 2 6 6
10 3 6 6 3 6 6 2 6 7 2 6 7
11 3 7 7 3 7 7 2 8 8 3 6 6
12 4 4 6 3 6 8 3 4 7 2 6 9
16 5 4 8 4 8 10 3 8 11 4 4 9

Nos casos observados até agora, para N primo, a cota superior para a distdncia minima € satisfeita

com igualdade.

4.3 CONTROLE DE ERROS BASEADO NA AUTOESTRUTURA DA FNTT

Codigos ciclicos sdo codigos de bloco lineares e podem ser decodificados por qualquer técnica
de decodificag@o padrdo usada para tais codigos. No entanto, a estrutura matematica adicional que
esses codigos tém permite a construgdo de novos e mais eficientes algoritmos de decodificacao.
Aqui, a mesma estratégia ¢ usada e buscam-se métodos de decodificagio baseados na autoestrutura
da FNTT. Nesse cendrio, as condi¢des de simetria e a possibilidade de usar algoritmos rapidos para
calcular a FNTT desempenham um papel importante.

Para ilustrar as idéias basicas, duas situagdes diferentes sdo consideradas, a corre¢do de um
unico erro e a corre¢do de dois erros. Em qualquer dos casos, os passos da decodificacdo dependem

da sequéncia recebida ser simétrica ou nao.
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4.3.1 CALCULO DA SINDROME

Considere a sequéncia recebida r = x + e (mod p), em que x € F*(n,k,d) e e denota a sequéncia
erro, com elementos sobre GF(p) . A sindrome de » ¢ definida como S = Fr— Ar, que é zero se, €

somente se, » € uma autossequéncia da FNTT associada ao autovalor 1. Uma transformada rapida

pode ser usada para calcular S e verificar se a sequéncia recebida pertence ao codigo ou nao.
4.3.2 CORRECAO DE UM UNICO ERRO

O algoritmo de decodificacdo ¢ descrito considerando a possibilidade de simetria da palavra

recebida.
4.3.2.1 0 CASO SIMETRICO (SIMETRIA PAR OU SIMETRIA IMPAR)

Considere que a palavra recebida r = (r,,7,5,,...,7,,) exibe o mesmo tipo de simetria mostrado
pelas autossequéncias associadas com o autovalor A, a saber, x=(x,,x,%,,X;, ", X;,X,,X;) S€
A=11 € x=(xp,X%,%5,%;, —X;—X,,—%;) S€ A=1j. No que se segue, sem perda de generalidade,

A=1%1 é considerado. O procedimento para i =+, segue raciocinio semelhante.

Se N ¢ impar e um Unico erro ocorreu, entdo ele deve ter ocorrido na primeira posi¢do de r, r,,

j4 que somente um niimero par de erros pode preservar a simetria. Essa condi¢do ¢é verificada

observando-se que, de acordo com a Definigdo 2.1, r, deve satisfazer

7, :(ﬂ.\/ﬁ—lr(}’l +r, +...+rN71),

para que r seja uma autossequéncia.

Se N ¢ par, pela mesma razdo, o possivel erro ocorreu na posicdo 7, ou na posi¢do ry,,.

Portanto, para decodificar a sequéncia recebida, usa-se o seguinte algoritmo:

-1
1. Faca r, :(},\/ﬁ—l) (h+rm+..4m,);
2. Se a sequéncia obtida é uma autossequéncia, a decodificagdo esta completa. Caso contrario, faga
'y :ro(l\/ﬁ_l)_(”l tot Ty Ty +~~~+”N71);

3. Se a sequéncia obtida é uma autossequéncia, a decodificacdo esta completa. Caso contrario, mais

de um erro ocorreu.
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4.3.2.2 0 CASO NAO-SIMETRICO

Assim como para o caso simétrico, sem perda de generalidade, A=+1 ¢ considerado e o
procedimento paral=+; segue raciocinio semelhante. Considere a sequéncia recebida
7 =(Tys s Tys- s Fyas Ty ) - S€ 08 simbolos 7, e r,_, s@o diferentes, o erro ocorreu ou na posicdo r ou
na posi¢do r,_;. O algoritmo de decodificacdo para esse caso ¢é:

1. Substitua r, porr,_;

2. Se a sequéncia obtida ¢ uma autossequéncia, a decodificagdo esta completa. Caso contrario,
substitua r,_, por r,;

3. Se a sequéncia obtida ¢ uma autossequéncia, a decodificagdo esta completa. Caso contrario, mais

de um erro ocorreu.

4.3.3 CORRECAO DE DOIS ERROS

No que se segue, a ocorréncia de um Unico erro é considerada ser um evento mais provavel que
a ocorréncia de dois erros. Portanto, para um codigo corretor de dois erros, o algoritmo de
decodificagdo consiste em aplicar primeiro o algoritmo para corre¢do de um Unico erro descrito na
secdo anterior. Se a decodificagdo ndo for possivel, a ocorréncia de dois erros ¢ assumida e a
decodificagdo segue de acordo com o procedimento descrito a seguir. Sem perda de generalidade,
N ¢ considerado impar. Quando N ¢ par, o procedimento segue raciocinio semelhante. Em

particular, uma vez que a simetria ¢ restabelecida, o simbolo r,,, pode ser calculado a partir dos

simbolos simétricos através de sua equacdo de paridade.

4.3.3.1 O CASO SIMETRICO

Se a simetria ¢ preservada na palavra recebida, os erros ocorreram em um par de simbolos

(r,,ry_), i#0. Nesse caso, deve-se procurar em qual par de simbolos ocorreram os erros. O

algoritmo de decodificagéo é:

l.ParaISisN_l

i

1 N-1
faga r, :5 ANNr, — er ery, =r.
i=0
j/‘¢i,N—i
2. Se a sequéncia obtida é uma autossequéncia, a decodificacdo estd completa. Caso contrario, mais

do que dois erros ocorreram.
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4.3.3.2 0 CASO NAO-SIMETRICO

Considere a sequéncia recebida r = (r,,7,7%,...,7y 1,7y ) - S€ dois erros ocorreram, as possiveis

opcoes sao:

1) Erros nos simbolos 7, e r, i#0.

i1) Erros nos simbolos r, e r,_,, i#0.

iii) Erro no simbolo i 0, e no simbolo r, j#N-i.

Cada caso ¢ descrito a seguir.

1) Erros nos simbolos e r, i#0.

Algoritmo de Decodificagdo 1:

1. Substitua r, porr, ,;
-1
2.Faca r, = (A\/ﬁ—l) (r1 ey )s
3. Se a sequéncia obtida é uma autossequéncia, a decodificacdo estd completa. Caso contrario,
. 1
substitua r, ;, por r e faca r, = (l\/ﬁ —IT (n+r+..+ry);

4. Se a sequéncia obtida é uma autossequéncia, a decodificacdo esta completa. Caso contrario, use

o Algoritmo de Decodificagao 2.

Exemplo 4.3: Considere o codigo corretor de dois erros F'(7,2,5) sobre GF(29), com a =7,

V7= 6(mod 29), matriz geradora

7

@ (16 01 10 10 1 0
“l20 1 0 20 20 0 1)

e sequéncia recebida r:(16, 2, 1, 10, 10, 1, 3).

Substituindo 5 por r,, e fazendo 5 =(1.6-1)"(3+1+10+10+1+3)=23(mod29), resulta em
P =(23,3,1, 10, 10, 1, 3) e RV =(23, 22, 25, 25, 25, 25, 22), em que R" representa a FNTT da
sequéncia »" . Dessa forma, »* ndo é uma autossequéncia com autovalor associado A =1.
Substituindo r,, por r e fazendo 7, =(1.6-1)"'(2+1+10+10+1+2)=11(mod29), resulta em

P =(11,2,1,10,10, 1, 2) € R® =(11, 5,17, 20, 20, 17, 5). Dessa forma, r® também nio é uma
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autossequéncia com autovalor associado A =1. Nesse caso a sequéncia ndo pode ser decodificada

usando o Algoritmo 1.

ii)) Um erro em r,, e outro em r, ,, i=0. O algoritmo de decodificacdo ¢ parecido com o do caso

simétrico, com a diferenca que agora as posi¢oes dos erros sdo conhecidas

Algoritmo de Decodificagdo 2:

N-l
1. Faca r, :% ﬂ.\/ﬁro— LOer € ry, =r.

i, N—i
2. Se a sequéncia obtida ¢ uma autossequéncia, a decodificacdo estd completa. Caso contrario, mais

do que dois erros ocorreram. [

Exemplo 4.4: Considerando a decodificagdo da sequéncia recebida no Exemplo 4.3, tem-se
Py =T :%(1.6.16—(16+1+10+10+1)):0.

Portanto, ® =(16, 0, 1,10, 10,1, 0) e R =(i6, 0, 1, 10, 10, 1, 0). Dessa forma, »® ¢é uma

autossequéncia com autovalor associado 1 =1, e a decodificacdo esta completa. |

iii) Um erro em r, i#0, € outro em r;, j# N—i. Nesse caso, ¢ necessario fazer pelo menos 2?

substitui¢Oes para satisfazer a simetria e verificar a condigdo de autossequéncia.
Algoritmo de Decodificagdo 3:

1. Substitua 7, por r, ; € substitua r; porr, ;

2. Se a sequéncia obtida ¢ uma autossequéncia, a decodificagdo esta completa. Caso contrario,
substitua r, ;, por 7 e substitua r; porr,
3. Se a sequéncia obtida é uma autossequéncia, a decodificacdo estd completa. Caso contrario,
substitua 7, por r, , e substitua r, , por r;
4. Se a sequéncia obtida ¢ uma autossequéncia, a decodificagdo esta completa. Caso contrario,
substitua r, ; por 7, e substitua r, , por r;;

5. Se a sequéncia obtida ¢ uma autossequéncia, a decodificagdo esta completa. Caso contrario, mais

do que dois erros ocorreram.
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Exemplo 4.5: No Exemplo 4.3, considere a sequéncia recebida r:(16, 2, 3, 10, 10, 1, 0). Percebe-se
claramente que pelo menos dois erros ocorreram. Assim, usando o Algoritmo de Decodificagio 3,
tem-se:

Primeira possibilidade: a sequéncia decodificada ¢ @ :(16, 2, 3, 10, 10, 3, 2) € seu espectro
R =(27,13, 19, 17, 17, 19, 13);

Segunda possibilidade: a sequéncia decodificada ¢ r(2>:(16, 2, 1, 10, 10, 1, 2) € seu espectro
R =(7,1,13, 16, 16, 13, 1);

Terceira possibilidade: a sequéncia decodificada ¢é r‘3’:(16, 0, 3, 10, 10, 3, 0) e seu espectro
RO =(7,12, 7, 11, 11, 7, 12);

Quarta possibilidade: a sequéncia decodificada ¢ »@ =(16, 0, 1, 10, 10, 1, 0) e seu espectro

R® :(16, 0, 1, 10, 10, 1, 0). Entdo, »* ¢ a sequéncia transmitida estimada. [ ]

Nos procedimentos de decodificagdo descritos, os algoritmos requerem apenas calculos da
FNTT, que podem ser implementados através de transformadas rapidas de Fourier, e operagdes
simples tais como adi¢cdes, multiplicagdes por constantes e substituigdes. Considerando que a
FNTT de uma sequéncia simétrica exibe o mesmo tipo de simetria, € possivel usar uma varia¢do do
algoritmo de Goertzel [36], no lugar de calcular a FNTT, para verificar a condi¢do de simetria, ou
seja, no lugar de verificar a simetria para a sequéncia inteira, ¢ necessario verificar para, no

maximo, metade dos elementos da sequéncia.
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CAPITULO 5

CODIGOS CORRETORES DE ERROS
BASEADOS NAS TRANSFORMADAS
TRIGONOMETRICAS DE CORPO FINITO

Neste capitulo, sdo utilizadas duas das transformadas trigonométricas digitais, a transformada
do cosseno de corpo finito e a transformada do seno de corpo finito, para a construgdo de novos
codigos de blocos lineares ndo-binarios. Os codigos apresentados neste capitulo sdo baseados na
autoestrutura da FFCT unitaria do tipo 4 par, FFCT-4P, e na autoestrutura da FFST unitaria do tipo
4 par, FFST-4P [4], e sdo chamados de codigos FFCT-4P e codigos FFST-4P, respectivamente. As
palavras-codigo dos codigos FFCT-4P e dos codigos FFST-4P sdo as autossequéncias de suas
respectivas transformadas. A defini¢do das autossequéncias fornece os elementos necessarios para
determinar a matriz de paridade, H, do cddigo, a partir da qual os pardmetros do cddigo,
n (comprimento de bloco), k (dimensdo) e d (distancia minima de Hamming), sdo obtidos. Um
fato interessante observado € que, para alguns valores de n, os codigos sdo de maxima distancia

minima (MDS, do inglés maximum distance separable).
5.1 CONSTRUCAO DOS CODIGOS FFCT-4P

A partir da Defini¢do 3.3.1, a matriz de transformag@o do cosseno tipo 4 par, denotada por

FC,, , ¢ dada por

41 1 13 1 2N-1
Ccos . coS, (—.— —_ - -
4(2 2) 4(2 2) ( )
,3 41 33 3 2N 1
F 72 -z <V —1
CM,:\/;(modp) cosg(2 2) 0054(2'2) cosg( 5 ) 5
2N—1 1 2N—1 3 . 2N - 1 2N -1
os,(———.—) cos,(——.—) - s (—

em que ¢ € GF(p) tem ordem multiplicativa 2N. Para ¢ unimodular, tem-se

5 13 1281

Re(g??)  Me(d??) - Re(d* ?)

5 31 33 32841

Ry =B modp)| RAC) MG mT
N1 1 SN-13 ’ 2H1 231

Re(¢ 2 7) Me(¢ 2 2) - We(¢ 7 7))
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Se x> X e x ¢ uma autossequéncia da transformada linear FC,,, entdo seu espectro satisfaz
FC,,x = Jx, de forma que(FC,, — Al )x =0. Como resultado, a matriz(FC,, — AI) desempenha papel
semelhante ao da matriz de paridade de um cédigo de bloco linear com comprimento n=N e
dimensdo k, em quen—k = posto(FC,, — AI). No que se segue, a forma escalonada padrdo das
matrizes de paridade e geradora sdo usadas, isto ¢, H* =[1, , |P,] e G = l— Pl|I kJ. Dois codigos
de bloco sobre GF(p) podem ser gerados, um para cada valor de A. Os possiveis valores para p
sdo determinados a partir das restricdes impostas pela Defini¢do 3.3.1, a saber, J2/IN (modp) ea
raiz quarta de ¢ precisam existir. Além disso, se utilizara apenas ¢ tais que suas raizes quartas
sejam unimodulares, ou seja, devem ter ordem 8N, de forma que os elementos da matriz FFCT-4P
pertengam sempre a GF(p). A partir do Corolario 3.1.1, observa-se também que, para um co6digo
de comprimento n= N, deve-se procurar por um elemento ¢ unimodular, de ordem 2N, tal que

2N |(p+1). Alguns tais valores podem ser vistos no Apéndice D.

Exemplo 5.1: Constru¢do de codigos de bloco lineares a partir da FFCT-4P unitaria de

comprimento N =5 sobre GF(79). Considere ¢ =15+ 731, um elemento unimodular de ordem

10=2N, sobre GI(79). A partir da matriz de transformagdo FC,, obtém-se
FC,,—Al=| 4 75 75-2 4 4

Apos algumas operacdes elementares de linhas, as matrizes de paridade, na forma escalonada

padrdo, associadas com os dois autovalores 1 = +1, sdo, respectivamente,

10072 6
HY=[0 1 0 6 74
001 5 8

&t

L

Il
N\
[T
— O

71 74 73
52 73 72

que geram os seguintes codigos FC, P(l)(n,k) com matrizes geradoras G :
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7 73 2710
FC4P(1)(5a2)a G(l) :( j’

735 71 01

8§ 2710 0
FC,, Y63, G=|5 6 01 0
6 7 00 1

5.2 PARAMETROS DOS CODIGOS FFCT-4P

De uma forma mais apropriada, considere o codigo FC,,"(n,k,d). O comprimento de bloco n
do codigo ¢é a ordem N da matriz FFCT-4P unitaria. A dimensdo do codigo £ ¢ a multiplicidade
do autovalor associado A, ja que essa ¢ a dimensdo do subespago gerado pelas autossequéncias

associadas com A [23]. As multiplicidades dos dois autovalores sdo mostradas na Tabela 3.2 [4].

Devido ao fator +/2/N(modp) na Definicdo 3.3.1, a multiplicidade de A depende do valor

J2/N =+c(mod p) usado. Isso significa que na Tabela 3.2, as colunas correspondentes aos
autovalores 1 e -1 sdo trocadas, dependendo do valor considerado (cou(p —c)). Pode ser observado
também que os codigos baseados na FFCT-4P, assintoticamente, t€ém taxa igual a 5.

A Tabela 5.1 mostra os valores de n, k ¢ d para alguns codigos baseados na FFCT-4P, assim
como a cota d <n—k+1.Pode-se observar que para alguns valores de #, tais codigos sao MDS, ou
seja, d_,=n—k+1. Os valores em negrito representam os valores da distdncia minima que
=n—k+1.

atingem a cota de Singleton, d

min

Tabela 5.1 Pardmetros de alguns cédigos FECT-4P: (n, p,{,k'”,d?) para A =+1(mod p)

p » ¢ AT cota ST cota
n-k+1 n-k+1
347 24441 1 3 3 2 2 2
4 31 4+527 2 3 3 2 3 3
5 79 15431 2 4 4 3 3 3
6 47 64523 3 4 4 3 4 4
7 167 74+j161 3 5 5 4 4 4
8 127 214103 4 4 5 4 4 5
9 71 8+/24 4 5 6 5 3 5
10 79 184725 5 5 6 5 5 6
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5.3 CONSTRUGCAO DOS CODIGOS FFST-4P

A partir da Defini¢do 3.3.2, a matriz de transformacgao do seno tipo 4 par, denotada por FS,, ¢

dada por
11 13 1 2N-1
sen.(—.— sen . (—.— sen \(—.——
;(2 2) ;(2 2) ;(2 3 )
31 33 3 2N-1
FS4P— 7(m0dp) Sen;(E.E) Sel’lg(E.E) Sel’l;(E.T) A
N-1 1 ON-13. N1 2N-1
(o) ety e )

em que ¢ € GF(p) tem ordem multiplicativa 2N. Para¢ unimodular, tem-se

11 13 12741
Sm(??)  3JIm(E*?) e TImGP 2 )

3 31 33 32741
FS“,:‘E(modp) Sm(??)  3JIm(E*?) e TJImG? ?)
:ZNfl 1 :2N71§ ’ 21:V71 2N-1

Aqui, a matriz(FS,, - AI), em que A ¢ um autovalor da FFST-4P, desempenha o papel da matriz
de paridade de um codigo linear com comprimento n=N e dimensio &, em que
n—k = posto(FS,, — AI). Da mesma forma que para os codigos FFCT-4P, dois codigos de bloco
sobre GF(p), codigos FFST-4P, podem ser gerados, um para cada valor de 4 . Os possiveis valores

para p sdo determinados a partir das restricdes impostas pela Definicdo 3.3.2, a saber,

J2/N (mod p) e araiz quarta de ¢ devem existir. Além disso, serdo utilizados apenas ¢ tais que
suas raizes quartas sejam unimodulares, ou sejam, devem ter ordem 8N, de forma que os
elementos da matriz FFST-4P pertengam sempre a GF(p). A partir do Corolario 3.1.1, observa-se
também que, para um codigo de comprimento n= N, deve-se procurar por um elemento ¢
unimodular, de ordem 2N, tal que 2N |(p+1). Alguns tais valores podem ser vistos no Apéndice

D.

Exemplo 5.2: Construgdo de coédigos de bloco lineares a partir da FFST-4P unitaria de

comprimento N =5 sobre GF(79). Considere ¢ =15+ j31, um elemento unimodular de ordem

10=2N, sobre GI(79). A partir da matriz de transformacdo FS,, obtém-se
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FS,,—Al=| 4 4 75-4 75 4
65 64 75 26-1 5l
26 14 4 51 15-4

Apos algumas operacdes elementares de linhas, as matrizes de paridade, na forma escalonada

padrdo, associadas com os dois autovalores 1 =1, sdo, respectivamente,

100 14 13
HY=[0 1 0 13 12
0 0 1 54 35

(10 44 12 66
“lo 1 54 66 14)

que geram os seguintes codigos FS, P“)(n,k) com matrizes geradoras G :

M o (65 66 25 1 0
s, 2, GV= ,

66 67 44 0 1

35 25 1
FS,63), 69 =67 13 0
13 65 0

S = O

5.4 PARAMETROS DOS CODIGOS FFST-4P

De uma forma mais apropriada, considere o codigo FS,,” (n,k,d). Assim como para os Codigos
FFCT-4P, o comprimento de bloco » do cdédigo é a ordem N da matriz FFST-4P unitaria. A
dimensao do cédigo & € a multiplicidade do autovalor associado A, e as multiplicidades dos dois
autovalores sdo mostradas na Tabela 3.3 [4]. Pelo mesmo motivo que no caso dos Codigos FFCT-

4P, na Tabela 3.3, as colunas correspondentes aos autovalores 1 e -1 sdo trocadas, dependendo do
valor de +/2/N(mod p) considerado. Pode ser observado que os codigos baseados na FFST-4P,

assintoticamente, tém também taxa igual a '%.
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A Tabela 5.2 mostra os valores de n, k e d para alguns codigos baseados na FFST-4P, assim
como a cota d <n—k+1.Pode-se observar também que para alguns valores de =, tais cédigos sdao
MDS, ouseja, d , =n—k+1.

min

Tabela 5.2 Pardmetros de alguns cédigos FEST-4P: (n, p,¢ kP, d™) para A= +I(mod p)

347 24441 1 3 3 2 2 2
4 31 4+527 2 3 3 2 3 3
5 79 15431 2 4 4 3 3 3
6 47 623 3 4 4 3 4 4
7 167 74+j161 3 5 5 4 4 4
8 127 214103 4 4 5 4 4 5
9 71 8+724 5 3 5 4 5 6
10 79 184525 5 5 6 5 5 6

E interessante notar também que, embora os Codigos FFCT-4P ¢ FFST-4P tenham matrizes de
paridade diferentes, seus parametros »n, k e d, sdo os mesmos. No Apéndice E sdo mostradas
todas as matrizes de paridade e geradoras para os Codigos FFCT-4P e FFST-4P mostrados nas

Tabelas 5.1 e 5.2, respectivamente.
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CAPITULO 6
CONCLUSOES

6.1 CODIGOS CONSTRUIDOS A PARTIR DE TRANSFORMADAS DIGITAIS

A autoestrutura da transformada discreta de Fourier (DFT) cléssica tem sido pesquisada
recentemente e tem levado a novos resultados relativos a concepcéo de novos sistemas de acesso
multiplo no dominio da transformada [24]. Essa dissertacdo investiga novas aplicacdes dessa
autoestrutura, porém considerando as chamadas transformadas digitais, que sdo definidas sobre o

campo de Galois GF(p), ao invés da DFT. S@o consideradas a DFT definida sobre GF(p),

denominada transformada numérica de Fourier e as transformadas de corpo finito do cosseno e do
seno. O cendrio alvo das investiga¢des € o de Codificacdo de Canal. Dessa forma novas familias de

codigos de bloco lineares sobre GF(p), p > 2, baseadas nas transformadas digitais, anteriormente

mencionadas, sdo introduzidas. Em particular, as familias dos Codigos de Fourier e a familia dos

Codigos do Cosseno tipo 4 par e do Seno tipo 4 par foram construidas.

6.2 CODIGOS DE FOURIER

As palavras-codigo de um codigo de Fourier F*(n,k,d) sdo as autossequéncias da transformada

numérica de Fourier associadas ao autovalor 1. Nessa dissertagdo, as matrizes de paridade, H,
geradoras, G, e os parametros »n (comprimento de bloco), & (dimensdo) e d (distancia minima de
Hamming) de alguns codigos de Fourier sdo encontrados. Uma cota superior para a distancia
minina, d <n-2k+2, de tais codigos é demonstrada.

Estratégias para o controle de um e dois erros baseadas na autoestrutura da FNTT sfo
examinadas, considerando-se para isso a simetria inerente as autossequéncias dessas transformadas.
Nos procedimentos de decodificagdo descritos, os algoritmos requerem apenas calculos da FNTT
que podem ser implementados através de transformadas rapidas de Fourier, e operagdes simples
como adi¢des, multiplicacdes por constantes e substitui¢des. Esses procedimentos se tornam ainda
mais atrativos quando se consideram sequéncias simétricas para a decodificagdo, ja que a FNTT de
tais sequéncias exibe o mesmo tipo de simetria, ¢ dessa forma uma variagdo do algoritmo de
Goertzel [36] pode ser usado no lugar do calculo da FNTT para verificar a condigdo de

autossequéncia.
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6.3 CODIGOS FFCT E FFST

As palavras-codigo de um coédigo FFCT-4P FC,,"(n,k,d) ou de um cédigo FFST-4P

FS,," (n,k,d) sio as autossequéncias da transformada do cosseno tipo 4 par ou da transformada do

seno tipo 4 par, respectivamente, associadas ao autovalor 4. As matrizes de paridade, H,
geradoras, G, e os parametros n (comprimento de bloco), & (dimensdo) e d (distancia minima de
Hamming) de alguns co6digos FFCT-4P e FFST-4P foram encontrados.

Observou-se nessa dissertacdo, que para alguns valores de n os codigos gerados a partir das
transformadas do cosseno tipo 4 par e do seno tipo 4 par sao MDS, ou seja, tais codigos satisfazem
d=n-k+1. Além disso, para os resultados obtidos, os cddigos FFCT-4P e¢ FFST-4P t€m os

mesmos parametros n, k € d , apesar de suas matrizes geradoras e de paridade serem diferentes.

6.4 CODIGOS DE TRANSFORMADA

A abordagem descrita nessa dissertagdo pode ser estendida para outras familias de
transformadas sobre corpos finitos, tais como a transformada numérica de Hartley [38] e outras
transformadas trigonométricas [4]. Essas novas familias de codigos podem ser construidas
seguindo a mesma abordagem apresentada aqui ¢ sdo membros de uma nova classe de codigos de
bloco multiniveis, que pode ser denominada de Codigos de Transformada. Para uma dada
transformada em corpo finito de comprimento N, sua autoestrutura pode ser usada para construir
um codigo linear de comprimento N e dimensdo k, em que k£ ¢ a multiplicidade dos autovalores
da transformada. Diferentes multiplicidades irdo gerar cédigos com diferentes taxas. Nesse cendrio,
transformadas rapidas e propriedades da autoestrutura da transformada podem ajudar na
implementacdo do codigo.

As restrigdes dos parametros dos codigos que resultam do uso das transformadas padrdes podem
ser removidas se transformadas lineares arbitrarias forem consideradas. Nesse caso, codigos com

taxas arbitrarias podem ser construidos.

6.5 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Sdo sugestdes para trabalhos futuros, na linha de pesquisa de codigos corretores de erros a partir

de transformadas digitais:

e Estudo da estratégia para o controle de mais de dois erros baseada na autoestrutura da

FNTT, para os Coédigos de Fourier;
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Estudo de técnicas de decodificacdo para os Codigos FFCT-4P e FFST-4P;

Realizagdo de simulagdes envolvendo os Codigos de Fourier ¢ os Codigos FFCT-4P e

FFST-4P para comprimentos de bloco maiores, #;

Estudo dos parametros de Codigos de Transformada criados a partir da autoestrutura da
transformada de Hartley e das demais transformadas trigonométricas ndo descritas nesse

trabalho;

Criagdo de Codigos de Transformada a partir de novas transformadas sobre corpos finitos,
ou seja, criadas de forma arbitraria a fim de se obter diferentes resultados em relagéo aos

parametros do codigo;

Criacdo de novas transformadas digitais a partir de codigos corretores de erros ja

existentes, ou seja, fazer o processo inverso do que foi feito nesse trabalho.
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APENDICE A

A LEI DA RECIPROCIDADE
QUADRATICA

A Lei da Reciprocidade Quadratica representa um dos mais interessantes resultados da teoria
dos ntimeros. Ela foi demonstrada por Gauss e conjecturada anteriormente por Fermat, Euler e

Legendre.

Euler se perguntava em que condigdes a congruéncia x’ =¢g(mod p) admitia solugdo para os
primos p e g dados. Quando essa congruéncia tem solucdo, dizemos que ¢ é um residuo
quadratico de p. Caso contrario, g é um residuo ndo quadratico de p . Portanto, g ¢ um residuo
quadratico de p quando ele admite raiz quadrada modulo p.

A lei de Gauss da Reciprocidade Quadratica afirma que se p e ¢ s@o primos, ha uma relacdo
direta entre p ser quadrado modulo ¢ e ¢ ser quadrado médulo p. Esse teorema fornece um
algoritmo rapido para determinar se a é quadrado modulo p.

Impresso em 1798, Essai sur la theorie des nombres introduziu ao mundo o simbolo de

Legendre (a/p), que tem um papel muito importante em tornar a notagdo da Reciprocidade

Quadratica mais conveniente [37].

Definicao A.1: Seja p um numero primo impar ¢ ¢ um inteiro tal que MDC(a, p)=1. O simbolo
de Legendre (a/p) assume valores +1 dependendo se a ¢, ou ndo, um residuo quadratico
moédulo p, respectivamente [15]. De uma forma mais generalizada, considera-se que (a/p) seja
igualaOse p|a, ouseja,

0, se p|a,
(a/ p) =141, se a éum residuo quadratico modulo p,
—1, se a ndo é residuo quadratico modulo p.

O simbolo de Legendre obedece as seguintes identidades:

Teorema A.1: Sejam a e b inteiros que sdo relativamente primos a p . Entdo,

(a) Se a=h(mod p) , entdo (a/p)=(b/p).
(b) (az /p)zl .

(c) (a/ p)= a%V?(mod p).
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(d) (ab/ p)=(a/ p)b!p).

1, se p =1(mod4),

() (1/p)=1¢ (—l/p)=(—l)“’1)/2:(‘1/1’):{_1 se p =3(modd).

(f) (@b*/ p)=(a/ p)(b*/ p)=(alp).

O principal resultado relacionado ao simbolo de Legendre é a chamada Lei da Reciprocidade

Quadratica.

Teorema A.2: Lei da Reciprocidade Quadratica. Se p e ¢ sdo primos impares distintos, entdo

p-lg-1
2 2

(p/9)=(q/p)=(-1)

Corolario A.2.1: Se p e ¢ sdo primos impares distintos, entao

1, se p =1(mod4) ou g =1(mod4),

(r/9)=(q/p)= {_ 1, se p = g = 3(mod4).

Corolario A.2.2: Se p e ¢ sdo primos impares distintos, entdo

(o/a) (¢/ p), se p=1(mod4) ou g = 1(mod4),

Pr= —(q/ p), se p =g =3(mod4).

A partir das identidades acima, e utilizando-se o Teorema Chinés do Resto (Apéndice B) para
resolver os sistemas de congruéncias lineares, os seguintes teoremas podem ser obtidos para o

célculo de (N/p).
Teorema A.3 (N=2): Se p é um primo impar, entdo

1, se p =1(mod8) ou p = 7(mody),

(2/p)= _ _
—1, se p =3(mod8) ou p = 5(mody).

Teorema A.4 (N=3): Se p #3 é um primo impar, entdo

1, se p =+1(mod12),

3/ p)=
G/p) {—1, se p=+5(mod12).
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Prova: Como 3 =3(mod4), o Corolario A.2.2, do teorema A.2, implica que

3/ p) = (p/3), se p=1(mod4),
B/ P =1 (p13), se p=3modd).

Sabendo-se que p =1(mod3) ou p=2(mod3), pelos Teoremas A.1 e A.4, tem-se

1, se p =1(mod3),

(p/3)= {— 1, se p =2(mod3).

Assim, (3/p)=1 se e somente se
p=1(mod4) e p=1(mod3)
ou

p=1(mod4)e p=2(mod3). Resolvendo-se essas congruéncias, chega-se ao resultado desejado.

Teorema A.5 (N=4): Se p é um primo impar, entdo (4/p)=1.

Prova: O resultado segue diretamente do Teorema A.1 (b).
Teorema A.6 (IN=5): Se p = 5¢é um primo impar, entdo
(5/p)=1se p=1oud(mod5).

Prova: Como 5 =1(mod4), temos

(p/5), se p=1(mod4),
(5/p)= _
(p/5), se p =3(mod4).

Sabendo-se que p =1,2,3 ou 4(mod>5), temos

1, se p =4(mod5),

1, se p =1(mod9),

(p/5)= _
(3/5)=-1, se p=3(mod5),
(2/5)=-1, se p=2(mod5).



Assim, (5/p)=1 se e somente se
p =1(mod5) ou p=4(mod5),

e o resultado segue.

Teorema A.7 (N=6): Se p é um primo impar, entdo
(6/p):1 se e somente se p=1,5,19,23(mod24).

Prova: Sabendo-se que

@/ p)= 1, se p =1(mod8) ou p = 7(mod8),
= —1, se p =3(mod8) ou p = 5(mody).
e
G/ p)= 1, se p=1(mod12) ou p =-1(mod12),
= —1, se p=5(mod12) ou p =—-5(mod12).
tem-se
p =1(mod8)e p =1(mod12),
p =1(mod8)e p =-1(mod12),
p =7(mod8)e p =1(modl2),
= 7(mod8 =-1(mod12),
6/ p)=1 se p =7(mod8) e p =-1(mod12)

p =3(mod8) e p =5(modl12),
p =3(mod8)e p =-5(modl12),
p =5(mod8) e p =5(modl2),
p =5(mod8) e p =-5(mod12) .

€ 0 teorema segue.

Teorema A.8 (V=7): Se p =7 & um primo impar, entdo

(7/p):1 se e somente se p=1,3,9,19,25ou 27(mod 28).

Prova: Sabendo-se que 7 = 3(mod 4),

(p/7), se p=1(mod4),
(7/p)= B
—(p/7), se p=3(mod4).
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tem-se

(p/7)=

Portanto,

(7/p)=1 se

1, se p =1(mod7),
(2/7)=1, se p=2(mod7),
(3/7)=-1, se p=3(mod7),
4/7)=1, se p=4(mod7),
(5/7)=-1, se p=5(mod7),
(6/7)=-1, se p=6(mod4).

p =1(mod4) e p =1(mod7),
p =1(mod4) e p =2(mod7),
p =1(mod4) e p =4(mod7),
p =3(mod4) e p =3(mod7),
p =3(mod4) e p =5(mod7),
p =3(mod4) e p =6(mod7).

€ 0 teorema segue.

Teorema A.9 (NV=8): Se p é um primo impar, entdo

(8/p)=1 se e somente se p =+1(mod8).

Prova: (8/p)=(4/p)2/p)=(2/p)=1 se p==x1(mod8).

Teorema A.10 (N=9): Se p é um primo impar, entdo (9/p)=1.

Prova: O resultado segue diretamente do Teorema A.1 (b).

65
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APENDICE B

O TEOREMA CHINES
DO RESTO

O problema de encontrar uma soluc¢éo simultdnea para um sistema de congruéncias lineares é

resolvido pelo Teorema Chinés do Resto [15], como pode ser visto a seguir.

Teorema B.1: Teorema Chinés do Resto. Sejam n,n,,...,n, inteiros positivos tais que

>

mdc(n;,n,) =1 para i # j. Entdo, o sistema de congruéncias lineares

x =a,(modn,)

x =a,(modn,)

x=a,(modn,)
tem uma solucdo simultanea, ¥, que ¢ nica modulo o inteiro n=nn,...n, , dada por

X=a,Nx +a,N,x, +---+a,N,x,,

em que N, =" e N, x, =1(modn,).
ny

Exemplo B.1: Para o sistema de congruéncias p =3(mod4) ¢ p=6(mod7), do Teorema A.8, temos

n=47=28

(&

N =227, N,=l=4
4 7

As congruéncias lineares
7x, =1l(mod4) € 4x, =1(mod7)

sdo satisfeitas por x, =3 e x, =2, respectivamente. Assim, a solu¢do do sistema de equagdes ¢ dada

por x=3.73+642=111.

Modulo 28, temos a solugdo x =111=27(mod28).
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APENDICE C
COMPRIMENTOS N
POSSIVEIS PARA A FNTT

Como ja foi visto no Capitulo 2 dessa dissertagdo, para que uma FNTT de comprimento N exista

sobre GF(p), é necessario que N |(p—1) e que N seja um residuo quadratico médulo p. Usando-

se os resultados obtidos no Apéndice A, pode-se gerar a seguinte tabela, contendo valores de N <9

€ p <200 paraos quais a FNTT existe.

Tabela C.1 Comprimentos N possiveis para a FNTT sobre GF(p)

N

3 4 5 6 7 8 9
13 5 11 19 29 17 19
37 13 31 43 113 41 37
61 17 41 67 197 73 73
73 29 61 73 &9 109
97 37 71 97 97 127
109 41 101 139 113 163
157 53 131 163 137 181
181 61 151 193 193 199
193 73 181

89 191

P 97

101

109

113

137

149

157

173

181

193

197
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APENDICE D

TABELA DE ELEMENTOS
UNIMODULARES

E SUAS ORDENS

Este apéndice mostra alguns elementos unimodulares, em GI(p), assim como suas respectivas

ordens complexas.
Pode-se observar que, de acordo com a Proposi¢do 3.1.2, as ordens dos elementos

unimodulares, n, dividem p+1. Vale ressaltar também que p =3(mod4).

Tabela D.1 — Elementos unimodulares de GI(7)

¢ ordem
1 1
-1 2
Jr 4
2+2j,2+5j,5+2j,5+5j 8

Tabela D.2 — Elementos unimodulares de GI(11)

¢ ordem
1 1
-1 2
5+3),5+8] 3
3> 4
6+3j,6+8j 6
3+5),3+6j,8+5).8+6] | 12

Tabela D.3 — Elementos unimodulares de GI(19)

¢ ordem
1 1
-1 2
3] 4
2+4j,2+15),7+3],7+16] 5
1243j,12+16j,17+4j,17+15j 10




3+7),3+12),4+2),4+17),15+2j,15+17),16+7j,16+12j | 20

Tabela D.4 — Elementos unimodulares de GI(23)

¢ ordem

1 1

-1 2

11+8j,11+15j 3

J»7] 4

12+8j,12+15j 6
949j,9+14j,14+9j,14+14j 8
8+11,8+12§,15+11j,15+12j 12
4+10j,4+13j,10+4j,10+19j,13+4j,13+19j,19+10§,19+13j | 24

Tabela D.5 — Elementos unimodulares de GI(31)
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¢ ordem
1 1
-1 2
J»] 4
4+4),4+27),27+4),27+27] 8
7+13j,7+18j,13+7,13+24),18+7],18+24),24+13j,24+18] 16
2+11j,2+20,5+105,5+21j,10+5j,10+26j,11+2j,11+29j,20+2j,20+29j,21+5j,21+26j,26+10j,2 1
6+21j,29+11j,29+20j
Tabela D.6 — Elementos unimodulares de GI(43)
¢ ordem
1 1
-1 2
J» 4
2+13j,2+305,7+9j,7+34j,11+3j,11+40j,18+8j,18+35j,26+20j,26+23j 11
17+20j,17+23j,25+8j,25+35j,32+3},32+40j,36+9j,36+34j,41+13j,41+30j 22
3+11j,3+32j,8+18j,8+25j,9+7j,9+36j,13+2,13+41j,20+17j,20+26j,23+17j,23+26j,30+2j, 14

30+41j,34+7j,34+36j,35+18j,35+25j,40+11j,40+32;j




Tabela D.7 — Elementos unimodulares de GI(47)
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¢ ordem
1 1
-1 2
23+6j,23+41j 3
J» 4
24+6j,24+41j 6
20+205,20+27j,27+205,27+27] 8
6+23§,6+24),41+23j,41+24; 12
9+22j,9+25j,22+9j,22+38j,25+9j,25+38j,38+22j,38+25j 16
11+16j,11+31j,16+11j,16+36],31+11j,31+36],36+16j,36+3 1] 24
4+19],4+28],10+18j,10+29j,18+10j,18+37),19+4j,19+43],28+4,28+43j,29+10§,29+37],37+ 48
18§,37+29j,43+19j,43+28;
Tabela D.8 — Elementos unimodulares de GI(59)
¢ ordem
1 1
-1 2
29+24],29+35] 3
J» 4
42+19j,42+40j,46+3j,46+56] 5
30+24,30+35j 6
13+3],13+56],17+19j,17+40j, 10
24+29j,24+30j,35+29;,35+30j 12
22+15j,22+44],23+11j,23+48],49+14j,49+45],54+25),54+34j 15
3+13],3+46j,19+17j,19+42j,40+17j,40+42j,56+13j,56+46j 20
30

5+25j,5+34j,10+144,10+45j,36+11j,36+48;,37+15j,37+44j

11+23j,11+36j,14+10j,14+49j,15+22j,15+37],25+5j,25+54j,34+5j,34+54],44+22j,44+37j,4
5+10j,45+49j,48+23,48+36j

60




Tabela D.9 — Elementos unimodulares de GI(67)
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¢ ordem
1 1
-1 2
Jr 4
7+32,7+35j,11+9j,11+58],30+21j,30+46],40+3j,40+64j,41+14],41+53],50+28],50+39j, "
57+13],57+54j,65+8],65+59j
2+8j,2+59j,10+13j,10+54j,17+28j,17+39,26+14},26+53j,27+3},27+64j,37+21j,37+46j, 2
56+9,56+58j,60+32j,60+35j
3+27},3+40j,8+2j,8+65],9+11j,9+56],13+10j,13+57],14+26j,14+41j,21+30j,21+37],
28+17},28+50§,32+7},32+60j,35+7j,35+60j,39+17,39+50j,46+30j,46+37],53+26j,53+41j, 68
54+10j,54+57},58+11j,58+56],59+2],59+65],64+27,64+40j
Tabela D.10 — Elementos unimodulares de GI(71)
¢ ordem
1 1
-1 2
35+145,35+57j 3
3> 4
36+14j,36+57] 6
6+6j,6+65j,65+6],65+65j 8
23+18j,23+53§,56+29,56+42,63+24j,63+47] 9
14+35,14+36j,57+35j,57+36; 12
8+24,8+47j,15+29j,15+42),48+18;,48+53j 18
10+16j,10+55j,16+10§,16+61j,55+10j,55+61j,61+16j,61+55j 24
18+23j,18+48j,24+87,24+63),29+15j,29+56],42+15],42+56],47+8j,47+63j,53+23j,53+48] 36
13+20j,13+51j,20+13j,20+58],21+25j,21+46j,25+21j,25+50j,30+33],30+38j,33+30j,
72

33+41,38+30§,38+41j,41+33j,41+38],46+21j,46+50j,50+25j,50+46],51+13],51+58],
58+20j,58+51]




Tabela D.11 — Elementos unimodulares de GI(79)
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¢ ordem
1 1
-1 2
Jr 4
54+18j,54+61j,64+31j,64+48j 5
35+35),35+44],44+35),44+44;] 8
15+31j,15+48],25+18],25+61] 10
27+33j,27+46j,33+27],33+52),46+27),46+52),52+33j,52+46j 16
18+25],18+54,31+15],31+64j48+15],48+64],61+25],61+54; 20
4+8],4+71j,7+30j,7+49j,8+4),8+75],30+7},30+72j,49+7],49+72],71+4j,71+75j,72+30j,72+ 20
49, 75+8j,75+71j
2+32j,2+47j,5+23j,5+56j,6+26j,6+53j,11+14j,11+65j,14+11j,14+68},23+5j,23+74],26+6],
26+73§,32+2§,32+77],47+2j,47+77,53+6],53+3],56+5],56+74j,65+11],65+68],68+14j,68+ | 80
65, 73+26],73+53],74+23],74+56],77+32],77+47
Tabela D.12 — Elementos unimodulares de GI(83)
g ordem
1 1
-1 2
41+35j,41+48j 3
Jr 4
42+35j,42+48] 6
5+15j,5+68},49+16j,49+67,70+9j,70+74j 7
35+41j,35+42),48+41j,48+42] 12
13+9j,13+745,34+16j,34+67),78+15j,78+68] 14
12+405,12+43,31+6j,31+77},38+36j,38+47},65+3j,65+80j,66+25j,66+58],79+20j,79+63] 21
9+13,9+70j,15+5j,15+78j,16+34j,16+49j,67+34j,6 7+49j,68+5j,68+78],74+13j,74+70j 28
4+20j,4+63j,17+25j,17+58j,18+3j,18+80j,45+36j,45+47),52+6j,52+77),71+40j,71+43j 42
3+18],3+65],6+31j,6+52j,20+4),20+79),25+17),25+66],36+38),36+45),40+12j,40+71j,
84

43+12j,43+71j,47+38j,47+45j,58+17j,58+66j,63+4j,63+79j,77+3 1j,77+52,80+18;,
80+65j




Tabela D.13 — Elementos unimodulares de GI(103)
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¢ ordem
1 1
-1 2
Jr 4
19+19j,19+84],84+19j,84+84; 8
6+45],6+58j,22+49j,22+54j,28+12j,28+91j,40+7),40+96),71+25j,71+78j,90+48j,90+55] 13
13+48],13+55],32+25],32+78],63+7},63+96j,75+12j,75+91j,8 1+49j,8 1+54],97+45], 2
97+58;j
7+40,7+63j,12+28j,12+75),25+32j,25+71j,45+6],45+97),48+13],48+90j,49+22j,49+81],
54+22j,54+81j,55+13,55+90j,58+6],58+97j,78+32],78+71j,91+28,91+75j,96+40j, 52
96+63]
2+10j,2+93},5+39j,5+64j,9+34j,9+69;,10+2j,10+101j,20+42,20+61j,26+47},26+56],
30+50§,30+53j,34+9j,34+94j,39+5],39+98],42+20j,42+83],47+26],47+77},50+30,50+73]
53+30j,53+73},56+26j,56+77},61+20j,6 1+83],64+5j,64+98},69+9j,69+94j,73+50j,73+53j, | 104
77+47),77+56,83+42j,83+61j,93+2j,93+101j,94+34j,94+69;,98+39j,98+64],101+10j,
101+93;
Tabela D.14 — Elementos unimodulares de GI(127)
¢ ordem
1 1
-1 2
3> 4
8+8j,8+119j,119+80j,119+119j 8
21+24},21+103),24+21j,24+106],103+21j,103+106,106+24j,106+103; 16
25+30j,25+97],30+25],30+102j,40+59j,40+68],59+40j,59+87],68+40],68+87},87+59j, 32
87+68j,97+25j,97+102§,102+30j,102+97;
7+29j,7+98j,15+41j,15+86],29+7j,29+120j,34+49j,34+78j,41+15j,41+112},46+60j,
64

46+67],49+347,49+93j,60+46],60+81j,67+46j,67+81j,78+34j,78+93},81+60;,8 1+67],
86+15j,86+112j,93+49j,93+78,98+7j,98+120j,112+41j,112+86j,120+29j,120+98;

2+39],2+88],5+22j,5+105],9+38],0+89j,19+23],19+ 104j,22+5j,22+122],23+19j,23+108j,
26+50j,26+77j,27+62j,27+65],32+45,32+82j,38+9j,38+118],39+2j,39+125],42+53j,

42+74),45+32),45+95),50+26j,50+101j,53+42j,53+85j,62+27j,62+100§,65+77j,65+100j,
74+42i,74+85),77+26§,77+101j,82+32],82+95j,85+53j,85+74j,88+2j,88+125],89+9j,

128
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89+118j,95+45),95+82§,100+62§,100+65,101+50,101+77},104+19j,104+108],105+50j,
105+122§,108+23],108+104j,118+38j,118+89j,122+22,122+105j,125+39j,125+88;

Tabela D.15 — Elementos unimodulares de GI(167)

¢ ordem
1 1
-1 2
83+31j,83+136j 3
Jr 4
84+31j,84+136j 6
61+11j,61+156§,93+6j,93+161§,96+53],96+114; 7
77+775,77+907,90+77§,90+90; 8
31+83,31+84j,136+83j,136+84; 12
71+53j,71+114),74+6j,74+161j,106+11j,106+156] 14
18+41],18+126j,46+35],46+132j,56+47j,56+120j,60+24,60+ 143j,92+80j,92+87j,146+27] N
146+140j
4+73),4+94],73+4,73+163j,94+4),94+163j,163+73j,163+94j 24
6+74,6+93j,11+61j,11+106],53+71j,53+96j,114+71j,114+96j,156+61j,156+106,16 1 +74; 28
161+93;
21+27j,21+140j,75+80j,75+87j,107+24j,107+143j,111+47j,111+1205,121+35j,121+132;j, 0
149+41j,149+126j
9+33,9+134,19+59j,19+108},29+50j,29+117},33+9j,33+158;,50+29j,50+138,59+19j,
59+148],108+19j,108+148;,117+29j,117+138j,134+9j,134+158j,138+50,138+117j, 56
148+59j,148+108j,158+33j,158+134;
24+60j,24+107),27+21],27+146],35+46j,35+121j,41+18],41+149),47+56],47+111j,80+75]
80+92j,87+75,87+92j,120+56j,120+111j,126+18j,126+149j,132+46j,132+121j,140+21], 84
140+146,143+60j,143+107
12+58j,12+109j,22+39j,22+128j,25+12},25+85j,34+66,34+101j,39+22j,39+145j,45+67],
45+100,51+78],51+89j,58+12j,58+155],66+34],66+133j,67+45],67+122j,78+51j,78+116j
168

82+25j,82+142),85+25,85+142},89+51j,89+116j,100+45j,100+122j,101+34j,101+133j,
109+12j,109+155j,116+78j,116+89j,122+67§,122+100j,128+22j,128+145j,133+66;,
133+101j,142+82j,142+85],145+39j,145+128j,155+58],155+109j
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APENDICE E

MATRIZES DE PARIDADE E
GERADORAS DE ALGUNS
CODIGOS FFCT-4P E FFST-4P

Este apéndice mostra todas as matrizes de paridade, H, e matrizes geradoras, G, dos cdodigos
apresentados nas Tabelas 5.1 ¢ 5.2. S&o indicados também os valores de p, ¢ e 4.
Para a Tabela 5.1 as matrizes H ¢ G dos Codigos FFCT-4P de comprimento n, sobre GI(p),

sdo:

Tabela E.1 — Matrizes G ¢ H de alguns Codigos FC,,(n,k,d) para A=+1(mod p)

n P g A Cédigo G H
1 FC,,(3,1,3) (46 13 1) bol
4 0 1 34
347 24+j41
1 FC,,(3,2,2) o 13 4
) s 43 0 1
| FCL4.2,3) 7 310 0 24 27
e 4 24 0 1 01 29 7
4 31 4+27
| FCL4.2.3) 20 7 10 1 0 11 12
) e 19 11 0 1 0 1 24 20
10072 6
1 FC,p(52,4) 732 o 010 6 74
s 735 71 0 1
001 52 8
5 79 15+31
8271070 1 0 71 74 73
-1 FC,.(53,3 10
! w(33.3) (0 1 52 73 72]
6 7 0 0 1
37 36 1 0 0 1 00 38 39 3
1 FC,.(6,3,4) 8 44 10 0 1 0 01010 3 8
4 39 9 0 0 1 0 0 1 11 37 38
6 47 6+23

2 13 7 100 1 0 0 45 19 13
-1 FC,p(6,3,4) 2816 34 0 1 O 01 0 34 31 28
34 19 2 0 0 1 0 0 1 40 13 45




Tabela E.1 — Matrizes G ¢ H de alguns Codigos FC,,(n,k,d) para A =+1(mod p)

76

n P g A Cddigo G H
100029 147 50
138 88 116 72 1 0 0 01 00 79 100 145
1 FCp(7.3,5) 206746 81010 0010 5 121 9
117 22 71 85 0 0 1
) 0001 95 8 82
7 167 7T4+jl61
zzizzé?gg 100 8 71 145 117
-1 FC,.(7,4,4) 5 100 88 0 0 1 0 0 1 0 81 121 67 147
00 195116 79 138
50 20 29 0 0 0 1
42 .95 55 461 0 0 0 1000 8 69 54 81
582 67 540100 0100 32 29106 73
1 FC,p(8,4.4) 73 21 29 58 0 0 1 0 0010 72 60 98 69
46 54 95 85 0 0 0 1 000112 55 32 42
8 127 21+j103
117 62 5 117 1 0 0 0 1000 10 75 119 94
52 12 73 22 0100 0100 65115 68 8
- FC,.(8,4,4
1 Cir(®,4.4) 8 59 115 62 0 0 10 001022 54 12 75
33 119 52 10 0 0 0 1 000 110 105 65 117
1000 0 40 58 63 34
31 45 36 13 451 0 0 0
1318 18 23 18 0 1 0 0 0 100026532931
00100 35 53 33 56
1 FCyp 9,4,5) 8 42 38 49 41 0 0 1 0
00010 58 48 22 12
37 20 15 59 20 0 0 0 1
0000 1 26 53 30 51
9 1 8+j24
51 41 53 45100 00
100020 1215 51 37
02223 38 01000 0100 30 49 33 42 63
- 56 38 5336 0 0 1 00
1 FC»0,5.3) 20 29 18 26 0 0 0 1 0 0010 18 48 18 53 13
000 1 26 13 35 45 40
34 8 58 31000 01
43 65 24 77 49 1 0 0 0 0 1000 0 36 21 45 37 47
5858323 2 01000 01000 14 21 16 10 42
1 FC,,(10,5,5) 34 63 68 47 24 0 0 1 0 0 00100 55 47 11 63 45
42 69 16 58 14 0 0 0 1 0 00010 2 4432 21 58
3237 34 21 43000 0 1 000013077 5565 36
10 79 18425
66 67 59 32 11 1 0 0 0 0 1000013 6 12 7 9
73 45 10 77 47 0 1 0 0 0 01000 123417 64 72
-1 FC,,(10,5,5) 67 62 45 69 59 0 0 1 0 0 00100 20 69 34 62 12
72 1517 4512 0 0 0 1 0 0001047 21034 73
70 7 67 6 66 0 0 0 0 1 0000 1 68 3220 67 13




Para a Tabela 5.2 as matrizes H ¢ G dos Codigos FFST-4P de tamanho n, sobre GI(p),sdo:

Tabela E.2 — Matrizes G ¢ H de alguns Codigos FS,,(n,k,d) para A ==1(mod p)
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n P g A Cédigo G H
1 FS,,(3,1,3) (46 34 1) Lot
A 01 13
3 47 24+41
34 1 0
-1 FS,;(3,2,2) (1 13 46)
1 01
| FS.(4.2.3) 7 2910 1 0 24 4
R 27 24 0 1 01 2 7
4 31 4427
| FS.4.2,3) 20 23 1 0 1 0 11 19
) PR 12 11 0 1 01 7 20
100 14 13
65 66 25 1 0
1 FS,.(5,2,4) 010 13 12
66 67 44 0 1
0 01 54 35
5 79 15431
3525 1 0 0
1 0 44 12 66
-1 FS,,(53,3) 67 13 0 1 0 :
0 1 54 66 14
13 65 0 0 1
45 13 40 1 0 00 2 19 34
1 FS,,(6,3,4) 28 31 34 1 0 34 16 28
13 34 45 0 001 7 13 2
6 47  6+23
38 37 11 0 0 00 9 39 44
-1 FS,,(6,3,4) 3 10 10 01 10 44 8
39 38 0 0 0 36 37 9
100 0 152 46 32
15 34 117 70 1 0
01 0 0 133 81 48
1 FS,.(7,3,5 |121 86 128 56 0 1
0010 50 39 88
135 119 79 55 0 0
000 1 97 111 112
7 167 74+161
55 111 70 1 0 0 0
1 00 112 79 48 135
88 128 50 0 1 0 0
-1 FS,(7,4,4) 01 0 5 39 8 46
119 81 34 0 0 1 0
001 97 117 133 15
32 121 152 0 0 0 1




Tabela E.2 — Matrizes G ¢ H de alguns Codigos FS,,(n,k,d) para A ==1(mod p)
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n P g A Cddigo G H
7 8 17 104 1 0 0 0 1000120 8 91 97
45 26 10 110 0 1 0 0 0100 39 101 120 36
1 £5,p(8,4,4) 3 7 101 8 0 0 1 0 001 0 110 117 26 82
30 91 45 120 0 0 0 1 0001 23 17 39 7
8 127 21+103
41 120 26 16 1 0 0 0 1000 8 938 8 40
29 31 24 101 01 00 0100 7 9 80 42
-1 FS.p(8,4,4) 42 47 96 120 0 0 1 0 0 0 1 0 101 103 31 98
87 85 29 8 0 0 0 1 000 1 111 26 7 41
o8 23 3643 10000 1 000 1315 31 13 47
2623 3129010070 01 00 48 48 59 49 9
40 12 27 24 0 0 1 00
1 F54r(9,5,3) 001 0 3520 44 35 62
58 22 36 43000 1 0
0 00 1 28 42 47 28 64
2462 9 7 00001
9 7 8+j24
1000064 9 9 24
7 28 24 4243100 0
62 36 44 51 35 0 1 0 0 0100074335 2213
- 00100 47 27 59 40
1 £8,p(9,4,3) 62 49 12 48 23 0 0 1 0
0001029 2023 15
47 58 31 56 13 0 0 0 1
0000 1 28 36 48 58
5556 13 7217 1. 0 0 0 0 1000024 63 78 64 36
16 0 17 68 7 0 1 0 0 0 01000 23 0 20 43 15
1 FS,,(10,5,5) 1 59 26 62 1300100 00100 66 6253 59 78
153 20 0 22 0 00 1 0 00010 7 1117 0 16
43 64 1 63550 0 0 0 1 00001 6272 66 56 24
10 79 18+25
12 12 47 3910000 10000 67 74 7 73 21
5 40 23 001000 01000 67 3967 65 6
-1 FS,,(10,5,5) 72 12 56 56 47 0 0 1 0 0 00100 3 5 2312 7
6 14 67 40 67 0 0 0 1 0 00010 0 72233 5
58 73 72 74 12 .0 0 0 0 1 00001 4 0 3212 67
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