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IVI ODELOS de canais de estados finitos Markovianos (FSMC, do inglés Finite State Markov

Channel) sdo comumente usados para caracterizar a memoria de canais discretos binarios
(entrada binaria, saida binaria). Este trabalho prop6e um novo modelo pertencente a classe FSMC,
denominado de modelo com apagamento (MA), que foi idealizado para modelar canais discretos ndo
binarios (entrada binaria, saida ternaria) com meméria. Desta forma, o decodificador ira rotular os
simbolos recebidos pouco confiaveis por um simbolo de apagamento, resultando em uma atuacao
mais eficiente do codigo corretor de erro. Uma vez definido o modelo MA, seus pardmetros serdo
estimados de modo a aproximar um canal discreto composto por um modulador BPSK, um canal
com desvanecimento Rayleigh com funcédo de autocorrelacdo com decaimento exponencial e ruido
aditivo Gaussiano branco, um demodulador coerente e um quantizador com trés niveis de quanti-
zacdo. Para isso, sera utilizado o método de minimizagdo da divergéncia, mensurada pela distancia
de Kullback-Leibler. Para avaliar a exatiddo do modelo proposto, serdo comparadas as curvas da
funcdo autocorrelacdo obtidas analiticamente para o canal discreto e para 0 modelo MA. Seré usada
uma técnica enumerativa para avaliar analiticamente o desempenho de cddigos de bloco para cor-
recao de erros e apagamentos gerados pelo no modelo MA. A expressao obtida sera estendida a fim
de englobar os casos em que um entrelacamento finito é incorporado ao sistema de comunicagdes.
Este trabalho contribui com técnicas de modelamento e ferramentas para avaliacdo de desempenho
de canais com memoria.
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F INITE-STATE Markov channels (FSMC) are commonly used to characterize the memory of bi-

nary (binary-input, binary-output) discrete channels. This work proposes a new FSMC model,
called model with erasure (MA), which was designed to model non-binary (binary-input, ternary-
output) discrete channels with memory. The MA is used to model a discrete communication system
composed of a BPSK modulator, a channel with Rayleigh fading with a known autocorrelation func-
tion and additive white Gaussian noise, a coherent demodulator and a three levels quantizer. The
parameters of the MA are found by minimizing the divergence, or the Kullback-Leibler distance, be-
tween the probabilities of the MA and the discrete channel. To evaluate the accuracy of the proposed
model, the autocorrelation function obtained analytically for the discrete channel and for the MA are
compared. Finally, an enumerative technique is proposed to evaluate analytically the performance
of block codes with errors and erasures decoding over the MA. This derivation will be extended to
include the case in which a finite interleaving is incorporated into the communications system. This
work contributes with modeling techniques and analytical tools for evaluating the performance of
channels with memory.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

TUALMENTE, observa-se um aumento na demanda por comunicac¢do multimidia que trans-
mite informacdo por canais sem fio, especialmente apds o lancamento do Wimax [1], TV
Digital [2] e 3G [3]. Tal fato deve-se essencialmente ao menor custo de instalacdo e manutencao,

além do beneficio da mobilidade que as redes fixas ndo possuem.

Cabe observar, no entanto, que canais sem fio estdo sujeitos a uma serie de disturbios que variam
no tempo, tais como perda por propagacao, regibes de sombreamento e desvanecimento por mul-
tipercurso. Especial atencdo deve ser dispensada aos efeitos danosos do desvanecimento sobre as
transmissdes sem fio. Uma caracteristica comumente presente em muitos canais com desvaneci-
mento é que oS erros ocorrem em surtos, indicando a existéncia de uma correlagdo no processo de
geracdo desses erros [4]. Devido a dependéncia estatistica na ocorréncia de erros, o canal é dito ser
um canal com memoria.

Utiliza-se normalmente a técnica de entrelagamento [5] para eliminar ou diminuir os efeitos da
memoria do canal, porque muitos sistemas de codificacdo e protocolos sdo projetados para processos
de erros sem memoria. Com um entrelacamento ideal, é possivel modelar um canal com desvane-
cimento como um canal sem memaria, porém o uso do entrelagamento utiliza um maior processa-
mento em tempo real, 0 que requer um sistema mais complexo além de introduzir um atraso. Como
entrelagadores perfeitos requerem um grande processamento e causam um atraso indesejavel, a trans-
missao de pacotes utilizando canais ndo entrelagados ou com entrelacamento finito tem despertado
um maior interesse na area [6].

Este trabalho foi realizado partindo-se da premissa que a memoria dos canais com desvane-



cimento ndo pode ser ignorada. Ao contrario, tal memoria pode tornar-se uma vantagem, pois a
qualidade do canal em um determinado intervalo de tempo pode ser prevista, baseada nas condi¢des
prévias deste canal, devido a dependéncia estatistica dos erros produzidos [ 7]. Dessa forma, é pos-
sivel efetuar transmissdes confiaveis, utilizando-se estratégias de corre¢do de erros projetadas de
acordo com o comportamento da memoria do canal. Além disso, a ndo utilizacdo da memoria do
canal significa uma perda de capacidade, pois sabe-se que a memoria aumenta a capacidade em
grande parte dos canais (nos canais de informacao estaveis [ 7, 8]). Por essa razédo, é de fundamental
importancia o conhecimento do processo de geracdo de erros em canais com memdria. 1sso pode
ser feito através do modelamento do canal, no qual o objetivo principal € prover um modelo cujas
propriedades sdo complexas o suficiente para simular as caracteristicas do canal real e, ainda, simples
o suficiente para permitir um tratamento matematico factivel.

Um canal de estados finitos Markoviano (FSMC, do inglés finite state Markov channel) é um
canal discreto que possui um conjunto finito de estados, com transi¢ao de estados descrita por uma
cadeia de Markov, a qual tem probabilidades de transicéo atribuidas de forma independente do tempo.
A cada estado é associada uma determinada probabilidade de geracdo de erros.

Em 1960, Gilbert [9] props um novo FSMC binario (entrada binéria, saida binaria) para deter-
minar a capacidade de informacdo de linhas telefonicas ruidosas. Logo apds o trabalho de Gilbert,
Elliot [10] utilizou esse modelo para calcular e comparar a taxa de erros de codigos corretores de
erros em canais ruidosos. Esse canal ficou conhecido como o canal Gilbert-Elliot (GEC, do inglés
Gilbert-Elliot Channel). Em 1967, Fritchman [11] propds um canal de estados finitos com Aq es-
tados livres de erros e A; estados com erros. Contudo, 0 modelo de Fritchman era complexo para
obter-se as probabilidades de erro, a ndo ser que fosse utilizado apenas 1 estado com erro (A1 = 1),
0 que tornou este modelo bastante similar ao GEC.

Em 1968, Gallager [12] desenvolveu uma férmula para a capacidade dos FSMC. A definicdo
de Gallager acerca do FSMC é usada pelos pesquisadores até os dias atuais. Ela engloba tanto o
caso em que a transi¢do dos estados do canal é controlada pela entrada deste (como no caso de
canais com interferéncia intersimbdlica), quanto o caso em que o estado do canal é estatisticamente
independente da entrada (como em canais com desvanecimento). Recentemente, outros modelos
baseados em memoria varidvel [13] e em filas finitas [14] foram desenvolvidos.

Modelos FSMC tém sido amplamente utilizados para descrever estruturas de correlacéo e pro-
cessos de sucesso/falha em canais sem fio com geragdo de surtos de erros porque s&o eficientes para

anélise de desempenho de sistemas codificados em canais com memoria [ 13, 15-18]. Uma vez obtido

13



um FSMC preciso, este podera ser utilizado para fazer simulagdes computacionais de maneira mais
rapida do que o sistema de comunicacdes real, ja que o FSMC pode substituir o modulador, canal e
demodulador. Modelos FSMC foram empregados, por exemplo, para modelar canais com alta fre-
guéncia [5], canais de radio moveis [19-21], canais de satélites de baixa orbita [22] e gravadores de
fita magnética [23].

Nas Ultimas décadas, uma variedade de modelos foram propostos e estudados para modelar canais
binarios com desvanecimento. Além do grande interesse em canais binarios, estudos em teoria da in-
formacdo revelam que decisdo suave pode aumentar significativamente a capacidade de varias classes
de canais, incluindo canais com ruido aditivo Gaussiano Branco (AWGN, do inglés additive white
Gaussian noise) [24, 25] e canais com desvanecimento Rayleigh independentes (totalmente entre-
lagados) [26].

Esta dissertacdo propde um modelo FSMC ndo binario com dois estados (como o GEC) para
canais com desvanecimento plano correlacionado no tempo com o intuito de capturar simultanea-
mente a memoria do canal e a informacdo suave. O modelo proposto, a ser detalhado nos préximos
capitulos, € denominado Modelo com Apagamento (MA) e foi idealizado para modelar um sistema de
comunicagBes composto por um modulador BPSK, um canal com desvanecimento Rayleigh correla-
cionado no tempo com decaimento exponencial e ruido aditivo gaussiano branco, um demodulador
coerente e um quantizador com trés niveis de quantizacdo. Esse sistema foi denominado canal dis-
creto com correlacdo exponencial (CDCE). A introducdo de um terceiro nivel de quantizacdo tem o
propdsito de indicar ao decodificador de canal que uma decisdo sobre os bits transmitidos nédo foi
efetivada neste intervalo.

Uma vez definido o modelo MA, seus pardmetros serdo estimados de modo a aproximé-lo do
CDCE. Para isso, sera utilizado um método de minimizacédo da divergéncia, mensurada pela distancia
Kullback-Leibler [14]. Para avaliar a exatiddo do modelo proposto, serdo comparadas as curvas da
funcédo autocorrelagdo obtidas para 0 MA e as obtidas analiticamente para 0 CDCE.

Um codificador de bloco binério, linear, de parametros (n, k) e distancia de Hamming minima
dmin S€ra incorporado ao sistema descrito. Uma técnica enumerativa seré utilizada para desenvolver
uma férmula para a probabilidade de uma decodificacdo sem sucesso. Esta formula sera estendida
a fim de englobar também os casos em que um entrelacamento finito, com nivel de entrelacamento
14, € incorporado ao sistema de comunicacgdes, sendo possivel a avaliacdo de desempenho do canal

discreto com o uso de cddigos de bloco para correcdo de erros e apagamentos e entrelagamento finito.
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1.1 Organizacédo da Dissertacdo

Este trabalho foi organizado conforme detalhado a seguir.

No Capitulo 2, serd apresentada uma breve reviséo dos principais conceitos sobre FSMC e cadeias
de Markov. Além disso, serdo descritos dois importantes canais de estados finitos: 0 modelo de
Gilbert-Elliot e 0 modelo de Fritchman.

No Capitulo 3, serd introduzido o MA, que é um modelo ndo-binario (entrada binaria, saida
terndria), bem como serdo desenvolvidas as expressfes para 0s principais parametros estatisticos do
canal (como média, variancia e autocorrelagdo, além do célculo da probabilidade de ocorrer uma
sequiéncia de erros e apagamentos de comprimento n). Também sera feita uma analise sobre a ca-
pacidade do canal. Em seguida, seré feita a estimacéo dos parametros do canal.

No Capitulo 4, sera feita uma analise da utilizacdo de cddigos de bloco no canal MA e sera desen-
volvida uma expressdo de recorréncia para o calculo da probabilidade de ocorrer uma decodificacdo
sem sucesso. Em seguida, um entrelagador finito sera incorporado ao sistema de comunicagdes e uma
nova expressao serd encontrada para a avaliacdo de desempenho do canal MA utilizando cédigos de
bloco entrelagados.

No Capitulo 5, serdo apresentadas as conclusdes do trabalho e as propostas para trabalhos futuros.
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CAPITULO 2

CADEIAS DE MARKOV E
CANAIS DE ESTADOS FINITOS

N ESTE capitulo, sdo apresentadas algumas propriedades e defini¢des acerca de processos
Markovianos discretos e modelos FSMC que serdo Uteis para o entendimento do modelo
proposto. As informacgfes expostas nas secdes 2.1 e 2.2 podem ser encontradas em [12, 27, 28].
Na sec¢do 2.3, serdo introduzidos conceitos sobre dois modelos FSMC: o canal de Gilbert-Elliott e o

canal de Fritchman.

2.1 Processos Markovianos Discretos

Definicdo 2.1 Um processo estocastico discreto é definido como sendo uma sequéncia { X ,,}2° , de
variaveis aleatorias indexadas por um parametro inteiro ndo negativo n. Cada variavel aleatéria X ,,

assume valores em um conjunto discreto Ny = {0,1,..., N — 1}, denominado espaco de estados.

Definigdo 2.2 O processo estocastico { X, }°° , € uma cadeia de Markov de primeira ordem se sa-
tisfizer a propriedade de Markov, isto é, dado um valor de X ,, (valor presente), os valores futuros
X, com s > n, ndo séo influenciados pelos valores passados X ., com r < n. O processo { X,,}>°

possui a propriedade de Markov se satisfizer a condicéo:

P(Xn+l = in—l—l | Xn = /inan—l =lp—1,--- ,Xo = ZO) = P(Xn+l = in—l—l | Xn = /LTL)7 (21)

’L'HENN Vn > 0.



A evolucéo da cadeia é descrita pela probabilidade P(X,,+1 = j | X,, = ), chamada probabili-
dade de transicédo, onde X ,, é o estado da cadeia no tempo n. Se esta probabilidade condicional ndo
depender do valor de n, entdo a cadeia tem a propriedade de homogeneidade. As cadeias de Markov
consideradas no presente trabalho sdo homogéneas e de primeira ordem. Além disso, uma cadeia
de Markov ¢é irredutivel se, partindo-se de um estado, qualquer outro estado puder ser alcangado em
um namero finito de transi¢cdes. As probabilidades de transicdo podem ser representadas na forma

matricial:

bo.o Po,1 e Po,N—-1
P10 P11 e P1,N-1
P= . . . , (2.2)
| PN-10 PN-11 .-+ PN-1,N-1 |

onde o {4, j }-ésimo elemento da matriz € a probabilidade de transi¢éo de um passop;; = P (X, 1 =
j | Xn = 1). A matriz P, chamada matriz de probabilidade de transi¢éo, & uma matriz estocastica,

isto é, para cada j no espago de estados, satisfaz as propriedades:

pij = 0

N—-1

pij = 1.
j=0

Um processo estocastico é totalmente especificado se for conhecida sua fungéo de distribui¢do con-
junta. No caso de um processo de parametro discreto, deve-se determinar P(Xo = 49, X; =
i1,...,X, = i,), paratodon > 0 e todo i, € Ny. Usando a propriedade da probabilidade

condicional, obtém-se:

P(on’io,Xl :’il,...,Xn :’Ln) :P(Xn:’tn ‘ Xn—l :in—la---aXl :’il,Xo :’Lo)
P(Xp_1=tp—1 | Xpn—2 =in—2,..., X1 =11, X = ip)

Se {X,,}22, for uma cadeia de Markov de primeira ordem, as probabilidades condicionais terdo a

forma:
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P(Xn+1 = ln+t1 ’ Xn =in, Xn-1=1lp-1,...,X0 = 20) = P(Xn—i—l = lnt1 ’ Xn = Zn) (24)

Define-se as probabilidades do estado inicial por p; = P(X, = j), paratodo j € Ny. Denota-se 0

vetor de probabilidades iniciais p(®) como um vetor coluna

Po

pO=| " | 2.5)

PN-1

Devido a propriedade de Markov, a Equacdo (2.3) escreve-se:

P(Xo =0, X1 =11,..., X5 = in) = Diy " Digyir """ " Pin1,in- (2.6)

Definicdo 2.3 A matriz de probabilidades de transicdo em n passos, denotada por P (™), é uma ma-
triz cujos elementos séo as probabilidades de transicdo em n passos, definidas por p (n) — P(X, =

ij
j|X0:i):P(Xn+m:j|Xm:i)'

Definicéo 2.4 Define-se o periodo d(7) do estado i de uma cadeia de Markov como sendo 0 maximo
divisor comum (mdc) dos possiveis valores de n > 1 para 0s quais p(-”) > 0, isto é,

17

d(i) = mde{n : p{™ > 0}. 2.7)

Se d(i) > 1, o estado é chamado periddico com periodo d(:). Se d(i) = 1, o estado € chamado

aperiodico. Equivalentemente, p'r

X

= 0 exceto quando n & multiplo de d(7).

Definicdo 2.5 Considera-se a igualdade lim,, pf;?) = 7;. As quantidades 7; sdo chamadas
distribuigdes de probabilidades limites. Se este limite existir e ndo depender do estado inicial, estas
guantidades indicam que a probabilidade de uma cadeia de Markov se encontrar no estado j, ap6s
um longo periodo, tende para ;. Desta forma, a distribuicdo limite IT” = [momy ... 7n_1] € @

Unica solucéo ndo negativa das equacdes:

N-—-1
=0
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Z T = 1, (29)

ou, na forma matricial:

n’'e=1’. (2.10)

Em uma cadeia de Markov irredutivel e aperiddica, as probabilidades 7 ; existem e ndo dependem
do estado inicial 7. Entéo, a matriz P(") ira convergir para uma matriz P(>) quando n — oo, onde
cada linha dessa matriz ¢ idéntica ao vetor II”', com n sendo o ndimero de estados do processo.
Qualquer distribuicéo (vetor) que satisfaca (2.8), (2.9) e (2.10) é chamada de distribuicao estacionaria

da cadeia de Markov, isto é:

n’p™ =1’ vn. (2.12)

Definicdo 2.6 Em um processo markoviano X ,,, se a distribuicdo de estados no tempo n + 1 for
igual a distribuicao no tempo n, entéo essa distribuicdo é chamada de distribuicdo estacionaria.
Definicdo 2.7 A taxa de entropia de um processo estocastico discreto { X ,,}>° ; é definida por
1
H(X)= lim —H(Xy,Xs,...,X,),
n—oo N

guando o limite existe, onde

H(X1, Xy, , Xp) 2= Y P(Xi=u,...,Xn =a5)10g [P (X1 = 21,..., Xn = )]

LlyeeyTn

Definigdo 2.8 A taxa de entropia condicional de uma variavel aleatoria é definida por

H(X) = lim H(X, | Xn_1, Xn_2,...,X1)

n—oo

guando o limite existe, onde

H(Xn|Xn71,Xn71,...,X1)é* Z P(X1 :ml,...,Xn:xn)log[P(Xn:xn|Xn,1 :mn71,...,X1 :m1)].

T1yenTn

Para processos estacionarios, H(X,, | X,-1,Xn-1,...,X1) € %H(Xl,XQ,...,Xn) decrescem

com o aumento de n [27].

Teorema 2.1 Paraum processo estocastico estacionario, H(X) = H'(X) existem e sdo iguais [27].
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2.2 Propriedades de Canais Discretos

Definicdo 2.9 Um canal de comunicagdo discreto é um sistema que possui um alfabeto finito de
entrada X, um alfabeto finito de saida Y e uma probabilidade de transi¢ao [Py« x»(y™ | 2")]5,

ou seja, a probabilidade de receber uma n-upla y™ € Y™ na saida do canal dado que =™ € X" foi

enviado.

Definicdo 2.10 Um canal discreto sem memoria (DMC, do inglés discrete memoryless channel) sa-

tisfaz a seguinte propriedade:

Pynixn(y™ | 2") = HPYi\Xi(yi | ;). (2.12)

i=1

O DMC é completamente determinado pela matriz de probabilidades de transicédo do canal P =

[P(y | x)] paraz € X ey € Y. Essa propriedade n&o é valida para canais com memoria.

Definigdo 2.11 Um codigo € de comprimento de bloco n e nimero de palavras K para um canal

discreto Py x»(y™ | ™) € utilizado por um par codificador e decodificador (f, g), no qual

fAL2,...,K} - X", (2.13)
e

g: Y —-{1,2,... K} (2.14)
O codificador codifica a mensagem W € {1,2,..., K} como uma palavra-cédigo f(W) = X ™ =

(X1, Xo,...,X,). Porsua vez, o decodificador, para a palavra recebida Y™ = (Y1,Ys,...,Y,),
estima a mensagem recebida 1 = g(Y™). Ataxa do codigo é R(C) = (1/n)log, K bits/uso.
Assumindo-se que a mensagem W é uniforme sobre {1,2,..., K}, a probabilidade de erro na

decodificacdo é dada por

K
P.(C) = P{W # W} = % S P{Y" ¢ 3, | wenviado}, (2.15)
w=1
onde
Buw={y" €Y":9(y") = w}, (2.16)
e
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P{Y" ¢ B, | wenviado} = Y Pyujxa(y" | f(w)). (2.17)
Yy EPuw

Definicdo 2.12 A taxa R podera ser alcancada se existir uma seqiiéncia de cédigos com compri-

mento de bloco n tal que

lim P.(C) =0. (2.18)
A capacidade € do canal é definida como a maior taxa alcancavel pelo canal.

A capacidade de canais estacionarios e ergodicos é dada por [ 17]:

1
C = lim max —I(X™";Y"), (2.19)

=00 p(xn) N

em que I(X™;Y™) é ainformacdo matua entre X ™ e Y, definida por:

Pxnyn (x”’ y”)
I(X™y™) £ Pxnyn(z™,y") log . (2.20)
y%n m%n ( ) Pxn () Py (y™)

Isso é valido para canais de informacGes estaveis, isto €, aqueles em que a entrada X ™ maximiza

I(X™;Y™) e asua saida possui um comportamento ergodico. No caso do DMC:

C =max I(X;Y). (2.21)

p(x)
2.2.1 Canal de Estados Finitos Markoviano

Seja {S}72, uma cadeia de Markov com um espago de estados com N elementos Ny =
{0,1,..., N — 1}. Considera-se modelos FSMC em que as seqiiéncias de ruidos sdo geradas da
seguinte forma: no k-ésimo intervalo, a cadeia transiciona do estado S,_; = si_; para o0 es-
tado S, = si, com probabilidade p,, , s, = P(Sk = s | Sk—1 = Sk—1), € gera um digito
de ruido zj, independente de s;_1 e de digitos de ruidos passados e futuros, com probabilidade
bs,.zn = P(Zk, = 21 | Sk = Sk). E importante notar que ndo se pode especificar uma seqiiéncia
de estados a partir da seqliéncia de ruido, isto &, ndo se pode determinar se a cadeia esta em um
determinado estado s, se apenas o digito zj é conhecido.

Deseja-se encontrar a probabilidade de ocorrer uma seqliéncia de ruido z,, = (z;...z2,) de

comprimento n. Entdo, pela lei da probabilidade total:
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P(Z, =12, |So=s0) = ZP(Zn =2, Sn = Sn | So = 50);

= Y P(Zy =12y | Sn = 50,8 = 50)P(Sn = sn | S0 = 50){2.22)

ondes,, = (s1,s2,...,s,) éumaseqlénciade estados de comprimento n. Para simplificar a notacéo,

utiliza-se P(X,, = z,,) = P(x,,) para uma dada variavel aleatoria X ,,. Portanto, é possivel escrever:

Zn | 80 ZP Zn | Sn780 (Sn | 50)' (223)

Mas o processo z,, condicionado a s,, € um processo sem memdria, ou seja:

P(zy, | sn,50) = P(z1,22,...,2n | S0,51,.--,5n)
= P(z1]80y---y8n,22,---y2n)P(22| S0y-+-3ySns 235+, 2n) .. P(2n | S0, .. Sn)
n
= P(a1]s1)P(22 | 52)... P(zn | sn) H (21 | s1)- (2.24)

Assim, substituindo (2.24) em (2.23), tem-se:

P(zy | s0) ZP (sn | s0) H (21 | s)- (2.25)
k=1
Pela propriedade de Markov, sabe-se que
P(SpnySn—1,---,51 | S0) H (sk | sk—1) (2.26)
k=1

0 que, substituindo em (2.25), conduz a

P(zn|s0) = > [ PG |se)P(sk| sx-1)

s k=1

- Z H bskvzkpsk—hsk' (227)

Sn k=1

Novamente usando a lei da probabilidade total, a probabilidade de uma seqiiéncia de ruido escreve-se:

Z P(z,, | 50)P(s0). (2.28)
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Considera-se a distribuicdo do estado inicial como sendo a distribuicdo estacionaria dada pelo vetor
7T = [mgmy ... mn_1], Naqual o sobrescrito [.]7 indica a transposta da matriz. Substituindo (2.27)

em (2.28), obtém-se um resultado final para a probabilidade de uma seqtiéncia de ruido:

N-—1 n
P(z,) = Y 7o O[] bsrzePonrosi- (2.29)

so=0 Sn k=1
E possivel representar P(z,,) em uma forma matricial. Para isso, seja P(zy), 2z, € {0,1,2}, uma
matriz N x N, cujos (i, j)-ésimos elementos sd0 P(zx, Sk | Sk—1) = bs, .2, Psi_1.5,» 1St0 €, cada
elemento da matriz P(z;) € a probabilidade da cadeia transicionar do estado 7 para o estado j e gerar

um digito de ruido z;. Usando-se estas matrizes, é possivel escrever P(z,,) da seguinte forma:

P(z,) =TI" <ﬁ P(zk)> 1, (2.30)

k=1
onde 1 é um vetor coluna com todos os elementos iguais a um. Duas classes de FSMC serdo descritas

a seguir.

2.3 Canais de Estados Finitos Binarios

2.3.1 O Canal Gilbert-Elliot

O canal Gilbert-Elliot [9, 10] consiste de uma cadeia de Markov com dois estados, ou seja, No =
{0, 1}. Quando a cadeia se encontra no estado 0, o digito z, é igual a 1 (erro) com probabilidade g, ou
0 (sem erro) com probabilidade 1 — g. Quando a cadeia se encontra no estado 1, o digito z é igual a 1
com probabilidade b, ou 0 com probabilidade 1 — b. Entdo, tem-se by ; = g & by,; = b. Por definigéo,
g < be, porisso, os estados 0 e 1 sdo chamados de estados "bom™e "ruim", respectivamente. A Figura
2.1 mostra o diagrama de estados deste canal, no qual o processo de geragdo de erro associado a cada
estado é representado por um canal binario simétrico (BSC, do inglés binary symmetric channel).

O modelo GEC é especificado pelas matrizes P, P(0), P(1) e I, dadas, respectivamente, por:

P = 1-@ @ (2.31)
q (1-4q)
P(0) Po,0b0,0  Po,1b1,0 _ (1-Q)(1-g) Q(1—-10) (2.32)
P1,0b0,0 P1,101,0 q(1—g) (1-q)(1-10)
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l-g¢ ! 1-b

b b 1-— b
P(1) Poobos poabin | | (1-Q)g @ (2.33)
p1obo,1 p1,1011 q9 (1-q)b
o 1"
— q
I [ Q+q Q+g (2.34)

E possivel calcular a probabilidade de qualquer seqiiéncia de erros utilizando (2.30). Como exemplo,
supondo que se deseja calcular a probabilidade de um digito ser igual a 1 em um dado intervalo, isto
é, P(1) 2 P(Z;, = 1). Assim,

PU) = WPM1=[mm) | @ @]
a9 (1—-q)b 1
Q Q
ot ora (2.35)

2.3.2 Modelo de Fritchman

Em 1967, Fritchman [11] propds uma classe de modelos particionando um alfabeto Ny =
{0,1,...,N — 1}, de uma cadeia de Markov ergddica e estacionaria com NN estados, em dois sub-
conjuntos: o primeiro, 4o = {0,1,...,k — 1}, contém os estados bons (estados livres de erro), e
o segundo, A; = {k,k+1,...,N — 1}, contém os estados ruins (estados com erro). O canal é
ilustrado na Figura 2.2.

O simbolo de erro no k-ésimo intervalo de tempo, E}, é uma funcdo deterministica do estado
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Figura 2.2: Modelo de Fritchman para canais com memdria.

atual s, e assume os valores 0 ou 1, dependendo se 0 estado s ;. pertence ao subconjunto Ay ou A4,

isto é:

0 se s, € A
E, = (2.36)
1 se s, € A

Esta relacéo é expressa como P(Ey = e | sp € Ae.) = 1,Ver € Na, s, € Ny. Portanto,
diferentemente de um modelo probabilistico, é possivel sempre identificar o subconjunto de estados
Ag ou Ay, mas ndo o estado especifico sy, a partir da observacdo do digito de erro z, em qualquer
intervalo de tempo. Deste modo, é possivel representar a matriz de probabilidades de transicdo P, de

dimensdes N x N, e o vetor de probabilidades estacionarias IT como:

P P
p=| * ", (2.37)
PlO Pll
T
H:[HO Hl] . (2.38)

As matrizes Py, ;, k,1 € {0, 1}, representam as probabilidades de transi¢édo do conjunto A, para
0 conjunto A;, onde k£ x N é a dimensdo da matriz Py, N — k x N é a dimensdo da matriz P,
k x N — k é adimensdo da matriz Py e N — k x N — k é adimensdo da matriz P ;. As matrizes

P(0) e P(1) sdo representadas por:

P(0) = ; (2.39)



0 Por
0 P

(2.40)
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CAPITULO 3

MODELO COM APAGAMENTO
PARA CANAIS DE ESTADOS
FINITOS

I NICIA-SE agora a proposi¢do de um novo modelo de canal de estados finitos para canais com

desvanecimento correlacionado no tempo e decisao suave. Em seguida, serd mostrado o sistema
de comunicacBes que se deseja modelar. Por fim, serd feito um estudo sobre a exatiddo do mo-
delo proposto, considerando-se a maximizacéo da capacidade do canal e a comparacéo das funcdes

autocorrelacéo do sistema de comunicac6es e do modelo.

3.1 Modelo com Apagamento

O modelo de canal com apagamento, denominado de MA, foi idealizado como um canal de
estados finitos ndo-binario, com trés niveis de quantizagéo, a fim de que haja uma menor perda de in-
formacdo, quando comparado a FSMC binarios, os quais possuem apenas dois niveis de quantizacdo
[4]

As seqliéncias de variaveis aleatérias na entrada e saida do canal sdo denotadas, respectivamente,
por { X172, e {Yi}p2,, onde X, € {0,1} e Y}, € {0,1,2}. Asdistor¢Bes e interferéncias causadas
pelo canal sdo representadas pela sequiéncia de ruido ternaria {7, }2° ,, onde Z;, € {0,1,2}. E dito
gue ocorreu um erro na recep¢do, no k-ésimo intervalo, se Z; = 2, um apagamento se Z, = 1,0ua
recepcao foi correta se Z;, = 0.

O canal MA consiste de uma cadeia de Markov com dois estados. Quando a cadeia se encontra



Figura 3.1: Modelo com apagamento para canais com memdria.

no estado 0, ou estado bom, a probabilidade de erro é nula, a probabilidade de apagamento € £ e
a probabilidade de um bit ser transmitido corretamente é igual a 1 — £&. O processo de geracdo do
apagamento associado ao estado 0 é representado por um canal binario com apagamento, BEC (do
inglés Binary Erasure Channel), no qual uma fracdo £ dos bits é apagada [ 27]. Esse estado representa
a transmissdo com boa qualidade, em que a probabilidade de erro é desprezivel quando comparada
com a probabilidade de acerto e de apagamento. Quando a cadeia se encontra no estado 1 (deno-
minado de estado ruim), ocorrera um erro com probabilidade 3, um apagamento com probabilidade
« e a probabilidade de acerto é igual a1 — o — 3. A gerac¢do do digito 2, no estado 1 é representada
por um canal discreto sem memoria, DMC (do inglés Discrete Memoryless Channel), no qual uma
fracdo « dos bits enviados é apagada e outra fracdo 3 destes é corrompida, gerando erros na saida do
canal. A probabilidade de transi¢do do estado 0 para o estado 1 € dada por @, e a probabilidade de
transicdo do estado 1 para o estado 0 é dada por ¢. A Figura 3.1 mostra o diagrama de estados deste
canal.

O canal MA ¢ especificado pelas matrizes P(0), P(1) e P(2), dadas, respectivamente, por:

P(0) Po,0b0,0  Po,1b1,0 _ 1-Q)(1-¢) Q(l—a—p) 3.1)

pl,Ob0,0 pl,lbl,O Q(l—f) (1—Q)(1—04—5)
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Po,0bo,1 po,1b11 ] _ [ 1-Q)¢ Qo ] (3.2)

p1,0bo1 p1,1b1a q§ (1-q)

b b 0
P(2) _ Po0,000,2 P0,101,2 _ QB . (3.3)
P1obo2 P1,1b12 0 (1-¢q)p

A matriz de probabilidade de transicéo da cadeia de Markov é dada por:

1—
P =P(0)+P(1) +P(2) = 1-@ @ : (3.4)
¢ (1-q
O vetor de probabilidade estacionaria dos estados é:
T T
ool =ty ] e

E possivel calcular a probabilidade de qualquer seqiiéncia de erros, apagamentos e recepcdes corretas
A

utilizando (2.30). Por exemplo, no canal MA, a probabilidade de ocorrer um erro, ou seja, P(2) ya

P(Zy = 2), é calculada como segue:

PO = WPQI=[mm] | Y ||}
0 (1-¢q)p 1
Q

— . 3.6
5P (36)
A probabilidade de ocorrer um apagamento, ou seja, P(1),, = P(Z, = 1), é dada por:

€ (1-q) 1

a, (3.7)

P(1)y, = O"P(1)1 = [mym] [ (1-Q)} Qo ] [1}

q Q
Q+q Q+gq

e a probabilidade de ocorrer uma recepgao correta, ou seja, P(0),, = P(Zy = 0), é dada por:

£+

P(0)u = HTP(O)l[Wom][(lQ)(lf) QU -a-5) ] [1]

q(1 = ¢) (1-¢)(1—a=p) 1

I
—~
—_

|
o
~
_l’_

(1—a-p). (38)
q
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A média, ou valor esperado, do processo {Z }72,, denotada por s, é:

1= E[Z)] 0P(0) + 1P(1) + 2P(2)

Qo +206) +q€ (39)

- 9

Q+q

e a variancia é dada por:

o> =E[Z}] —p* = 0°P(0)+ 1°P(1) 4+ 2°P(2) — p/*

_ Q(a+45)+q€_< Q g >2
0tq Q+q(a+2ﬁ)+Q+q(§) . (3.10)

O coeficiente de correlacdo, denotado por Cor,,., € dado por:

7 (P(1)? + 2P(1)P(2) + 2P(2)P(1) + 4P(2)P(2)) 1 — p?
2

Cor,, =
g

(41 Q) [9Q (—260 — 463 + 405 + € + o® +46° — 4a®) — 4QB” — ¢¢” — Qo]
I P+ +qQ(—€—a— 4B+ 26a + 46B) + Q° (—a — 4B + a2 + 452)

(3.11)

3.1.1 Funcé&o Autocorrelagdo

Seja 0 processo discreto estacionario {Z;}72,,com Z, € {0,1,2}. A funcéo autocorrelagéo

deste processo é dada por [29]:

R(k) = E{ZiZi 1}

_ {Zmznmnmzim,zmn), se ki #0 012)

0% + 2, se k=0
em que m,n € {0,1,2}, 02 = E{Z?} — p? é a variancia do processo {Z }3°, e u é a sua média.
De acordo com [29], uma expressdo matricial para a probabilidade P(Z; = m, Z; 1 = n),m,n €
{0,1,2} de um FSMC, em funcéo das matrizes P (i), € {0, 1,2}, é dada por:

P(Z; =m, Zis, = n) = TTP(m)PFI=1P(n)1, para k # 0. (3.13)
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Xi 1| Modulador Canalcom Re | Y,
' BPSK P Desvanecimento > Demodulador Quantizador Ly
| Canal Discreto |

Figura 3.2: Sistema de comunicag¢fes com modulador BPSK, canal com desvanecimento Rayleigh, demodu-
lador e quantizador.

Para 0 modelo MA, substitui-se as matrizes P(0), P(1) e P(2), dadas em (3.1) a (3.3), em (3.13) e,

apos algumas simplificacBes, chega-se a seguinte expressdo:

2 a2k
= <Q3 S(a+28) ¢ Q%q(f)) G, 2ﬂ(Qi>q<)12 1-Q)
_ 2, 1Q0+28-9"1-g=0Q)" (3.14)

(Q+q)°

Deve ser observado que, se 0 processo {Z;}%2__ € independente, R(k) = p?, entdo o segundo

— 00

termo do lado direito de (3.14) corresponde a meméria do canal.

3.2 Modelo do Sistema

Considera-se um sistema de comunicagdes composto por um modulador BPSK, um canal com
desvanecimento Rayleigh correlacionado no tempo e ruido aditivo gaussiano branco, um demodu-
lador coerente e um quantizador com trés niveis de quantizagdo, como ilustrado na Figura 3.2. As
sequéncias de variaveis aleatorias na entrada e saida do sistema séo denotadas, respectivamente, por
{Xi}re, e{Yi}rey, onde X} € {0,1} e Y, € {0,1,2}.

A envoltdria complexa do desvanecimento G(t) = G;(t) + j@Q(t) € um processo Gaussiano
complexo, estacionrio no sentido amplo, com média zero, E[G(t)] = 0 e segundo momento nor-
malizado, E[|G(t)|2] = 1. Os componentes em quadratura G(t) e @Q(t) sdo processos Gaussianos
mutuamente independentes que possuem a mesma funcdo covariancia. Apesar da anélise feita no pre-
sente trabalho poder ser aplicada a processos de desvanecimento com diferentes fungdes covariancia

C'(T), adotou-se aqui 0 modelo de correlagéo exponencial [30, 31] para C(7):

C(r) = E{[G*V][G(t + 7)]} = e~ 2"Ba7, (3.15)
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em que By é a banda Doppler. Para um instante de tempo fixo, t = kT, a envoltéria do desvane-

cimento A = \/éﬁ(kT) +7 éé(k:T) (onde 1/T ¢ a taxa de sinalizagdo) tem funcéo densidade de

probabilidade Rayleigh dada por [18]:

2ae” %, se a>0

0, caso contrario.

O canal discreto mostrado na Figura 3.2 serd denominado canal discreto com correlacdo exponencial

(CDCE). O sinal Ry, na entrada do quantizador no k-ésimo intervalo é dado por:

Ry, = ApSy + Ng, (316)

emque S, = (2X,—1)Es, E, € aenergia do sinal transmitido, Ay, € uma variavel aleatéria Rayleigh
gue modela o desvanecimento multiplicativo e NV, é uma variavel aleatria Gaussiana com variancia
Ny /2. No sistema considerado, um quantizador escalar uniforme é utilizado para mapear R em Y}

da seguinte forma:

Yo, =j se Ryp€Rp,, j=0,1,2, (3.17)

em que as regides de decisdo R p, sao definidas por:

Rp, = {reR:r<—A} (3.18)
Rp, = {reR:-A<r<A} (3.19)
Rp, = {reR:r>A}, (3.20)

onde A é o passo do quantizador. A Figura 3.3 ilustra o referido mapeamento. Define-se 0 passo do
quantizador normalizado por § = A/v/E;. Seja g; j(ar) = P(Yy = j | X = 1, A = ax) uma
probabilidade condicional. Considerando-se 7 = 0, tem-se para as regides de decisdo da figura 3.3

que, para j = 0:
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RDG RDI RD}
| i | i |
-JE, 0 | JE.
X=0 ! Y =1
Y=0 : Y=1 l Y=2
~A A

Figura 3.3: Regibes de decisdo para um canal discreto com 3 niveis de quantizacao.

qQ.0(ar) = PRy <-—-A| X, =0,4; = ay)
= P(—axVEs + Ny < —0v/E)

= P(N, < —0VE, + ax\/E,)
- (VB

g

_ @( 2]%(6—%)), (3.21)

onde o2 = &2, Paraj = 1:

qgo1(ar) = P(=6\/Es, < —ap\/Es + Ny < 67/ Ey)
= P((ay — 0)\/Es < Ny < (ai + 6)\VEs)
= Q < 25, (ag — 6)) - Q < 2]\‘7Es (ax, + 5)) . (3.22)

NO 0

Para j = 2:

Qa(ar) = P(—a\/Es+ Ny, > 6\/E,)

= Q( ﬁs(ﬂak)). (3.23)

Pela simetria da constelacdo e das regides de deciséo, obtém-se ¢ j(ar) = qi1,2—;(ax). Portanto,

qo,5 £ P(Yk :] ‘ Xk = ’L) =dq1,2—j- Entdo
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o0 2
Q.25 = 90,5 = Ea,[q0,5(ar)] = / qo,5(a) 2ae™" da. (3.24)
0
Define-se o processo de ruido ternario {7}, em que Yy = 2X; + (—1)X* Z;, ou seja,
Zi, & Xp=0

Y, = (3.25)
2—Z;, se Xp=1.

Assim, se Z;,, = 0, o canal tem boa qualidade e o sinal transmitido sera recebido sem distor¢des. Se
Z, = 1, o canal apresenta distor¢cdes, gerando um apagamento na recep¢do. Se Z, = 2, o canal é
bastante ruidoso e acarretara um erro na recepcdo. A probabilidade de uma deciséo correta para o

canal discreto, Pye:(0) £ P(Zy = 0), é dada por:

Pace0) 2 P(Z, = 0) = P(Zx=0] X = 0)P(X; = 0) + P(Z, = 0] X), = L)P(X; = 1)
= P(Yi=0|Xp=0)P(Xp=0)+ PV, =2| X =1)P(Xz = 1)

= qo0,0 = q1,2- (3.26)

Analogamente, as probabilidades de apagamento e de uma decisdo errénea sdo dadas, respectiva-

mente, por:

PCDCE(l) £ P(Zk = 1) = {qo,1 = 41,1, (327)
PCDCE(2) = P(Zk = 2) = {qo,2 = {41,0- (328)

Combinando os resultados de (3.26), (3.27), (3.28) com (3.24), obtém-se:

P(Zy=17)=qo; = q1,2—j- (3.29)

Em geral, o canal discreto pode ser especificado pela probabilidade condicional:

2 n_2n
P(leyl,...,Yn:yn|X1:x1,...,Xn:xn):P<Z1:y1+ ooz —u>,

oA e

onde

P(Zy=2,.... 20 =2) =Ea,a, .4, [H qo,zk(ak)] : (3.30)
k=1
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Seja m(d) uma funcéo de distribuicdo acumulada, definida por:

m(6) £ Fr,1x,=1(6V Es) = Eu, [P(Ry <6V Es| X =1,A4; = ai)]

= Ea,[P(axVEs + Ny, < 6V/E,)]
" [p ( jVEi <5 Akﬂ . (3.31)

Uma expressdo fechada para m(9) para um canal com desvanecimento Rayleigh é dada por [ 26]:

m(8) =1— Q(5v/2p) — 11 {1@ ( 5\1/% )} e(%il), (3.32)
5 +1 s+l

onde ¢ = £=. Assim

PCDCE(Q) £ P(Zk = 2) = Eygu, [QI,O(CLk‘)] = EAk[P(Rk < —-A | X = 1)]
Fr, x,=1(—A) = m(-6), (3.33)

Poc(1) £ P(Zr=1) = Ea,[q11(ax)] =Ea, [P(-A < R, < A| Xj =1)]

= FRk|Xk:1(A) - FRk|Xk:1(_A) = m(é) - m(_5)7 (334)

PCDCE(O) £ P(Zk = 0) = EAk: [QI,Q(ak)] = EAk: [P(Rk > A ’ Xk = 1)]

Para calcular a probabilidade de uma seqiiéncia de ruidos de comprimento 2 para o CDCE, de
acordo com (3.30), necessita-se da matriz covariancia do modelo de correlacéo exponencial. O (i, j)-
ésimo elemento dessa matriz € dado por 5, = pl=*1 [30], em que p = C(T), ou seja, de acordo
com (3.15), tem-se que p = e~ 27BaT Assim, para calcular a fun¢io densidade de probabilidade
conjunta de duas variaveis aleatorias A, e Az, pa, 4, (a1, az), define-se a matriz covarianciade A, e

As como:

¥, =

P11 Y12 _ L p ’ (3.36)
o1 a2
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e sua inversa

1 —_
o, — P11 P12 _ | T S . (3.37)
P21 P22 e #

Uma expressao para p 4, 4, (a1, a2 ), para um canal com desvanecimento Rayleigh, é dada por [32]:

Pa,a, (a1, a2) = daras | det(®) | e~ (@1P1+9292) [0 (2a1a4 | s |) (3.38)

onde I(z) € a fungdo de Bessel modificada de primeira espécie e ordem zero. Substituindo-se os

elementos da matriz ®; em (3.38), esta pode ser reescrita da seguinte forma:

dajas a24a2)/(1—p? 2payas
pa; A, (a1, az) = 1——p2€ ( )/(=p )Io 1_7102 . (3.39)
Logo
Prooee(2122) =/ / 0,2, (@1)q0,2,(a2) Pa, 4, (a1, a2) daydas, (3.40)
0o Jo

onde as expressdes para qo -, € qo,., sao definidas em (3.21) a (3.23). A funcdo densidade de pro-
babilidade conjunta de trés varidveis aleatérias A, A, e Az para um canal com desvanecimento

Rayleigh é dada por [32]:

Pa A4, (a1, a0,a3) = Sajasas | det(®s) | o (afdr1t+a3antaiess)
o
X ZEk(—l)k—Tk (2a1a2 | ¢12 |) Ik (2a2a3 | ¢23 |) I (2a301 | d31 |)
k=0

X COS k(¢12 + 1/123 + 1/131), (341)

ondeeg=1,e, =2, k=1,2,... eamatriz &, do CDCE ¢ dada por:

P11 P12 P13 e 0
2
Pr=| 9 P d3 | = | Ho —Zzﬂ 5 |- (3.42)
31 P32 P33 0 L) —ﬁ

A Equacdo (3.41), para o CDCE, pode ser reescrita como:
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Sajagas _(eited) a3(x*+1)
pAlAzAs(alaa%a?;) = ﬁe 1—p2 1—p2
2ayazp > 2asasp
X IO <‘7 IO 2 9oF
(1-p?) (1—p2)

) . (3.43)

Logo:

PCDCE(ZIZQZ3) =
/ / / 90,21 (@1)0,2,(a2) Q0,25 (a3) Pa, A, 45 (01, a1, a3) dardasdas.  (3.44)
o Jo Jo

As probabilidades de sequiéncias de ruido de comprimento 3 do CDCE, dadas por ( 3.44), serdo usadas
nas proximas secdes para calcular os parametros do MA, de modo que este seja uma boa aproximacao
do CDCE.

3.2.1 Capacidade do canal

Seja o canal de comunicacéo ergddico e estacionario, com alfabeto de entrada {0, 1}, alfabeto de

saida {0, 1,2} e com processo de saida descrito por:

Y =2X" 4 (-1)X" 2", (3.45)

emaque X" = {zg,x1,...,2n_1} €{0,1}"eY" = {yo,y1,-- -, Yn—-1}, 2" = {20,215+ -, 2n_1} €
{0,1,2}™, sendo n 0 nimero de utilizagdes do canal. O processo de saida Y ™ é independente do pro-
cesso de entrada X ™ e as operacdes matematicas em (3.45) sdo realizadas termo a termo.

A capacidade desse canal é dada por [12]

C = lim max lI(X";Y”), (3.46)

n—oo p(zm) N

onde

I(X™Y™) = HY"™) —HY"|X")

= H(Y™) - H(Z"), (3.47)

é a informacdo mutua entre X™ e Y.

Define-se C'(™) como

37



C = 21005y = 1 (max (1) - (2

p(z™) N p(z™)

= = (A - HZY). (3.48)

onde H(Y™) é a maxima entropia de Y™ e H(Z") é a entropia de Z". Para calcular C(™) & pre-
ciso achar a distribuigio de entrada que maximiza H(Y ™). O calculo de C™) paran = 1,2 sera

demonstrado a seguir. Seja T(™) = [ti(;?)] a matriz de transicdo do canal, onde

ty =PY"=j| X"=i),jeY" ie X" (3.49)

Considerando-se G; = P(Z =i),i € Y, amatriz T(V) é

Go G1 Gy
Gy G1 Gy

T —

A matriz TV pode ser dividida em uma submatriz 2 x 2 simétrica, denominada Q 1, e uma submatriz

2 x 1, denominada Q5.

Gy Go G
Ql = ) QZ =
GQ Go Gl

Pode ser observado que as submatrizes acima representam canais fracamente simétricos [27], em
gue as linhas sdo permutaveis entre si e a soma dos elementos de cada coluna é igual. Para estes
canais, a capacidade é obtida para uma distribuicdo de entrada uniforme [27]. Assim, tem-se que a

probabilidade de distribuicdo de P(Y'! = j) quando P(X' =) =1, i € {0,1} ¢

P(Y! = 0) = %[Go + G (3.50)
PY'=1)= %[G1 + G1l; (3.51)
PiY'=2)= %[G2 + Go). (3.52)

Entao
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Finalmente

- [(GO + Gy) log <

2

Go + G-

)+ cawa

1 — (Go + G2)log(Go + G2) — G11og(Gh).

cM = HYY-H(ZY

7]

= 1- (Go + Gg) log(Go + Gg) + Go log(Go) + G2 log(Gg),

onde G; é dado em (3.33) a (3.35). A matriz T(?) é

Goo
Goz
G20
G2

T —

Gao
Gao
Goo
Goz

Gao
G20
Goz
Goo

Gll GOl
Gll GOl
Gll G21
Gll G21

A matriz T(?) pode ser dividida em quatro submatrizes:

(2 _
=

(2 _
5 =

Goo
Go2
Gao

Goz
Goo
Gao
G20

G21
G21
Go1

Ga1 Gou

G20
Gao
Goo
Goz

)

Gao
G20
Goz
Goo

(2) _
=

(2 _

9 2 -

G1o
Gia
G1o
G2

G1o
Gia
G1o
G2

Gia
G1o
G2
G1o

(3.53)

(3.54)

A capacidade ¢ obtida para de uma distribuicdo de entrada uniforme, dado que as submatrizes acima

representam canais fracamente simétricos. Considerando-se G;; = P(Z? =

(i,7)), tem-se que a

probabilidade de distribuicdo de saida, quando a distribuicdo de entrada é uniforme, é:

1
P(Y?=(0,0) = Z[GOO + Goz + Gao + Gao]
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1
P(Y?=(0,1)) = Z[Gm + Go1 + G21 + G21] (3.56)

1
P(Y2 =(0,2)) = Z[GOQ + Goo + G22 + G (3.57)
1
P(Y?=(1,0)) = Z[GIO + G2 + Gio + G2 (3.58)
1
P(Y?=(1,1) = Z[G11 + G11 + G114 G (3.59)
1
P(Y?=(1,2)) = Z[G12 + G + G2 + G1o) (3.60)
1
P(Y?=(2,0) = Z[GQO + Gaa + Goo + Goz] (3.61)
1
P(Y?=(2,1)) = Z[6*21 + Go1 + Go1 + Goi] (3.62)
1
P(Y?=(2,2) = Z[G” + Gag + Goz + Goo). (3.63)
Entéo
~ Goo + Goo + Gog + G
H(Y2) = — |:(G00 + G02 + G20 + Gzz) log < 00 02 1 20 22)
Go1 + G
+G1q log (Gn) + (G01 + Gzl) log <%>
G G
+(G1o + G12) log <%>] . (3.64)
Assim,
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c® (Er(y?) - H(z2))

1
2
1

= 5 [—(Goo + Go2 + Gag + Go2) log <
Gor + G21>

Goo + Go2 + Goo + Gzz)
4

—G11log(G11) — (Go1 + Gai1) log < 5

Gio+G
—(G10 + G12) log <¥> + Goo log(Goo) + Gor log(Gor)

+Go21og(Go2) + Giglog(Gio) + G1110g(G11) + Gz log(Gh2)

—|—G20 log(GQO) + G21 10g<921) + G22 log(GQQ)] . (365)

E possivel expressar (3.65) da seguinte forma:

c® 1 [—4]{ <Goo + Goz + Gao + Gzz) _H(Gyy) - 2H <G01 + G21>
2 4 2
—2H (%) + Y Gylog(Gyy) |, (3.66)

,jEY

onde os valores de G;; para 0 CDCE podem ser calculados com (3.40).

0,72 -
0,70 -
0,62
o) 0 a6 44
0,64 —
0,62 -

0,60

0.1 0.2 0,3 0.4 0,5 0.6 0,7

n=2 utiizagfes --- - - n=1 utiizagio |

Figura 3.4: ¢, C) versus ¢ para o CDCE com B,T = 0,01 e E,/Ny = 5 dB.

Neste trabalho, o valor de & sera selecionado de modo a maximizar o valor de C' (?). As Figuras

3.4 e 3.5 mostram os gréficos da capacidade do canal, em bits/uso, versus ¢ para Es/Ny = 5 dB e
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0,85

0,20

¥ 7S

0,70

0,65

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

n=2 utilizagfes - - - - - n=1 utilizagio |

Figura 3.5: ¢, C®) versus ¢ para o CDCE com B,T = 0,01 e E,/Ny = 10 dB.

E;/Ny = 10 dB, respectivamente, com BT = 0,01 em ambos os casos. Quando B,T = 0,01,
tem-se que o tempo de coeréncia do canal, ou seja, o tempo em que o0 canal permanece com suas
caracteristicas inalteradas, é 100 vezes maior do que o periodo do simbolo enviado por este canal
[33].

Analisando-se a Figura 3.4, percebe-se que o melhor valor de ¢ est4d em torno de 0,25. Pode
ser visto também que ha um ganho de 0,05 bits/uso, quando E /N, = 5 dB, entre a primeira e
a segunda utilizagdo do canal, quando § = 0,25. O aumento da capacidade deve-se a memoria
do canal, uma vez que o receptor ndo sabe em qual estado encontra-se o canal. J& na Figura 3.5,
quando E5 /Ny = 10 dB, o valor 6timo de ¢ estd em torno de 0, 18. Percebe-se, ainda, ndo ha ganho
consideravel na capacidade entre a primeira e a segunda utilizacdo do canal, devido ao maior valor
de E,/Ny, 0 que torna o canal mais proximo de um canal sem memoria. Comparando-se as curvas
das Figuras 3.4 e 3.5, com outras curvas tracadas para diversos valores de BT e E, /Ny, é possivel
concluir que o valor de 6 que maximiza a capacidade do canal diminui com o aumento de E ;/Nj.
Alguns valores podem ser vistos na Tabela 3.1 para o caso em que B;7 = 0,01. Outra observagéo

gue pode ser feita é que os valores de § que maximizam a capacidade do canal ndo variam com B ;7.

3.2.2 Estimacéo dos parametrosdo MA

Empregou-se nesta se¢cdo um método de minimizacao da divergéncia para calcular os pardmetros

do MA, para que este seja uma boa aproximacao para o CDCE, o qual é descrito por trés parametros: a
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Tabela 3.1: Valores de § 6timo em funcéo de E'; /Ny para B4T = 0,01.

E,/No | 6
0dB | 045
2dB | 0,35
5dB | 0,25
8dB | 0,20
10dB | 0,15

Tabela 3.2: Valores dos parametros do MA que modelam um CDCE.

Parametros do CDCE o 16} £ q Q
E,/Ny =0dB, B;T =0,01,6 = 0,45 | 0,3817 | 0,1001 | 0,1051 | 0,0866 | 0,1003
E;/Ny=2dB, B47 =0,01,6 =0,35 | 0,3554 | 0,0901 | 0,0701 | 0,024 | 0,0795
E;/Ny =5dB, B47T =0,01,6 =0,25 | 0,3374 | 0,0751 | 0,0351 | 0,711 | 0,0717
E;/Ny =8dB, B47T =0,01,6 =0,20 | 0,3247 | 0,0501 | 0,0201 | 0,1915 | 0,0488
E;/Ny =10dB, B;T =0,01,6 = 0,15 | 0,4430 | 0,0151 | 0,0151 | 0,2580 | 0,0580

relagio sinal ruido E, /Ny, a banda Doppler normalizada BT e o passo do quantizador 6. E possivel
estimar os cinco parametros do MA, «, 8, &, ¢ e @, utilizando-se a minimizacdo da divergéncia,
mensurada pela distdncia Kullback-Leibler [14], com a restricdo que o CDCE e o MA tenham o
mesmo coeficiente de correlacdo, a mesma probabilidade de ocorrer uma recepgao correta e a mesma
probabilidade de ocorrer um apagamento, isto é, Corcpee = Corya, Peoce(0) = Pya(0) € Peee(1) =

P,.(1). A divergéncia de n-ésima ordem é expressa por

1
lim —D, (PCDCE H PMA)7 (3.67)

n—oo N,
onde %Dn (Peoce || Pua) € a distancia normalizada de n-ésima ordem entre as distribui¢des de ruido

do CDCE e do MA, P...: € Py, respectivamente, e

PCDCE(Zn)

Dn (PCDCE H PMA) == Z PCDCE(Zn) 10g2 P (Zn) ’

zZne{0,1,2}"

(3.68)

onde Py (Z™) é dado por (3.44) e B,.(Z™) é calculado matricialmente por (2.30), utilizando-se as
matrizes P(0), P(1) e P(2), dadas em (3.1)-(3.3). A Tabela 3.2 mostra os pardmetros obtidos com a
minimizacdo de D3( Py | Pua) para valores relevantes dos parametros do CDCE.

Para mensurar a exatiddo do modelo MA em aproximar o CDCE, sera feita uma comparacao

entre suas funcdes autocorrelacdo. A utilizacdo da funcéo autocorrelacdo para testar a exatidao de
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um modelo foi proposta em [34] e é largamente utilizada na literatura [18, 35-37]. A funcéo auto-

correlacdo do CDCE é dada por:

+21.P(Zi =2, Ziprn = 1)+ 2.2.P(Z; =2, Ziym = 2),

(3.69)

onde

P(Z; = 2, Ziym = Ziym) =

/ / qo,Zi (al)q072i+m (a’2) alaze_(a%—i_ag)/(l_pQ)IO pala; daldaz. (370)
o Jo L—p L—p

0,034 -

0,033 -

0,032 —

Rm]

0,031

0,030

0,029 —

T
2 4 & 2 10 12 14 la 12 20
m

CDCE]

[—— ma

Figura 3.6: Comparacdo das funcBes autocorrelacdo do CDCE e do MA, para BT = 0,1, = 0,25 e
E,/Ny = 5dB.

As curvas da funcdo autocorrelagdo para 20 valores de m do CDCE e do MA sdo comparadas nas
Figuras 3.6 e 3.7. Os parametros do modelo CDCE sdo B,T = 0,1, E;/Ny = 5 dB (Figura 3.6)
e E£,/Ny = 10 dB (Figura 3.7). E possivel notar que, na Figura 3.6, as curvas sdo praticamente
idénticas, 0 que mostra que 0 MA possui um comportamento muito parecido com o CDCE para 0s
parametros mencionados. O mesmo pode ser dito para a Figura 3.7, apesar da pequena divergéncia

observadaem 2 < m < 4.
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Figura 3.7: Comparacédo das fungdes autocorrelagéo do CDCE e do MA, para B;7 = 0,1, § = 0,15 e
E,;/Ny =10dB.

As Figuras 3.8 e 3.9 também ilustram o comportamento da funcdo autocorrelacdo para 20 valores
de m do CDCE e do MA, porém, paraum CDCE com desvanecimento mais lento, com B 47 = 0, 01,
sendo Es/Ny = 5 dB e E;/Ny = 10 dB, respectivamente. Pode-se dizer que, em ambos 0s casos,
as curvas do MA aproximam-se razoavelmente das curvas do CDCE.

A Figura 3.10 mostra a mesma comparacdo feita anteriormente entre a funcdo autocorrelagéo do
CDCE e do MA porém, agora, para um CDCE com desvanecimento ainda mais lento, com B 4T =
0,001 e E,/Ny = 10 dB. E fécil perceber a grande divergéncia das curvas. Isso decorre do fato de
que para obter-se uma modelagem precisa do CDCE com BT < 1073, deve-se utilizar P.,..(Z™)
comn > 3. Simulagdes para a obtengdo dessas probabilidades podem ser empregadas. Os resultados
deste capitulo mostram que 0 modelo MA proposto para o canal CDCE é preciso para B 47 > 0,01

e para uma ampla faixa de E/Ny.
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Figura 3.8: Comparacéo das funcbes autocorrelacdo do CDCE e do MA, para BT = 0,01, § = 0,25 e
E;/No =5 dB.

0,030

0,025

Flm] 0,020 o

[— ma — — cDCE|

Figura 3.9: Comparacao das funcbes autocorrelacdo do CDCE e do MA, para B,7 = 0,01, 6 = 0,15 e
E,;/Ny =10dB.
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Figura 3.10: Comparacao das funcbes autocorrelacdo do CDCE e do MA, para BT = 0,001, = 0,15
E,/Ny = 10 dB.
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CAPITULO 4

DESEMPENHO DE CODIGOS DE
BLoco NO CANAL MA

N ESTE capitulo, sera desenvolvida uma formula de recorréncia utilizando-se a metodologia
descrita em [38], para calcular a probabilidade do canal MA gerar m erros e k apagamentos
numa sequéncia de comprimento n. Em seguida, essa analise sera estendida para tratar o caso de um
canal MA entrelagado com nivel finito. Finalmente, sera feita uma analise do desempenho do canal

MA com cddigos de bloco entrelagados.

4.1 Recorréncia no MA

O diagrama de blocos de um sistema codificado € mostrado na Figura 4.1. Sejau = (ujus . . . uk)
uma sequénciade k digitos binarios de informag&o que é a entrada de um codificador de bloco binério,
linear, de parametros (n, k) e distancia de Hamming minima d,,;,. A saida do codificador é uma
palavra-codigo binriav = (vqv2 ... v,). Os efeitos indesejados da propagacédo séo modelados como
uma sequéncia ternaria de ruidos z = (z122 . .. z,,), modelada estatisticamente pelo MA que, por sua
vez, produz a sequénciar = (ry73...r,) na entrada do decodificador. A seqiiéncia de ruidos é tal

que r; = 2v; + (—1)vz;, ou Seja,

zi, se v; =0
2—2z, se v, =1.

Se z; = 1, um apagamento ocorrera na saida (r; = 1) independentemente de v;. Um erro ocorrera



quando z; = 2,0useja,v; = 0er; = 20uv; = 1er; = 0. A transmissao sera correta se z; = 0,
ouseja,v; =0er;, =00uv; = 1er; = 2. Sejae 0 nlmero de erros em r € a a quantidade de
apagamentosemr. Se 2e +a + 1 < d,;n, 0 padréo de ruidos € corrigivel pelo cddigo, o que implica

u = u. Portanto, a probabilidade de uma decodificacéo correta, denotada por P(c), é dada por:

u > Codificador v, Canal FSMC r > Decodificador u'

Figura 4.1: Sistema de comunicagdes codificado.

P(c)=Pu=1u)=PQRe+a+1<dpnn). (4.2)

Porém, se 2e + a + 1 > d,,n, duas situagdes podem ocorrer: falha na decodificagdo, o que ira gerar
um apagamento, ou erro de decodificacdo. Estes dois eventos serdo considerados como decodificacio

sem sucesso. Assim, a probabilidade de uma decodificacdo sem sucesso, denominada de PCE, é dada

por [39]:

PCE=1- P(c). (4.3)

Define-se P(m, k,n) como a probabilidade de ocorrerem m erros e k apagamentos na sequéncia r
de comprimento n, ou seja, P(m, k,n) é igual a probabilidade da sequénciaz = (z123...2,) term
posigdes iguais a 2 e k posicdes iguais a 1. Assim, P(c) é a probabilidade de ocorrerem m digitos
incorretos e k apagamentos, de modo que 2m + k 4+ 1 < d,,;,, €M uma palavra de comprimento n

recebida pelo decodificador. Entéo

P(c)=)_> P(m,k,n) (4.4)

k=0m=0
onde2m +k + 1 <din.

Portanto, para que seja possivel analisar o desempenho de um sistema de comunicacdes codifi-
cado, deve-se calcular P(m, k,n).

Seja R o corpo dos numeros reais. Define-se R < z,z1,x2 > COMO 0 conjunto de todas as
somas finitas de produtos ndo comutativos de zq,x1 € x2, com coeficientes tomados de R. Seja
¢, um conjunto arbitrario de seqliéncias de ruido ternaria de comprimento n. Define-se uma série

geradora para ¢,, da seguinte forma:
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Fe, = Z Ly Loy Ty € R <m0, 21,22 >, (4.5)
ZnGCn

onde x., € {xo,z1,22}, € 0s indeterminantes x, z; € zo marcam um digito de ruido igual a 0, 1
ou 2, respectivamente, em cada sequiéncia pertencente a ¢,,. Denota-se ¢ o conjunto de todas as
sequiéncias de comprimento n com m erros e k apagamentos. Entdo, P(m, k,n) = P({™F).

A probabilidade de um conjunto arbitrario de seqliéncias de comprimento n, ¢,,, pode ser expressa

na forma [40]:

P((n) = IT(AF,,)1. (4.6)

A fim de enumerar o conjunto ¢™*, define-se R|[s, w, 2]] 0 anel de todas as séries de poténcias
com indeterminantes comutativos s, w € z, e coeficientes tomados de R. Seja H (s, w, z) uma série

geradora definida da seguinte forma:

H(s,w,z) = Z Z ZP(m, k,n)s™wkz" € R[s,w, 2]). 4.7)

n=0m=0 k=0
em gue s, w e z sdo indeterminantes comutativos que marcam, respectivamente, a quantidade de er-

ros, a quantidade de apagamentos e o comprimento de uma seqiiéncia de ruido. Define-se [s " wk 2"]
um operador tal que [s™w" 2" H (s, w, z) é o coeficiente do termo s™w" 2" na série de poténcias

H(s,w,z), ouseja, P(m,k,n). Assim,

P(m, k,n) = [s"w*2"|H(s,w,z). (4.8)

Define-se ¢* como o conjunto de todas as sequéncias ternarias de qualquer comprimento, in-

cluindo a sequiéncia vazia, isto é, ¢* = (J,—_, (;:. A série geradora Fc« é:

o0

FC* = Z(l‘o+$1+x2)i
=0

= (I—(zo+z1+a2)" " (4.9)

Com o objetivo de enumerar a quantidade de erros e apagamentos e 0 comprimento de cada
seqliéncia em F¢- e, considerando-se os indeterminantes s, w e z definidos anteriormente, define-se

a seguinte série geradora:
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o
F(xo, 21, 22,8,w,2) = Zzi(xo—i-wxl + 515)"
0

= (1 — (2(w0 + w1 +572)) " € R < 20, 21,22 > [[5,W, 2]].(4.10)

E possivel calcular H(s,w, z) substituindo-se, em (4.10), z., por P(z;) e multiplicando-se a

matriz resultante pelo vetor linha II7" & esquerda e pelo vetor 1 a direita [38].

H(s,w,z) = I {I—2P(0) — zwP(1) — zsP(2)} ' 1. (4.11)

Substituindo-se em (4.8), obtém-se:

P(m, k,n) = [s"w"z"IIT {I - 2P(0) — zwP (1) — 2zsP(2)} " 1. (4.12)

E possivel observar que H(s,w,z) é uma razdo de dois polinémios em s,w e z, uma vez que a
inversa da matriz B £ I — 2P (0) — zwP(1) — 2sP(2) é a razdo entre a transporta da matriz dos

cofatores de B e seu determinante, isto é, B~ = cof(B)?/ det(B). Desta forma:

I’ cof(B)71
det(B)

A partir de H(s,w, z), pode-se obter uma férmula recursiva para P(m, k,n), como serd mostrado a

H(s,w,z) = (4.13)

seguir para o caso particular do MA. A matriz B para o MA, em fungdo das matrizes P(0), P(1) e

P(2) definidas em (3.1), (3.2) e (3.3) respectivamente, é dada por:

B = I-:zP(0)—zwP(l)— zsP(2)
B 1— 2426+ 2Q — 2Q€ — 2wé + 2wQE —2Q(1 — a— B+ wa + sf)
—zq(1 — &+ wf) 1—z4a(z — 29— 2w+ zwq) + zq + B(z — 2q — zs + zsq) .
Desta forma:
det(B) =14 c12 + ca2s + czzw + caz? + c52%s + 2w + cr2iws + cg2iw?, (4.14)
onde
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ca = —Q€-2+a+f+q+{+Q—qu—qb
ca = qB—p
3 = qa+QE—§—a
cg = Qatqgu+Ef—qfa—qf—-QEa—-QP—a—-F—-E—q—Q+QB+ Q¢
+Qa+qB+q¢+1
cs = B—aB—-E8—QB+q¢éB+ QL0
g = a—qa—28a—Qa—E—qf— Q&+ &+ 2gqaf +2Qaf + ¢§f + Q&P
cr = §B—q§B — Q&
cg = Sa—qgéa—Qfa,
e
M7 cof(B)71 = co, +c1,2 + 2,28 + c3, 2w, (4.15)
onde
Cop = 1
o Q-’04 Q+29Q — gQ¢ — qQa+¢* — g - Q+ga — QP
1p —
Q+q
o TI8+¢*B+4Q8
> Q+q
o 90— QEH o+ Q%+ ¢QC +qQa
° Q+q ’
Portanto:
B Cop + C1p2 + C2p28 + C3p2W
Hs,w,2) = 14 c12+ cozs + c;;zuf—k 0452 + 65;’728 + 062211) + crz2ws + cgz2w?
= ZZZP(m,k,n)smwkz”,
n=0m=0 k=0
ou
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o n
co, +€1,2 + €2, 28 + 3, 2w = g E E P(m,k,n) Smwkz”
n=0 k=0 k=0

o0 n n
c1P(m, k,n)s™w” 2"t + E Z Z coP(m, k,n)s™ P 2"t
n=0 k=0 m=0

o n n
csP(m, k,n)smwh T 4 g g g cyP(m, k,n)s™wk 2" 2
n=0 k=0 m=0

M]3
M=
M=

+

3
Il
=)
£
Il
=
3
Il
<)

+
M8
M=
NE

3
Il
o
=~
Il
<)
3
Il
=

csP(m, k,n)s™ wk+2 4 Z Z Z cgP(m, k,n)sMwh ;2

+
M]3
M=
M=

n=0 k=0 m=0 n=0 k=0m=0
o n n o n n

+ E g C7P(m,k,n)8m+1wk+1z"+2+§ E E cgP(m, k,n)smwh T2z +2,
n=0 k=0 m=0 n=0 k=0 m=0

Fazendo-se uma mudanca de indices em cada somatorio triplo, obtém-se termos apenas com potén-

cias s™w" 2™, como mostrado a seguir:

o n n
co, +C1,2 + 2,258 + c3, 2w = E g g P(m,k,n) Smwkz”
n=0 k=0 m=0

oo n—1n—1 oo n—1n—1

+ Z Z Z ciP(m, k,n —1)s™wk 2" + Z Z Z coP(m —1,k,n —1)s™w" 2"
n=1 k=0 m=0 n=1k=0m=1
oo n—1n—1 o0 n—2n—2

+ Z Z Z csP(m,k —1,n —1)s™wk2" + Z Z Z caP(m, k,n — 2)s™w" 2"
n=1 k=1 m=0 n=2 k=0 m=0
oo n—2n—2 o0 n—2n—2

+ ZZZ%P( —1,k,n—2) Smwkz”—l—ZZZ%Pmk — 2)sMwk 2"
n=2 k=0 m=1 n=2 k=1 m=0
oo n—2n—2 oo n—1n—

+ ZZZcﬂD -1,k — 1n—28mwkz”+ZZZCSPmk 2n—2)smwkz”
n=2 k=1 m=1 n=2 k=2 m=0

(4.16)

Como os cinco Gltimos somatorios triplos de (4.16) s6 tém efeito a partir de n = 2, é possivel separar

0s quatro primeiros somatdérios triplos em dois casos: n < 1 e n > 2. Entdo:
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co, +c1,2 + 2,25 + c3 2w = P(0,0,0) + P(0,0,1)z + P(1,0,1)sz + P(0, 1, ) wz
co n n oo n—1n—-1
+ Z Z Z P(m, k,n)s™w"2" + ¢, P(0,0,0)z + Z Z Z c1P(m,k,n — 1)smwkz"
n=2 k=0 m=0 n=2 k=0 m=0
oo n—1n—1

+ 2P(0,0,0)sz + Z Z Z coP(m —1,k,n — 1)s™w"2" + ¢3P(0,0,0)wz
n=2 k=0 m=1

co n—1n—1 co n—2 n—2
+ Z Z Z csP(m,k—1,n—1)s™wk2" + Z Z Z caP(m, k,n — 2)s™wk 2"
n=2 k=1 m=0 n=2 k=0 m=0
co n—2 n—2 co n—2 n—2
+ Z Z Z csP(m —1,k,n — 2)s™mwk2" + Z Z Z csP(m,k —1,n —2)s™w"2"
n=2 k=0m=1 n=2 k=1 m=0
oo n—2n—2 oco n—1n-—1
+ Z Z Z crP(m— 1,k —1,n— 2)s™wk2" + Z Z Z csP(m, k —2,n — 2)s™w" 2",
n=2 k=1 m=1 n=2 k=2 m=0

(4.17)

Como P(m,k,n) = 0 param,k,n < 0em + k > n, é possivel escrever um Unico indice para 0s

somatdrios em m e k, de forma que, reagrupando os termos do lado direito de (4.17), obtém-se:

co, +c1,2+ c2,25 + c3 2w = P(0,0,0) + {P(0,0,1)z 4 1 P(0,0,0)z} + {P(1,0,1)

n n

+ ¢2P(0,0,0)}sz + {P(0,1,1) + ¢3P(0,0,0) }wz + f: > ) {P(m,k,n)
+ aP(m,k,n—1)+cP(m—1,kn—1)+ 03P(77’Z:l<:2i:10,77r;:—0 1)

+ eaP(myk,n—2) 4+ csP(m —1,k,n —2) + cgP(m,k —1,n — 2)

+ cP(m—1,k—1,n—2) +csP(m,k —2,n — 2)}s"w"2".

(4.18)

Assim, igualando-se os coeficientes de mesma poténcia em ambos os lados de (4.18), encontra-se:
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i

0,0,0

¢1P(0,0,0) + P(0,0,1

)

0,

o
—_

)

i)

1,0,1

(0,0,0)
(0,0,1)
(0,0,1)
P(1,0,1) + 2 P(0,0,0)
(1,0,1)
P(0,1,1) + ¢3P(0,0,0)

(0,1,1)

i

0,1,1

paran >2e0 < m+ k < n, bem como

= Cop =1

= clp

= (,—C
= Czp

= (2, —C2
= CSP

= (3, —¢C3,

(4.19)

P(m,k,n)+c1P(m,k,n—1)+coP(m—1,k,n—1)+csP(m,k—1,n—1)

+ caP(m,k,n—2)+csP(m—1,k,n—2)+cgP(m,k—1,n—2)+c;P(m—1,k—1,n—2)

+ csP(m,k—2,n—2)=0.

Assim, a formula de recorréncia é dada por:

P(m,k,n) = —c1P(m,k,n—1) —coP(m —1,k,n —

— cgP(m,k,n—2) —csP(m—1,k,n —

— cgP(m,k—2,n—2),

(4.20)

1) —csP(m,k—1,n—1)

2) —cgP(m,k—1,n—2) —czP(m—1,k—1,n—2)

(4.21)
com as condicdes iniciais
P(m,k,n) = 0 para m,n,k <0,m+k>n
P(0,0,0) = 1
P(1,0,1) = ¢y, —c2=—2¢°8+Qp
P(0,1,1) = c3, —c3 = Qo+ . (4.22)
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Figura 4.2: PCE versus d,,;, para um codigo de bloco binario, linear, de comprimento n = 63, para o0 MA
que modela um CDCE com E, /Ny = 10dB, § = 0,15e B4T = 0,01.

As Figuras 4.2 e 4.3 ilustram a variacdo da PCE em funcdo da distancia minima de um codigo
de bloco binério, linear, de comprimento n = 63 para /Ny = 10 dB e E,/Ny = 12 dB, respecti-
vamente. Nas Figuras 4.4 e 4.5, é possivel observar a variacdo da PCE em funcéo de E /Ny no MA

para B4T = 0,01 e B4T = 0, 1, respectivamente.

4.2 Canais com entrelacamento

O diagrama de blocos de um sistema codificado com entrelacamento finito é mostrado na Figura
4.6. Sejau = (ujug...wu;) uma seqiiéncia de j digitos binarios de informacéo que é a entrada
de um codificador de bloco binario, linear, de pardmetros (n, j) e distancia de Hamming minima
dmin. A saida do codificador € uma palavra-codigo bindria v. = (vqvs...v,) a qual, apds passar
pelo entrelacador com nivel de entrelacamento 4, é representada por ¥v. Os efeitos indesejados da
propagacéo sdo modelados como uma sequéncia ternaria de ruidos z,, = (2; zi+1 ... Zitn—1), de
comprimento n, produzida pelo canal. A sequéncia r = (77 72...7,) chega na entrada do de-
sentrelacador, no qual a seqiiéncia de ruido em cada linha sera separada de I 4 posicles, ou seja,
Zp = (Zi Zig1 - Zign—1) = (ZiZit1, - - Zit(n—1)1,)- EM Seguida, a seqiiéncia r entra no decodifi-
cador e, finalmente, obtém-se 1 na saida do sistema.

Dada uma seqliéncia z,, especifica, define-se um conjunto X, formado pela inser¢do do conjunto

¢, entre cada digito da seqtiéncia z,, ou seja, Xi, = {},_12iCf, 1%i+1a - Cf, 1 Zit(n—1)1,}- E
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Figura 4.3: PCE versus d,,;, para um codigo de bloco binario, linear, de comprimento n = 63, para o0 MA
que modela um CDCE com E, /Ny = 12dB, § = 0,12e B4T = 0,01.

importante salientar que o primeiro conjunto (7, , foi incluido por conveniéncia. Deve ser notado
gue a probabilidade de ocorréncia da seqiiéncia z, é igual a probabilidade de ocorréncia do conjunto

X1, isto é:

]D(Z_Z Zigl - Zi+n—1) = P(zizi_,_[d R zi—i—(n—l)ld) = P(I)C;) (4.23)

Define-se uma série geradora para o conjunto X% :

quh = FCfd,leiFCfd,1x2i+Id cee F<;d71x2i+(n_1)1d, (424)

onde qu_l = (wo + x1 + x2)Ta~1 é a série geradora do conjunto C7,—1- A probabilidade da

seqliéncia z; € dada por::

P(zizi+1d...zi+(n_1)1d): = HT(AFx;)l

n—1
— HT (H A(]jo +x1 + J,‘Q).’Ezi_t,_k[d) 1

k=0

= 17 <]j{P(O) + P(l) + P(Q)}Id_lp(zi_,_kld)) 1

k=0

n—1
= 1’ (H PId_lP(zi+kId)> 1. (4.25)

k=0
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Figura 4.4: Variacgéo da PCE versus E /N, para um cddigo de bloco binario, linear, de comprimento n = 63,
em um canal MA modelado para um CDCE com BT = 0,01 e com valores de 6 que maximizam a capacidade
para cada valor de F/Ng.

Em seguida, serd determinada a probabilidade do MA entrelagcado, com nivel de entrelagamento
14, gerar m digitos errados e k digitos de apagamento em uma palavra recebida de comprimento n
em cada linha do entrelagador, denotada por P¢(m, k,n). Seja o conjunto X”** a unido de todos os
conjuntos X%, no qual a seqliéncia z’,, possui m erros e k apagamentos. Portanto, observa-se que
Pla(m, k,n) = P(X™F). Assim, é possivel determinar-se P%¢(m, k,n) calculando-se inicialmente

uma expressdo para a série geradora de X™* e utilizando-se a mesma idéia contida em (4.6), isto é:

P (m, k,n) = II" (AFym)1. (4.26)

Define-se o conjunto X* como a uni&o de todos os conjuntos X para todas as sequéncias produzidas

pelo canal entrelagado. A série geradora para X}, €:

n
Fx;: = (qu_lx‘o + Fc;d_lx‘l + Fc;d_lxg) ceR< o, T1,To > . (4.27)

Considerando-se X* como a unido de todos os conjuntos X para todos os valores de n, isto &,

X* = U, —, X%, entdo a série geradora de X* é dada por:
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Figura 4.5: Variagéo da PCE versus E /N, para um cddigo de bloco binario, linear, de comprimento n = 63,
em um canal MA modelado para um CDCE com BT = 0, 1 e com valores de ¢ que maximizam a capacidade
para cada valor de F/Ng.

N Codificador F Entrelacador :} ch&aé Uy{ Desentrelagador | Ly Decodificador LN

-t

Figura 4.6: Sistema de comunicagdes com entrelagamento.

e = Z Py, = Z (FC}kdfl'xO + Gt + FC?d*1x2>
n=0 n=0

-1
= (1= ((wo+ 21 +22) " g + (wo + 21 + 22) P2y + (20 + 21 + 22) " 120))

ER << xg,T1,T9 >> .

Utilizando os indeterminantes s, w e z para enumerar a quantidade de erros, a quantidade de
apagamentos e o comprimento de cada seqiiéncia em F'«, respectivamente, define-se a seguinte

série geradora:

o .
T
14 _ i
Fi(xg, 21,22, S, w,2) = E z <qu_1xo+wFC;d_1x1 —i—qud_lxg)
1=o0

I,—1 Ig—1

_ -1
= (1 - z((xo + 21 + 22)"* 2o + w(wo + 1 + T2) 21 + 8(30 + 21 + T2) 1 32))

€ R < xg, 1,22 > [[5, W, 2]].
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Desta forma, é possivel observar a seguinte relacdo:

m, . k_n

Eymy = [sMwk 2" Fla(zg, 21, 29, 5,w,2) € R < zo, 21,29 > . (4.28)

Portanto, F'\...» enumera as sequiéncias de erros produzidos pelo canal entrelagado com m erros, k

apagamentos e comprimento n. Utilizando-se (4.26) e (4.28), obtém-se:

Pl (m, k,n) = P(X)"") = TIT (AFym.)1

= [s"w* " IIT (AFId(xo,xl,xg,s,w, z)) 1

=[s" w2 "I (A(1=z((zo+@1+22) 4™ mo+w(wota1+a2) d ™ a1 +5(zotm1+22) d 1 22)) 7)1
= [s™w" 2" TIT (A1 = 2z(zo + 21 + z9) a7 (2o + way + sxg))_l) 1

= [s™w* 2" (1 — 2Pl {P(0) + wP(1) + sP(2)}) ' 1

= [s™w" 2" (1— P~ {2P(0) + zwP (1) + 2sP(2)}) " 1. (4.29)

Utilizando os mesmos procedimentos da Secdo 4.1, é possivel obter-se uma férmula recursiva para
Pli(m, k,n), dada por:

Pli(m,k,n) = b Pl(m,k,n—1)4byPla(m —1,k,n—1) +bgPl(m,k—1,n—1)
+byPla(m, k,n —2) + bsPla(m — 1,k,n — 2) + bgPla(m, k — 1,n — 2)

b Pla(m — 1,k — 1,n — 2) + bgPla(m, k — 2,n — 2),

paran > 2, 0 < m+ k < n, onde
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b2

b3

ba

bs

be

bz

bs

(1-g-Q)f!

(¢ - Q*—qa—qBia+¢*B+ Qqa+ QqB + g+ Q — Q& + Q¢ — 2qQ + qQ¢)

q+Q
g+ Q—-QB8—Qa—g
¢+ @Q
QB+ (-QaB+g8-¢*B) (1 —g—Q)'+!
7+Q
Qo+ gé+ (—aqQ —ag® +aq +£Q —€Q° —qQ¢) (1 —g - Q)"+
7+Q
((Q-dPa-B -’ - Q- Q°a— Q6 +29Q + qa+¢B + g€ + QB+ Qa+ Q¢ — g+ ¢
7+Q
+Q° + ¢*¢a + ¢*¢B + Q*€ + Q¢ + 2¢QBE — 29Qa — 29QB + 2qQa — 2qQ€ — gBE — gaf
q+Q
~QEB - Q) (1 —g— Q)"
+Q
(4B + B+ Q%8 — ¢°68 — Q%68 + 29QB — 2qQBE — g — QB + QEB) (1 — g — Q)"
7+Q
_(d*a —2¢%¢a + Q% — 2Q%¢a + ¢*¢ — ¢*¢B — Q6B + Q¢ + 29Q€ — 29QEPB — 49Qa€ + 2qQa
¢+ @Q
—a€ + 4B + gag — g+ 2Q€a — Qo — QEF — QE) (1 —q — Q)"+
7+Q
 (20Q6¢ — g€ — QBE+ Q*BE+ ¢°BE) (1 — g — Q)"+
¢+ @Q
_(¢*€a +€aq” +29Qaf —gal —Qaf) (1 —g — Q""" (4.30)
q+Q

com as mesmas condicdes iniciais dadas em (4.22). E possivel perceber que fazendo-se I; = 1

em (4.30), isto €, sem utilizacdo do entrelacamento, chega-se a (4.15). Deve ser dito que o canal

entrelagado, que engloba o entrelacador, 0 MA e o desentrelacador, corresponde a um novo modelo

de canal de estado finito, cuja matriz de transicio da cadeia de Markov é P 1« [38].

A Figura 4.7 ilustra a variacdo da PCE em funcéo da distancia minima de um codigo de bloco de

comprimento n = 63, tendo I; como parametro, para E'; /Ny = 5 dB. Valores combinados de d.,,;,, €

I, podem ser escolhidos para obter-se um certo desempenho. E possivel observar, na Figura 4.8, que

para I; > 20 o canal canal se comporta como um canal sem memaria. Em outras palavras, valores

de I; > 20 introduzem um maior atraso e requerem mais processamento do sistema sem nenhum

ganho consideravel de desempenho. Desta forma, é possivel avaliar o compromisso entre a distancia

minima do cddigo e o valor do nivel de entrelagamento para se obter um certo desempenho.
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Figura 4.7: PCE versus d,,;, tendo I, como parametro para o canal MA que modela um CDCE com paréme-
tros Es/Ng = 5 dB, B4T = 0,01 e § = 0,25, com um cddigo de bloco binario, linear, de comprimento
n = 63.
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Figura 4.8: PCE versus I; para um MA que modela um CDCE com parametros £, /Ny = 10dB, B,T = 0,01
e d = 0,15, com um cédigo de bloco binario, linear, de comprimento n = 63 € d ,,,;n, = 17.
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CAPITULO 5

CONCLUSQOES

N ESTA dissertacdo, foi proposto um modelo de canal de estados finitos ndo binario, com trés

niveis de quantizacdo, denominado modelo com apagamento e denotado por MA. Este foi
idealizado a fim de que haja uma menor perda de informacéo, quando comparado a FSMC binérios,
com apenas dois niveis de quantizag&o.

Foram descritas as matrizes de distribuicdo de erros, acertos e de apagamentos, bem como a ma-
triz de transicdo de estados, em funcéo dos parametros «, 3, &, g € (Q do MA. Também foi mostrado
o canal discreto com correlacéo exponencial (CDCE), o qual deseja-se modelar com o uso do MA.
O valor do passo do quantizador ¢ foi determinado através dos calculos da capacidade do canal MA
para 1 e 2 utilizacGes, de modo a maximizar esta capacidade, para diferentes valores dos parame-
tros do canal discreto com correlagdo exponencial, B,T" e E;/Ny. Sabendo-se o passo adequado do
quantizador, foi possivel obter as probabilidades de decodificagdo sem sucesso do CDCE, as quais
foram utilizadas para determinacéo dos parametros do MA através da minimizacdo da distancia de
Kullback-Leibler. Para avaliar a exatiddo do modelo MA em aproximar o CDCE, foi realizada uma
comparacao entre as funcdes autocorrelacdo de ambos, as quais tiveram suas expressdes desenvolvi-
das neste trabalho. Desta maneira, verificou-se que o0 MA descreve, estatisticamente e de maneira
satisfatoria, 0 CDCE quando BT > 0,01, para uma ampla faixa de E5/N,. O CDCE com corre-
lacdo ainda mais lenta, isto €, B,T" < 0,01, é passivel de ser representado pelo MA, desde que as
probabilidades P....(Z™) sejam obtidas para n > 3, de modo que o comportamento do CDCE seja
descrito de maneira mais precisa.

Em seguida, foi desenvolvida uma expressdo de recorréncia para o calculo da probabilidade da

decodificagdo sem sucesso, ou seja, a probabilidade do canal MA gerar m erros e k apagamentos



numa sequéncia de comprimento n. Em complemento a essa investigacao, foi obtida uma expressao
para avaliar o comportamento do canal com o uso do entrelacamento finito. Os resultados mostraram
que o canal com nivel de entrelagamento 7, = 10, com BT = 0,01, apresenta valores de PCE
menores do que quando o entrelagamento n&o é utilizado (I, = 1). Da mesma forma, verificou-se
gue o canal com nivel de entrelacamento I; > 20 se comporta como um canal sem memoria. Assim,
conclui-se que valores muito altos de I, requerem maior capacidade de processamento e introduzem

um maior atraso no sistema sem, no entanto, trazer nenhum beneficio consideravel.

5.1 Sugestdes para futuros estudos

Outros topicos que podem ser abordados em pesquisas futuras:

> Parameterizar o modelo MA para canais com desvanecimento com diferentes fungbes autocorre-
lacéo (por exemplo, a proposta por Clarke [41]) e diferentes fungdes densidades de probabilidade

da amplitude do desvanecimento (por exemplo: Rice, Nakagami);

> Propor modelos com mais niveis de quantizagdo e avaliar o ganho em relacdo a modelos com

decisdo abrupta;

> Varios algoritmos de decodificacdo tém sido propostos com o intuito de explorar a memoria de
canais de estados finitos binarios [42-44]. Estes trabalhos podem ser estendidos para 0 modelo

MA com o intuito de analisar conjuntamente os beneficios da memaria e decisdo suave.
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