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Resumo

Esta dissertacao se propoe a investigar a representagao de sinais no plano “tempo-
freqiiéncia” e, mais especificamente, os problemas relativos a resolugao de sinais. O
principio da incerteza de Gabor-Heisenberg para sinais e wavelets é analisado crite-
riosamente. Versoes de Gnedenko-Kolmogorov do tipo “Teorema Central do Limite”
sao avaliadas, procurando elucidar sua relevancia no contexto da resolucao de sinais.
Finalmente, o conceito de derivada Blur é usado para propor uma nova familia de wa-
velets - as wavelets beta - construidas a partir de distribuicoes beta de probabilidade.
Essas wavelets sao atrativas por terem suporte compacto, sao monociclicas, possuem
descricao analitica e podem ser consideradas como uma generalizacao suavizada das
wavelets de Haar. Sua relevancia decorre do Teorema Central do Limite aplicado a
wavelets de suporte compacto. Campos promissores para aplicacao destas wavelets sao
mencionados.

Palavras chaves: wauvelets beta, suporte compacto, distribuicoes de probabilidade.
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Abstract

In this thesis is intended to investigate signal representations in the time-frequency
plane, and more specifically issues concerning signals resolutions. The Gabor-Heisenberg
uncertainty principle for signal and wavelets is carefully examined. Gnedenko-Kolmogorov
versions of “Central Limit Theorems” are evaluated, so as to enlighten their relevance
in the signal resolution framework. Finally, the “blur derivative” concept is applied to
derive a new wavelet family - the beta wavelets - which are based on beta probability
distributions. Such wavelets have compact support, they also have close expressions.
In fact the proposed wavelets are a generalization of Haar wavelets after a smoothing
process. The central limit theorem applied to wavelets of compact support support
their relevance. Finally, potential fields of application for the introduced wavelets are
also mentioned.

Keywords: beta wavelets, compact support, distributions.
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INTRODUCAO

1.1 Histoérico

A primeira menc¢ao sobre wavelets aparece no apéndice da tese de doutorado de
Alfred Haar em 1909 [4], onde se fala estritamente em andlise escalonada. As wavelets
de Haar, embora de suporte compacto (anulam-se completamente fora de um intervalo
finito de tempo), nem ao menos sao continuamente diferenciaveis [1]. Estas wavelets
permaneceram no anonimato por muitos anos e por um periodo relativamente longo,
elas continuaram a constituir a inica base ortonormal de wavelets conhecida. [3]

No inicio da década de 80, Alex Grossman e Jean Morlet introduziram as wavelets
tal e qual sdo conhecidas atualmente. Yves Meyer [26] construiu uma das primeiras
wavelets nao triviais e suaves, ou seja, continuamente diferenciaveis, embora nao fossem
wavelets de suporte compacto. Em 1985, Stéphane Mallat [25] estabeleceu a ligacao
desta teoria com o processamento digital de sinais, quando usou as wavelets de Meyer
em seus trabalhos, para verificar o incremento de detalhes em uma imagem analisada
para sair de uma versao grosseira da imagem para uma imagem de maior resolugao,

em seus diferentes niveis de detalhes (Andlise da Resolugdo Miltipla, ou MRA) Mal-



lat usou os filtros espelhados em quadratura e algoritmos piramidais. Na década de
90 Ingrid Daubechies |1]| construiu o mais usado conjunto de wavelets ortogonais de
suporte compacto . Estas wavelets sao obtidas numericamente e sua funcao de escala
nao possui os momentos nulos, estes trabalhos constituem os alicerces das aplicacoes
atuais de wavelets. Em 1989, Coifman sugeriu a Daubechies a constru¢ao de uma base
ortonormal de wavelets na qual nao somente a wavelet, como também a funcao de
escala, tivessem momentos nulos, assim surgiram as coiflets, foram chamadas assim
estas wawvelets desenvolvidas por Daubechies em homenagem ao seu idealizador inte-
lectual [3]. A vantagem de uma wavelet possuir varios momentos nulos nos conduz a
uma alta taxa compressao, posto que os coeficientes de wavelets das escalas mais finas
de uma funcao sao essencialmente nulos onde a funcao é suave.

As wavelets oferecem uma técnica elegante na representacao dos niveis de detalhes
presentes nos sinais. Elas constituem uma ferramenta matemaética para decompor uma
funcao hierarquicamente, possibilitando que uma funcao seja descrita por uma parte
grosseira, e a outra em que apresentem os detalhes — desde os menos delicados aos
mais finos.

Esse instrumento vem para suprir uma das grandes desvantagens da anélise de
Fourier (espectro), que provém do fato que ela apresenta apenas resolu¢do no dominio
freqiiéncial e nao no tempo. Isto significa que, embora capaz de determinar o contetido
de freqiiéncias presentes em um sinal, nao ha nocao do “quando”, ou seja, em qual inter-
valo de tempo elas ocorrem [2]. A Transformada em tempo curto de Fourier (STFT)
melhora isso mais ainda fornesce um comportamento médio no dominio da freqiiéncia
das componentes presentes na janela da transfomada. A partir desse entendimento,
podemos encarar as wavelets como uma ferramenta matemaéatica para se representar o

incremento de informacoes entre duas escalas ou resolucoes sucessivas [3|. Uma larga



variedade de wawvelets pode ser usada, cada uma delas apresentando diferentes compro-
missos entre o grau de compacticidade da “base” de funcoes e o grau de suavidade das
formas de onda [1].

A Transformada de Wavelet constitui uma ferramenta moderna que possibilita a
unificagdo de um grande nimero de técnicas de andlise e processamento de sinais,
incluindo por exemplo a Série de Fourier, a Transformada de Fourier, a Transformada
de Gabor em Tempo Curto, os Espectrogramas, como casos particulares, permitindo a
analise de sinais nao-estacionarios, incluindo aqueles de banda larga [1].

Devido suas propriedades particulares, as wavelets sao aplicaveis em diversas areas
que variam desde a Matemaética, grupo de re-normalizacao em Mecanica Estatistica,
problemas de Computacao Gréfica e também englobam a anélise de sinais na Bio-
logia, Medicina, Astronomia, Acustica, Engenharia Nuclear, Neurofisiologia, Miisica,
Ressonancia Magnética, identificacao de vozes, optica, fenomenos com turbuléncias,
previsao de terremotos, radar e sonar, estudo de padroes em fractais, visao humana
e computacional, analise multirresolugao para visao artificial em computadores [3]. O
emprego de wavelets em processamento de voz tem se revelado particularmente atra-
tivo, especialmente devido ao fato que os modelos mais apropriados para a resposta
de freqiiéncias da coclea do ouvido humano empregaram filtros com fator de qualidade
constante (constant-@Q analysis) [1].

As wavelets constituem hoje uma das ferramentas mais potentes do Processamento
Digital de Sinais (PDS). De um modo geral, o PDS inclui as seguintes operagoes: trans-
dugao de um fenémeno fisico (ex. luz refletida, movimento do ar, contragao muscular...)
em um sinal elétrico; armazenamento e manipulacao do sinal visando extrair ou codi-
ficar informacoes, e interpretacoes relativas a informacio extraida. E exatamente nas

altimas etapas que as wavelets relevam-se particularmente valiosas [1].



1.2 Wavelets Continuas

Por que wavelets? Em que esta ferramenta pode ser mais potente que a anélise
espectral classica de Fourier? De onde surgiram as wawvelets? H& vantagens no uso da
analise wavelet ao invés da andalise de Fourier, por exemplo, em situacoes em que os
sinais contém descontinuidades e/ou variagoes abruptas e curtas (e.g., tipo centelha-
mento). Uma das caracteristicas centrais é ser bem adaptada a sinais de curta duragao
e com variagoes muito rapidas, tais como sinais transitorios, sismicos, etc. [1].

Algumas dessas perguntas ja foram respondidas no nosso breve historico, outras
serao oportunamente respondidas no decorrer do trabalho.

Em virtude de algumas limitacoes da analise de Fourier para andlisar de sinais no
dominio freqiiéncial, nao é possivel conhecer em qual tempo uma determinada compo-
nente de freqiiéncia ocorreu.

Foram propostas diversas estratégias para solucionar este problema [34], entre elas
a mais difundida é aquela proposta por Gabor, que introduziu a “Iransformada de
Fourier para Tempo Curto” (STFT), onde o sinal é avaliado a partir de uma janela
de curta duracao de tempo, na qual o sinal pode ser considerado aproximadamente

estacionério.

STFT(r,w) 2 / ’ F(&) - J(t—7) - e dtdt, (1.1)

Aqui, J(-) representa uma forma de “janelamento”, deslocada para o instante 7.
Ao usar-se a Transformada de Wavelets uma janela J(t — 7) - e77*! ¢ adotada, onde

a janela agora é a propria wavelet.
1.2.1 Espaco de Fungoes

Existem algumas condicoes para que um sinal seja considerado wauvelet.
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O espago de fungoes LP(R) é aquele das fungoes f, definidas em R, assumindo

valores em C ou R, tais que haja uma norma:

11,2 ([ trerar) ™ 12

Para o caso particular de p = 2, define-se o produto interno de fungoes f e g, onde

g* é o conjugado de g, ou seja

<ﬁg>é/mf@-¢®ﬁ,

resultando em

2 ([ 1sopar) " (1.9

—00

e Espaco L'(R) — f € £, traduz fun¢oes que sdo as fungoes integraveis e abso-

lutamente integraveis.

Assim temos

/mfﬁmﬁ<m (1.4)

/_Oo f()|dt < oo (1.5)

e Espaco L2(R) — f € L2, traduz fun¢oes que sao as fun¢oes quadrado integraveis

e de energia finita.

Estas fun¢oes sao descritas como

/mﬂﬁﬂ<m% (1.6)
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(/_Z F()[dr) "< o0, (1.7)

A seguir estudar-se-a as condicoes que atendidas por um sinal que possuam suporte

compacto.

Definicao 1.1 Sinais de Suporte Compacto

Diz-se que um sinal € de suporte compacto se existe um intervalo fechado e limitado

fora do qual f(t) = 0.

Temos também a definicao das condigoes que sao atendidas por todos os sinais que

sao wavelets.

Definicao 1.2 Wavelets

Uma wavelet € uma funcao ¥(t) € L2(R) tal que a familia de funcoes

Yin(t) = 27929 (277t — k), (1.8)

em que j e k sao inteiros arbitrdrios, constitui uma base ortogonal para L*(R). Para

cada wavelet, existe uma funcao escala apropriada.

Se a e b forem finitos, f € L2 = f € L!, segue-se entdo da igualdade de Cauchy-

Schwartz (1.9) que:

b b
/ FOldt < Vo= a(/ |f(t)\2dt)1/2< 0, (1.9)
1.2.2 A derivada Blur

A derivada Blur, também conhecida por transformada de wavelet, elimina a janela
de Gabor na base de sinais, ou seja, e incorpora-se a janela da equacao (1.1) como

supra mencionado. Segue a definicao da transformada wavelet
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)dt. (1.10)

O sinal serd comprimido no dominio da transformada wavelet sempre que a cons-
tante s for s < 1 e expandido sempre que s > 1. A transformada de wavelet nao tem
apenas uma funcao para ser usada como base da transformagao, o que acontece com a
transformada de Fourier onde a fungao usada é {e™*}, as funcoes de base podem ser
quaisquer desde que os critérios de ortogonalidade sejam respeitados e que s > 2. Se
s = 1, teriamos o mesmo espaco de resolucoes, como s € IN, entao para que a mudanca
de resolucao ocorra s > 2, usualmente na literatura encontramos s = 2 para que o
“passo” da mudanca de um espago para outro nao perca os detalhes. Para os sinais

wavelets, de acordo com a definicao destes sinais.

< i(t) (1) >=0,

Quando < f(t), g(t) >= 0, entdo estas fungoes sao ditas serem ortogonais.

A seguir temos alguns exemplos de wavelets classicas de suporte compacto como por
exemplo wavelet de Haar, que é ortogonal mas nao é suave e a wavelet de Daubechies
que apesar de também ser ortogonal nao é suave, também nao possui fun¢ao analitica
que a represente, e por fim a wavelet Chapéu Mexicano que embora ortogonal e suave

tem de suporte infinito.
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Wavelet Daubechies-4

Wavelet Haar
1
0.5 R
n L 4
-0.5
At L L I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 1.1: Wavelet de Haar Figura 1.2: Wavelet de Daubechies-4
Wavalat Chapéu Mexicano
3} . : : .
[T}
L2
[ &)
£
”-I ]

Figura 1.3: Wavelet Chapéu Mexicano

Da derivada Blur vamos provar nos capitulos mais adiante que a é possivel a partir
de uma versao grosseira do sinal obtido pela ponderagao deste sinal com uma distri-

buicao de probabilidade gerar wavelets. assim é possivel definir wavelet beta como

Definicao 1.3 Wavelets Beta Sao wavelets suaves obtidas pela derivada da distri-
buigcao beta com n > 2, onde este limite inferior foi constatado por inspe¢ao, como serd
discutido mais adiante com da sequinte forma, para que estas wavelets sejam suaves.
Seja ¥ (t) uma wavelet e ¢(t) uma distribuicao de probabilidade normalizada associada

a esta wavelet.
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(1.11)
1.2.3 Anadlise no Plano Tempo-Freqiiéncia

A transformada de Fourier tem uma significativa interpretacao na anéalise de sinais,
sendo relevante na maioria das muitas aplicacoes. Uma funcdo f € £? é considerada
um sinal analogico de energia finita. E interessante observar que embora nao seja um
sinal analdgico convencional, a distribuicao de probabilidade beta se comporta como
um destes sinais, ao menos no que diz respeito a continuidade e energia, por isso possui

transformada. A transformada desses sinais é denotada por

F(w) = S[f(2)]-

Considere que a transformada cléssica de fourier onde & é o operador transformada
de Fourier [2|, que conduz ao espectro desse sinal. Na anélise de sinais, os sinais analo-
gicos sao definidos no dominio do tempo e em seu espectro no dominio da freqiiéncia.
Neste trabalho considerar-se-a4 o tempo e freqiiéncia como variaveis reais.

Em que F(w) é dada pela definigdo da transformada de Fourier

Uma identidade relevante é a preservacao do produto interno ap6s uma mudanca
de dominio [2]. A seguir temos um produto interno entre duas fungées no dominio do
tempo f e g e a preservacao deste no dominio da freqiiéncia com uma constante de

ajuste,

1
< f,g>=—<F,G>.
27
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Como conseqiiéncia, vé-se que a energia de um sinal analogico é igual ao seu con-
teido avaliado no dominio espectral com um ajuste de %

Mostra-se que a norma discutida em 1.3 é preservada, e

1£11* = (W),

Var

Observe que a transformada de Fourier é que uma transformada em que CWT (s, T)
de f(t) (veja Equagao (1.10)) em que ¥(t) = e/**. Sendo assim a transformada wavelet
pode ser considerada como uma forma mais geral da transformada de Fourier. No en-
tanto, a transformada de Fourier perde as informacoes relativas a localizacao temporal,
sobre em que instante uma dada freqiiéncia ocorreu num dado sinal, ela também utiliza
informacoes passadas e futuras do sinal, para analisa-lo em uma tnica freqiiéncia.

Sabe-se que a freqiiéncia de um sinal é diretamente proporcional ao tamanho de seu
ciclo [2], e que para obter a informagao sobre altas freqiiéncias deve-se usar o intervalo
de tempo mais curto para a informacao ser mais precisa, do que para baixas freqiiéncias,
onde o intervalo de tempo deve ser longo. Pois o que a analise de Fourier fornece é uma
média do comportamento das freqiiéncias presentes no sinal, assim nota-se que para
adequacao da informacao é preciso usar janelas tempo-freqiiéncia flexivel, que sejam
estreitas em altas freqiiéncias e largas em baixas freqiiéncias.

A transformada wavelet definida acima em 1.10 possui precisamente essas proprie-
dades. As figuras que seguem sao da uma wavelet beta, e seu espectro (veja o capitulo
5):

Este trabalho contém nos capitulos seguintes uma revisao sobre analise multirreso-
lucao, formulagao das wavelets beta baseado no teorema do limite central e um estudo
de resolugao baseado nos estudos de Gabor. Também é realizado um estudo sobre

ortogonalidade destas wavelets e encontra-se a respectiva fun¢ao escala. Por fim é su-
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Transormada de Fourier da Wavelet Beta =5, =5

Wavelet Beta o=5, fi=5
0,00357

o,moo2é Illlf\"l\ 3 /\\
o,mom; |( \ mmé‘ |
] \\ t o.oo+§
L8, 808 L 82 |
:\I || L0015
-0,00001 E \|| || 0.001
: \ I| q\/\l 10,0005 [f\/
-0,000025 I\I;.’ -:o'/\'/'\‘/-z'o' — .u; : U .2.0\. — )

Figura 1.5: Transformada de Fourier de

Figura 1.4: Wavelet Beta a =5 =5 uma Wavelet Beta a =5 =5

gerida uma proposta de discretizacao baseada em filtros para estes sinais proposta por

C.B.Amar em seu artigo “Beta wavelets. Synthesis and Application to Lossy Image

Compression.”|23].



ANALISE DE
. MULTIRRESOLUCAO

Descreveu-se anteriormente que é possivel construir wavelets ao escalonar e deslocar
qualquer funcao ou sinal, desde que atenda as condicoes de admissibilidade, considere

uma familia de wavelets onde s = 2/ e j € Z, entdo

¢ uma base ortogonal em £? (R). Ocultos nessa expressio estao vastos estudos dentro
da anélise harménica [8] e do processamento de sinais [27]. Observe que poderia-se
escolher qualquer escala em que s € IN e s > 2, mas escalas maiores representam
passos maiores ao passar de uma aproximacgao de uma resolucao para outra.

Wavelets em que a = 2 que sao dilatadas de 27 trazem variacoes na resolucao do
sinal de 277. E importante lembrar que a € {IN, > 1}, mas para que a mudanca de
uma resolucao para outra nao se perca em detalhes, é importante que o “passo” de
mudanc¢a de um espaco para o outro seja o menor possivel. A construcao dessas bases
estao relacionadas as aproximacoes multirresolu¢ao do sinal. Segue uma associagao
entre as bases wavelets e os filtros espelhados, que sao usados em bancos de filtros

multirresolucao [24]|. Esses bancos de filtros implementam as transformadas rapidas
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wavelets que requerem O(N) operagoes para sinais de tamanho N, em que O(-) é o
big O de Landou [37] . O projeto de filtros wavelets espelhados também gera uma
base ortogonal e novas classes de wavelets ortogonais, incluindo as wavelets regulares
de suporte compacto. No espaco multidimensional, as bases wavelets em L£*(R) sao

construidas separadamente como o produto de funcoes de uma variavel.

2.1 Bases de Wawvelets Ortogonais

A busca por bases de wavelets ortogonais conduz ao estudo de aproximagoes em
o0
multirresolugao. Para f € £%(R), a soma parcial dos coeficientes Z < foin > Yjn
n=—00
pode ser interpretada como a diferenca entre as diferencas em duas escalas de resolucao
279t ¢ 27, O que a multirresolucio faz é calcular a aproximacao do sinal em vérias

escalas de resolu¢ao com projecao ortogonal em diferentes espagos {V;} Ver-se-a

jEZ"
adiante que as aproximacoes multirresolugcao sao inteiramente caracterizadas por filtros
discretos que governam a perda de “informacao” na passagem de uma escala de menor

resolucao para outra de maior resolugao. Estes filtros oferecem algoritmos simples para

projetar e sintetizar bases de wavelets ortogonais [24].

2.2 Aproximagao com Multirresolugao

Usando a técnica de analise de multirresolucao é possivel escolher apenas os detalhes
mais relevantes para um determinado processo sob investigacao.

A aproximacao de uma funcao f em uma resolucdo 277 é a descricio de f em
um reticulado discreto que dd a média de f nas vizinhangas de 27 [24]. Assim a
multirresolucao ¢ um reticulado de aproximagoes das amostras do sinal em que os
espacos de sinais com menos detalhes fazem parte da colecao dos sinais com maiores

detalhes. Formalmente isto significa que a representacao de uma fun¢ao em uma escala



19

277 ¢ a projegao ortogonal de um sinal em um espaco {V;}jcz. Isto mostra que a
andalise multirresolucao pode ser caracterizada completamente por um filtro discreto
que governa a mudanca de resolucoes. Estes filtros discretos nada mais sao do que
um procedimento para projetar e sintetizar bases wavelets ortogonais. O espago V;
reagrupa todas as possiveis aproximacoes da resolucao 277. A projecao ortogonal da
funcao f é a funcao f; € V; que minimiza ||f — f;||. A seguinte definicao é introduzida
por Mallat [25] e Meyer [26], na qual estao especificados as propriedades dos espagos
multirresolucao. Destaca-se que a resolucao 2’ é a resolucdo inversa a 277. Segue a

defini¢cao formal de multirresolucao.

Definicao 2.1 (Multirresolugoes) Uma seqiiéncia {V;};ez de subespagos fechados em
L*(R) constitui um espaco de multirresolucdo se as sequintes 5 propriedades forem

satisfeitas:

V(R € 22, (1) € V; e flt - PR) €, (2.2
Vi €Z, Viya CVj, (2.3)

Vi €Z, () eV | (%) € Vi, (2.4)
Jim Vi = (11, = (0} 25)

lim V; = fecho (G V}) = L*(R). (2.6)

j——o0
Assim existe um ¢ tal que {p(t —n)},n € Z é uma base de Riesz de Vi ( veja

proposicao a sequir, para entende o que sao as bases de Riesz).
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Segue-se uma explanacao intuitiva dessas propriedades matemaéticas. A propriedade
(2.2) significa que V; é invariante a uma translagao proporcional a escala de 27. Como
ver-se-4 adiante, esse espaco pode ser interpretado como um reticulado com intervalos
de 277, que representa a aproximacao do sinal na resolugao 277. A propriedade (2.3)
na verdade representa as propriedades de causalidade, as quais garantem que uma
aproximacao na resolucao 277 contém toda a informacdo necessaria para fazer uma
aproximacao grosseira dos sinais que estejam compreendidos na resolucio 27771 A
dilatac¢ao de uma funcao em V; em passos de 2 juntamente com a Equagao (2.4) fornece
uma aproximacao mais grosseira que na resolucao 27771, Assim quando a resolucao
277 vai a zero como em (2.5) implica que perdem-se todos os detalhes do sinal assim a

projecao destes sinais nas funcoes de base do espaco V; sera

Tim | Py f =0, (2.7)

Por outro lado, quando a resolugiao 277 vai a infinito, a propriedade (2.6) impoe que

o sinal de aproximacao converge para o sinal original, ou seja,

T || = Py f [I=0. 2.9
Quando a resolucdo 277 aumenta, o erro de aproximacao || f — Py, f || decai, o que
depende sobretudo da regularidade de f. Na referéncia [24], descreve-se a relacdo desse
erro com a regularidade uniforme de Lipschitz para f.
A existéncia de uma base de Riesz [24] {¢(t — n)}nez para Vj permite o uso do
teorema da discretizacao. Assim, a funcao ¢ pode ser interpretada como uma célula
de resolucao. Assim, A > 0e B > 0 tal que qualquer funcao qualquer f € Vi pode ser

unicamente decomposta em



21

fy="Y_ alnlf(t —n), (2.9)
AlfOIF < Y lalnll® < Bl F @) (2.10)

Essa “regularidade” de energia garante que que as expansoes do sinal em uma base
{p(t — n)}nez sao estaveis. Usando as propriedades de dilatagao do sinal (2.4) e a
expansao em (2.9), pode-se verificar que a familia {2_7j¢(2’jt — n)}nez € uma base
de Riesz de V; com os mesmos limites de vizinhanca A e B para todas as escalas
277, A proposicao que se segue constitui uma condicao necessaria e suficiente para que

{0(t — n)},ez seja uma base de Riesz.

Proposi¢ao 2.1 Uma familia {¢(t — n)}nez € uma base de Riesz para o espago Vy se

e somente se gera esse espacgo e existem A >0 e B > 0 tais que

1 = . , 1
Yw € [-m 7], & < kz_oo [¢lw — 2km)|* < - (2.11)
Demonstracao: Qualquer f € Vi pode ser decomposto como
f0 =% alnlolt - n). (2.12)
A transformada de Fourier desta equacao implica em
F(w) = A(w)P(w), (2.13)
em que A(w) € a transformada de Fourier A(w) = Z alnle™™ e ®(w) = F{o(t)}.

A norma de f pode entao ser escrita como
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1 fe'e) 1 2r 0
2 2 _ = 2 2
LA =5 N | F(w)|"dw 2W/() k:ZOOIAwHkW)I | P (w + 2km)|"dw
1 27 o0
= o JAW)I? > @(w + 2k7) Pdw. (2.14)
0 k=—o0

pois A(w) € m periddica. Assim, a familia {¢(t — n)}nez € uma base de Riesz se e

somente se

1 [ C
AU < 5 [ 1A@)Pde = 3 la)f < B IR (2.15)

n=—oo

Se as fungoes ¢ satisfizerem a Equagao (2.11), entao a Equagao (2.15) pode ser
derivada da Equagao (2.14). A independéncia linear de {¢(t — n)}nez € conseqiiéncia
do fato que (2.15) € vdlida para qualquer a[n] que satisfaca (2.12). Se f = 0, entao
necessariamente aln] = 0 para todo n € Z. A familia expressa por {¢(t — n) ez €
entao uma base de Riesz.

A conseqiiéncia é que se {p(t—n)}nez constitui uma base de Riesz, entao a Equagao
(2.15) € vdlida para qualquer aln] € 1*(Z). Se ambas as fronteiras, superior e inferior,
da expressao (2.11) nao forem satisfeitas para todos w € |[—m, |, entao pode-se eristird
uma fungao A(w) nao nula e de periodo 2w, cujo suporte corresponde as freqiéncias
que sao verificadas na Equagao (2.11) Assim, a dedugao das Equagoes (2.14) e (2.15)

nao serd vdlida para aln|, o que é contra a hipdtese de a[n| ser uma base de Riesz. M



TEOREMAS CENTRAIS DO

. LIMITE

O Teorema Central do Limite ¢ um teorema bastante conhecido na literatura da
matematica 22|, baseado em conceitos probabilisticos e em provas matematicas. Aqui
serao tratados tanto os casos discretos como o caso continuo, que apresentam dois
resultados diferentes. Na seqiiéncia, serd mostrado, por meio da avaliacao do Teorema
Central do Limite, como usa-lo para aproximar uma convolucao de n funcgoes. O
teorema garante que, se as fungoes densidades de probabilidade fi(t),..., f,.(t) forem

continuas, entao o produto de suas transformadas de Fourier, sob certas condicoes,

Fi(w) - Fy(w) - Fu(w)

entdo F(w) tende a uma fun¢do Gaussiana quando n — oo, isto é

22

Flw)~e =

I, (3.1)

em que a variancia o e a média ou primeiro momento 7 sao dados por
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n=m+m+. ..+, (3.2)

2 2 2 2
=01 +oy+...+0,.

Onde 7; sdo os primeiros momento de F(w), Fy(w), ... respectivamente. E o; sdo
os segundos momentos ou variancias de f;(t) para Vi € IN.

Assim da Equacao (3.1), usando o limite para argumentar o que é conhecido na
literatura como Teorema de Helly [38], concluimos que a transformada inversa de F(w)

é dada por

F@&) = fi(t) = ... x fu(t), (3.3)

também tende a um pulso Gaussiano quando n — 00, ou seja,

1 t—n)2
e~ %" (3.4)

ft) ~

oV 2T

que é a inversa do limite de F'(w). Duas condigdes que se seguem garantem a validade da
Equacao (3.1), que apesar de nao serem as mais gerais, cobrem uma vasta quantidade

de aplicacoes. As condicoes sao:

e O terceiro momento das fungoes f;(¢) ser finito, e para todo i ser menor que uma

constante C' arbitraria.

e A soma das dispersoes tenderem a infinito com n, isto é

o’=0l4os+...+0> — o0 (3.5)

— 00

A primeira condigao é satisfeita se as fungoes f;(t) forem nulas além de |t| = T. A
segunda condicao é verdadeira se as dispersoes forem maiorem que uma constante

positiva. Isso é verdade, por exemplo, se todas as fungoes f;(t) forem iguais.
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Por razoes ilustrativas, para w # 0, a fun¢ao definida na Equagao (3.1) tende a zero
quando w — oco0. Por esta razao, na formulacao mais comum do teorema, a mudanca

de variavel y = ow ¢ introduzida e toma a a seguinte notagao:

2 .
F(2> ~e T (3.6)
o

Exemplo 3.1 Pulso Retangular. Antes de provar o teorema, usa-se um exemplo
simples de uma fungao f(t) que tende rapidamente a um valor assintdtico. Por simplici-

dade, é assumido que f;(t) tem a forma de um pulso retangular, como na Figura 3.1.

A Equacao

fit)=...=fut) =U@l) - Ut —-1), (3.7)

descreve esse pulso em que U(t) é o degrau unitdrio de Heaviside.
Ezpandindo (1—¢e’*)" e considerando o fato que V™ (w) € a transformada de Fourier
de U, (t). Assim € mostra-se que a fun¢ao f(t) obtida pela convolu¢ao na Equagao (3.3)

resulta em

£t =" () (DUt = k), (3.8)
Em que

tn_l

U_n(t):U(t)*...*U(t):m

U(t). (3.9)

Seja V(w) a transformada de Fourier da fun¢ao Degrau Unitdrio de U(t). O teorema

dos deslocamentos estabelece que

ft —tg) — F(w)el', (3.10)



Figura 3.1: Pulso Retangular, n =1
()

3 1
ks

F(t) &
f(1) a

Figura 3.2: Pulso Triangular - aprozimacdo Figura 3.3: Pulso Triangular - aproxzimacao

por uma convolugdo com dois pulsos retangu- de f(t) por uma convolug¢do com trés pulsos

lares - n = 2 retangulares - n = 3

Os primeiros e sequndos momentos de f;(t) sao % e % respectivamente, entao, par-

tindo do teorema do Momento (Apéndice B), obtém-se

1 , (1 1\ 1
=5 o=z)-l5) =5
2 3 2 12
Assim para
2 2, o_ 1
n=2 n=1m-+1n 0201+U2:6
3 1
:3 = — 2:—_
" =35 771

Assim, as aprozimagoes as curvas Gaussianas correspondentes o Equagao (3.8) tem

seus pardmetros dados por

26
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n = 2 . \/g 6_3(t_1)2 n = 3 : \/? 6_2(t_1’5)2
m T )

como mostrado nas Figuras 3.1, 3.2 e 3.3. Mesmo para pequenos valores de n, a versao

(3.4) constitui uma boa estimativa de f(t).

Voltando para a prova da Equacao (3.1). Desde que f;(f) ndo seja um trem de

impulsos o espectro de Fourier de A;(w) é sempre menor que a unidade, para qualquer

w# 0,

Aw) <1 w0 (3.11)

Assim sendo, (veja a Figura 3.4) uma constante wy suficientemente pequena pode

ser encontrada tal que

Aj(w) < Aj(wo) para |w| > wp. (3.12)

2,2

Agora escolhe-se w tao pequeno, tal que A;(w) e e~ 2  possam ser aproximadas por
séries de Taylor em que os temos com poténcia n > 3 sao desprezados e A;(w)possa ser
aproximada por uma parabola no intervalo |w| < wy (veja o apéndice B para entender a

representagao de A(w) e ¢(w) em série de poténcias). Assim depois de uma aproximagao

chega-se:
Aj(w) =1 - 2
) para |w| < wp. (3.13)
e T o] —

2

E possivel verificar das condi¢des acima que é possivel satisfazer (3.12) e (3.13) para

cada valor de ¢ com o mesmo valor da constante wy. Para w > wy |[veja (3.12) e (3.13)]
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Mas, 0 — oo quando n — oo veja a Figura 3.5, assim:

A(w) — 0 para |w| > wo.

No intervalo |w| < wp, tem-se que

Aw) = AW).. Ayw)~e = ...e %
= 67622“)2

(3.14)

A fase de f(t) em (3.8) pode ser aproximada observando que os valores significativos
de F(w) tendem a zero para n — 0o, em um pequeno intervalo proximo a origem

tem-se

d(w) ~n w.

Tentou-se acima mostrar os principais elementos que norteiam o teorema central do

limite, a seguir uma prova completa é fornecida.
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Seqiiéncia de Pulsos Equidistantes

E investigado a forma que f(t) tende quando f;(t) é uma seqiiéncia de pulsos equi-

distantes com &area total igual a um (Pente de Dirac) e i — 0.

e}

L) =3 aud(t - kT) i ag = 1. (3.15)

k=—00 k=—o00

Vé-se que a média 7; e a variancia o2 sao dadas por

k=00 k=00

A transformada F;(w) de f;(t) é periddica pata todo 7, com periodo

21
Q=—.
T

Desta forma, o produto F(w) = Fj(w) ... F,(w) é periodico com mesmo periodo.

Assim, ao realizar a convolugao f(t) de f;(t), como em (3.3), conclui-se que 0(t — t1) *

d(t —ta) = [t — (t1 +12)], (veja apéndice B), assim f(¢) também ¢é um trem de impulso

ft) =" ard(t - kT) (3.17)

com média 7 =1, + 12 + ... +n, e variancia 0% = 02 + 05 + ... + 02,

Da Equacao (3.9) e do Apéndice B.5 é possivel estabelecer a seguinte versao do
Teorema Central do Limite, a forma assintotica do pente f(t) é expressa por

1 _e?
e 22 s.(t)  paran — o0 (3.18)

em que o trem de impulso

s-(t)= ) o(t—nr)

n=—0oo
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[ 4 s =

Figura 3.4: Componente par e envoltéria Figura 3.5: Quando um sinal f(t) tende a

gaussiano UMa Ggaussiana

é uma seqjiiéncia de pulsos equidistantes. Assim f(¢) tende a um pente cuja envoltoria é
a curva gaussiana da Figura 3.5. Esse resultado segue da Equagao (3.8) e da discussao
contida no apéndice B. De fato, se F'(w) estd truncado para valores acima de |w| = =, a
fungao Fjy(w) das Figuras 3.8 e resulta em uma transformada para f;y(t) que é continua;

de fato, esse é a envoltoria de f;(t). De acordo com a Equacao (3.8), o produto

F()(a)) = Flo(CU) . Fgo(CU) tee an(W)
tende a uma curva Gaussiana, como nas Figuras 3.10 e 3.11. O mesmo ocorreré a sua

repetigao periodica. Assim o espectro de F(w) é dado por

2nm

F(w) = ZF()(CU + T),



31

Fw)

JAAVARVAN

T

T

|

Figura 3.6: Transformada de Fourier da seqiéncia de
pulsos finita f;(t)
WA

< 1

Figura 3.7: Seqiiéncia de pulsos finitos com envoltdria

senoidal

=

43
T

Figura 3.8: Transformada de fo(t) e de fio(t) para

valores truncados de |w| = T

¢ a transformada da seqiiéncia de pulsos da Equacao (3.18). Tomando o momento em

ambos os lados na Equagdo (3.18), pode ser mostrado que n e o tem valores proprios

como em (3.3).

Exemplo 3.2 Teorema de Bernoulli. Suponha que as funcoes densidades que consti-

tuem a seqiiéncia de pulsos sao iguais e consistem em dois impulsos e sao definidas de



de acordo com

fi(t) = ... = fu(t) = po(t) — qd(t — 1)

fo (1)

Figura 3.9: Sinal fo(t) finito, e o resultado da con-

volugdo de fio(t), que tende a uma curva finita, mas

quando © — oo tenderd a uma curva goussiana
F(o)

E
T

Figura 3.10: Segiiéncia de pulsos equidistantes finitos,

com envoltoria gaussiana.
£

Figura 3.11: Transformada de Fourier de fo(t).

pt+qg=1
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(3.19)

como na Figura 3.2, constatamos que esta convolucao tende a um pente de Dirac com

envelope gaussiano.



J: (1)

Figura 3.12: Funcio densidade constituida por dois

pulsos gaussianos.
fit)
n>>1

Figura 3.13: Resultado da convolugio de f;(t), resul-
tando numa seqiiéncia de pulsos finitos com envelope

gaussiano.

1 _ (t—ng7)?
t ~N — 2nr2 - t
FO) ~ e ¢ 7 (1)

(3.2). Em que as médias e n; e as varidncias o; das densidades sao

mi=qr e o] =T7pq
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(3.20)

para n — oo (veja a Figura 3.2). Isto é decorrente da convolugao entre as fungoes
na Equagao (3.3). Assim, quando n — oo resulta na Equagao (3.18) o que € possivel

verificar substituindo os valores dos primeiros e sequndos momentos usando a Equagao
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J: (1)

Figura 3.14: Funcio densidade constituida por dois

pulsos gaussianos.

0)]|

5ON

(9]

Figura 3.15: Transformada de Fourier de |F;(w)]

suas aproximagoes por Gauss e Poisson.
Assim
_ 2 9
n=nqr e 0" =nTpq.

Pela prova do teorema central do limite, temos uma boa estimativa para f(t) provido
que, nao apenas n mas também nq forem grandes o suficiente.

Um caso interessante a ser analisado é

qg<<1

como acontece na Figura 3.14. Se n € tao grande que nqg >> 1, entdao a estimativa

da Equagao (3.20) estd garantida. Um caso importante de ser analisado € para n de

dimensoes 1/q. Tem-se da Equagao (3.19) que
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F(w) =p+qe . (3.21)

Desde g << 1, F(w) pode ser aproximada por

F(w) ~ 9770, (3.22)
De fato,
T ] e — 1= p 4 ge T (3.23)
Entao
F(w) ~ e, (3.24)

Assim, f(t) € dada por uma densidade de Poisson (veja o apéndice B), com A = nq.
Assim reafirmando, se e somente se ng >> 1, entao a Equagao (3.24) é equivalente a
equagdo (3.20). Na Figura 3.15 mostra-se |Fiy(w)|, |F(w)| para n de ordem superior a

1/q e F(w) para n >> 1/q.

Ajuste do Erro

O calculo da convolugdo de n sinais como na Figura (3.14) é, de modo geral,
complicada. Entretanto, desde que f(¢) tende a uma funcao conhecida como a da
equagao (3.4) quando n — oo, é natural o uso da forma assintotica de f(t) para
analisa-la. Se f(t) é aproximada pela curva Gaussiana na Figura 3.14, é possivel defi-

nir uma funcao de erro

)2 f(1) - 1G(t‘—”) (3.25)
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em que

1 t2
& " (3.26)

Para grandes valores de n este erro é pequeno, mas para valores moderados de n
ele deixa de ser desprezivel. A seguir, procura-se uma forma de calcular €(¢) em fun¢ao

dos momentos de f(t).

Polinémios de Hermite

Pode ser assumido a priori que n = 0. Isto pode ser comparado a um deslocamento

para origem no eixo do tempo. O erro sera escrito como a soma

() = %G(g) ickaG) (3.27)

em que as fun¢oes Hy(f) sdo os bem conhecidos polinomios de Hermite

& 2 dk 2
Hk(t) = (—1) 677ﬁ€77

= "= )3t -

formando um sistema ortogonal completo [31]

9 nlv2m, para n=m
/ =5 H, (1) Hy (1)t =

[e.9]

0, para n#m

Para avaliar a constante C, toma-se o momento em ambos os lados da Equacao

(3.27). Os momentos Ay da fun¢ao Gaussiana sao dadas por (veja o apéndice B)

A2n+1 — O (328)
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e 0 n-ésimo momento a,;

1 > &2
Uy = —= [ t*"e T Hy(t)dt 3.29
da fungao G(t)Hg(t) pode ser obtido das equagdes de 3.28 a (3.29).

As seguintes equagoes resultam

k k
Aple — An+k — (2) An+k72 +1-3 (4) An+k74 — ... (330)
an, = 0  sen+k for impar ou k > n (3.31)
App, = 0l (3.32)

Com m,, sendo o n-ésimo momento de f(t) assim o n-ésimo momento de €(t) é

3!0’303 = ms3
4!0’404 = My — U4A4 (333)
nlo"Cy + apn-2)0"Cra +... = m, —0"A,.

Desta forma, o coeficiente C),, pode ser encontrado sucessivamente. Se a funcgao
f(t) for par entao Cy,41 = 0. Mantendo apenas os termos da Equac¢ao (3.27), temos a

seguinte aproximagao para uma func¢ao par usando o ajuste de erro da Equagao (3.25):

pois

Ay =3  Hyt)=t"—6t> + 3.
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Exemplo 3.3 Suponha que as fungoes f;(t) sejam todas iguais ao pulso retangular da
Figura 3.16 para n = 3. Essa convolug¢ao € obtida pelo deslocamento da funcao descrita
na Equacao (3.8) do exemplo 3.1, a qual corresponde a linha sélida da Figura 3.16.

Desde que o = %, a aproximac¢ao pela Gaussiana se torna igual a

2
\/jem?
™

que corresponde a linha pontilhada da Figura 3.16. Assim, pode-se observar que f(t)

€ par e seu quarto momento € dado por my = %. Da Equacao (3.34) obtém-se a
sequinte corre¢ao de primeira ordem mostrada na Figura 3.16. O erro de primeira

ordem €(t) = f(t) — f(t) da correcio de f(t) é mostrado na Figura 3.17.

Teorema do Limite Central para Funcoes Causais

Usado fungoes f(t) causais, é possivel mostrar que a sua convolugio tende a uma
distribui¢ao também causal. Entretanto, a gaussiana estimada na Equagao (3.8) nao
é zero para t < 0, independente de quao largo seja 1. Assim é desejavel modificar o

teorema central do limite para que f(t) tenda a uma fungao causal quando n — oc.

A

Eru T

0.5

{|

\

4
\ L

Figura 3.16 Figura 3.17

Isso pode ser obtido como se segue. Considere a funcao
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t
t%e 7

AN
S(t) = 60‘+1F(Oé+ 1)

Ul(t) (3.35)
também conhecida como distribuicao de densidade x?. Sua transformada de Fourier é

dada por

1

SRR (3.36)

Sw) =

O espectro que S(w) pode ser escrito como o produto de n fungoes caracteristicas,
onde n ¢ o valor mais proximo de a. Assim, de acordo com as Equagoes (3.1) e (3.4),
em que s(t) é a aproximagao de uma Gaussiana por uma funcao causal, quando «

assume valores elevados. Assim, deduz-se a seguinte versao para fungoes causais:

t%e 7

T Fa D

para n — 0o, (3.37)

em que « e [ sao tais que a média e a varidncia sao iguais em ambos os lados da

Equacao (3.37). Para determinar o k-ésimo momento de By de s(t), usa-se:

1 o —t
B = — - tFte T dt 3.38
ey MGk (3.38)

= (a+D(a+2)...(a+k)p"

com o auxilio de

0 T(a+1
/0 e”ttadt:% (3.39)

para calcular (3.38). assim, usando 7 e o que foram calculados na Equagao (3.3), temos

(a+1)=n (a+1)(a+2)5*=0"+n".
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Deste modo, « e 3 sao dados por:

2 2

1) = L = 3.40

O (3.40)

e a Equagao (3.37) fornece uma aproximacao causal para f(t). Do resultado acima, é

possivel chegar a seguinte aproximagao:
1 1

G+ )Bop+1) ... Bap+ 1) (Bp+ DL’ (3.41)

em que

n 2 n
(Z @-) > .5
iznl ﬁ _ ’iil 7
> s > 6
=1 =1

desde que a condigao o > 1 seja satisfeita. Se « for substituido pelo seu inteiro mais

(a+1) =

proximo, introduz-se um pequeno erro, se « > 1; assim obtém-se uma aproximagcao
em forma racional para f(t).
Corregao de Erro com Polinomios de Laguerre. Fazendo o mesmo que na Equacao

(3.27), o erro pode ser expresso como

(t) = £(t) — s(t), (3.42)

assim tem-se a série

e(t) = s(t) Z DL (%) (3.43)

Em fungao dos polindmios generalizados de Laguerre
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o tee tdb
L\ (t) i %(ﬂ +h) =t (3.44)
—1

= ﬂ{tk— (T)(kjta)tk_l+...i(k+a)(k¢—1+oz)...(1+a) ,

Para encontrar as constantes Dy, é preciso encontrar os momentos da fun¢ao s(t)L,(f) (%)

b = / () L (é) dt. (3.45)
0

Das Equagoes (3.38) e (3.44)

e S s (ks ] 40

Uma vez que os polindémios L,(f) () sao ortogonais

00 —F("Z‘f‘ﬂ) para, m =n
/ t%e L () LY (t)dt = ' (3.47)
0 0, para m # n.
Conclui-se que
bun = (—1)B, by, =0 para n <k. (3.48)

Tomando os momentos em ambos os lados da Equagao (3.42), obtém-se finalmente

(—1)3BgD3 = m3 — Bg

(3.49)

em que m,, sao os momentos de f(t). Se apenas os primeiros termos da Equagao (3.43)

forem considerados, deriva-se a seguinte aproximagao para f(t):
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F(t) ~ s(t) {1 + (1 - %;”) L (%)} U(t) (3.50)

Exemplo 3.4 Apresenta-se agora uma estimativa para a fun¢ao causal f(t) da Figura

3.3, discutida no exemplo 3.1. Assim

n=35 o' =}
da Equacao (3.40) temos
a=8 f= %.
Entao, aprozimando f(t) (veja o apéndice B)
69
ft) ~ gzsge*‘itU (t)

a corre¢ao do erro de primeira ordem € dada pela equac¢ao 3.50

9
() ~ %t%ﬁtu - %(2&"’ — 6612 + 110t — 55U (1),

desde que msz = g e Bs = %
Funcoes Limitadas no Tempo

Se as fungoes f;(t) sdo nulas fora de um intervalo de tempo finito (a;, b;), assim, a

convolugao f(t) também sera nula fora de um intervalo (a,b) dado por

a = i&i b= ibl
=1 =1

Deste modo podemos reformular o teorema central do limite de modo que f(t) seja
nula fora do intervalo (a,b). Isto pode ser obtido do modo a seguir:
Fazendo uma mudanca linear da variavel ¢, é possivel assumir sem perda de gene-

ralidade que
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a=20 b=1. (3.51)
A funcao
Mte(1 —t)P para 0<t<l1
p(t) = (3.52)
0 caso contrario.

Também conhecida como distribuicdo de densidade beta [36], serd usada para

aproximar f(t) para valores elevados de n.

ft) ~pt) n— +oc. (3.53)

A justificativa da Equagao (3.53) é semelhante a justificativa de (3.37). A constante
M é calculada de modo que a area de p(t) seja unitéaria, assim, tem-se:
[(a+ [ +2)

M= Far MG+ 1) (3:54)

Os expoentes « e 3 escolhidos vao determinar o valor de n e 0. O n-ésimo momento

F,, de p(t) é calculado como:

(2a+2)(2a+4)...(2a + 2n)

N UF R A sy

v=12a+23+4. (3.55)

Deste modo, os valores de a e (3 precisam ser dados por

n(n—n°—o?) Bl (1—77)77(04+1)‘ (3.56)

a+1= =

como pode ser observado de (3.55).
O erro f(t) — p(t) pode ser representado como série, semelhante a 3.43, em termo dos

polinomios de Jacobi [35].
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F(r)

................ 140 - -(1-1¢)°

Figura 3.18: Aprozimacdo da convolugdo

por uma distribuicdo beta

Jo(a+1a+ B +1:1),

pois a fungao p(t) gera os pesos ortogonais a este polinomios no intervalo (0,1). O
resultado é semelhante a 3.43, mas os detalhes serao omitidos.

E preciso aplicar (3.53) para f(t) do exemplo 3.4. Desde que f(t) seja zero fora do
intervalo (0, 3), é preciso escalonar t por 3t para satisfazer (3.51); assim a densidade se

torna

F(t) = 3£(3t)

resultando, que a média e a variancia sao dadas por

N —
(OV)]
D

’]7:

Da Equacao (3.54) e da Equagao (3.56), obtém-se

M=140 a+1=4 pB+1=4

Assim



F(t) ~ 140°(1 — t)>  para 0 <t < 1.

As duas fungoes acima sao ilustradas na Figura 3.18.
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A ANALISE DA INCERTEZA
. NA TRANSMISSAO DE
INFORMACAO

Principio da Incerteza Aplicado a Sinais

Gabor apresentou sua nova interpretacao de sinais, pela primeira vez para a co-
munidade cientifica em 1945 em seu artigo “Theory of Communications” [14] onde
apresentou uma maneira inédita de abordar a descricao de sinais, através do que ele
denominou de “diagrama de informacao”, e subdividiu este diagrama em “quanta” de
informacao, assim determinando uma equacao que fornece a area, como também quais
0s sinais que possuem a menor area neste diagrama.

A expansao em sinais elementares é um processo que sugere um novo método de
descricao que fica entre os extremos que sao a analise temporal e a andlise espectral.
Pode-se estudar estes sinais elementares usando as areas elementares do diagrama de
informacao, ao qual esté associada aos sinais de transmissao em tempo minimo em um
canal limitado em freqiiéncia. Deste modo, o canal é particionado em que as subdivisoes

sao analisadas no limite como ver-se-a adiante.
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%

o

Figura 4.1: Diagrama de informacdo no plano tempo X freqiéncia.

4.1 Decomposicao de um sinal

Suponha que se deseja transmitir uma mensagem, e esta seja uma funcao do tempo,
e que tenha uma quantidade infinita de informagao. Considere que a funcao s(t) existe
em um intervalo de tempo 7 e subdivide-se este intervalo em N subintervalos, de modo,
a obter uma unidade elementar de informacao. Como estes intervalos podem ser sub-
divididos infinitamente, isto conduz uma idéia falha de que uma quantidade infinita de
informacao poderia ser transmitida.

Uma forma de representar este sinal a ser transmitido é por meio de polindmios
ortogonais, onde os coeficientes destes polindmios sdo os momentos do sinal s(t), e
assim estes coeficientes poderiam ser considerados como os dados especificados para
transmissao. Isto equivale a ajustar s(t) pelo método dos minimos quadrados. Onde
os coeficientes do polindmio sao os momentos com ordem coincidindo com a ordem os
expoentes do polindmio da série de Taylor deste sinal, onde a expressao dos momentos

¢ dada por
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My = / t"s(t)ydt n=1,2,3,...

o0

Como também

d"S(0)

dwm

(—j)"m, = n=12,3,...

Antes de introduzir os pares de transformadas, neste capitulo - por uma questao de
analogia - para trabalhar com as mesmas expressoes que Gabor[40] usou, usar-se-a a
freqiiéncia f que nada mais é f = 5=.

E importante considerar o fato de que, a maior parte da teoria das comunicacoes
foi construida com base na reciprocidade da integral de Fourier, em que s(t) e S(f) séo
pares de transformadas.

Assim é sabido que cada instrumento tem uma resposta tempo/freqiiéncia, nao
sendo possivel distinguir fase, mas isto ja é suficiente para o estudo aqui presente,
onde a area elementar estd diretamente relacionada a leitura quase independente do
instrumento.

Sem se aprofundar nos detalhes, os instrumentos fisicos para andlise no diagrama
tempo/freqiiéncia possuem retangulos de area elementar da ordem unitéria, de forma

diferente, mas nunca de area menor que %

1

5 independe do in-

Veremos que o fato da area elementar ser maior ou igual a
strumento. As ferramentas hoje disponiveis para tratar este fenomeno provem da
teoria quantica e pela formulacao do “Principio da Incerteza de Heisenberg” que trouxe
simplicidade para esta analise tempo/freqiiéncia.

Todas as relagoes de incerteza foram obtidas em parte gragas aos trabalhos de W.

Pauli [40], [29], [30]; e sdo conseqiiéncia direta da identidade matemética:
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AtAf ~1 (4.1)

onde At e Af sao incertezas intrinsecas da definicao de tempo e freqiiéncia. Na teoria
das comunicacoes esta identidade esté intimamente relacionada ao principio fundamen-

tal da comunicagao.

4.2 Sinal Complexo

Apenas para aplicar um formalismo simples e elegante da Mecanica Quantica, sera
conveniente expressar a amplitude do sinal s(¢) de um modo diferente.

Introduzindo agora o que se conhece por uma fungao “cissoidal” simples temos ¥ =
cis(2m fot). Em que uma fungao “cissoidal” é derivada de ¢ (t) = a cos(wt) + bsen(wt).
Tomando as primeira letras — uma vez que a freqiiéncia é tinica — temos “c de cosseno
i da parte complexa e s de seno” formando assim cis, ou seja, ¥(t) = (a+ib)cis(2m fot)
que é o que chamaremos de sinal “cissoidal”’. este ¢ um sinal complexo em freqiiéncia
lnica.

H& muito tempo tem sido reconhecido que realizar operagoes matematicas com
a exponencial complexa e/*' - geralmente chamada de cis(wt) - que tem uma certa

vantagem sobre as funcoes seno e cosseno. Ha duas formas de introduzir a exponencial

complexa. Uma das formas é escrevendo sob a forma:

1 . . 1 . .
cos(wt) = i(ej“’t +e 7 sen(wt) = T(ewt — e ¥, (4.2)
J
Ou ainda:
cos(wt) = Re{e’'}  sen(wt) = Im{e’"}. (4.3)

Por outro lado, o formalismo da mecanica quantica favorece um segundo método
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chamado de sinal analitico — por isto ele serda adotado, o qual é expresso pela fungao

complexa (sinal analitico):

U(t) = s(t) +js(t) = (a — jb) - €,
em que a e b é a amplitude das componentes senoidais de s(t) = a-cos(wt)+b- sen(wt)
e s(t) = a- sen(wt) — b - cos(wt).
A passagem de s(t) para ¥ (t) é equivalente a: “Suprimir as amplitudes que per-
tencem as freqiiéncias negativas, e multiplicar as amplitudes das freqiiéncias positivas
por dois.”

E §(t) é a transformada de Hilbert de s(t), e pode ser dada por

S(t) =+ / R (4.4)

E isto pode ser entendido como a abreviagao do limite que segue:

[e¢) t—1 [e%¢)
e /—oo - 71—11’% |: /—oo + /t+T:|

o que também é conhecido como “Valor Principal de Cauchy” de uma integral imprépria.

Também é possivel expressar s(t) por § como segue:

s(t) = 1 /00 ﬁdr (4.5)

Top ) oo T —1
Estas fungoes s(t) e 5(t) sdo pares de “Transformada de Hilbert” [31].
Na teoria de sinais analiticos nao é possivel distinguir eixo real de uma variavel
complexa. Podemos desenhar qualquer linha reta no plano complexo, que deixe os
polos em um dos lados, e os valores de duas funcoes conjugadas ao longo desta linha,

e assim obter um par de func¢oes em quadratura.
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4.3 Formulacao Rigorosa das Relagoes de Incerteza

Usando o sinal complexo 1 (t) para descrever o sinal no tempo, é possivel associa-lo
com isto a descri¢ao em freqiiéncia através da transformada de Fourier de ¢(t) dada

por U(f), em que

v = [ (e, (16)
B(f) = /_ T e . (47)

Para especificar um sinal finito, podemos fazé-lo através dos momentos My, M, . ..
existem alguns métodos que depois de algumas alteragoes quantitativas servirao para
esta especificacao. A primeira destas modificacoes é em vez de utilizar como peso a

funcao s(t) usa-se:

() = [s()] + [3(1)] (4.8)
Este sinal pode ser considerado um sinal de poténcia. Uma outra modificacao é usar

em vez dos proprios momentos, valores normalizados pelo momento nulo M. Assim,

os momentos de 1 (t) sao obtidos por

[ttt 2 _ [ t2pdt o fw*t”z/;dt_
J it J it J bt

Pelo teorema de Stieltjes [39], se todos os valores médios forem conhecidos, a fungao

f= (4.9)
peso ¥* = |1|* também o serd, exceto possivelmente por alguma constante que venha
a aparecer. O sinal ¥ pode ser determinado apenas pela observacao dos valores abso-

lutos, quanto a sua fase esta permanece desconhecida.

Do mesmo modo define-se os momentos em freqiiéncia f” do sinal como segue:
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;Y fvdf
f= [ U*Wdf

[ 2vde [ rudf

= =t
[wwdf " [wwdf

(4.10)

Agora se torna perceptivel o motivo pelo qual foi introduzido um sinal complexo
anteriormente. Ao adotar um sinal real, as funcoes de ponderacao teriam que ser
funcoes pares e a freqiiéncia seria nula. E neste ponto em que métodos fisicos e os
métodos de Fourier nao estao em perfeito acordo. Mas é possivel suprimir as freqiiéncias
negativas ao introduzir-se o sinal analitico.

Usando as Equagoes (4.6) e (4.7) ¥ e ¥, uma determina a outra, isto precisa ser
verdade para expressar as freqiiéncias através de ¥ e, consequentemente, o tempo por

P, Isto pode ser verificado usando as relacoes reciprocas a seguir:

/_Z Yrpdt = /: T Udf (4.11)

/Z U* frudf = ( > / U dtnwdt (4.12)

. —L\" [ e
/ YHMpdf = ( j) / Wt (4.13)

A primeira das Equagoes acima, isto é (4.11), é também conhecido como teorema
da energia de Parseval (Rayleight 1889). As outras relagoes vem da identidade da

transformada com produto interno:

| wwwi= [ v, (4.14)
usando integrais, assumindo que 1) e W sao infinitamente derivaveis. Estas relagoes

sao amplamente usadas e podem ser resumidas em instrucoes simples: quando se de-

seja representar algum dos valores médios da Equagao (4.9) por meio de integrais na

1 d

freqiiéncia, substitua ¢ por V¥, e a quantidade t pelo operador — T4 Isto pode
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ser chamado de “tradugao” do dominio do tempo para a freqiiéncia. Por outro lado,

1 d

577 di> tem-se uma “traducao” da

fazendo a mudanca de W para v e da freqiiéncia f para
freqiiéncia para o tempo. Isto é equivalente a uma regra da mecéanica quantica na qual

pz € substituido pelo operador %i, em que x é a coordenada conjugada do momento
7j dx

Pa-

Aplicando a regra tem-se:

R e
2my [T gt

Considere uma funcao analitica escolhida uma freqiiéncia tnica para trabalhar, mas

f (4.15)

em vez de j para representar a parte complexa use i, ¥(t) = (a — ib)e’?™! assim ao
expandir esta expressao em senos e cossenos, tem-se ¥ (t) = (a — ib)[sen(27 fot) +
i cos(2m fot)].

Deste modo obtemos o valor de f, para freqiiéncias médias de f, e similarmente
fr= f_gf.Os momentos no tempo ", sao nulos para as poténcias impares e infinita para
as poténcias pares n > 1. Esta funcao deve ser considerada como um caso limite, como
esta teoria s é aplicada para sinais de duracao finita cujo espectro nao se extenda ao
infinito, uma condigao que é verificada pela maioria dos sinais reais.

Estas defini¢oes e regras permitem formular a relacao de incerteza quantitativa-
mente. A priori fixa-se um valor de tempo médio e a freqiiéncia média do sinal,
usando as Equacoes (4.9), (4.10), (4.15). Estes tempos médios e freqiiéncias médias
nao contam os “momentos” em que houve transmissao de dados como na transmissao
continua, que corresponde ao sinal em algum instante “t” e freqiiéncia “f”. conside-
raremos t e f como referéncias, ndo como variaveis. Os dois primeiros dados serdo

determinados pelo valor médio quadratico de tempo e freqiiéncia, ou seja:
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*t24)dt
oo JUUd 1 [eredt 1 [4Eddr
T Uwdf () Juredt (2n) [odt

A segunda destas seqiiéncias em (4.17) foi “traduzida” para o dominio do tempo,

(4.17)

como explicado anteriormente, e modificado por integragao parcial para explicitar a
natureza positiva de f2.

Pode ser observado que #? e f2, e em geral todos os valores médios de ordem
par, permanecem inalterados se s(t) ou §(t) forem substituidos no lugar de ¥ (t) =
s(t)+5(t). Entao poderemos usar sinais reais em vez de sinais complexos, mas mantém-
se a notacao v para simplificar algumas expressoes analiticas e enfatizar a semelhanca
com o formalismo da mecanica quantica, para manter a abordagem inicial de Gabor.

Agora define-se a “duracgao efetiva” At, e a “freqiiéncia efetiva” A f de um sinal pelas

equacoes:

At = 2r(i - 1))z,

1>

el
Af 27 (f = [)?]z,

em outras palavras, a duracao efetiva é definida como /27 vezes o valor r.m.s, é o
desvio do sinal pelo seu valor médio ¢; para a freqiiéncia efetiva é similar, sendo /2w

vezes o desvio de f em relacao a f. O uso de V27, sera elucidado mais a frente.

Usando a identidade a seguir:

t—0°=-2 e (=) =r-F (4.18)
At e Af podem ser expressos por meio de (4.16) e (4.17). As expressoes se tornam mais

simples se a origem da escala do tempo se deslocadas no tempo para ¢ e na freqiiéncia

por f. Ambas as transformacoes sao realizadas com a introducao de uma nova escala:
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T=(t—1) (4.19)

e um novo sinal:

Y(r) = p(t)e . (4.20)
Exprimindo ¢ e 1) por novas quantidades 7 e 1, é sabido que, exceto pelo fator 2,
(At)? e (Af)? assumem a mesma forma que as Equacdes (4.16) e (4.17) para 2 e f2.
Multiplicando as duas equagoes obtém-se:
f Y r2)dr

(AtAf)? = %[4W]. (4.21)

Mas, pelo uso da identidade matematica “desigualdade de Schwartz”, devido a Weyl
e Pauli, a expressao entre colchetes é sempre maior que a unidade para qualquer 1,
para o qual a integral exista. Dai, segue-se entao a relacao de incerteza:

AtAF > (4.22)

DN | —

Esta é a identidade matematica que é o principio fundamental das comunicagoes.
Vemos que a duracao r.m.s. definem um sinal e a freqiiéncia r.m.s. define uma area
minima no diagrama de informacao de Gabor.

A relagao (4.22) é simétrica em tempo e freqiiéncia e sugere que uma nova repre-
sentacao do sinal pode ser encontrada, na qual ¢ e f podem ser tratados como partes
permutéaveis. Além disso sugere que é possivel d4 uma interpretacao mais concreta ao
diagrama de informacao, ao dividi-los em células de dimensao % e associar a cada célula
um “sinal elementar”, o qual representa a transmissao de um “datum”, em que “datum”

é definido a partir deste momento como sendo a informagao elementar.
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4.4 O Sinal Elementar

O avanco desta teoria ocorreu juntamente com a mecéanica quantica [29, 30]. De
fato, estes resultados podem ser obtidos apenas trocando a coordenada x por t, e o
momento p, por f, e a constante de Planck A pela unidade.

O primeiro problema surge da desigualdade (4.22), onde se deseja conhecer a forma
do sinal que atinge o menor valor possivel, ou seja, qual a forma do sinal que o produto
AtAf se torna uma igualdade?

A obtencao da forma deste sinal é descrita em detalhes em [14], aqui usaremos
apenas os resultados. O sinal que ocupa area minima no diagrama, tempo X freqiiéncia,
ou seja, AtAf = % que é o produto de uma oscilagao em qualquer freqiiéncia com um

pulso gaussiano. Na forma complexa, tem-se:

W(t) = e 0 cig(2m fot + o) (4.23)

a, to, fo e ¢ sao constantes, que podem ser interpretadas como “modelador” do pulso,
0 tempo em que ocorre o primeiro pico, a freqiiéncia e a fase da oscilacao modulada,

respectivamente. A constante « estd relacionada com At e Af pelas relagoes:

Como é esperado de uma condicao de simetria, da qual foi derivada, o espectro é

da mesma forma analitica:

U(t) = e~ U= cis(=2m(f — fo) + ¢) (4.24)

as envoltorias de ambos os sinais e seus espectros, ou seus valores absolutos e seu

espectro tem a forma de uma distribuicao gaussiana, como ilustrado na Figura 4.2. A
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largura de ambos sao relacionadas reciprocamente.
Devido as propriedades do pulso Gaussiano, ele é usado como referéncia sobre a
qual se constitui a anélise de sinais em ambos os dominios, tempo e freqiiéncia.
Propoe-se que o sinal obtido de acordo com a equacao acima seja definido como um
sinal elementar. No diagrama de informacao ele pode ser representados por retangulos
de lados At e Af, area de %, e centro (o, fo)-

. vl

T [YO)

fo
Af

Figura 4.2: FEnvelope de um sinal elementar

A expansao em sinais elementares é um processo no qual a analise de Fourier e a
derivacao no tempo sao casos especiais. O primeiro é obtido com a = 0; o segundo

a — 00, onde este sinal ¥ () se torna um “Impulso de Dirac”.
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E suficiente para explicar a expansao em sinais elementares, dividir em duas partes:

e Tome as divisoes de areas de tamanho unitario, as quais estao associadas aos

“datums”. Dividindo assim o diagrama de informacao de forma simples e simétrica.

e Tome as divisoes de areas elementares no limite.

O primeiro passo corresponde a divisao da regiao de informacao, em um reticulado
com distancias At e ﬁ respectivamente, como ilustrado na Figura 4.3. As areas

elementares tem sufixo n na descricao do tempo e k na descricao da freqiiéncia.

LA

K-1 K K+1
N+1 . -
(-'U'i Caoia tn-uq
N [ : C-.l:r( A
N-1 T A
{"“ Lk-4 ( i (;:j.i ‘lf
v

2

Figura 4.3: Representacdo do sinal por wma matriz de amplitude compleza

O centro das linhas (horizontalmente) pode ser em t¢,, = nAt, considerando que por
conveniéncia medimos o tempo a partir de zero nestas linhas. A expansao da a seguinte

formulas:

N - _pliznan? 2kt
e(t) = Z Z Cpxe — 220% cis <_Zt) (4.25)

n=—oo0 k=—o00
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Os mesmos coeficientes aparecerao ao expandir V(f) em vez de ¢(t).
Como os sinais na Equacao (4.25) ndo sao ortogonais, os seus coeficientes Cy, sao

obtidos por aproximacao sucessivas. Escolha-se arbitrariamente umas das linhas em n:

Esta aproximagao representa corretamente a série no intervalo em que ela é valida
mas nao fora dele. O valor de C,,;, converge rapido, pois o valor exponencial decai muito
rapidamente, que apenas nas vizinhancas da n—ésima fileira de sinais elementares se
sente as influéncias de uma regiao sobre a outra.

Esta expansao da um valor complexo C,,;, para cada duas areas elementares de

dimensao A razao entre a parte real e a parte imaginaria pode ser interpretada

1
3-

como a razao entre os seguintes sinais reais:

dc(1) _ —a?(t—to)? €O 27 fo(t — to)
ds(t) sen2m fo(t —to)’

(4.26)

em que o = m. Estes sinais podem ser chamados sinais “tipo seno” e “tipo cosseno”.

Eles sao ilustrados nas Figuras 4.4 e 4.5. Podem ser usados para obter uma expansao
real, e assim alocarmos um “datum” em um circulo de 4rea % Para isso é preciso uma
expansao menos simétrica que a anterior, pois a amplitude de um sinal “tipo cosseno”,
pode nao ser do mesmo tipo. Parte Real dos Sinais elementares:

Na teoria das comunicacoes uma expansao por nimeros complexos pode vir a ser
mais simples que por niimeros reais.

A expansao em “datum” é, em geral, um processo inconveniente, ja que os sinais
elementares nao sao ortogonais. Se apenas resultados aproximados sao necessérios,
podemos ignorar os efeitos da interferéncia na borda de cada sinal elementar. Isto é

possivel se considerarmos que um sinal tem cerca de 76,8% da sua energia dentro da
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Figura 4.5: Sinal tipo cossenoidal

banda At ou Af, e apenas 11,6% fora da banda para cada lado.

Mesmo havendo sobreposigao, isto tem poucas conseqiiéncias na pratica, que é uma
questao levantada devido o consideravel interesse tedrico que a mesma desperta. O
principio da causalidade exige as informacoes referentes a um dado instante ¢ dependa
apenas de instantes anteriores ao mesmo. Mas esta andlise nao serd possivel para
sinais elementares se nao for considerado uma “sobreposicao do futuro”. De fato, a
causalidade s6 existe na “linguagem temporal” mesmo que o dominio da freqiiéncia
seja usada como referéncia, este tipo de incerteza é conhecida na fisica moderna como
“quebra da causalidade”. Mas uma analise mais rigorosa s6 seré possivel se usarmos um
osciloscopio ideal, e assim em nenhum instrumento real de medicao, a causalidade no
sentido estrito da palavra, nao é aplicavel na pratica, o que impede os engenheiros de
usarem a integral de Fourier que é um método completamente nao causal para descrigao

de sinais.

4.5 Sinais Transmitidos em Tempo Minimo

Os sinais elementares os quais foram discutidos na tltima se¢ao, asseguram a melhor

utilizacao da area de informacao, uma vez que oferecem o menor produto entre duragao
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efetiva At e banda efetiva A f. Como conseqiiéncia, se for determinada uma freqiiéncia
efetiva para o canal, o sinal que sera transmitido no menor intervalo de tempo terd

envelope:

Y(t) = e HTAD D (4.27)
e sua transformada de Fourier:
U(f) = e 30577 (4.28)

Mas o problema que surge na pratica é algo diferente. A banda efetiva nao é fixada
antecipadamente, mas a banda total é conhecida, ou seja, fo — f; é conhecida, e fora
desse intervalo a amplitude serd zero. Assim encontrar o sinal que serd transmitido
pelo canal com menor tempo efetivo, reduz ao problema de encontrar o espectro de

U(f) que assume o valor minimo para:

f2 qU* dU
1 G
At — fi df df

(2m)? [ wrwdf

(4.29)

em que V(f) tem valor nulo fora do intervalo fo — f1. E isto é equivalente dizer que
U(f) anula-se nos limites de fy e fi. Por outro lado se ¥(f) tem valor finito dentro do
intervalo e anula-se fora, a descontinuidade no numerador da Equacao (4.29) divergente.
Este fato é bem conhecido por Gabor, em que a quebra de freqiiéncias no infinito, tem
um decaimento hiperbélico, que nio é rapido o suficiente para fazer f2 finito.

No apéndice C, em que é provado que o sinal que pode ser transmitido em tempo
minimo tem que ser solucao da equagao diferencial:

d*U

g7 TAr=o0 (4.30)
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em que A é uma constante desconhecida, mas que pode ser calculada, com auxilio das
condigbes que impdem que ¥ (f) tem que ser nulo nos limites da banda de transmissao.

Assim, todas solucoes possiveis sao da forma:

fo—fi

para k inteiro. Isto é referido como k—ésima caracteristica para a funcao de transmissao

sen (lmr S/ ) (4.31)

através de um filtro passa-banda, e sua duracao efetiva de:

k s
At = fz—fl\/; (4.32)

e banda efetiva de:

s 1
6 k2

Af=(fo— 1) (4.33)

A menor duracao de At ocorre para k = 1, ou seja, a funcao caracteristica funda-
mental é ilustrada na Figura 4.6
O produto do sinal AtAf é o menor para k = 1, este valor é de 0,571, isto nao é

muito mais que o minimo absoluto.
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Figura 4.6: Espectro de um sinal que pode ser transmitido no menor tempo possivel por um filtro

passa-banda; e o sinal no dominio do tempo.



WAVELETS BETA

Aqui sao introduzidos novas wavelets de suporte compacto, relacionadas com a di-
stribuicao beta. Elas podem ser construidas a partir de distribuicoes de probabilidades
por intermédio das derivadas Blur. Estas novas wavelets tem apenas um ciclo, sendo as-
sim chamadas wawvelets monociclicas. Elas podem ser consideradas com uma variedade
suave das wavelets de Haar, cuja forma pode ser ajustada através de dois parametros
a e b. Muitas expressoes para wavelets beta e fungoes de escala, como também seu
espectro estao em estudo. E sua importancia surge da aplicacao do Teorema Central

do Limite para sinais compactos.

5.1 Condigoes de Admissibilidade e Regularidade

Existem basicamente duas condicoes a serem atendidas para que um sinal se torne

de interesse para ser tratado como wavelet.

e Admissibilidade, que é a condi¢ao minima necessaria que o sinal deve atender para

ser uma wavelet;

e Regularidade, que esté ligada a suavidade do sinal e seus momentos.
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5.1.1 Admissibilidade

Esta condicao é a condicao minima necessaria para que um sinal seja uma wavelet.
A Transformada de Wavelets é uma transformada reversivel e aplicavel ao Teorema de

Parseval, desde que satisfaca a condi¢do de admissibilidade [23]:

/OO de < 400 (5.1)

wl

—00

Dois resultados surgem devido esta condicao:

e A transformada é reversivel, pois todas as fungoes que sao quadrado integrével
satisfazem a condicao de admissibilidade, podendo ser utilizada para analisar e

reconstruir qualquer sinal;

e A fungdo é nula na freqiiéncia zero |¥(w))|>_, = 0. Isso garante que a wave-

let seja um sinal oscilatorio, onde seus valores positivos e negativos cancelem-se

mutuamente, nao havendo nivel DC no sinal. Isto garante que ffooo Y(t)dt =0,
5.1.2 Regularidade

A condigao de Regularidade requer que a wavelet mae seja suave e que seja concent-
rada tanto no dominio do tempo como da freqiiéncia e que as derivadas da wavelet
também oscile. Como resultado desta condicao surge o conceito de momentos que
se anulam. Mas para o melhor entendedimento analisa-se os operadores diferenciais

multiescala, os quais resultardo em [23]:

/ T mp@)dt m e [0, M] (5.2)

o0
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5.1.3 Operadores Diferenciais Multiescala

A proposi¢do que segue [24], prova que a wavelet com n momentos evanescente
podem ser escritas como a n® derivada da funcdo distribuicao de probabilidade ¢,
interpretando a transformada wavelet como um operador multiescala. Sera proposto
que ¥ tem um decaimento rapido, isto implicard que para cada reducao no expoente

m € N vai existir um C,, tal que:

Cm

VtER, |[b(t)] < —"
V0 < T i

(5.3)

Teorema 5.1 Uma wavelet ¢ com um decaimento rapido tem n momentos que se

anulam se e somente se existe ¢ com um rdpido decaimento, tal que:

dn
vi) = (-1 LAY (5.4
Uma conseqiiéncia direta disto é:
ar -
CWT(a,b) = "5 (f  G)(0), (5.5)

- 1
_ 1 —_t ~ . . ~
Em que ¢o = a2¢(="). E 3 nao terd mais que n momentos nulos a nao ser que

ffooo d(w)dw # 0. Observe que sempre que ¢ for uma distribui¢ao isso serd verdade

pois . p(w)dw =1 0.

Proposicao 5.1 Uma funcao € continuamente diferencidvel com suas fronteiras dife-

renctdvels se:

/_Oo F(w)(1+ ) |dw < +o0 (5.6)

Demonstracio: A transformada de Fourier da k — ésima derivada f(t) é (jw)kF(w)

Usando:
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101 < 5= [ e fwlds = 5= [ 1fwlds < o0 (5.7)

27 21 J_ o

Chega-se a:

0] < / )l e (5.8)

Entao a condig¢ao (5.6) implica que ffooo | f(w)]|w]¥)|dw < 400 para qualquer k < p,
deste modo f®)(t) fronteiras continuas.

O rdpido decaimento de ¥ garante que @@ esteja em C*. Isto € provado mudando
f =V na proposicao anterior teremos a prova. a integral de uma funcao € igual a sua
transformada de Fourier analisada em w = 0. A propriedade da derivada (jt)P f(t) N

F®)(w) implica que para todo k < n

/oo thy(t)dt = (5)*v®(0) = 0. (5.9)

—00

Pode-se entao fazer a sequinte fatoragao

U(w) = (jw)"P(w), (5.10)

onde ®(w) € limitado. O rapido decaimento de ¢ é provado para n. Paran =1,

t o0

o) = [ wtwdu= [ vl (5.11)
que € devido a (5.3). Observa-se entiao que ao aumento de 1 na ordem de integra¢ao
acima de n o decaimento de ¢ se manterd. Consegiientemente, || < [7° ¢(t)dt <
+00, pois ¢ tem um rdpido decaimento. A transformada de Fourier de (5.4) garante a
Equagao (5.10), o que implica que |¥(0)| =0, para k < n. Se sequird de (5.9), 1 tem

n tem momentos nulos.
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Para testar se 1 tem mais que n momentos nulos, usa-se (5.10) para isto

|t =Gy o = (it o (5.12)

o0

Assim fica claro que 1 nao tem mais que n momentos nulos se e somente se

6 (0) = [, 1 (t)dt 0.

Deste modo, a transformada wavelet de f poderd ser escrita como

CWT(a,b) = f*(u) com (t) = %1& (_—t) (5.13)

5.2 Preliminares e uma Visao Geral

Wavelets estao fortemente conectadas com as distribuicoes de probabilidade. Recen-
temente, uma nova visao dentro das wavelets foi apresentada, a qual foi referida por
Max Born com fungao-onda [5] a medida em que a Teoria da Informagao avanga [6].
Muitas wavelets continuas sao derivadas de fung¢oes densidades de probabilidades (e.g.
Sombrero). Este método também estabelece ligagao das distribui¢ao de probabilida-
des com wavelets e derivadas Blur [7]. Iniciando este estudo, seja P(.) uma fungao
distribuicao de probabilidade, P € C*, o espaco de sinais complexos f : R — C
infinitamente diferenciaveis.

Se
lim dn—lp(t)

t=00 ~m1

~0 (5.14)

entao

(5.15)
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é uma wavelet gerada por P(.). Dada uma wavelet mae 1 que garanta a condi¢ao de
admissibilidade [8, 9] entdo a transformada wavelet continua é definida por

owray) = [ o) ——u =2

—00 \/m a

)dt, (5.16)

Va € R —{0}, b€ R.
Wauvelets continuas de um modo geral nao tem suporte compacto, incluindo as de
Morlet, Meyer, Mathieu, de Oliveira [10-12]. No caso em que uma wavelet seja gerada

por uma funcao de distribuicao de probabilidade, temos

1 t—b 1 O"P(h)

W(——) = (=1)" a 5.17
) = (D e (5.17)

Juntamente
onpP(L) 1 t—1>b
a’l — (—1\" p(n) .
i = (1) P2, (5.18)
entao

e "P(=h)
OWT(a) = —— / £(#) abn ) g (5.19)

Se a ordem da integracao e derivagao forem trocadas

L or [T t—b
CWT(a,b) = ——— t)-P dt. 5.20
(@0)= gy | S0P (5.20)
Definindo o sinal filtrado passabaixa como um sinal "Blur"”
~ A [T 1 t—2> oo
f(a,b) = f(t) - P(——)dt = f(t) - Pap(t)dt, (5.21)

LN T .

uma interpretacao interessante pode ser feita: escolha uma escala a e tome uma

versao meédia (suavizada) do sinal original - como a versdao Blur f(a,b). a derivada
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Blur

nrv

od (@:0) (5.22)

& a n®m derivada observando um deslocamento do sinal Blur de b com uma escala
a. A derivada Blur coincide com a transformada wavelet CWT'(a,b) na escala corres-
pondente. O detalhes (alta freqiiéncia) sao fornecidos pelas derivadas da versao Blur

do sinal original.
5.2.1 Revisando o Teorema Central do Limite

Existe essencialmente trés tipos de teorema central do limite: para distribuicoes
ilimitadas, para distribui¢Ges causais e para distribui¢des de suporte compacto [13].
A variavel aleatoria correspondente a soma de N independente e identicamente distri-
buida (i.i.d.) convergem para: uma distribui¢do Gaussiana, para uma distribuigao Chi-
quadrado ou uma distribui¢ao Beta (veja tabela 5.1). A Gaussiana tem tido sempre um
papel central na engenharia juntamente com sua associacao a wavelet de Morlet, a qual
é conhecida por possuir suporte infinito. A Gaussiana é até o momento a tunica wavelet
que alcanga o limite inferior desigualdade da incerteza de Gabor [14]. O conceito de
Gabor permite concluir que as wavelets Gaussianas sao mais eficientes ao tratar sinais
no dominio tempo-freqiiéncia. Entretanto, nos casos onde a restricao de limitacao do
sinal for imposta, é esperado que as wavelets beta sejam mais eficientes neste dominio
de tempo-freqiiéncia. O conceito de entropia da wavelet foi recentemente introduzido e
a wavelet de Morlet também revelou ser uma wavelet especial |6, 15]. Entre as wavelets
de suporte compacto, é esperado que as wavelets geradas apartir das distribuigoes beta
possam também desempenhar semelhante papel.

Seja p;(t) uma distribuigdo de probabilidade de uma variavel aleatoria ¢;, em que



71

Tabela 5.1: Versdes diferentes do Teorema Central do Limite: Distribui¢ées Ilimitadas, Distribuicdes

Causais e Distribuicées de Probabilidade de Suporte Compacto.

Distribuicdo Marginal Distribui¢ao Limite quando N — oo
—(t—=m)?
Suporte Ilimitado G(t|m,0?) = \/2;? e 202
o o g—t/8
Distribui¢do Causal 2(tlm,o?) = Bi%((ﬁ_l)

Suporte Compacto  beta(t|a, 3) = K -t*- (1 —-t)8, 0<t<1

i=1,2,3..N, ou seja, p;(t) = 0, (Vt) e

/ = 1. (5.23)

o0

Se p;i(t) <« Pi(w) , entao P;(0) = 1 e (Vw)|P;(w)| < 1. Suponham que todas as
variaveis sejam independentes. A densidade p(t) de uma variavel aleatoria corresponde

a soma

N
t=> t (5.24)
i=1
¢ dada pelo célculo da convolucao [16]
p(t) = p1(t) * pa(t) * p3(t) * ...pn(1). (5.25)

Se pi(t) < P(w) = [P(w)][e/®®), i = 1,2,3.N e p(t) = P(w) = |P(w)[e/%)

entao

P@I=T[IR@I W) = 6iw) (526)

m; = /+OOT - pi(T)dr, (5.27)
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o} = / OO(T —my)? - pi(7)dr. (5.28)

—00

O que segue pode ser provado a partir dos teoremas [13].

Teorema 5.2 Teorema Central do Limite para Distribuicoes de Suporte Ilimitado
Se as distribui¢oes {p;(t)} nao sao distribuicoes formadas de estruturas periddicas de

energia finita, mas de amplitude infinita (tais como um pente Dirac) e E(t3) < oo, e

lim o2
N—oo

:+OO

entao t = Zf\il t; garante, quando N — oo que,

P(w) ~e™ 2 7Ime (5.29)
]_ t—m 2
p(t) e (5.30)

De acordo com Gnedenko e Kolmogorov [13], se as distribui¢oes de probabilidades

marginais tiverem suporte compacto, entao o teorema do limite correspondente sera

[13]:

Teorema 5.3 Teorema Central do Limite para Distribuicoes de Suporte Compacto.

Seja {p;(t)} distribuicoes tais que Supp{(p;(t))} = (a;, b;)(Vi). E seja

N
a= Z&i < +00, (5.31)
=1

N
b= b < +oo. (5.32)
=1
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E assumido sem perda de generalidade que a = 0 e b = 1. A varidvel aleatria

definida por (5.24) € garantida quando N — oo,

k-to(1—t),  0<t<l1
p(t) ~ (5.33)
0, caso contrdrio
em que
m(m —m? — o?)
a= g : (5.34)
e
1-— 1
p= Izmlatl) (5.35)
m
O

Como a teoria de gerar wavelets a partir de distribuigoes de probabilidades é ja
bem conhecida, temos como objetivo estudar a relacao entre distribuicoes de suporte

compacto e wavelets.

5.3 WAVELETS Beta: Novas Wavelets de suporte compacto

A distribuicao beta é um distribuicao de probabilidade continua definida no inter-
valo 0 <t < 1[17]. E caracterizada por um par de parametros, chamados a e 3, de

acordo com a equacao:

(1=t 1<, 8 < +oo. (5.36)

L()T'(B)
Lla+p)

O fator de normalizagao é B(a, 3) = onde I'(+) é fungao fatorial genera-

lizada de Euler e B(-,-) é a fungao Beta [17].



74

Os seguintes parametros podem ser calculados:

Suporte(P) = [0, 1] (5.37)

média = 75 (5.38)

moda = aiEiQ (5.39)

variancia = o* = W (5.40)
Funcao Caracteristica = M (o, o + 3, jv), (5.41)

Onde M(-,-,-) é a fungao de Kummer também chamada de func¢ao hipergeométrica

[18, 19]. O N4 momento de P(-) pode ser encontrado usando

B(a+ N, ()
B(O[’/B)
_ B(a+(§,N)
~ B(a,N)

momento(N) = /01 tN - pi(t)dt =
(5.42)

A derivada da distribuicao beta pode ser facilmente calculada.

a—1 (-1
t 1—1

P'(t) = ( )P(t). (5.43)

Uma transformacao pode ser realizada para gerar uma nova distribuicao de proba-
bilidade com média zero e variancia unitaria [16], a qual implica em um suporte nao
normalizado 7' = 1 = T'(«, ).

Seja uma nova variavel aleatoria definida por 7" - (t — m). essa Variavel tem média

zero e variancia unitaria. sua densidade de probabilidade correspondente é dada por

(5.44)
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As wavelets-3 podem ser geradas a partir destas distribuicoes modificadas usando
o conceito de derivadas blur. A (em um modo) funcdo escala associada com as wavelets

é dada por

(t—a)*t - (b—t)P, (5.45)

1
¢beta<t|a76) = B(Oz,ﬁ)TQﬁﬁ*l

a <t <b. Desde que P(:|a, 3) seja unimodal, a wavelet gerada por

(tla, B)

(1], ) = (~1) (5.46)

tem apenas um ciclo (um ciclo negativo e um ciclo positivo).
Uma expressao para as wavelets beta de primeira ordem pode ser facilmente calculadas.

No suporte ¢(t|a, 5), a <t <b,

-1 a—1 pg-1
¢beta(t|aaﬁ> = B(a’ﬂ)Taer’fl ’ t—a B b—t ‘
(t . a)a—l . (b _ t)ﬁ—l (547)

Como um caso particular as wavelets betas simétricas sao dadas por
Vpeta(t|o, @) = K(a) -t - [t* — (2a + 1)]*72, (5.48)

em que

2(a—1) - I'(2a)
(2v2a + 1)t [D(e)*

A principal caracteristica das wavelets beta de parametros a e [ sao suporte e

K(a) = (1)

(5.49)

comprimento do suporte:

Suporte(v)) = [\/%\/a +06+1, \/gx/oz + 0+ 1}

= [a,0] (5.50)



76

Comprimento do Suporte(y)) = T(a, 3) = (a + )4/ %ﬁﬁ“. (5.51)

O parametro R = b/ |a| = (/« esta relacionado com um “balanco ciclico”, e é
definido como a razao entre os comprimentos de uma wavelet com uma parte causal e
uma nao causal. Pode ser facilmente mostrado que o instante de transicao e ocross da

primeira para a segunda metade do ciclo é dado por

_ (a=p) Ja+p+1
tzerocross - (Oé + ﬁ _ 2) Oé . (552)

Escalonando-se podemos encontrar wavelets para qualquer «, 3 > 1, o comporta-

mento da wavelet na extremidade do seu suporte pode ser descontinuo (e.g. veja Figura

5.2). No entanto é facil garantir a continuidade da wavelet de acordo com:

Proposicao 5.2 Wavelets Monociclicas Beta de pardametros o > 2 e 3 > 2 sao wave-
lets continuas, suaves de suporte compacto.

Demonstracio: E ficil verificar que, per(tlo, 3) =0 VYt < a eVt > b. Entio nosso
interesse se restringe aos pontos extremos do suporte, mas Vpea(ala, 8) = Upera(blar, 5) =

0 desde que a« > 2 e § > 2. [ |

Lembre que 1 < o, < +o0ea <0 <b.
O Espectro da wavelet beta pode ser encontrado em termos da funcao Hipergeométrica
de Kummer [18], a qual é solu¢ao da equagao
d*w

dw
ot (B — Z)E —aw = 0. (5.53)

Tomemos Yperq (t|ar, B) <= Vppra(w|a, 5) que denote o par de transformada de Fou-
rier da wavelet. Este espectro também é representado por Wgpra(w) por simplicidade.

Isto pode ser provado aplicando as propriedades da transformada de Fourier assim
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Uppra(lw) = —jw- M(a, a+ 3, —jwla+ 3) O";%“).
exp(jw —O‘(azﬂﬂ)). (5.54)

O espectro de algumas wavelets monociclicas é apresentado na Figura 5.1. O es-
pectro foi avaliado usando a relacao:

M(a, o+ B, jv) = A 5)) : /1 eI (1 — )P dt (5.55)
0

[(a)-T(B

Apenas wavelets simétricas (o = (3) tem zeros no espectro (5.1a). algumas wavelets
assimétricas (a # ) sdo mostradas na Figura 5.1b. De modo interessante observamos
que « e [ sao parametros que garantem ou nao a simetria, contudo para as wavelets

beta sempre é valido que
Uppra(wla, B)] = [¥eera(w|f, a)l. (5.56)

O espectro das wavelets betas simétricas sao comparaveis aos das wavelets de Haar de
mesmo suporte, dependendo isto apenas da precisao do cédlculo computacional deste
espectro. O primeiro valor nulo da wavelet de Haar com suporte T'(«, ) ocorre na
freqiiéncia wy = W ou vy = 4m, e também em 67, 87 etc. Para o = 3, o primeiro
valor nulo ocorrera na freqiiéncia v = 11.526918406..., a qual estd proxima a vy = 471
como esperado. Quando a aumenta, a metade do ciclo da wavelet tende a diminuir(ex.

5.2b e 5.2e), em conseqiiéncia disto ha um o aumento da freqiiéncia onde ocorre o

primeiro ponto de zero da transformada (5.1a).

5.4 Wavelets Beta de Ordem N

Devido as caracteristicas das distribui¢oes beta, sua primeira derivada tem apenas

um ciclo. Derivadas de ordens mais altas também podem gerar wavelets, desde que as
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06

04
|w(v,3,3)]
Tev,a.8]

[%(v,5,5)]
02

06 A T T T T

04f- % o
le(v,3,4)
Tev,3,9]

02f 5, e

Figura 5.1: Magnitude do espectro Vgt a(w) para algumas wavelets beta, |V ppra(v|a, 8)| x v para:
a)Wavelets beta simétricas a = 3 = 3 (sdlida), o = § = 4(pontilhada) and o = § =5 (tracejada); b)
Wavelets beta assimétricas o = 3, =4 (solida) e « = 3, B =5 (pontilhada). Em ambos os grificos

o eizo das freqiéncias é normalisado v = wT (o, ).

extremidades do suporte sejam agora um intervalo aberto. As wavelets beta de ordem

N sao definidas por

NdNP<t|Oé7 ﬁ)

B (5.57)

wbeta(ﬂaa /6) = (_1)

As wavelets geradas desta forma sao denominadas como de ordem N. Elas existem
para ordens N < Min(a,3) — 1. Depois de alguma manipulacao algébrica, uma

expressao fechada pode ser encontrada:



Scale function ¢(t|a, f)

Wavelet function (/| , )
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Figura 5.2: Func¢do escala e wavelet para diversos pardmetros:a) « = 2,6 =3 b) a = =3 ¢)

a=3,=4d)a=4,=3¢)a=0=5f)a=3,0=T7g)a=50=1T.

\Ijbeta<t|a/7 ﬁ) =

(1Y =

B(Oé, 6) - [ots=l

n=0

—a

ngn(2n —N)-

)a—l—(N—n)

(5.58)
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A escolha da ordem N desempenha algum papel no que se refere a regularidade das
wavelets beta, e pode estd relacionado com a regularidade de Holder e Sobolev. Este
topico nado sera tratado neste momento [24].

Um par de wavelets beta de ordem mais altas sao mostradas na Figura 5.3. Com
o objetivo de analisar algumas aplicagoes potenciais destas wawvelets, com auxilio do

computador obtivemos.

wNbeta(t, N,a,B) 0

o~ 1.084,

14.061,

wNbeta(t, N,a.,B) 0

10

— 11.469.—5 | |
0 5

a(a,B) t b(e,B)
Figura 5.3: Wavelets beta de ordens mais altas para diversos pardmetros: o) N =3, a =5, =7;
b) N=5 a=283=11.

Como é de esperar as wavelets de suporte compacto tem uma boa estimativa para si-
nais de curta duracao, sendo assim as wavelets beta também possui esta caracteristica,
nao importando quao curta seja a duracao do sinal, pois ha uma escala apropriada para
que o suporte da wavelet seja aquele intervalo de tempo. Assim as caracteristicas locais
podem ser modeladas mais eficientemente do que se analisasse numa regiao distanciada
da ocorréncia dos dados. O principal empecilho das wavelets Haar é sua descontinui-

dade, englobando assim uma faixa larga no espectro. Em contraste, as wavelets beta
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#inel2 (1001)

Hew Copftieite i ne

Befresh Matins Lines

Selected Axes

bT M

Figura 5.4: Wavelets Beta visualisadas no Matla usando o comando wavemenu. O sinal ana-

lisado € um sinal FSK. Esta decomposicao wavelet pode ser usado para implementar um eficiente

discriminador de freqiiéncias.

podem fornecer um melhor balanco entre a resolucao tempo freqiiéncia devido a sua
forma suave. Para um determinado comprimento de suporte (resolugao de tempo), uma
wavelet beta fornece um espectro estreito (resolu¢do em freqiiéncia) que corresponde
a wavelet Haar de mesmo suporte. Atualmente um dos programas mais poderosos
na analise de wavelets é Matlab™ [20], especialmente no que diz respeito a interface

bT™M existe um toolbox especialmente para wavelet, 14 as

gréafica disponivel. No Matla
wavelets estao divididas em cinco tipos (com o comando wave info é possivel ver estes
tipos): (i) wavelets simples, (ii)wavelets infinitas e regulares, (iii) wavelets ortogonais de
suporte compacto, (iv)pares de wavelet biortogonais e suporte compacto, (v)wavelets
complexas. a Figura 5.4 ilustra a implementacdo da wavelet beta no Matlab™.
Os arquivos-m que permitem os calculos da transformada wawvelet estao atualmente

disponiveis como (freeware) na URL: http://www2.ee.ufpe.br/codec/ WEBLET .html

(new wavelets).



ESTUDO DA RESOLUCAO DAS
. WAVELETS BETA DE 1¢
ORDEM

6.1 Analise de Resolucao

Nos estudos sobre energia e resolucao, baseados no trabalho de Gabor, constatou-se
que os sinais que preenchem melhor o diagrama de informacgao sao as oscilagoes com
envelope gaussiano.

Por ser um caso limite do Teorema Central do Limite para sinais com suporte
finito, ou seja, a convolugao de sinais de suporte finito convergem no limite para uma

distribuicao beta, como ja demonstrado antes, temos

f(t) = g(t)ap) (6.1)

Onde ¢(t) é uma fungao de qualquer suporte infinito.

1
B(a, 8)

Do mesmo modo que a convolucao de fun¢oes que possuam suporte finito tendem

T (fi(t) %% fu(t) — o1 — )t (6.2)

no limite a distribui¢oes Gaussianas.

E o Teorema Central do Limite que justifica o melhor preenchimento do diagrama de



beta e comparar com as wavelets de Haar.
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energia pelas distribuicoes Gaussianas que atingem o piso de AtAf = %, conjeturamos
que este teorema dentre as funcoes de suporte compacto a que vai melhor preencher
o diagrama de energia é a distribuicao beta. Isto nos motivou fazer um estudo do

diagrama de energia por estas distribuicoes, para em seguida extendé-lo para as wavelets

Este estudo inicia-se do mesmo modo que o outro, através do calculo dos segundos

momentos t2 e f2 da distribuicio beta.

~ Jyrtedt [t B(2)%dt
 [yrpdt [ B(t)2dt

~ |

_Jvrvdr 1B
Jwwdf [ B(f)f

|

A K k) A N Gl R O

Syt [ B(t)2dt
G LYy = Srvdr (- D BUYd
J v wdf I B(f)2df
Em que 3(t) e B(f) valem
— 1 a—1 _ \B-1
plt) = B U t)

e 2Dt M ([a, —b + 1], [1 + al, t)
(8 (a,b)) (a +b) @CL

M(-,-,) é a forma hipergeométrica de Kummer

Assim a resolucao da wavelet beta sera calculada por
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assim

e fa DR BRd [~ PR B
AAS = VAT i T B

A tabela que segue apds das Figuras 6.1 e 6.2 tem os valores da resolugao para

(6.7)

algumas wavelets beta e da wavelet de Haar, que foi escolhida para comparacao por ser
de suporte compacto assim como a wavelet beta, mas também devido seu espectro na
freqiiéncia. Observe o espectro de uma wavelet de Haar e de uma wavelet beta Figuras

6.1 e 6.2 respectivamente:

WﬁAOAUAAAA e

Figura 6.2: FEspectro da Wavelet

Figura 6.1: FEspectro da Wavelet
mae Beta a =5 (=25

mae de Haar

A Figura 6.2 é a mesma Figura 1.5 repetida aqui para facilitar a comparacao do

leitor.



Tabela 6.1: Resolugio das Wavelets Haar e Beta

Haar
Resolucao Tempo Freqiiéncia JAYRWAY!
Wavelet de Haar & 00 oo (diverge)
Wavelets Beta Simétricas
Wavelet beta o =5, 3 =5~ Toerl2esl — & 20, 2, 4488
Wavelet beta o =6, 3 =6 et Lo — 6 4 1,0790
Wavelet beta a =7, =7 Fﬁgﬁéﬂg}%ffﬁ;ﬁ)b) =& o, 1,2619
Wavelet beta a =11, § =11 LEErUTCIRat20) 11 1054 2,0122
Wavelet beta o =17, =17 Tt JULH24120) _ 41 285 3,1499
Wavelets Beta Assimétrica
Wavelet beta a =3, =4 ~ LEatDI(=242a+2h) _ 56 54 10, 385

T(2b+2a)l(—1424a) 26
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ESTUDO DA PROPRIEDADE
. DA ORTOGONALIDADE EM
Wavelets BETA

Neste capitulo, a ortogonalidade da funcao escala e da wavelet beta serao investiga-
das. Esta andlise é importante para determinar o sinal que serd a funcao escala, bem
como identificar se as wavelets betas sao ortogonais, nao provocando perdas ou ruidos

na decomposicao bem como na reconstrucao do sinal.

7.1 Funcao Escala

Uma funcao escala para um sinal wavelet deve atender dois pré-requisitos:

. ffooo o(t)dt = 1, observe que qualquer distribui¢cao de probabilidade atende este

pré-requisito;

o < O(t),(t) >= 0, ver-se-a4 que qualquer distribui¢ao também atende este pré-

requisito, para derivada de primeira ordem.

Assim considere uma distribui¢do qualquer ¢(t) e sua derivada

(7.1)

assim
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Como

d
22— 6060 + ot (72)
Como ¢ = ¢9 podemos fazer:
W% _ 5061+ 616" = 2661, (73)
ou seja
m, _ Ld(¢1¢1)
(g, = 21010 (7.4
Assim

/ o (t) /_ h ;d(qillfl)dt. (7.5)

Usando a propriedade da linearidade da integral e da derivada obtém-se:

d [>1 d [>
i) FO1dt = —

qﬁdt. (7.6)
Isto 4 devido o fato que ¢? continua sendo uma distribuicao do mesmo tipo que a
gerou (ex.: uma distribui¢ao beta ao quadrado continua uma distribui¢ao beta), assim

o valor da integral serd unitéario e a derivada de uma constante ¢ sempre nula.

Resultando em



88

d [®1,
<> = %_miﬁﬁ

1d [~
_ m/_mqbdt_o. (77)

Assim esta demonstrado que um sinal wavelet gerado pela derivada Blur de pri-
meira ordem é ortogonal a distribuicao de probabilidade que a gerou, sendo assim esta
distribuicao sera a escala para a wavelet.

Conclui-se dai que a distribuicao beta é a funcao escala para a wavelet beta de

primeira ordem.

7.2 Ortogonalidade das Wawvelets Beta de 1 Ordem

Considere as duas distribuigoes beta [16] que seguem, adotando a notagao ¢(t) =

[(t) para as distribuiges beta:

Bi(t) = kit (1 =)t

Ba(t) = kat® ™M (1 — 1)1, (7.8)

por simplicidade serd usado «; ;== «a; — 1 e ; := 3; — 1, onde i € IN*.

Bi(t) = kit (1 —t)™
Ba(t) = kot (1 — )™, (7.9)

Como a wavelet beta de primeira ordem nada mais é que a derivada Blur da distri-

buigao beta, disto tem-se:
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Vg, (t) = % (k‘ltal_l(l _ t)ﬁl_l)
Vg, (t) = % (thocz—l(l — t)ﬁz—l) ' (710)

Dai se escreve

< wﬂl(t)aw&(t) > = /_OO i (kltal(l —Zf)’gl) ‘ d

- az(1 _ 4)P2
@ yy (kot®2(1 — ) dt

= / " bt L= ) = Bt (L — 1)

{aalkat®> (1 — 1)%] = Bylkot®>(1 — t)> 7"} dt.  (7.11)

Efetuando-se as multiplicacoes obtém-se

klkg/ {Oéloéz[ta1+a272(l _ t)ﬂﬂrﬁb] _ alﬁﬂtaﬂrazfl(l . t>51+52,1] _

s [talJrClQ*l(l _ t)ﬁﬂrﬁz*l] + 515 [ta1+052(1 _ t)ﬂl+ﬁ2*2]}dt. (7‘12)

Observa-se que temos em cada termo aditivo novas distribui¢oes beta com « e (3

atualizados. Assim:

Qg = 051+a2_27 ﬁazﬁl+ﬁ27
a, = oaqgtay—1, By=0+p—1,

a. = o tay Bya=0+0F—2

Substituindo « e 3 nas poténcias chega-se a
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ks / st (1 — 1%] — ayBolt (1 — )] —

B[t (1 — )] + By Ba[t* (1 — t)7] }dt. (7.13)

Continuando tem-se:

k1k2{a1a2 [ =02 - s [ - o

o0

—an /OO [t (1 — t)?]dt + 5152/

[e.9] —00

[t (1 — t)ﬁc]dt} (7.14)

em que cada uma das integrais assumira valor unitario pois cada uma delas nada mais

é que a integral de uma distribui¢ao beta. Assim tem-se:

kiko {aias — a1 fr — anfi + G152}

= kika(aq — B1) (a2 — B2). (7.15)
Dai decorre que
e Se a = [ =<1,y >= 0, assim as wavelets sao ortogonais;

o Se a # [ =< 1,0y >= kika(ag — [1)(ag — [B2) # 0, assim as wavelets nao sao

ortogonais.



DISCRETIZACAO DA Wawvelet

. BETA

Em meados de outubro de 2006, foi encontrado um estudo paralelo sobre wavelet
beta, porém este estudo situa-se essencialmente no contexto de compressao de imagem,
e foi realizado por Chori Ben Amar [23], em 2005. Embora a investigagao realizada
nesse artigo difere do nosso estudo (uma vez que foi baseada nas definigdes de fungao
beta encontrada nos estudos de redes neurais), causou certa surpresa — ja estes estudos
foram realizados de forma paralela. Em alguns pontos em comum, observaram-se os
mesmos resultados, embora deduzidos por caminhos completamente diferentes.

Uma sugestao interessante para discretizar a wavelet beta é sugerida no referido ar-
tigo, uma vez que a formulacao inicial desta dissertagao nao abrangeu a discretizagao.
Por ser esta abordagem de grande importancia para implementacao digital desta wa-

velet, expoe-se a seguir a andalise teodrica realizada por Amar em seu artigo.

8.1 Discretizacao da Wavelet Beta por um Sistema Multirre-

solucao Ortogonal

Um sistema ortogonal MRA pode ser gerado pelo escalonamento e deslocamento de

uma fung¢ao, como ja foi visto no Capitulo 2 de analise de multirresolucao.
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A funcao de interpolagao ¢(k) = 0y, para k € Z [23].

O Delta de Kronecker, vale ¢(k) = 1 se k = 0, e vale ¢(k) = 0 se k # 0. Esta
fungao de interpolagao é bastante utilizada na literatura de wavelets [23|.

A maior vantagem da funcao de interpolagao é calcular os coeficientes do filtro
wavelet sem necessidade de uma expressao analitica para a funcdo escala [23] - neste
estudo isso foi necessario pois os autores nao encontraram a funcao escala para a wavelet
beta.

Assim, para uma wavelet de suporte compacto [— ,%], tem-se:

Y(t) = 2> go(2t—k)

= 2[g- NP2t + N)+ g N10(2t+ N —1)+ ...+ gnv_16(2t — N + 1) + gno(2t — N)]
como ¢(0) =1 e ¢(k) =0 para k # 0 tem-se:

s =23 g (23 -#)

k=—N

Expandindo, chega-se a

@Z’(g) =2[g-NO(N +N)+ g-ni1o(N+N—=1)+...+ gn-10(N = N +1) + gyd(N — N)J,

assim, ao manipular a expressao acima e substituir os valores em cada ponto, obtém-se

0 N
2
Desse modo, se procede até encontrar todos os coeficientes:
o(5)
g = —5 (8.2)
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o filtro ¢ sera calculado apenas com os coeficientes g; nao nulos.

Usando o espelhamento, podemos achar os coeficientes do filtro h, assim g, =
(—1)"hi_,, podemos encontrar assim os coeficientes do filtro para a fungao escala.

E preciso verificar se > h =1, g=0ese ||h]| = \/Li

Esta liberdade tem o custo de se perder em ortogonalidade para a funcao escala
[23].

Assim, o algoritmo sugerido por Amar para calcular esses filtros é:

e Inicialize aleatoriamente «, 3, e t;(t; < to);

e Amostre a wavelet com um passo igual a 0,5 no intervalo {1, 2, ..., };
e Divida estas amostras por 2 para encontrar os coeficientes do filtro g;

e Usando g, = (—1)"h;_, encontra-se os coeficientes do filtro da fun¢ao escala;

e Normalize o filtro h para ter >  h =1 por %
e Recalcule g, = (—=1)"hy_p;
e Verifique se >.h = 1,5 g = 0 e se ||h]|) = ==, como também se os filtros sdo

2

realmente ortogonais;

e Se a restricao do passo anterior nao for verificada, ajuste «, 3,1ty e t; e volte para

o segundo passo.

Nas observacao finais encontra-se o seguinte:

e Os valores do inicio e do fim do suporte no tempo ¢y e ¢; influenciam no tamanho

do filtro, bem como o passo da amostragem:;

e Se a =  os filtros sao biortogonais e simétricos;
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e Se a # 3 os filtros sao ortogonais e simétricos - no caso continuo, com a fungao
escala sendo a propria distribuicao beta, isto aqui nao foi satisfeito, sendo esta
mais uma vantagem de encontrar as versoes discretas sem a funcgao escala, pois

pode-se também usar as wavelets assimétricas.



CONCLUSAO

Este trabalho se propos a analisar as wavelets construidas a partir de distribuigoes
beta, analisar suas propriedades e os conceitos que fazem parte de sua construcao,
como o uso da derivada Blur. Estas wavelets sao monociclicas e sua relevancia decorre
do teorema central do limite aplicado para wavelets de suporte compacto.

Os capitulos 5,6,7 apresentam as principais contribuicoes originais realizadas nesta
dissertacao.

As wavelets de suporte compacto estao entre as wavelets mais uteis e usadas. Aqui
foi introduzida uma nova classe de wavelet deste tipo. Estas wavelets podem ser conce-
bidas como se fossem uma wavelet de Haar suavizada, pois ambas sao monociclicas.
As wavelets beta apresentam a vantagem de serem suaves, tendo também uma flexi-
bilidade extra, pois os ciclos podem ser ajustados. Um trabalho futuro consiste na
investigacao de como as wavelets beta podem ser aproximadas usando filtros FIR ou
ITR. Em comparagao com outras wavelets de suporte compacto (ex. dBN; coiflets etc.)
as wavelets beta tratadas neste trabalho tém as seguintes vantagens: i) sdo regulares
e suaves. ii) tem apenas um ciclo. iii) tém uma equacao analitica que as descreve

(forma fechada). iv) sua importancia esta relacionada ao teorema central do limite. A
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desvantagem é que as wavelets assimétricas nao sao ortogonais.

Muitos sinais tém natureza ciclica, ou seja, eles sao compostos por ciclos ininterrup-
tos, como ocorrem com os sinais de poténcia, alguns sinais biomédicos ou sinais prove-
nientes da modulacao FSK. Desde que muitas wavelets geradas tém natureza ciclica,
as propriedades locais dos sinais podem ser melhor investigadas, por meio da anélise
das mudancas de um ciclo ao outro. E de grande importancia investigar as pequenas
diferencas de um ciclo ao outro. Este comportamento pode ser usado para analisar
sinais de modulacao ou distirbios em sistemas de poténcia. Em especial, wavelets beta
aplicadas em sistemas digitais com modulacao FSK estao sendo investigadas.

Essa familia de wavelets foi utilizada visando investigar algumas aplicacoes onde
estas wavelets possam vir a ser mais apropriadas dentro da analise de sinais. Especifica-
mente, esse tipo de wavelet pode ser usada na andlise de sinais em rede elétrica devido a
natureza das componentes deste sinal serem ciclicas, semelhando-se em comportamento
as wavelet propostas.

Também se pretende usar este tipo de wavelets para analise de sinais obtidos a partir
de encefalogramas de cobaias de laboratorio (ratos) para estudar o comportamento do
mecanismo cerebral em caso de traumas relacionados a existéncia de dores intensas.
Esta abordagem é promissora ja que estes tipos de sinais sao de curta duracao e esta
wavelet tem uma largura espectral estreita atendendo a necessidade de analisar estes

tipos de sinais.



Lema A.1 Raiz quadrada de uma distribuicao beta normalizada

P(t) = ¢(tla, B) = Bla, 9) 71— 1) (A1)

€ proporcional a outra distribuicao beta.

Demonstragdo: Uma manipulagao algébrica conduz a ¢?(t|a, 8) = Ao+ d(t|2a0— 1,26 —
1), onde

B(2a —1,28—1)
B*(a,B)

)\0 = )\0(04, ﬁ) = (A2)
u

Tomemos D’ = {Gpera (|, 5) }a.per 0 conjunto de todos sinais possiveis do gera-

dos a partir de distribuigdes de probabilidade beta (possivelmente nao normalizadas).

Lema A.2 O quadrado de qualquer distribuicao de probabilidade beta € proporcional a

outra distribuicao beta de mesma forma e mesmo suporte.

Demonstragdo: O suporte de @pea(t|cr, 5) permanece o mesmo e, ¢, (t|la,3) =
Aop(t)2a — 1,28 — 1), t € [a,b], onde

T(2a — 1,20 — 1)2(e+6-1)

Ao = Ao(a, B) = T (o, 8) - T(2ae — 1,26 — 1)
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Corolario A.1 D" ¢ uma classe de sinais que obedecem ao fechamento das sequintes
operagoes: rising to a power (pair exponent) e convolugoes sequidas (para um nimero
par de vezes), ex. @rewa(tle,f) € D = @i, (tla, B) € D and Ppera(t|er, B)

¢beta<t’a7 6) € Dbeta-

Uma propriedade similar é partilhada com outras densidades relacionadas com o

teorema central do limite.
Lema A.3 5= [ [M(o,a+ 3, jv)*dv = Xo(ev, B).

Demonstracao: Identidade de Parseval

1 00 ‘ 1
3| Mt s = [ dhtia s (A1)
e a prova segue aplicando o lema 1. [ |

Lema A.4 O sequndo momento de uma funcao hipergeométrica de Kummer ao qua-

drado M (o, o+ 3, jv) € dado por

% _°° VM (o + B, jv)Pdv = x(a, ), (A.5)
onde
o) = () [l - 17203203

—2(a—1)(a+ 8 —-2)B(2a — 3,25 — 3)

H(a+ B —2)?B(2a — 3,20 — 3)] . (A.6)

Demonstracao: Segue da identidade de Parseval que

1 [ . ~[Trdo(tla, 5)72
o _OO|VM(a,a+ﬂ,]V)|2dl//0 [T] dt. (A.7)
Agora
do(t|a, 3) 1 a—-1 pg-17 . _
7 _B(%ﬁ).[ — - 1_t]-t RN (A.8)
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e assim com o calculo da integral

/0 U& = ;(gg—t)ﬁ B R (A.9)

completa a prova. [ |
A energia da fungao escala beta ¢perq(t|a, 3) € a fungao wavelet Vpesq(t|ar, 3) podem

ser calculadas de acordo com a seguinte proposicao.

Proposicao A.1 As energias da funcgao escala beta e da wavelet sao, respectivamente,

* Ao, B)
Ey,... = vt dt = ———= Al
¢beta /_Oo ¢beta( |O[, ﬁ) T(Oé’ /8) ( 0)
and
_ OO 2 _ X(a7ﬁ)
B = /_oo Vhera(tar, B)dt = T30, B) (A.11)
Demonstracao: Uma simples mudanca de variaveis leva a
E¢beta / ¢beta t’a dt t|a /6 (A12)

e a prova da primeira parte segue aplicando o lema 1. Seja § o operador Transformada

de Fourier. A indentidade de Parseval pode ser usada na avaliagao de Ey, , :

’ L[] (4Pt )y 2
2 _ )
[ hattlapyie = 5 [ [5( ) o (A13)
entao
1 [~ 2
B = 5= | |w- Mla,a+ 8, —jw-T(a, )| do. (A14)
™ —00
Com uma mudanga de variavel adequada v = w - T(«, (3),
B, - /OOVZM(aa—i-ﬂ )| (A.15)
Voeta 27TT3(OZ7B> - ) ) .

e a prova segue do lema 4. |
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Proposicao A.2 Seja o > 1 and § > 1. a constante de admissibilidade cy de uma

wavelet beta

271—)\0(0‘7 ﬁ)
= =7 A.16
Cw(O[, ﬁ) T(Oé, 6) < +00 ( )
Demonstracao: Desde que
o] ] 2
e = / %dw’ (A.17)
oo w
entao
o0 2
vl 0) = [ foM(asat s —ju- T(0,0)| o (A18)
e a prova é completada usando o lema 3. |

Outras propriedades interessantes das wawvelets beta podem ser encontradas na re-

feréncia [21].



B.1 Momentos

Teorema B.1 FEste teorema relaciona as derivadas de F(w) na origem sua transfor-

mada inversa f(t). O n-ésimo momento m, de f(t) é definido por

mn:/OO t"f(t)ydt n=0,1,2,... (B.1)

e}

e o teorema garante que

d"F(0
(—j)"m, = dwgl ) n=20,1,2,... (B.2)

Quando n = 0 seque de

darf
dtn

— (Jw)"F(w),

com w = 0 obtém-se entao

o = /_ " F()dt = F(0) = A®0) (B.3)
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Para realizar a prova do caso geral expande-se €“t termo a termo; pois da Equacgdo

(B.1) a equagao

Fo) = [0S S = Y rm (B4

n!
o0 n=0 n=0
Ezpandindo F(w) em série infinita,
L d"F(0) w"
F = — B.
(w) dw™ n! (B-5)

n=0

E associando os coeficientes das mesmas poténcias de w nas Equagies (B.4) e (B.5)

cometario B.1 Tudo que estd descrito acima so € vdlido se e somente se 0s momentos

d"F(0)
dw™

de f(t) sao finitos; a existéncia de nao garante que 0s momentos Mm, Sejam

finitos.

B.2 Momentos da funcao Gaussiana

> N 1-3...2n—-1) |/ =«
2n at? .
/_Oo e dt = o peTES] (B.6)

B.3 Séries de Poténcias de A(w) e ¢(w)

Tém-se um interesse especial em relacionar os momentos de uma fungao real f(t)
com o declive ¢(w) e com a curvatura A(w) na origem. Por simplicidade de notagao,

assume-se que a area que f(t) engloba é igual a 1.

/ f)dt = A(0) =1 (B.7)
Se expandirmos a fungao par A(w) e a fun¢ao impar ¢(w) em séries de poténcia

vamos obter, a partir da Equac¢ao (B.7)
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Alw) =1+ ng +... (B.8)
by 4
Alw) = bw + 3 +... (B.9)
Assim
) b2
@) =1 4 jbyw — 2—1'w2 + poténcias de ordem mais alta de w
Entao

b2
Flw) = (14—%@02—}—...)-(1—|—jb1w—2—1‘w2—|—...>

2

Da Equacao (B.4) e da igualdade acima pode ser concluido que

bl = —my a9 = m% — Ma. (BlO)

As quantidades 1 e 62 podem ser introduzidas de acordo com

n = /_OO L dE o? = /_oo (t = n)2f(t)dt (B.11)

[e.o] oo

2

n = my é o centro de gravidade (ou média) de f(t), e 0° é o centro de inércia (ou

dispersao). Assim

o? = /oo 2 f(t)dt — 2n /OO tf(t)dt +n* /OO ft)dt = my —m?.

—00 o0

Entao, veja Equacao (B.10)
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2
ne by =20 L A0
dw?

dw

(B.12)

assim a inclinagdo negativa de ¢(w) na origem é igual a média de f(t) e a curvatura

de A(w) é igual a sua dispersao.

B.4 Convolugao de dois pulsos

Este é um resultado obtido do produto de distribuicoes, onde o produto de uma

distribui¢ao ¢(t) por uma func¢ao ordinéaria ¢ uma distribuigao g(¢)f(t) que pode ser

definida por

/ e F(O)6(0)dt = / OGO (B.14)

[e.e] —00

garantido pela lei da associatividade; isto é possivel se f(t)¢(t) é uma fungao de
teste. O produto entre duas distribuicoes é geralmente indefinida; entretanto sua con-

volucao é dada por

/_oo U_OO 91(7)g2(t — T)dT} o(t)dt = /Oo g1(7) [/m g2t — T)o(t)dt|dr,  (B.15)

oo oo —00 —00

onde ¢(t) é uma fungao qualquer.

B.5 Espectro Periédico em Freqiiéncia

Se uma seqiiéncia no tempo é de um trem de pulsos equidistantes, entao
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ft) =Y Aub(t—nr).

(B.16)
Deste modo sua transformada de Fourier é dada por
Flw)= Y Ay (B.17)
é claro que o periodo é de Q2 = 27“
2
Flw+ =) = Fw)

e da Equagao (B.17) temos a sua expansao em série de Fourier, com o sinal do expoente

trocado. Assim

2
A, = —/2 F(w)et* duw (B.18)
g

Os dois exemplos que seguem sao de particular interesse na teoria das probabilidades

Exemplo B.1 Distribui¢do de Poisson. A funcao f(t) € definida em

(B.19)

onde n € uma constante arbitraria nula para t < 0, e sua transformada de Fourier é

dada por

> An . —Jjw
F(w) _ 67)\2_'efjum _ 6)\(6 Je—1)
n:
n=0

Com amplitude e fase

(B.20)

Alw) = Moo g() = —Xsen(w) (B.21)



106

f(t) € mostrado na Figura B.1 para X\ = 2. O fator e € introduzido na equacio B.19

que torna a drea total F(0) de f(t) igual a 1

4 _A(o)
0]

% — L d(w)
R R T AVAVAVAVARS
0 1 3 56 t
Figura B.1 Figura B.2

Exemplo B.2 Distribui¢ao Binomial [17]. O termo binomial se torna claro se f(t)

for representada por sua transformada F(w)
Flw)=@+ae™)" prqg=1 (B.22)

Ezpandindo e usando o par
§(t — tg) > e Wt

Assim
Zpkq”_k5(t — k). (B.23)
k=0

Novamente pela condi¢ao p+ q =1 € possivel fazer F(0) = 1.



C.1 A Desigualdade de Schwartz e Sinais Elementares

A Desigualdade:

(/w : WdT)2 < 4(/ 1/1721/1*dr> (/% : df;m) (C.1)

é valida para qualquer funcao real ou complexa e diferenciavel e que se extingue no
limite de integragao. O que segue é uma modificacao da prova dada por Weyl [40].
Se ay, by sao dois conjuntos de n numeros reais ou complexos. Um dos teoremas

estudados por H.A. Schwartz assegura que:

la1by + ... 4+ apby| < (@ra] + ...+ ana))(bib] + ... +by0}) (C.2)

Se a e b sao nimeros reais, isto pode ser interpretado como o fato de que o cosseno do
angulo de dois vetores com componentes ay, ..., a, € by, ..., b, em um espago euclidiano
de dimensao n é menor que a unidade. Isto pode ser facilmente entendido como um
espaco euclidiano de qualquer dimensao e um plano de duas dimensoes pode passar

por quaisquer dois vetores que passam pela origem: assim o angulo entre eles tem a
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mesma interpretacao que a geometria no plano. A equagao C.2 é uma generalizagao
disto para o espac¢o “Hermitiano”, no qual as componentes ou coordenadas dos vetores
sao elas proprias nimeros complexos.

Pela passagem para o limite a soma em (C.2) pode ser substituida pela integral,

entao:

20151 — /f(7'>9(7')d7'

E o mesmo pode ser feito com as demais somas. A variavel 7 agora faz parte do

indice da integral. A desigualdade de Schwartz agora se torna

‘/fng)Q < (/ ffdr) (/gg*dT) (C.3)

Isto ainda continua valido ao substituir f e g por seus conjugados, assim:

)/f*g*dfr < (/ ff*dT) (/gg*dT> (C.4)

Somando (C.3) e (C.4) obtem-se:

* * 2 * ok 2
2(/ffdr></ggdr> > |/fgdr\ +}/fgd¢‘
1
> [/ fodr + /f*g*df]?5 (C.5)
A segunda parte desta desigualdade assegura que a soma dos médulos ao quadrado
de dois niimeros complexos conjugados, nunca é menor que a metade do quadrado das

so1mas.

Sejam:
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Substituindo em (C.5) temos:

4</ff*d7> </gg*d7> > [/wdgdw/qf*%mr (C.7)

O lado direito deve ser transformado em integral parcial em:

v AU\ [ dW) .
/(xpdeTJr/xpE)TdT_/T — dT——/‘If\Ide (C.8)

em que se assumiu que ¢ se extingue no limite de integragdao. Substituindo esta

expressao em (C.7) vamos obter a desigualdade (C.1).

Mais uma vez se assume que ¥ se anula no limite de integracao. Substituindo esta
expressao em (C.7), pode-se obter a desigualdade.

Para encontrar os sinais elementares é preciso investigar as condicoes sob as quais
a desigualdade se torna uma igualdade. a partir da investigacao geométrica da desi-
gualdade de Schwartz C.2, podemos concluir que a igualdade ocorrera se e somente se

os dois vetores a e b, tem a mesma dire¢ao, ou seja:

b1 == C’a1

No espaco Hermitiano, a direcao nao se altera com a multiplicacao por um nimero
complexo, assim C' nao precisa ser real.

Esta condi¢do também pode ser usada na Equacao (C.1), mas com uma diferenca,
a relacao (C.1) serd uma equagao apenas se ambas as condigoes (C.3) e (C.4) forem

igualdades, ou seja, se as duas relagoes que se seguem forem verdadeiras:

f=Cg e [fr=Cyg (C.9)

Onde C' e (' sao constantes reais ou complexas. Mas estas duas equagoes sao
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equivalentes se e somente se:

C'=C" (C.10)

na qual as duas equagoes em (C.9) se tornam idénticas. Ao substituimos f e g em

(C.6), tem-se as duas equagoes equivalentes:

dv* av .
= Cr¥ e p cr (C.11)

A partir destas podemos eliminar ¥ ou seu conjugado ¥* e conduzir isto a uma

equacao diferencial de segunda ordem:

d (1dV
—(———)=CC"1V¥ 12
dr <7’ dT) T (C.12)
Multiplicando ambos os lados por um fator integrante (%%), isto se torna integra-
vel e da:
1d¥
(——) = CC*V? + constante (C.13)
Tdr

Mas a constante pode ser escolhida como sendo nula, e no infinito ¥ e % precisa

se extinguir. Obtendo-se a equacao de primeira ordem:

dv

— = £(CC)irY (C.14)

A solucgao é unica, exceto por um fator constante multiplicando:

U = ¢*2lC (C.15)

Entre as solucoes possiveis serao mantidas apenas aquelas que possuem sinal ne-

gativo, por outro lado o sinal pode nao se anular no infinito. Substituindo %|C’| = a?
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obteremos o envelope do sinal elementar. O sinal de ¥ é resultado da multiplicacao
por cis2w f(t —t), que ja foi discutido na secao 4.3.

Sera conveniente destacar brevemente a anélise baseada em sinais elementares e o
método de ondas da mecanica quantica. A partir de agora respondemos a pergunta:
“Qual a funcao ¥ torna AtA f minimo, sob a condi¢ao de que V¥ se extingue no infinito?”
Este é um problema do calculo das variacoes, que conduz, a uma equacao mais geral
que a C.12; conhecida como “Equagao de onda de um oscilador harmonico” [30]:

d*v 9

?‘F(/\—CYT)\I/:O,

em que A e « sdo constantes reais. E desta equacdo que a Equacdo (C.12) é um caso
especial, e suas solugoes se extendem a zero no infinito se e somente se: A = 2(2n + 1).
Aqui n é um numero inteiro positivo. Esta “caracteristica” das equacoes de onda

diferem apenas por uma constante:

—Q T

_%szz d” 2 2
—e
dmm

v, =ce
que sao os conhecidos polindbmios de Hermite e formam a base da anéalise das ondas
mecanicas para os problemas do oscilador linear. Eles partilham com a distribuicao
de probabilidade gaussiana - que pode ser considerada uma funcao de Hermite de
ordem zero - a propriedade das suas transformadas de Fourier serem de mesmo tipo.

O produto A fAt para os polinémios de Hermite de ordem n é:

N7 %(2714—1)

Isto significa dizer que as fun¢oes de Hermite ocupam areas no diagrama de infor-

N Ot

macao com areas de dimensao %, %, ,... Por causa da ortogonalidade, as funcoes de

Hermite permitem serem usadas para expandir os sinais, dai vem sua importancia para
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a mecanica das ondas. Mas eles nao sao tao importantes para analise da continuidade
dos sinais emitidos, como eles partem do pressuposto de um instante de tempo dife-
rente de t = 0, e eles nao permitem a subdivisao da area de informacao em células

elementares que nao sofram sobreposicao umas das outras.

C.2 Sinais Transmitidos em Tempo Minimo

Pode ser conveniente usar a “linguagem em termos de freqiiéncia”, ou seja, expressar
o sinal por sua transformada de Fourier U(f). O problema em fazer a duragio efetiva

do sinal minima, é que ¥(f) = 0 fora do intervalo f; — f. Entao:

1 P2 gy Qo+
At=—— [ & .
"= G, /f T (C.16)

Precisa se minimizada, onde:

f2
M, = / UUdf

f1

Isto é equivalente a fazer o numerador em (C.16) minimo, com a condi¢do auxiliar

My = constante, e isto pode ser feito pelo método de Lagrange na seguinte forma:

5/ff (% . djf* +AV)df =0 (C.17)

Em que A é um multiplicador desconhecido. A variacdo do primeiro termo é:

5Af2(%.d§*df - /fj2<%5d§f*+d;5%)df (C.18)
QU dsTt AU dS
- T Ty

dU dU* __1f 2 2 2+
— | sur A s o
[dfé e Ll /f (df25 0 )ar
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Mas no limite ¥ tem que tender a zero, fora do intervalo considerado e precisa
ser continuo também, caso contrario a integral (C.16) pode divergir. Assim temos

0V = §U* = 0, assim o primeiro termo se anula. A variacdo no segundo termo em

(C.17) é:
A /(\1:*5\11 + T df (C.19)
A condicao (C.17) fornece:
Zr o d? , 4>V \
/2 K(VQ-—AW)&W—%(EE~—AW>&D]Q' (C.20)

e isto pode ser completo por variagoes arbitrarias de d1 se, e somente se

>
- AU =0
df?

Esta equacgao diferencial a qual tem que ser satisfeita pelo sinal transmitido no

menor tempo. Esta é a solucao discutida na secao 4.5.
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By Hélio M. de Oliveira and Giovanna A.A. de Aratjo hmoQufpe.br

Here you will find instructions for installing Beta wavelets in the

MATLAB wavelet toolbox.

Wavelet Information:

full name - beta
compact name - beta (e.g. beta34)
parameter alpha - alpha_beta = 33 34 43 44 35 53 ... 88

2 < alpha < 10, 2 < beta < 10

In the Matlab wavelet toolbox, there exist five kinds of wavelets
(type the command waveinfo on the prompt): (i) crude wavelets (ii)
Infinitely regular wavelets (iii) Orthogonal and compactly supported
wavelets (iv) biorthogonal and compactly supported wavelet pairs and

(v) complex wavelets.

Beta wavelets possess closed expression: infinitely regular beta

(type 3).

Freeware version: http://www2.ee.ufpe.br/codec/beta.html

MATLAB version 6 or more recent.



121

Algorithm:

STEP 1 - Download the m files | betawavf.m | betainfo.m |

STEP 2 - Place the above files at the folder
MatLab/toolbox/wavelet/wavelet
If your Matlab version has not such a path, you can find other simila

and place "betawavf.m" and "betainfo.m" at the same place.

STEP 3 - In order to install beta wavelet, type the following at the

Matlab Command prompt:

wavemngr (’add’, ’beta’,’beta’,3,’33 34 43 35 53 44 36 63 46 64 66 37 73 4

1) To check whether beta wavelet was successfully installed or not,
type at the prompt of the MatLab Command Window :

wavemngr (’read’,1)

2) To see beta wavelet information. Type at the prompt of the MatLab

Command Window : type betainfo

3) Now type wavemenu



function betainfo
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%BETAINFO Information on beta wavelets

h
b
h
h
h
h
b
o
b
h
h
h
h
b
h
b
o
b
h
b
h
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h

Beta Wavelets

General characteristics: Continuous and compactly supported wavelets.

Family
Short name
parameters

Examples

Orthogonal
Compact support
scale function
DWT

CWT

Support width

support

Symmetry

Beta
beta
alpha, beta: both strictly greater than 2

beta33, or beta36, betab63, betab6, beta39, beta9d3.

sim, if alpha=beta

yes (wavelet and scale)
yes

no

yes

T=(alphatbeta) .sqrt((alphatbetatl)/(alpha.beta))
[-sqrt ((alpha/beta) . (alphatbeta+l),
sqrt ((beta/alpha) . (alphatbeta+1l)]

possible

Reference: NEW CONTINUOUS COMPACTLY SUPPORTED WAVELETS DERIVED

FROM BETA DISTRIBUTIONS G.A.A. de Araujo, H.M. de Oliveira
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Giovana A. A. de Aratjo, H.M. de Oliveira 20-Feb-05.
Last Revision: 23-Feb-2005.

Freeware version
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function vararout = betawavf(varargin);

o
h
b
h
h
h
h
b
o
b
h
h
h
h
b
h
b
o

h
b
h
h
h

beta wavelet -- Type 3 Wavelet according to waveinfo

TWO OPTIONS -- 4 or 5 inputs

case nargin = 4

[PHI,PSI,T]

beta (LOWB,UPPB,N,alpha_beta)

returns beta scaling and wavelet function evaluated

on an N-point regular grid on the interval [LOWB,UPPB].
LOWB and UPPB depend on alpha_beta (the input parameter) .
Output arguments are the PHI and PSI on the grid T

The grid T is defined by LOWB,UPPB and N

Two parameter into a single one:

alpha_beta is broken => alpha and beta

parameter constraint: alpha>1 and beta>1

These beta wavelets have compact support
The supp psi Beta is
lowb= - sqrt( (alphatbeta+1)/(beta/alpha))

uppb=  sqrt( (alphatbetatl)/(alpha/beta))

case nargin = 5
A fiveth argument is allowed, if only one function is required

[PHI,T]

betawavf (lowb,uppb,N,alpha_beta, ’psi’)

[PSI,T] betawavef (lowb,uppb,N,alpha_beta, ’phi’)

When the fourth argument is used, but not equal to
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h
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h
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’phi’ or ’psi’, outputs are the same as in main option.

These wavelets are compactly supported
The supp Beta is
lowb= - sqrt( (alphatbeta+l)/(beta/alpha))

uppb=  sqrt( (alphatbeta+1)/(alpha/beta))

N must be a power of two

See also betainfo, wavefun, waveinfo

H.M. de Oliveira, G.A.A. de Araijo

Last revision: 08/03/2005

Jchecking arguments

if errargn(mfilename,nargin, [4:5],nargout,[0:3]), error(’*’), end

b
h

Translate input arguments...

switch nargin

case 4
[lowb,uppb,N,label] = deal(varargin{:}); opt = ’two’;

ind = strncmpi(’beta’,label,4);

125



126

if isequal(ind,1) label([1:4]) = []; end

alpha_beta = wstr2num(deblank(label));

case 5

[lowb,uppb,N,label,opt] deal (varargin{:});

if “(isequal(opt,’two’) | isequal(opt,’phi’) | isequal(opt,’psi’))
opt = ’two’; end

end

% split alpha_beta => alpha , beta

alpha = floor(alpha_beta/10); beta = alpha_beta - 10*alpha;

% check values of alpha and beta
if isempty(alpha) | isempty(beta) error(’** beta: invalid
parameter!’);
end
if (alpha < 2) | (alpha > 9) error(’** invalid alpha’)
end
if (beta < 2) | (beta > 9 ) error(’x* invalid beta’)

end

% check N
if errargt(mfilename,log(N)/log(2),’int’)
error (’#* invalid value for N’)

end



% set wavelet support
lowb= - sqrt( (alphat+beta+l)/(beta/alpha)); uppb= sqrt(

(alphatbeta+1)/(alpha/beta)) ;

% check interval
if errargt(mfilename,uppb-lowb,’re0’)
error(’* beta: please verify the support’)

end

% transform interval to grid

lint = (uppb - lowb); step = lint /N; if step > 0.3

disp(’* beta: the number of grid points is not enought ...

end
t = [lowb:step:uppb];
a = lowb; b = uppb; TT= lint;

%» TT is the length of the support

% CONSTANT B(alpha,beta)

betao = gamma(alpha)*gamma (beta)/gamma(alpha+beta) ;

% Scaling function (phi)
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Be carefull’);

if opt == ’two’ | opt == ’phi’ fator = betao.*TT.~(alphatbeta-1);

psi = (t-a)."(alpha-1).*(b-t) . (beta-1)/.fator;
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end

% Wavelet function (psi)
if opt == ’two’ | opt == ’psi’ psi =
((alpha-1)./(t-a)-(beta-1)./(b-t)) .*((t-a).~(alpha-1).*(b-t)."(beta-1))./fator;

end

i set output arguments
if opt == ’two’ & nargout "= 3
error(’* beta: too few output parameters’);

end

switch opt

case ’phi’, varargout {psi,t};

case ’phi’, varargout = {phi,t};

otherwise , varargout = {phi,psi,t};

end





