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Nesta dissertacdo empregamos a teoria de dindmica siml@ino ferramenta mateméatica para
abordar o problema da representacéo de seqiiéncias deadmbel podem ser modeladas por sis-
temas dinamicos simbdlicos de memoria finita. Utilizandwitede autdmatos, apresentamos novos
algoritmos para gerar grafos deterministicos com um niménimo de vértices que apresentam
a linguagem de um sistema dindmico simbélico de memoariafiritara isto, definimos um novo
método, empregando fundamentos da teoria algébrica dealijggn, para determinar as classes da
relagdo de equivaléncjade Myhill-Nerodesobre a linguagem do sistema dindmico simbdlico de
memoria finita. A linguagem de um sistema dindmico simbdieanemdria finita € regular e, por-
tando, o conjunto das classes de equivaléncia édinito. Estas classes séo interpretadas como os
vértices do grafo deterministico com um nimero minimo déogs que apresenta a linguagem.

O método apresentado é estendido para sistemas dinamicoglisbs de memoria finita pe-
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sequéncias com restricdo empregadas tanto para correegmseuanto para codificacdo de linha.
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Symbolic dynamics is commonly applied as a mathematicdlftocstudying the presentation of
sequences that form a shift of finite type. A new algorithm rigppsed to generate the minimal
synchronizing and deterministic presentation of a shiffimfe type, based on algebraic language
theory. The main idea is to determine the elements in a solb#e language of a shift of finite type
that belong to the same equivalence classes d¥ytall-Neroderelationp. Since the language of a
shift of finite type is regular, thep has a finite number of equivalence classes. These classta®are
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The proposed method is extended for periodic shifts of fiype, which is the symbolic dynam-
ical system applied to study sets of sequences that havelottcontrol and line coding properties.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Em um sistema de comunicagdes, a informagéo é transmittda ontos do espaco através de
um canal de comunicac8es. Exemplos de &reas de aplicacagelaharia de telecomunicacdes nas
guais esta visdo de canal é realcada sd@o os sistemas de cagiunéspacial e sistemas telefébnicos
fixos e moveis. No entanto, sistemas de armazenamento deagéo, como DVD een-drive tam-
bém séo interpretados como canais. A principal diferentya eanais de transmissao de informacéo
e canais de armazenamento de informacao é que o conceitpalgeassubstituido pelo de tempo.
Em sistemas de armazenamento, a informacédo € gravada emntimndoatempo e acessada em um
ponto posterior.

Aplicacbes atuais de sistemas de armazenamento requeseiminsidade contra errol[1]. Uma
das dificuldades para obtencdo deste objetivo € a crescemanda por maiores capacidades de
armazenamento de informagé&o, que propicia o desenvoltintkendispositivos habeis a armazenar
mais dados por unidade de area, tornando a acao de leitucdta dss dados menos confiavel. Esta
complicacdo deve-se aos efeitos de interferéncia imedlica, impreciséo do relégio e ruido.

Codificadores restritivogambém conhecidos conmodificadores moduladores codificadores
de linhg convertem seqliéncias arbitrarias em sequiéncias satisiazima dada restricdo. De forma
geral, o objetivo de um cédigo restritivo € melhorar o desarhp do sistema de comunicagéo adap-
tando a seqliéncia de dados as caracteristicas do canal.

Além dos cdédigos restritivos, também sdo empregados oga®diorretores de erros (CCE).
Um dos principais critérios de projeto de um CCE consiste agimizacao da distancia minima
do cbdigo, permitindo que a palavra-codigo transmitidaspaer recuperada a partir de sua versao

corrompida pelo ruido do canal. Assim, como diferenca €BE€& e codigos restritivos, podemos



dizer que enquanto no primeiro procura-se aumentar a diatamnima do codigo (caracteristica

do conjunto de palavras-codigo), no segundo a suscetiléidlas palavras-cédigo de serem cor-
rompidas ao passarem pelo canal deve ser minimizada (edstica de cada palavra-cddigo). Esta
diferenca é relativa, ja que o conjunto de palavras codigond€€CE ndo pode ser completamente
arbitrario e também apresenta restricoes. Isto aumentar@gse em codigos restritivos que também
possuam propriedades de correcao de erros, o que vem adupdiargido de intersecao entre estas
duas classes, sem no entanto eliminar as peculiaridadesroemtes a cada tipo de cddigo, no que

se refere aos fundamentos e problemas fundamentais de roadizies.

m Codificador Caodificador Canal | Decodificador Decodificador | ,,,/
CCE restritivo restritivo CCE

Figura 1.1: Diagrama em blocos de um sistema de comunicagfignido os blocos dos cédigos CCE e
restritivo.

A Figural1Zl mostra o diagrama em blocos da parte de um sislensamunicacdes relevante
para este trabalho. A mensagempassa pelo codificador CCE e em seguida pelo codificador res-
tritivo. Na recepcao, a mensagem recebida é processadaigdsldcos decodificadores, gerando a
mensagem decodificada’. Se a ordem de codificacdo fosse invertida, o codificador GiciEna
destruir a restricdo gerada pelo codificador restritivos Maddigo restritivo pode alterar as carac-
teristicas para as quais o CCE foi projetado, reduzindofszéce. Tentando contornar este dilema,
hé& técnicas que propdem um diagrama em blocos com um codifi€&E sistematico posposto ao
codificador restritivo, associado a um procedimento paergéio dos digitos de paridade na seqlién-
cia dos digitos de informagdo sem que a restricdo seja @pdadunto que sera tratado no Cap[illo 4.
Atualmente, alguns trabalhos apresentam técnicas deaaxdifi que permitem tanto a correcéo de

erros como a geracao de sequéncias restritas de formaaidselly], [3], [4].

1.1 Algumas Aplicacbes

Nesta secdo sdo apresentadas algumas sequéncias restgtagadas em dispositivos comerci-

ais de forma isolada ou combinadas.

12



Restricdo RLL

Sequéncias que satisfazem a restrigéid:)-RLL ((d, k)-runlength-limited, comd e k inteiros
tais qued < d < k, ndo possuem sequéncias de zeros consecutivos de comjorimaior que
k (restricAok) e sequéncias de zeros consecutivos entre uns possuemiroemypr pelo menos
d (restricdod). Nas aplicagfes, a restricdoreduz o efeito da interferéncia inter-simbdlica e a
restricAok melhora o controle da sincronizac¢éo de reldgio. Entre ai$ésemipgd, k)-RLL comer-
ciais estdo g1, 3)-RLL, empregada em drivers para discos magnéticos flexigeag2, 10)-RLL,
empregada em drivers para CD e DVD [5].

Todas as sequéncias satisfazendo uma restfit&0-RLL podem ser descritas pela leitura dos

rétulos de caminhos em um grafo direcionado, rotulado efgomo apresentado na Figliral1.2.

R

Figura 1.2: Grafo apresentando a restri¢éd:)-RLL.

Como descricao alternativa, poderiamos especificar unuctingle seqiiéncias proibidas tal
que, para qualquer seqlénaias . .. a, sea;...a; ¢ F,1 <i < j <n, entdoa,as .. .a, Satisfaz

arestricddd, k)-RLL. Parad > 0 ek < oo 0 conjunto proibido é:

F ={11,101,...,10...01,00...0}
N N——
(d—1) (k+1)

Restricdo anti-tom

Ha aplicagbes que impdem um limite maximo para o compriméateeqiéncias periddicas. Da
analogia com um sinal periddico decorre 0 nome dado a estées

Como exemplo, enquanto na restricdo RLL o paramégthionita o comprimento maximo da
sequiéncia de periodo usf0 . . ., poderia ser de justificativa pratica limitar o comprimem#@ximo
de sequéncias de periodo dois, comd010 ... ou010101 .. ..

A restricdo de seqiiéncias com unidade periétlica01 tém sido empregada em algumas versdes
de canais sem fio por infravermelho para troca de dados espesitivos moéveis, como computa-

dores portateis. A seqliéncia de bits é convertida em uma&seigide pulsos, na qual o bit™é
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representado pela presenca de pulso e oipéla auséncia de pulso. Quanto maior o ciclo de
trabalho de uma seqiiéncia (nimero de ocorréncias de ud#diyielo comprimento da seqliéncia)
maior o numero de pulsos transmitidos por unidade de tempsinA para limitar a poténcia trans-
mitida, sequéncias com alto ciclo de trabalho sao resttazgiNa FigurBIl3 apresentamos um grafo
que satisfaz simultaneamente a restricB3)-RLL e limita a dois 0 nUmero maximo de ocorréncias

de “10” ou “01”, sendo o conjunto proibidé = {11, 0000, 10101}.

1

(D)
<:>—)Oéofg\03
C b

Figura 1.3: Restrigdo anti-tom: satisfaz a restrig83)-RLL e limita 0 nimero méaximo de repeticbes d&*
ou “01”.

Arestricdo(d, k)-RLL é imposta para reduzir a interferéncia inter-simtgéanelhorar o sincro-
nismo. Se esta restricdo folr, k)-RLL, ent&o ciclos de trabalho méximo (aproximadaménteé) so
sdo alcancados pelas sequéngids ... e 1010. ... Assim, limitar tais sequéncias pode ser Gtil em
algumas aplicacoes,g, o padrad/ery Fast Infrarecadotado peldnfrared Data AssociatiofiirDA-
VFIr) que inclui como parte do formato uma restricdo que fiameamente satisfaz(a, 13)-RLL
e limita 0 nimero méximo de repeticbes d®™ou “01” a cinco [6]. A restricdo anti-tom também
tem sido aplicada para melhorar a temporizacdo e algoritteasntrole de ganho em sistemas de

gravagao magnétical [4].

Restricdo para sincronizacao

Ha aplicagbes onde a restricdo é definida por um conjunto ldgrpa proibidas sobre um al-
fabeto, comum em sistemas que empregam marcadores. Taigdess podem ser Uteis para sin-
cronizacdo, procedimento comum em sistemas de armazetmmede os dados sdo agrupados em
setores. Para acessar os dados em um setor, a cabeca dedieitiser posicionada no inicio deste.
No entanto, tanto 0 posicionamento preciso no primeiro ditiich setor, como a possivel perda de
sincronismo na execug¢ao do posicionamento, sdo dificutd@daicas a serem contornadas. Para
reducéo destas dificuldades, os setores sdo antecedidseEii@ncias reservadas (ndo ocorrem den-

tro dos setores), que auxiliam na rapida sincronizacéo ldgice permitindo a determinag¢édo do

14



inicio dos dados codificados. A este conjunto de palavrasvadas dar-se-a 0 nome de marca de

sincronizagao osync markver FigurdLH).

Sync Dados Sync Dados Sync Dados

Mark Codificados Mark Codificados Mark Codificados

Figura 1.4: Organizacao da sequiéncia de digitos gravadaredispositivo de armazenamento de dados.

O posicionamento das marcas de sincronizacéo é determpeaaorrelacdo das sequéncias
de entrada com as marcas de sincronizagdo. Caso uma maroarda@izacdo pudesse ocorrer na
sequiéncia de dados, a leitura de uma falsa marca podenaalevaa decodificacdo errada. Assim,
a codificacdo dos dados deve gerar seqiiéncias em que ndanocoarcas de sincronizagdo, como
também as seqliéncias mais provaveis geradas pela acddasabfe a marca de sincronizacao.

Como exemplo, consideremos o conjunto de quatro palavrasmerimento 24 cadad10w
01wy, 010wp10w, 001wg0lw, € 001wyl0w, ondewy = 000000 € wy = 0101010101010. Uti-
lizadas em um sistema magnético [4], a primeira destas se@$efoi utilizada como marca de
sincronizacao e as outras sdo as seqiéncias mais provéavei®er pela acao do ruido sobre a

primeira. Nestes sistemas as restrices)-RLL e anti-tom também foram empregadas.

Restricdo RLL multi-espacada

Esta restricdo constitui uma variante @ k)-RLL, caracterizada pelos parametr@s k, s),
onded e k determinam o nimero minimo e maximo de zeros entre uns Qgi&ES; respectiva-
mente. O parametroindica que o numero de zeros entre uns consecutivos devensaitiplo de
s, e.g, ses = 2 toda sequiéncia de zeros tem comprimento par. Na Figurardste grafo que

apresenta a restric&e, 18, 2)-RLL.

QOGOG0GOG

Figura 1.5: Grafo apresentando a restri¢Zid 8, 2)-RLL.

As restricdedd, k, 2)-RLL foram inicialmente investigadas no contexto de gragaqpagnética
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[7]. Recentemente foi mostrado que as restri¢@es, 2)-RLL desempenham um papel natural em
sistemas de gravacgao 6ptico-magnético [4], tendo a IBMmiebéado um protétipo deste sistema

que emprega a restricéD, 18, 2)-RLL.

Restricao espectro limitado

Algumas restricdes sdo definidas sobre um alfabeto bigatar —1}. Este alfabeto é direta-
mente associado a polaridade do sinal gravado ou transmitigue é enfatizado pela denominacao
seqliéncia de polaridadesnpregada para enfatizar essa associacao.

Um sistema restrito de seqiiéncias bipolaresdspectro limitadem uma dada freqiéncia (nor-
malizada)f = m/n, se existe uma constanig tal que, para toda sequéneia= wows ... wy—_1

gue satisfaz a restricdo do sistema e qualquer; < i’ < ¢, tem-se

’L',

— m
E wge J2ms T
s=1

ondey = +/—1 [8] (a frequéncia real é dada p$yT’, senddl’ o periodo de um bit).

<B, (1.2)

Sequéncias com espectro limitado ¢m= 0, chamadasic-freeou de contetdo limitado, vém
sendo empregadas em sistemas de grava¢do magnéticac@esstelacionadas sdo impostas a sis-
temas de gravacgdo optica para reduzir interagdes entredos deavados e o sistema de gravacgao,
como também para filtragem de ruidos de baixa frequéncidtantes de marcas digitais [4]. A
restricaodc-freetambém € usada em sistemas de comunicacdo onde sinais ddrbgi¥ncia sdo
susceptiveis a distor¢do, o que inclui linhas de transmigsécabo e fibra optica.

Paraf = 0, o valor maximo do médulo do somatério da Equacab 1.1 é chamedSV (do
inglésdigital sum variation da seqiéncia. O conjunto de todas as sequéncias com DS¥doni
a B é um sistema restrito apresentado pelo grafo da FIgura & Una restricadc-freg quanto
maior o valor deB menor sera a reducdo causada nas componentes especixaigmpraf = 0.

Esta restricdo é um exemplo em que o conjunto proibido nadteé.fin

Figura 1.6: Grafo da restricdo espectro limitatbofree
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1.2 Dinamica Simbdlica e Teoria de Autbmatos: Aspectos Geis

Nesta secdo enfocamos a motivagdo que levou ao desenvotuie teoria de dindmica sim-

bolica e de autdbmatos e 0 contexto da aplicacdo destas a tieoeciddigos.
Dinamica Simbdlica

Dinamica Simbdlica faz parte da teoria de sistemas din&nkeste campo de estudos tem como
origem os trabalhos em topologia de Marston Morse no inioigé&tulo vintel[9], que o descreveu
como “estudo algébrico e geométrico da recorréncia e tigidside". A idéia € dividir a superfi-
cie associada a um sistema dindmico em um numero finito d@e®gi associa-las a simbolos. A
sequéncia de simbolos gerados pela passagem de uma igajet@istema dindmico (associada a
um ponto inicial) pelas regibes correspondentes, gera stensa dinamico “simbdlica”, que reflete
comportamentos quantitativos e qualitativos do sistenganal, como por exemplo o tempo médio
em gque o sistema permanece em uma regido, ou se uma regi@stoperiodica.

A teoria de dindmica simbodlica teve seu escopo de aplicag@esndido ao ser usada como
ferramenta matematica nas teorias de cddigo e informagdartiado emprego de ferramentas para
analise de propriedades entre conjuntos de sequiénciagmérdos mapeamentos entre estes. Como
por exemplo, a teoria de dindmica simbdlica tem sido usadeshalo de codificadores de linha e

decodificadores de janela deslizante [10], [11].

Autdbmatos

Com as tentativas de esclarecer questdes sobre a natusedardanstracfes mateméticas, foi
estabelecida a defini¢cdo de algoritmo. Como meio de avaialgmritmos, dois métodos de classifi-
cacao foram desenvolvidos. O primeiro os classifica pelptete execucdo, sendo conhecido como
teoria da complexidade. O segundo os classifica de acordaeprantidade de memaria necessaria
para implementacédo, sendo conhecido como teoria da liegnabe acordo com esta ultima, os al-
goritmos mais simples sdo aqueles que podem ser implenosrad autdmatos finitos, sendo estes
objetos de nosso interesse.

A teoria de autdmatos, tema largamente explorado na testingliagens formais, é utilizada no
estudo de seqliéncias de simbolos gerados por uma maquistadesHinitos. Devido ao repertério
de algoritmos originados na teoria de autdmatos e com ggalicam teoria de grafos, avancos na
teoria de dinamica simbdlica tém sido obtidos pela aplicatgresultados da teoria de autdmatos.

Como exemplo, a teoria de autdmatos tem sido usada na seagéfh de conjuntos finitos de se-
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gliéncias e de grafos usados para representar sistemascisbo

1.3 Objetivos da Dissertacao

Como obijetivos deste trabalho, inicialmente, construireigoritmos de complexidade linear
gque gerem o grafo deterministico com o menor nimero de eér{atadas certas restricbes) e que
representem a classe dos sistemas dinamicos simbadlicosrdénm finita ou SFT (do ingléshift of
finite typg. Posteriormente, estenderemos o método apresentadsigtaraas dindmicos simbélicos
de memodria finita peridédicos ou PFT (do ingt&siodic shift of finite type Para este caso, iremos nos
concentrar nos sistemas dinamicos simbolicos PFT irregiafipor serem estes de maior interesse

prético.

1.4 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacéo esta organizada em quatro capitulos. i@IBEantroduz conceitos e definicbes
da teoria de autdmatos e dinamica simbdlica. O Cailuloé&sapta um novo algoritmo para gerar o
grafo deterministico com o0 menor nimero de vértices quesapta um sistema dindmico simbélico
de memodria finita. No Capituld 4 estendemos o algoritmo ddt@afd para o caso de sistemas

dindmicos simbolicos de memodria finita periddicos.
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CAPITULO 2

AUTOMATO, DINAMICA SIMBOLICA E
GRAFO. CONCEITOS ERELACOES

As relacdes entre a teoria de autbmatos, multi-grafosidimados e dinamica simbdlica tém sido
usadas por Varios autores para obtencéo de novos resudtatnss aplicacfes para estas teorias
[12],[13], [14]. Neste trabalho também usamos estas rekapéra obtencdo de novos resultados.

Neste capitulo, apresentaremos 0s conceitos basicos déetath, definiremos a nomenclatura
usada nesta dissertacdo e destacaremos algumas relagbesidas entre estas teorias. Para uma
abordagem mais detalhada sobre dindmica simbdlica e wernpafo, o livro de Douglas Lind e
Brian Marcus|[10] é o material mais indicado. Para uma algsaieintrodutdria nestas areas com
extensa revisdo bibliografica e que explora as correlagiresacteoria de autdmatos, indicamos o
tutorial de Marie-Pierre Béal e Dominique Periini[12]. Pargoria de autdmatos sugerimbs [15],

[1€] e |17], com énfase para o ultimo.

2.1 Teoria de Autdmatos: alfabeto, palavras e linguagem

Informacgdo € usualmente representada como uma sequénsimbelos obtidos de um con-
junto arbitrario. Chamaremos ddfabetoqualquer conjunto de simbolos usado com esta conotacao,
representando-o pot. Os elementos dé sdo chamados detrasou simbolos Paran > 0 um
inteiro, a lista de simbolo&i,, as, ..., a,), a; € A, € chamada dpalavraou seqtiéncige compri-
menton, sendo representada poras . . . a,,. A palavra de comprimento ze(, n = 0, € chamada
de palavra nula e representada pofe para uma sequénédig. . . b,,, de simbolos el verifica-se

queb;...by, =a;...a5, 1 < i < j <mn,entdob; ...b, € umasub-palavralea; ...a,. Repre-



sentamos pojw| 0 comprimento de uma palaviaemA. Assim, para{a,b,c} € A ew = aabch
temos quew| = 5. Particularmentgg| = 0.

Dado duas palavras e v com simbolos em um alfabe#, podemos formar uma nova palavra
u - v, chamada @oncatenacadew e v, pela justaposicdo dos simbolosideom os simbolos de.
Exemplificando, s& = aias...a, €v = b1bs ... b, eNtaou - v = aias ... a,b1bs ... by, OU S€ja,
a concatenac¢ao gerou uma nova palavra com simbolos@mie 0% primeiros simbolos coincidem
comu e osm ultimos simbolos coincidem com Usualmente, denotaremos a concatenacaoeale
v poruv, em substituicdo a - v. Decorre da operagdo de concatenar palavrasgue= |u| + |v|,
assimlue| = |u|+]|e| = |u|. Concluimos que é o elemento identidade da operacéo de concatenagéo,
ou sejaue = eu = u.

Se A e B sdo conjuntos de palavras com simbolosAndenota-se pela concatenacaaodle 5
o conjuntoAB = {uv|u € Aewv € B}. Decorre da operacédo de concatenagdo entre conjuntos que
AT = U2, A%, ondeA! = A e paran > 2, A" = A""'A. O conjuntoA* = ¢ U A" recebe
a denominagéo especial dechamento de Kleepelenominacéo justificada na teoria algébrica da
linguagem, sendo o sobrescrita: 7 denominadcaestrela de KleeneQualquer subconjunto dd*
€ denominado uménguagem formalpor simplicidade, iremos chama-lo de linguagem). Assim,
A C A* é uma linguagem. O complemento Beeom relacéo a4 é definido comd3’ = {v| v €
Aev ¢ B}. O conjunto de prefixos del, representado poP(.A), é definido comoP(A) =
{v|] Ju € A*, vu € A}, e o conjunto de sufixos dd, representado pa¥(.A), é definido como

S(A) ={v| Ju e A*, uv € A}. Parad = {110}, segue o calculo dB(A) e S(A).
P({110}) = {e,1,11,110} e S({110}) = {e,0,10,110}

Definimos os conjuntoglB~! = {v| Ju € B, vu € A} e B ' A= {v]| Ju € B, uwv € A}, como

exemplos:

{111,110,000}{1} ' = {11} e {1}7{111,110,000} = {11,10}

2.2 Dinamica Simbdlica

Apresentamos nesta se¢cdo uma introducao aos conceitoad@®iba Simbdlica [10]. Primeira-

mente, denotamos pet? o conjunto de todas as seqiiéncias bi-infinitas de simbolas®eaifabeto
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A e chamamos estas seqiiénciapdetosem.AZ. Assim, um ponto emlZ é uma seqiiéncia

r = (xi)iez

= ... X_1XoT71 ...

ondezx; € A é ai-ésimacoordenadde x. Definimos afuncdo deslocamentmmoo : AZ — AZ,
tal que,(o(z)); = z;4+1 para qualquei € Z. A funcdoo é inversivel g¢™| n € Z} constitui uma
acéo do grupo infinitdZ, +) sobre o conjuntai?.

O conjuntoA# pode ser interpretado como um espagco topoldgico. Considera métrica dis-

creta associada ao conjurMo

0 sea=/g,
1 sea# 0.

define-se a métrica do espaco discreto associa@sina coordenada do espaco de dimenséo infinita
AZ:

pla, B) = {

A métrica do espaco produtd? formado pelos espacos discretos associados as suas ctad&n

dada por:

d(z,y) = 702123200{01'(3%,%)}-

Portanto, a métrica associada pode ser definidalpary) = 2°=¥), ondee(x,y) = max{n >
0| z; = y;, —n < i < n} e por convengag,(z,y) = oo sex = y ee(x,y) = —1 Sexy # yo.
Lembramos que para qualquerx A% er > 0, abola abertale raior em torno der € o conjunto
B.(z) = {y € A%| d(z,y) < r}. Um subconjuntaX C AZ é abertq se para toda: € X ha
umr > 0, tal queB,(z) € X. Um subconjuntd” C A% é fechado se seu complememté\Y é
aberto.

Um sistema dindmico simbdlico fechada simplesmentsistema simbdlico fechadou ainda

espaco invariante por deslocamefuto inglésshift spacgé um subconjunt& de A%, tal que:

> X é fechado;

> X é invariante por deslocamento, ig.X) = X.

Equivalentemente, um sistema simbdélico fechaddem como propriedade caracteristica que
para qualquer: € A%, se toda sub-palavra depertence a algum ponto d€, entdox pertence a

X. Assim, um sistema simbolico fechado é completamente teaizado pela colecdo de palavras
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presentes em seus pontos, podendo ser representadlaopdtX, o) para enfatizar o papel da fungéo
deslocamente.

Lembramos que um espaco métrigd é compactose, e somente se, todo sequéncia@m
possui uma subseqiiéncia convergente [18, Teorema 43%5jo &6 ¢ compacto & é fechado/[10,
Exemplo 6.1.17]X também é compacto [18, Teorema 43.8] (entre outras pra@medherdadas de

A%), 0 que aumenta o interesse nestes como objeto de estudo@&mick simbdlica.

Exemplo 2.1.SejaA = {0,1} eS = {r € A?| In € Z, z; = Oparai < nex; = 1 parai >

n} um sistema simbdlico, pela definicdo e este é invariante por deslocamento, contudo, ndo
é fechado. Para verificarmos esta afirmacdo, observemos se@gliéncia formada sé por zeros
y = ...000... pertence @\ S, no entanto, para qualquéer< » < 1 our = 2 (contradominio

da funcéod(z,y), ondexr,y € A%) existe uma sequéncia bi-infinita = (z;);ez, x; = 0 para

i < [—logyr + 1] ex; = 1 parai > [—log,r + 1], tal que,x € B,(y) ex ¢ A%\S, ou seja,
B,.(y) ¢ A%\S. Portanto, o complemento d&com relag&o ao conjuntdZ ndo € aberto, loga§

ndo é um sistema simbdlico fechado. A existéncia de um seiém.AZ que nio pertence 4,

mas com todos os seus fatores sendo fatores de sequénsigisgdica queS ndo é fechado.

No contexto de dindmica simbdlica, uma palavra sobre unbetifad também é chamada de
blocq sendo: chamado de bloco vazio. Utilizama¥ para nos referirmos ao conjunto de todos os
blocos de comprimentb emA. Sew € A*, w é chamado de urh-bloco. Umfatorou sub-bloco
de um blocou = ajas...a; € um blocoa;a;;1 ...aj;, ondel < ¢ < j < k. Por convengéos
¢ um fator de todo bloco. Para todoc A% ei < j, denota-se o bloco em, da coordenada
ajporxy ) = wiTiy1...x5. Sei > j, define-sery; ; = . Como simples extensado, define-se
T[ ) = TiTip1...Tj_1 € ASSIMT) o) = 732441 ... € denominada seqliéncia infinita a direita e
T(,i] = - - - Ti—17; SEQUENcia infinita a esquerda, ressaltando que as duaagitiio séo blocos, ja
gque nao possuem comprimento finito.

Como consequéncia das propriedades de um sistema simbgticadoX C A%, podemos
determina-lo a partir de um subconjunto dé. Inicialmente, vamos definir oonjunto cilindrg
C¥(u), como sendo o conjunto dos pontos X para os quais € um fator iniciando na coordenada
kie,Cf(u) = {x € X | u= 2 pt|u/-11}- COMOX é um conjunto fechado, entdo podemos
afirmar queA%\ X é aberto. Assim, para todoc A%\ X existek = k(y), tal que paraw, = y[_ ],
entdoC?, (u,) C AZ\X. O conjuntoF = {u,| y € AZ\X} é suficiente para defink. Para
verificarmos esta afirmagdo, suponha que pgrae J exister € X tal queu, = zy; ;, entao

otk (2) € C’f‘,f(uy), 0 que é uma contradi¢&o ja qiXeé invariante por deslocamento.
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Dado um subconjuntd C A*, seX € o conjunto de pontos e que ndo possuem fatores
emJ, entdoA%\ X é aberto, consequentemerieé fechado. Para qualquerc X temos que
o(x) € X (sex ndo possui fatores edi, o(x) também n&o possui). Concluimos gieé um
subconjunto ded? fechado e invariante por deslocamento, ou seja, um sistientléco fechado.
Isto nos permite definir um sistema simbolico fechalipa partir de um conjuntd C A* como: X
¢ o conjunto de pontos ey’ que ndo possuem blocos €A relacio entreX e J é representada
pela equacdX = Xg, onde a notaca¥X diz respeito a operacdo de formar o conjuiiice este
€ 0 conjunto resultante da operagédo. Da propriedade adacaiaconjuntdf, este é chamado de

conjunto proibido

Exemplo 2.2. SejaA = {e, f, g} € X 0 conjunto de sequéncias d& para as quais @ s6 pode ser

seguido poe ou f, f porg, g pore ou f. Assim,F = {eg, f f, fe,gg}.

Exemplo 2.3. SejaX c A%, A = {a,b,c}, tal que, as palavras da fornad™c*a ocorrem em
sequéncias d& se, e somente se; = k. X € conhecido como o sistema simbdlico fechado livre

de contexto e possui conjunto proibifo= { ab™cFa|m # k, m,k > 0}.

A definicdo do conjuntd realca a observagéao feita acima sobre a determinagao destemai
simbdlico fechadaX pelo conjunto de todos os fatores em pontoskXdeEm alguns casos é mais
facil especificarX por este conjunto que pdF, o que justifica a proxima definicdo. Sejaum
sistema simbdlico fechado, (X) o conjunto de todos as-blocos que ocorrem em pontos &e
A linguagende X é a colecdo

B(X) = ] Bn(X).
n=0

Apesar de todo conjunto proibidé C A* determinar um sistema simbolico fechado &m
nem toda linguagem em* determina um sistema simbalico fechado. Um subconjuntalémeve
satisfazer as propriedades listadas na Propriddalle 2 5@ea linguagem de um sistema simboélico
fechadol[10, Proposicao 1.3.4].

Propriedade 2.1.

(a) SejaX um sistema simbolico fechaddB{ X) sua linguagem. Se € B(X), entao:

> Todo sub-bloco dev pertence & (X ), portantoB(X') € umalinguagem fatorigl

> Ha blocos ndo vaziosev emB(X) tal quevwv € B(X), portantoB (X ) é umalinguagem

prolongavel
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(b) A linguagem de um sistema simbolico fechado é caraet@aipor (a), ou seja, deC A*, entdo
L é alinguagem de algum sistema simbdlico fech&dse, e somente sé,satisfaz a condicédo
(a).

(c) A linguagem de um sistema simbolico fechad® caracteriza, poi& = Xz(x),. Assim, dois

sistemas simbdlicos fechados sao iguais se, e somentes& il a mesma linguagem.

Na pratica os sistemas simbdlicos fechados de maior iseess0 ogredutiveis sendo aqueles
que para quaisquer,v € B(X), existe umw, tal que,uwv € B(X). Neste cas@(X) é dita uma
linguagem transitivéformalmente, uma linguagem formalC A* é transitiva s&/u,v € L, Jw €
A* talqueuwv € L). QuandoB(X) ndo é transitiva dizemos qu€ é um sistema simbdlico

fechadoredutivel

Exemplo 2.4. SejaS um subconjunto dos inteiros ndo negativos SSefinito, define-seX = X(.5)
como o conjunto de todas as seqiiéncias bindarias bi-infipitessas quais d ocorre infinitas vezes
em cada direcao e, tal que, o nimero de ocorréncidseshdre uns consecutivos € um inteiro ém
Assim,xz = ...10"-110™10™1..., onden; € S, é uma seqléncia tipica do conjuttS). Caso
consideremos o conjunt® infinito, entdo0™ € B(X(.S)) para todon > 0, no entanto, a sequéncia
y = ...000..., composta sO por zeros, ndo pertencé(4). Portanto,X(S) ndo é um sistema
simbdlico fechado s& é infinito. SejaS finito e m = max{n|n € S}, um possivel conjunto

pribido paraxX(S) éF = {10"1 |n > 0en ¢ S} U {0m*+1}.

Um importante conceito em dindmica simbdlica € ogidgema dindmigcorepresentado por
(M, ¢), ondeM é um espaco métrico compactae: M — M é uma funcdo continua. Seé
um homeomorfismd¢ é continua, injetiva, sobrejetiva e seu inverso é contirud) ¢) é chamado
um sistema dinamico inversivel. Um homeomorfismo impoetajét apresentado neste texto, € a
fungéoc, sendo X, ox ) (0 subscrito indica a restricdo deao subconjuntdX de A%) interpretado
como o0 mapeamento subjacente que prové a dindmica, tal €&, ) € um sistema dinamico,
entdoox o ¢ = ¢ o ox, OU Seja, 0 comportamento do sistema dindmico é invarianteempo".

Com o conceito de sistema dindmico surge a questdo: Comaidtamas dinadmicos estéo rela-
cionados? Para abordéa-la, partimos da definicAo d@amomorfismd : (M, ) — (N,1) entre
sistemas dindmicos como sendo a fun¢éo contfnud/ — N satisfazendo a propriedade comuta-

tivavy o 8 = 0 o ¢, representada pelo diagrama
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N —— N

Se é injetiva e sobrejetiva, comd/ é compacto, entdo o mapeamento invetséd também
é continuo. Neste cas6,é chamado deonjugado topoldgice é escrito comd : (M,v) =
(N, ¢). Quando h&d um conjugado topoldgico entre dois sistemamiting, estes sdo chamados de
topologicamente conjugados

Consideremos o importante caso quande ¢ sdo funcdes deslocamento. Dado os sistemas
dinamicos fechaddsy, o x ) e (Y, oy ) sobreA? e BZ, respectivamente, sefa (X,ox) — (Y,0y)
um homomorfismo. Comd? é compacto X fechado, entdd é uniformemente continua. Con-
sequentemente, h4 um inteikdal que para todo ponte € X, (6(x))o € determinado pelo bloco
r[_k,x)- Comof comuta com a fungéo deslocamento, entdo qualquer simbéla:gié determinado
por um bloco de comprimen{@k + 1).

A importancia deste resultado reside na determinacaogbaairelacdo entre homomorfismos
e cddigos de bloco deslizanf€BC, do ingléssliding block codes Um SBC mapeia sequéncias
...x_1x0T7 ... de um sistema dindmico fechadd sobreA em seqiiéncias . y_1yoy; ... Sobre
um alfabetdB. Uma apresentac&o mais precisa requer a especificacdo dapsamento de bloco,
que é uma funca® : B,,,+1(X) — B, ou seja, de blocos e, ,,+1(X) para simbolos de um
alfabetoB. Assim, a fungéd@ : X — BZ definida pory = ¢(z), ondey; = ®(xi_p, ... Titn) =
P (2[;—m,i+n)), € um SBC denemodriam e antecipac¢da induzido por®, o que € representado por
¢ = ™™ ou simplesmenteé = ®,,, se a memoria e antecipac¢do sdo conhecidos. Quando
Y C BZ é um sistema simbdlico fechad@éX) C Y, entdo escrevemes: X — Y.

Sejag : X — Y um SBC entre os sistemas simbdélicos fechallosY. Sejamz,z’ € X tal
quee(x,z’) > m+n + 1, entdoe(p(z), p(x')) > e(z,2’) — (m + n), logo dada uma sequéncia
de pontos emX, {z,}5%,, selim, . d(z,z,) = 0 (isto é, se{x, }>2, converge para) entdo
limy, 00 d(@(2), p(xy,)) = limy, o0 d(x, x,,) - 27" = 0. Assim, um SBC é uma fungéo continua.
Sejay = ¢(x), observemos qué(ox (z))i = ®(T{i+1-m,i+1+n]) = Yit1 = oy (¢(x));, portanto
¢poox = oy o ¢, logo um SBC comuta com a fungdo deslocamento. Concluimesiaia funcéo
0:(X,0x)— (Y,o0y),onde(X,ox) e (Y,oy) sdo sistemas simbdlicos fechados, € um SBC se, e

somente s&) € um homomorfismo.
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2.3 Autdmato: Linguagem Regular

Um autémato finito é definido pela quintupla= (V, &, A\, Z,7), onde:V € um conjunto finito
de vértices(ou estadok £ é um conjunto finito deamos ao qual definem-se as func@esé — V
et: & — V, que determinam o estado inicial e o terminal de um ramoetsamentej : € — A
€ afuncdo de rotulagcgd@ C 'V é o conjunto deestados iniciaispor fim, 7 C V é o conjunto de
estados terminaisTemos particular interesse em autdmatos deterministgtosé, para quaisquer
e1,e2 € E,s€i(er) = i(ea) €A(er) = A(e2) entdoe; = es. A FiguralZ mostra um autdmato finito,
ondeV = {I,J, K}, Z = {I} (indicado pela seta apontando para o circulo associadorticeyé

7 = {K} (indicado pelo circulo interno associado ao vértice).

€2
el 0 €3
G @

Figura 2.1: Autdmato finito.

Quando o autbmato é deterministico, também é comum defpel quintuplad = (V, A,
0,Z,7T),ondeA é o alfabeto & : B — V, B CV x A, é afungdo de transicd@ue determina os
ramos e seus rétulos,g, sejaj (7, a) = J temos/ como estado inicial/ como estado final@ como
rotulo. Estas representacdes de um autbmato sdo equeslpotiendo-se gerar uma representacao
a partir da outra. Assim, para todd, a) € B incluimose em¢&, tal quei(e) = I, t(e) = §(I,a) e
A(e) = a. Ao contrario, paratode € € incluimos(i(e), A(e)) emB e definimos (1, a) = t(e). Um
autdmatoA’ = (V' &, X', 7', T") é um sub-autbmato dé = (V,&,\,Z,7),seV' C V, 7' C Z,

7' C T,todoe € € parao quai(e),t(e) € V' pertence &’ e\ = \|E".

Uma sequéncia = e; ...e, € £* € umcaminhoem um autdmatel set(e;) = i(e;+1), 1 <
i < n.SejaP(A) = {m| m éum caminho em}, podemos estender a func¢éo rotulagéaP(A) —
A*, tal que, ser = e;...e, entdoA(m) = A(ep)...A(en). As funcdesi e t também podem
ser estendidas parat : P(A) — V, tal quei(n) = i(e;) et(mr) = t(e,). Agora dispomos
de ferramentas suficientes para introduzirmos o conceitona linguagem apresentada por um
autbmato. Sejd. C A*, L € apresentada por um autbmatese L = {\(7)| 7 € P(A), i(7) €

T et(w) € T}. Denota-se poL(A) a linguagem apresentada por um autdmto
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Uma questao natural neste ponto é: dada uma lingudgemauando ha um autdmato finitd
tal queL = L(A)? A resposta foi dada por Kleene, sendo um dos teoremas femdaisida teoria
da computacao. Para expormos a idéia envolvida, considenea cole¢éo de linguagens formais
sobre um alfabetal. A colecaoC é dita fechada sob unideg-J, concatenacéo)(e fechamento de
Kleene ), chamados deperadores regularese dadas duas linguagens quaisdquei/ emC entao
L+M,L-M,L*eM*também estdo e SejaC o fechamento dé sob os operadores regulares,
conhecido comdechamento regulateC e descrito como: sé(™) s&o todas as linguagens obtidas
deC porn aplicagdes dos operadores regulares, e@itéo J;°, C™), ondeC®) = C. Observe que,
h& uma equac&o ethcomn ocorréncias de operadores regulares para quatgquer0), mas que
dada uma equacéo afrha um nimero finito de operadores regulares. A importance@djpntoC

decorre da seguinte propriedade.

Propriedade 2.2.
(1) Linguagens finitas sdo apresentadas por autdmalosridposicao 2.2.4].

(2) SeL € a unido de duas linguagens apresentadas por autbmatisehtpresentada por um

autdbmatol[17, Proposicdo 2.5.6].

(3) SeL é a concatenacédo de duas linguagens apresentadas portastGensia. € apresentada

por um autémata [17, Proposicéo 3.3.4].

(4) SeL é apresentada por um autdmato, entidambém €& apresentada por um autdmatdb [17,

Proposigéo 3.3.6].

Dado um alfabetod, estamos interessados nos casos emCque{c} U {(}} U A. Como{c},
{0} e A séo apresentadas por autdmatos, conforme ilustram asaBIBIEZH, concluimos da Pro-
priedadd_Z2 que as linguagens no fechamento requirC, chamadas dénguagens regulares
sdo apresentadas por autdmatos (a prova deste resultaalzéda por inducdo do nimero de ope-
radores regulares, partindo-se do conjuyhto{c} U.A [17, Teorema 5.2.1]). Como os elementos em
C s&o formados por expressdes (compostas por um nimero fenigtethentos erd e operadores
regulares), estes também sdo chamadosxpeessbes regularesu seja, uma expressao regular é

uma forma de representar uma linguagem regular e a todaalijegu regular estd associada uma

—O -0  —0=0
Figura 2.2: Linguageri. Figura 2.3: Linguagenic}. Figura 2.4: Linguagenia}.
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expressao regular.

Os autdmatos nas FigurBs1Z2}2.4 possuem no maximo um raotme possuem expressdes
regulares associadas. Este é o ponto de partida para unagooinduc¢do (no numero de ramos
de um autdmato finito) que a todo autdémato finito est4 associath expressao regular, ou seja,
dado um autématel, L(A) é uma linguagem regular. A prova algébrica que uma linguagem
apresentada por um autdmato se, e somente se, esta é regpilaséntada ern [17, Teorema 5.2.1].
Uma prova construtiva, baseada em algoritmos que geramidmato dada uma expresséao regular e
uma expressao regular dado um autdmato, é apresentada,edefBo 5.3]. Esse problema também
€ abordado em. [16, Capitulo 2].

Em alguns algoritmos o contra dominio da func¢éo de rotulgcéstendido\ : € — A U {e}.
Quando no autdmato ha ramaos com rétyleste é dito com transic&o Esta modificagdo ndo imp&e
restricbes teoricas e algoritmicas, j4 que dado um autbooataransicoes € possivel transformé-
lo em um autdbmato ndo deterministico, bem como transforstar@timo em um deterministico.
Em suma, os diferentes tipos de autbmatos empregados paseaiar uma linguagem regular séo
equivalentes. Os autdmatos deterministicos desempenimapapel importante no estudo de lin-
guagens regulares, a saber, na teoria algébrica de lingsigdgem autdmato deterministico que esta
relacionado com o0 mondide sintatico associado a linguag@nalgoritmoaccessible subset con-
structionutilizado para gerar autdmatos deterministicos a partaud@matos nao deterministicos é
apresentado em [17, Algoritmo 3.2.5] el[15, Capitulo 2].

Dado um vérticel para o qual ndo ha caminhos originados Emue o alcancam, ou do qual
nao ha caminhos para vértices @m este pode ser removido juntamente com o0s ramas &,
t(e) = I oui(e) = I. Um autdmato que ndo permite tal eliminacéo de vérticescéedisencial
Como estamos interessados em autdmatos deterministioos@menor nimero de vértices, sempre

iremos considera-los essenciais.

Minima apresenta¢éo deterministica

DadoA = (V,€&,\,Z,7) um autbmato sem transicdessejal € V. O contexto a direita e a

esquerda dé em A sdo, respectivamente, 0s conjuntos:

Fa(I) = {\(m)| m € P(A), i(r) =ITet(r) € T},

Bu(I) = {\(n)| 7 € P(A), i(r) € T et(n) = I}.
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Hé conceitos similares para uma dada linguadeenas palavras) € A*. O contexto a direita e a

esquerda de € A* com respeito d. sdo, respectivamente, 0s conjuntos:

Fr(w) = {u| ve A" ewu € L},

Br(w) = {u| ue A" euw € L}.

Os conjuntosk4 e F;, sdo definidos para conjuntos de elementos distintos, etmfané
definido para o conjunto de vértices do autbmaid-; € definido para as palavras efri. Assim,
podemos escrevét, (/) comoF(I) e Fr(w) comoF(w), pois que os argumentdse w deixam
claro que estamos nos referind& a e F;,, respectivamente.

DadoA = (V,E,\,Z,7) obtemosA.. = (V/.,E~, A\, Z.,7.) pela aplicacdo da relagéo de
equivaléncia~ sobre o conjunt& de A, a saberl ~ J se, e somente se(I) = F(.J); sendo esta
relacdo chamada de reducéo soreOs elementos d¥/.. séo as classes de equivaléncia obtidas
pela aplicagéo de sobreV e formam o conjunto de vértices de.. Dadol € V € comum denotar-
se a classe de equivaléncia (ou vértice associadB.ena quall pertence pof!/]. Dito isto, h4 um
ramoe., € &. del[l] paralJ] com rétuloa se, e somente se, ha um rama& & comi(e) € [I],
t(e) € [J] e AM(e) = a. Um vértice[I] sera inicial se, e somente se, exi&tec [/] tal queK € 7.
Similarmente[.J] € 7. se, e somente se, exisec [J], K € 7.

Um autdmato € ditgeduzidose as classes de equivaléncia~d@ossuem um Unico elemento,
assimA.. é reduzido. Pelo processo de construcadide este tem um namero menor ou igual
de estados qud. ComoL(A.) = L(A) [17],[16], dado a apresenta¢dbde uma linguagent,
podemos obter uma outra com menor nimero de vértices ped&rgofo ded ... A importancia de
se obter um autbmato com menor niumero de vértices aprederganesma linguagem deve-se, por
exemplo, a sua aplicacdo em algoritmos cuja complexidageercom seu niumero de vértices.

Pode-se mostrar que sendodeterministico entad ., € deterministico, portanto um autémato
reduzido e deterministico pode ser obtido aplicando-selgariamo de determinizacdo seguido por
um de reducdo. Se um autdmato finito reduzido e determioigtitem um Unico estado inicial,
entdo este é dito minimo autémato deterministicue apresenté(A), ou seja, € a apresentagéo
deterministica com menor numero de vértices da linguabe#). Para uma abordagem mais com-
pleta sobre reducao de autbmatos deterministicos, sunge[dni, Capitulo 7] €.[16, Secédo 3.4]. Uma
abordagem algébrica € apresentada.eim [15, Capitulo 3 &g@ritmos possuem complexidade as-
sintétican?, onden € o nimero de vértices. Para um algoritmo de complexidadeétssa(n-logn)

consultar{[19].
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2.3.1 Grafos

Um grafo (formalmente, um multi-grafo direcionado) podeisterpretado como um autémato
ondeV = 7 = 7. Devido a redundancia na especificacdo dos conjuntes7, passamos a
representa-lo comé’ = (V,€,\) (a troca doA pelo G é indicativo desta peculiaridade). N&o
havendo ambiguidade com relacé@o aos conjuntd@se a funcéo\, especificaremos o grafo p6t.

Nosso interesse em grafos decorre da possibilidade derpodeapresentar alguns sistemas
dindmicos por meio destes. Inicialmente, se considerasines &, entdo um caminho bi-infinito
emG pode ser interpretado como um ponto &f sendoX 0 conjunto destes pontos (conhecido
na literatura comedge shift. Como todos os vértices do grafo sdo iniciais e terminaispadenada
0 de um ponto é estabelecida arbitrariamente, o que implica(m) = Xg. Sex € €% possui to-
dos os seus fatores eR{(G), entéo existe um caminho bi-infinito efque apresenta, ou seja, um
ponto ndo pertenceX; se, e somente se, tiver algum fator 8m P(G). Isto implica queEZ\X¢ €
aberto, assinX é fechado. Concluimos que o sistema simbdélico gerado pafombos bi-infinitos
em um grafo é fechado. Pode-se mostrarB(¥.) = P(G).

Considerandd@r como uma forma de representar um sistema simbdlico fechidoha sen-
tido mantermos vértices que nao sejam visitados por um ¢embirinfinito emG. Assim, pela
eliminagéo sucessiva de estados que nao sao terminaisc@isie algum ramo er@, obtemos a
componente essencial do gr&fo Tal procedimento € finito j& que é um conjunto finito. A compo-
nente essencial obtida por este processo é Unica, se aatesagporHd temos queXg = Xy [10,
Proposicéo 2.2.10]

\oltando ao caso de uma fungéo: & — A arbitraria. A fungdo® = X induz um SBC
¢ : Xg — A% com memobria e antecipacio iguais a zero. A imagem de um sistsenbolico
fechado sob um SBC é um sistema simbdlico fechado [10, Teote®nl3], portanto, para um grafo
G, o(Xg) = Ao(Xg) € um sistema simbdlico fechado. Por este motivo, chamareiiXqs) um
sistema simbalico regular, abreviado por SSR (conhecidderatura comasofic shiff. Note que
um SSR é fechado, apesar de ndo estar explicito na sigla.

Um grafoG é irredutivelse para todo par ordenado de vérti€Es/) € V x V ha um caminho
m € P(G),i(r) = I et(w) = J. Assim, dado um SSR apresentado por um géafondel(e) = e
(funcéo identidade), S€ € irredutivel entad- é irredutivel [10, Proposicéo 2.2.14]. Quar@dmao
é irredutivel o chamamos de redutivel, neste ¢&s@ redutivel, mas o mesmo nao pode ser dito de

Ao (X@) para uma fungéa arbitréria.
Exemplo 2.5. SejaX C A%, A = {a,b}, tal que, entre ocorréncias consecutiva$ genlimero
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dome
Figura 2.5: Apresentacdo do SSR par.

de ocorréncias de é par. X é chamado um sistema simbdlico fechado par. O conjuntoigmib
associado X éJ = ba(aa)*b, portanto, a linguagem complementar & linguagerXdeA*FA* =

(a + b)*ba(aa)*b(a + b)*. ComoA*FA* é uma expressao regular, podemos representa-la por um
autdbmato e, assim, a sua linguagem complementar com redag¢d@pou seja, a linguagem d¥.

Portanto,X é umSSR. Um grafo representand® é apresentado na Figural?.5.

Um grafoG é chamaddale sincronizagése para qualquer vértidec V pode ser associado um
blocou € B(X¢), tal que qualquer caminho € P(G), A(7) = u, tem-se que(r) = I. A palavra
u € chamada umpalavra de sincronizacdo deemG, sendo dito que: sincronizaparal. Grafos
de sincronizag¢do desempenham um importante papel na dedeén de apresentacdes com nimero

minimo de vértices, o que ficara claro a frente.

Defini¢cdo 2.1. SejamG; = (V;, &, A\;), i = 1,2, dois grafos essenciais. Um homomorfisinde

G, paraG, é definido pelo par de funcdés;, : Vi, — Vo ede : €1 — &,, tal que
Ve, € 81, 2(@5(61)) = @V(i(el)), t(@g(el)) = (I)v(t(el)) e)\l(el) = )\2((1)8(61)).

Dizemos queb € um isomorfismo quanddy, e ¢ sdo sobrejetivas e injetivas.

Observe que, para o caso deterministico, dades i(e;) e a = Ai(e;) podemos escrever
a primeira equacdo comg®¢(e;)) = Py(I), 0 que aplicado na segunda equagéo resulta em
t(Pe(er)) =0(Py(I),a) edy(t(er)) = Py(d(1,a)). Assim, o0 homomorfismo passa a ser definido
por uma unica funca® : V; — 'V, satisfazendd(®(7),a) = ®(5(,a)). Neste casoP é um

isomorfismo quando € injetiva e sobrejetiva.

Minima apresenta¢do deterministica de sincronizacao-SDP)

Alguns algoritmos que empregam grafos séo tdo mais complpxanto maior a cardinalidade
do conjuntoV, para alguns esta relacdo é exponencial. Isso justificacagreates publicacdes de
algoritmos que se propdem a gerar apresenta¢gdes com nuriménwonde vértices. Uma questao que
antecede a proposic¢ao de tais algoritmos €: Dada uma ataedencomo saber se ela possui 0 menor

namero de vértices possivel? Esta questdo vem sendo rédapodpartes. Inclusive com restricées
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de maior interesse as apresentacdes de um SSR. Particueym®cura-se responder esta questéo
para o caso de apresentagfes deterministicas. Aqui irdnoogdala para o caso de apresentagfes
deterministicas de sincronizagdo, para o qual as apresestaom menor numero de vértices sao
isomorfas, chamadas drinima apresentacéo deterministica de sincronizagdareviado pofn-
SDP (do inglésninimal synchronizing deterministic presentajion

SejaG um grafo deterministico, essencial e hdo reduzido apraséotum SSR irredutivel =
Aoo(Xg). H& um méximo sub-grafo irredutivel e que apresent®(X) [13]. Para obtengéo do
m-SDP, as classes de equivaléncia obtidas do conjunto deegdeste sub-grafo sédo determinadas
(relacdo de equivaléncia dada gor J se, e somente sB(7) = F(.J)). Por fim, o grafo reduzido
€ construido, no qual as classes de equivaléncia que foreammieadas séo interpretadas como
0s vértices desta apresentacdo. O grafo reduzido obtido awen8n cover oun-SDP do SSR
irredutivel, que é definido como uma apresentacao reduziddutivel e deterministica do SSR,
sendo isomorfas quaisquer apresentagdes que satisfadsamorndicoes [10, Proposigcéo 3.3.17].

Para o caso de uma apresentacao redutiyelomo podemos determinar se esta tem o menor
namero de vértices? A resposta para esta questao foi dadbledd¢ao 5] para o caso de uma a-
presentacéo reduzida, deterministica de sincronizagéerri®nstrado que qualquer tal apresentagio
é isomorfa a um sub-autdmato terminal do minimo autdmat@agtesenta o SSR (um sub-autébmato
A= (VL EL N, T, T") de um autbmatol = (V,E,\,Z,7) € terminal se pard’ € V' ee € &,

i(e) = I', entdat(e) € V). Aqui chegaremos ao mesmo resultado mostrando que dueseapacoes

SDP e reduzidas de um SSR sédo isomorfas.

Definicdo 2.2.Sejal € A* uma linguagem. Uma palavia € A* é umaconstantgaral se, e
somente se, para quaisquer us, uz, ug € A*, uiwus, uswuy € L, entdou,wuy € L. Usaremos

C(L) para denotar o conjunto de constantes dagae pertencem &.

Lema 2.1. SejaG = (V, &, \) um SDP reduzido de um SSR= A\, (Xs). Uma palavraw é de
sincronizagéo pard € V se, e somente se, € C(B(X)).

Demonstracdo: Sejaujwuy € B(X), entdo existenv € P(G) tal queA(rmv) = A(7)A(7)
Av) = uywue. Comow € de sincronizacdo pamg i(v) = t(w) = I. Assim, para qualquer
uswuy € B(X), seA(r7'n'v") = uzwuy entdoi(v’') = t(x’) = I, onder’'n’v’ € P(G). Isso implica
quermv’ € P(G) e assim que\(tmv’) = uywuy € B(X).

Sejamw € C(B(X)) em,m € P(G) tais quei(my) = A(m2) = w, t(m) = I1,i(m) = Jy,
t(me) = Iy ei(my) = Jo. ComoG é de sincronizagdo, existem palavtase w, de sincronizagdo

para.J; e Jy, respectivamente. Assim, para tode F(1;), wiwv, wow € B(X), wowv € B(X).
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Isto implica queF(1;) C F(Iz). SimilarmenteF(I;) C F(I;). Concluimos qué(1;) = F(Is).
ComodG é reduzido, temos qui = I». [ |

Proposicdo 2.2.5eG = (V,&,\) eG' = (V', &', \') s&o apresentacdes SDP e reduzidas de um SSR
X, entdo estas sdo isomorfas.

Demonstragdo: Sejaw € C(B(X)) uma palavra de sincronizacdo pdree V. Definimos
®:V — V), talqued(I) = I’ se ha um caminhe’ € P(G’) para o qual(n’) = wet(n’') = I'.
Inicialmente demonstraremos g@eé bem definida, para isso consideremogs, € C(B(X)). Do
LemalZ1,w e u sdo de sincronizacao e, considerando que e u sincronizam para 0 mesmo
vérticeI € V, entdoF(w) = F(u). Comow e u também s&o palavras de sincronizacdo@m
(novamente do Lemia2.1) entdo elas sincronizam para o meérticevemV’. Ou seja,® é uma
funcéo.

Agora provaremos que € injetiva e sobrejetiva, respectivamente. Sgj& ) = ¢(I,) = I, en-
tdo hé palavras de sincronizagag w, € C(B(X)) que sincronizam parh e I, respectivamente.
Assim,w; e wy sincronizam pard’ emG’, isso implica qué-(w;) = F(ws). ComoG é reduzido,
concluimos qué; = I,. Seguindo com a demonstracao gué sobrejetiva, seja uma palavra de
sincronizacdo par&d € V'. Do LemdZllw € C(B(X)) e, assim, também é de sincronizagéo em
G. Sejal € 'V o véertice para o quab sincroniza, enta® (1) = I'.

Para provarmos que € um homomorfismo, consideremos que A e w sincroniza pard € V.
Se®(6(I,a)) = I' entdowa sincroniza pard’. Comow sincroniza para a imagem deem V',

0(®(I),a) =I',ouseja®(6(1,a)) = 6(®(I),a). Concluimos qué& é isomorfo aG’. [ ]

2.4 Sistemas Simbalicos Fechados de Memdria Finita (SFT)

Um sistema simbdlico fechado de meméaria finka(do inglésshift of finite type abreviado
por SFT) é um sistema simbdlico fechado para o qual existe amjueto proibido finitoF, ou
sejaX = Xg para umT finito. Como propriedade caracteristica de um SFT, sempessiyel
determinar um inteiro ndo negativd, tal que para tode € B(X), |v| > M, seuv,vw € B(X)
entdouvw € B(X). O menorM para o qual esta propriedade pode ser verificada é chamado
memoriado SFT. Alguns autores definem a memoéria do SFT como o maxim@iémento de um
bloco emF. Estas denominacdes séo idénticas quando o confuatminimo, o que sera discutido

em capitulos posteriores. Como propriedade complemeatandSFTX, se¢ : X — Y é um
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SBC conjugado (o termo conjugado informa gué injetivo e sobrejetivo e, portanto, inversivel [10,
Teoema 1.5.14]) entdd também é um SFT [10, Teorema 2.1.10].

SejaX C A% um SSR apresentado p@r= (V, &, ). Dado qualquer blocee; ... e, € &,
entdoees ... e, € B(Xg) se, e somente sé&e;) = i(e;+1), 1 < i < n. Ou sejaXg é um SFT
comM = 1. Isto implica que todo SSR € imagem de um SFT pela aplicacBnd®BC sobrejetivo,
neste caso induzido pdr: By (Xg) — A, onded(ejes) = A(ez).

Adicionalmente, sej& C A% um SFT, podemos construir uma apresentagara}” definida
por: G = (By(Y),Br+1(Y), ), tal que para tod@jas ...ap 41 € € temos quel(aias . ..
ap+1) = ap41, i(arag...ap+1) = arag...apy € tlajaz...ap41) = as...ap41. Nes-
tas apresentacdes s6 hd um ramoug®, ...ay, € V parabiby...byy € V se, e somente se,
arasy . ..apby € B(Y). A funcdo X induz um SBC conjugadeé = A\, de Xg paraY [10,
Proposicédo 3.1.6]. Mais informagdes sobre esta constrdedan SFT, partindo de um conjunto
finito F arbitrario, é apresentada emi[20]. Eml|[21] é apresentaddgmnitmno matricial que deter-

mina o Shannon cover a partir desta apresentacao reesuoritarea de matriz.
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CAPITULO 3

ALGORITMO PARA DETERMINACAO DO
CONTEXTO A DIREITA: APLICACAO NA
CONSTRUCAO DAmMm-SDP

No Capituld® definimos um SFT como um sistema simbdlico féclespecificado por um con-
junto proibido finitoF. Mostramos que todo SFT é um SSR (ver também [10, Teorem3])3.1.
portanto podendo ser apresentado por um gtafe (V, €, \) direcionado. A rotulag@o de um ca-
minho bi-infinito emG gera uma seqiéncia que ndo contém fatoregerBistemas préaticos para
armazenamento e transmissdo de informacédo digital requarespecificacdo de um conjurffo
[22],[23]. Um SFT pode ser especificado por conjurfodistintos, mas entre estes h4 um Unico
conjunto® com nimero um minimo de palavras proibidas, chamado a aplagiima de palavras
proibidas|[10, p.33].

Os métodos propostos para obtencdo do Shannon cover (aaEBereduzida, deterministica e
irredutivel) de um SFT costumam ser divididos em duas etapiaialmente é gerada uma apresen-
tacdo deterministica do SFT a partir do conjufitfiC, Teorema 3.1.5]| [14]| [24]; seguida por um
algoritmo para identificar as classes de vértices com mesm@xto a direita e as conexdes entre
classes (vértices da nova apresenta¢ao) por ramos.

O método descrito em [10] é o apresentado na Sec#@io 2.4 dalddhitA funcao de transicdo
definida por este é simples de se calcular, mas o nimero deeg&ib grafo inicial cresce exponen-
cialmente com o maximo comprimento das palavrasfemortanto isto o torna de pouco interesse
pratico. Ha algoritmos com complexidade linear que sdormebados aplicando-se conceitos da

teoria de autdbmatos [14],[24]. Particularmente, no atgawidescrito em [24], o conjunto de todos



os prefixos préprios das palavras do conjubttormam os identificadores dos vértices da apresen-
tacao inicial.

O algoritmo descrito enl_[14] constréi inicialmente um auddmnnédo deterministico e incom-
pleto (o conjunto dos rétulos dos ramos que partem de unteétum subconjunto do alfabe),
tal que todas as palavras apresentadas por este possuess . Um autbmato determinis-
tico € obtido do nao deterministico, fazendo-se dos vértiggninais os ndo terminais e vice-versa,
obtendo-se um autdmato deterministico que apresentauatiyegn do SFT [17]. Removendo-se os
vértices nao terminais deste autdmato (com os ramos padiglés e chegando a eles), obtém-se um
grafo apresentando o SFT. A etapa intermediaria desteitatlgoenvolve a construcdo de um grafo
deterministico a partir de um nao deterministico @ecessible subset construction algoritfiha,
p.65]), procedimento que pode aumentar o nimero de estadmdacao ao autdmato inicial.

Neste capitulo apresentaremos um algoritmo para geraS@P de um SFT (o Shannon cover
para um SFT irredutivel). A entrada do algoritmo € a cole¢@iima de palavras proibida$, a
partir desta sédo determinadas classes de palavras com oconcesexto a direita, entre aquelas
que pertencem ao conjunt®¥ de todos os prefixos préprios de palavras @mEstas classes de
palavras sdo empregadas como identificadores de vérticgsteminacao destas classes é baseada
na manipulacdo de palavras éfe O, o que se diferencia da usual determinacao de vértices com
mesmo contexto a direita a partir de uma apresentacadifiicja[iLS]. O algoritmo proposto associa
a cada palavras € W o conjunto de sufixos préprios das palavras@mue quando concatenados
comw geram uma palavra com um fator én Palavras emd* com o mesmo contexto a direita
sdo determinadas pela igualdade de versdes reduzidas desfigntos, assim podemos identificar as
palavras emi¥V que possuem 0 mesmo contexto a direita, separando-as esascties equivaléncia.
Definidas as classes de equivaléncia (ou os vértices daeapaiedo minima), usamos uma fungéo de
transicdo, baseada em uma definida lem [24], para constmumrBtannon cover. Mostraremos que

esta apresentacao € isomorfa a componente essencial dalgredntextos do SFT (Sedaal3.3).

3.1 Alguns Conceitos e Defini¢coes

Iniciamos esta sec¢do apresentando formalmente a coleg@mande palavras proibidas. Uma
palavraw = wy ... w, é dita umgproibicdo minimasew ¢ L, masw; ...w,—1 € Lewsy...w, €
L. A colecao de todas as proibicdes minimas € unica [10, pdéZdhrma que s& C O e X5 = X
entdoF = 0. Um SFT com colecdo minima de palavras proibilaem memarial/ se o0 maximo

comprimento das palavras einé M + 1. Na Seca@ 312, utilizamos a unicidade do conjuiimara
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propor um procedimento que identifique palavras com o mesmi@gto a direita.

Seja{B;}_, uma colegéo de subconjuntos.de suponha que queremos classifica-los de acordo
com seus contextos, onde o critério € a igualdade. Estafidagéio pode ser feita a partir §8;} Y,
ou{B';}X,, o que for mais conveniente, uma vez quei3se= B, entdos’; = B';.. Podemos esco-
lher uma das colecdes e chama-la{@& }% ;. Caso tenhamos informagdes adicionais sobre o con-
junto {D;}X ,, estas podem ser utilizadas para simplificar a comparagdimo@xemplo, suponha
que o conjunta C (., D; é conhecido, esta informacéo podera ser utilizada pardieapo
processo de determinacgéo de igualdade, que podera seadeatiobre o conjuntfD;\G}¥ , no
lugar de{D;} Y ;.

Dada uma linguagem qualquér(ndo necessariamente fatorial), uma importante caratiteri
de uma palavrar € A* € 0 seu conjunto sintatico, definido cor@w) = {(z,y)|(z,y) € A* X
A* exwy € L} [11, p. 210]. O complemento deste conjunt6’éw) = {(p, s)|(p,s) € A* x A* e
pws ¢ L}. Considerandd. como a linguagem de um sistema simbodlico fechada, dada ulaapa
w e L C'(w) = C'(w) U (A*FA* x A*) U (A* x A*FA*)), j& que para qualquep, s) €
((A*FA* x A*) U (A* x A*FA*)), pws ¢ L. Concluimos qué(A*FA* x A*) U (A* x A*FA*))
equivale ao conjunt@ discutido no paragrafo anterior. Portanto, o conjuntcsicd de uma palavra
w € L pode ser especificado por um subconjuntd.de L, sendo est€’ (w)\ ((A*FA* x A*) U
(A* x A*FA*)). Mostraremos na proxima se¢éo que este conjunto ndo é a foaisasimples de
se representar o conjunto sintatico de uma palavra. Commgadgem de um SFT é fatorial, para
todo(p, s) € C'(w)\((A*FA* x A*)U (A* x A*FA*)) C L x L, o conjunto{(p'p, ss")|(p', s") €
(Lp~1') x (s71L)} é um subconjunto d€”(w)\ ((A*FA* x A*) U (A* x A*FA*)), 0 que motiva
a Definicad-31.

Definigdo 3.1.Seja(p, s) € L x L, entdd|(p, s)] = {(p'p, ss")|(p’,s") € (Lp~*') x (s~1L)}. Como
extensdo, sejal C L x L, seA # () entdo[A] = {(p',s")|(p’,s’) € [(p, s)] para toddp, s) € A},

caso contrarigA] = 0.

Exemplo 3.1.SejaA = {0,1} eF = {011,110,001, 100} o conjunto proibido do SFT de linguagem
L = B(Xg). Assim, para(11,0) € L x L temos qug(1,0)] = {(p,q) | p € 1*1eq € 0(0* +

(10)*)}, onde’+' indica unido ev* = {e, w, ww, www, . ..}.

Segue diretamente da definicdo dques) € [(p, s)], poise € L. A proxima definicdo apresenta

um subconjunto dé&’(w)\ ((A*FA* x A*) U (A* x A*FA*)) C L x L que determin&’(w).

Definicdo 3.2. Um conjunto das restricdes dew € A*, dada uma linguagerh, denominado de

37



C(w), satisfaz a equacd6(w)] = {(p, s)|(p,s) € L x Lepws ¢ L} = C'(w)\((A*FA* x A*)U
(A* x A*FA%)).

Empregando a Definicdg_8.2 podemos escrever o conjuntdism partir do conjunto das

restricdes com@’'(w) = { [C(w)] U ((A*FA* x A*) U (A* x A*FA*)) }.

Exemplo 3.2. Considerando o SFT apresentado no Exerfaplo 3.1, tema3(qQue- {(s,01), (¢,11),
(11,¢), (10,¢), (1,0), (0,1)} ouC(0) = {(e,01), (¢,11), (11,1), (11,0), (11,¢), (10,¢), (1,0),
(0,1)}, jaque[{(e,01), (&,11), (11,¢), (10,¢), (1,0), (0,1)}] = [{(¢,01), (¢,11), (11, 1), (11,0),
(11,¢), (10,¢€), (1,0), (0,1)}].

Exemplo 3.3. Sew ¢ L entdo para qualquép,s) € L x L temos quepws ¢ L, portanto, um
possivel conjunto das restricbes paré C(w) = {(e,¢)}, pois ques é prefixo e sufixo de qualquer

palavra. Assim, para ¢ L temos que”’ (w) = A* x A*.

No que segue, nosso interesse se restringe a trés subosniled(w), sédo eles:Cl(w) =

{(p,s)lp #ees=c}, C(w) ={(p,s)lp #ces # e} eC"(w) = {(p,s)lp = ces # ¢}, sendo
chamados de conjunto das restricbes a esquerda, condieiantreita, respectivamente.

Nota 3.1. Seja(e, s’) € [C(w)], portanto h&p, s) € C(w) tal que(e, s’) € [(p, s)], assimp € S(e)
es € P(s'), logop = e. Comop # ¢ para todo(p, s) € C'(w) UC"(w), entdo(e, s’) ¢ [C'(w) U
C¢(w)], portanto(e, s’) € [C(w)\(C'(w) UCe(w))] = [C"(w)].

Proposicdo 3.1.Para todow € L, (g,s) € [C"(w)] se, e somente se,c F'(w). Logo,[C"(w)] =
[C"(w")] se, e somente sB(w) = F(w’).

Demonstragdo: O contexto a direita de uma palawiac L pode ser escrito comb(w) =
L\F'(w), ondeF'(w) = {s|lws ¢ Les € L}. Contudo, ses € F'(w) entdows ¢ L, logo
(g,8) € [C(w)], da Notd 3L concluimos que, s) € [C"(w)]. Por outro lado, séz, s) € [C"(w)]
entdows ¢ L, logos € F'(w). Concluimos que os conjunt&$w) e F(w') podem ser determinados

unicamente dos conjunt@S” (w)] e [C"(w')], respectivamente. [ |

Podemos usar os conjunt6s(w) para determinar os conjunt&$(w) e F(w), ja queF (w) =
{s|(e,s) € [C"(w)]} eF(w) = {s|s € L and(e, s) ¢ [C"(w)]}, respectivamente. Na proxima se¢ao
abordamos o problema de determinar palavras com o mesnextmatdireita a partir dos conjuntos
C"(w).
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3.2 Determinacéo de palavras com 0 mesmo contexto a direita

Provamos na Proposi¢cBgB.1 que a igualdade dos conjdtites)] e [C"(w’)] implica quew e
w’ tém o mesmo contexto a direita. Mas esta igualdade n&o assggeC” (w) = C"(w'), j& que,
em geral, estes conjuntos podem ser escritos de difereatesiras (ver Exempla3.2). Propomos
nesta se¢do uma construcdo particular para o conliifto), que nos permite determinar palavras

de mesmo contexto a direita pela simples igualdade despenton

Defini¢éo 3.3.Sejaw € L e O a cole¢éo minima de palavras proibidas de um SFT. Hiji§o) =
{(g,s)|s € ((S(w)\{e})~10O)}, sendo o conjunto de todos os pares ordenédes € L x L, |s| >
1, para os quais hae S(w)\{e} tal queps € O.

Nota 3.2. Caso(S(w)\{e}) N P(OA™!) = 0 entdows € L para todos € L, assimCy(w) = 0,
portantoC;, (u) = 0 para todou € S(w)\{e}. Contudo, s€{,(w) =  entdo, para tode € L, ws
ndo possui fatores e, implicando que” (w) = (), uma vez qué é a colecdo minima de palavras

proibidas. Similarmente, ¥ (w) = 0 entdoC;, (w) = 0.

Na proxima proposicéo provaremos qug (w)] € um conjunto das restricdes de uma palavra

w € L.

Proposicédo 3.2.Sejaw € L e O a cole¢cdo minima de palavras proibidas do SFT. Eft@dw)] =
[Ch (w)].

Demonstragdo: Da Nota[3PCj(w) = 0 se, e somente s€/ (w) = 0, assim[C{(w)] =
[C"(w)] = 0 para este caso.

Suponha qué&j (w) e C"(w) ndo séo conjuntos vazios. $&s) € [Cy(w)] entdows ¢ L,
implicando que(e,s) € [C"(w)], logo [CH(w)] C [C"(w)]. Se supormos qué,s) € [C"(w)],
entdows ¢ L, implicando que hg = py...p, € S(w) eq =q1...qm € P(s) tal quepq ¢ L,
P2 PnQl---Gm € L€P1...Ppq1---Gm_1 € L, 1000Dp1 ... Ppq1-..qm € O €ws tem um fator
emO, portanto(e, s) € [Ci(w)], 0 que nos permite concluir qué€” (w)] € [Ci(w)] e o resultado

segue. [ |

Uma forma de calculo do§(;(w) € por recurséo. Para um dadoc L, w = aas...an,

o célculo é feito do prefixo de menor comprimento ndo nulp para o de maior comprimento
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(araz ... a,), empregando a definic&Cy (w)) = {s | (¢, s) € Cy(w)}, temos que:

8(Co(ar)) = ay 0,
$(Ch(a102)) = a3 '8(Ch (1)) U a0,
3.1)
8(Ch(aras . ..ay)) = a, 8(Ch(ar...an_1))Ua, 0.

A prova desta relagéo segue pelo desenvolvimento do car§ié (w)):

8(Co(w)) = (S(w)\{e}) 'O

=(S(ay...an_1)a,)"'0O

=(S(ay...an_1)a, Ua,) 'O

=a,'S(ay...an_1) 'O UG, 'O

=a, ((S(ay...an,_1)\{e})'O)Ua, ' OUa, O

=a '((S(ay...an_1)\{e}))'O)Ua, 'O

=a,'8(Ch(ay...a,_1))Ua, 0.
Exemplo 3.4. Sejaw = 1010 uma palavra pertencente a linguagem de um SFT com simbolos
no alfabetoA = {0,1,2} e especificado pelo conjunt® = {002,100,1011,1012,111,112, 20,
211,212}. Comegamos calculand(Cj, (1)) = 1710 = {00,011,012, 11,12}, seguimos calcu-
lando8(Cf, (10)) = 0718(Cly (1))U0~10 = {0,11,12,02}, 8(CH(101)) = 1718(ClH(10))UL1 1O =
{1,2,00,011,012, 11,12} e finalmentes (Cf, (1010)) = 0-18(Cx(101)) U010 = {0,11,12,02}.

Observamos que quande, s), (¢,s’) € Ci(w) e s’ € P(s), implicando quee, s) € [(e,s')],
entdo[Cl (w)] = [Ch(w)\(&,s)]. Um conjuntoC” (w) sera escrito com6” (w) quando esta elimi-

nacao de elementos ndo puder ser realizada.

Exemplo 3.5. A partir do conjuntaC (10) determinado no Exempla3.€7(10) = {(c,s)|s €
{0,11,12}}, uma vez qué € P(02).

No préximo teorema mostraremos que palavras com o mesmextoré direita podem ser de-

terminadas pela igualdade dos seus conjuditgs,).

Teorema 3.3. Sejaw, w' € L, entdoCl (w) = Cly(w') se, e somente sB(w) = F(uw').
Demonstragdo: SeCh(w) = Ch(w') entdo[Ch (w)] = [Ch(w')], 0 que das Proposi¢dESB.2 e

B implica queF (w) = F(w').
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Supondo quése, s) € C(w) e (¢,s) ¢ Ch(w') concluiremos quéCs (w)] # [Ch (w')], portanto
da Proposicag 3 1 temos qig¢w) # F(w'). Portanto, a hipotese qugw) = F(w’) implica
queCy (w) = Ch(w'), caso contrario, s€j,(w) # Ch(w') concluimos qué(w) # F(w'), o que
contradiz a hipotese. Se,s) ¢ [Ch(w')] entdo[Ch(w)] # [Ch(w')], logo consideraremos que
(e,5) € [Ch(w')]. Para que,s) € [Ch(w')] € necessario que exista, s') € Cp(w') tal que
s € P(s)els'| < |s|. J&que(e,s) € Ch(w), entdo ndo ha prefixos propriasde s tal que

(e,u) € Ch(w), portanto, concluimos que, s') ¢ [Ch(w)] e (¢, ') € [Ch(w')]. |

3.3 Construcéo dam-SDP

Nas ultimas se¢fes definimos o conjuégiw) e mostramos como utiliz&-lo para determinar se
palavras emd* possuem 0 mesmo contexto a direita. Nesta secdo utiliz&g(os) para construir
a apresentacao deterministica, de sincronizacéo e reddai&FT. Mostraremos que esta apresen-
tacdo é isomorfa agrafo dos contextos do SFT. Portanto, as propriedades demonstradas para a
apresentacgao propostas sdo estendidas para o grafo destosnt

O grafo dos contextos é uma apresentagdo deterministicR T{LP, p. 73] gerada a partir do
conjuntoC = {F(w)|w € L}, que é o conjunto de todos os contextos & direita de palanrds (€
também pode ser interpretado como o conjunto dos vérticggafo dos contextos). Ha um ramo
neste grafo com rétula € A partindo de um vérticé = F(w) € @, sewa € L, sendo o vértice
terminal7 = F(wa) € C. Pela aplicacao deste procedimenib a C ea € A obtemos o grafo dos
contextos do SFT. O conjuntdde um SFT é finito [10, Teorema 3.2.10], logo este procedimént
realizavel.

SejaG = (V, &, L) a componente essencial do grafo dos contextos de um SFTorRospum
algoritmo alternativo para gerét. Este algoritmo segue as etapas: (i) Encontrar um conpingo L
tal queV C {F(w)|w € W}; (ii) determinar a particd® = {C;}!_, deW, satisfazendo a condi¢do
w,w’ € C; se, e somente s&(w) = F(w’). CadaC; € um subconjunto d& contendo todas as
palavras deste com 0 mesmo contexto a direita. (iii) Defimaduncéo de transicdo dex A para
P, como segue: sejf@; € Pew € C;, sewa € L, a € A, entdo hd um ramo com rétutode C;
paraCj, tal quew’ € C; ondeF(w') = F(wa); finalmente, extraimos a componente essencial do
grafo obtido no terceiro passo. Seguiremos determinandmjoicto W, propondo um método para
realizarmos a particdo deste e definindo a funcéo de tramsica

Em [24] é apresentado um algoritmo para construir um aud@omhpleto com um Unico vértice
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inicial ¢ e apresentando uma linguagem fatorial. Os vértices tersnifeeste autdmato formam um
sub-grafo que apresenta a linguagem de um SSR. Este subAgi@®, necessariamente, essencial
nem reduzido. A cada vértice do conjunfaleste sub-grafo é associada uma palavra do conjunto
P(OA1), daseguinte forma: todo vértided alcancado a partir dgor uma palavras € P(0.A1),
implicando queF (/) = F(w). SejaF(u) € V, como o sub-grafo é uma apresentacédo do SSR, este
tem um caminhor, tal quei(r) = 4, L(r) = u e F(t(7)) = F(u). Suponha quas € P(OA~1) al-
cancga(m) a partir de, entddF(w) = F(u). Concluimos que o conjunto de vértiééda componente
essencial do grafo dos fatores é um subconjuntpFde)|w € P(OA~1)}, portanto consideramos

W =P(OA™).

A particdoP é determinada pelos conjunté@ (w) como especificado a seguir. Séa =
{Ci}m, uma particdo déw, tal que: w,w’ € C! se, e somente s€j;(w) = Ch(w'). Empre-
gando o Teorem@3.8}, (w) = Cj(w') se, e somente sE(w) = F(w’), 0 que nos leva a concluir
que? =P

Ja definimos o conjuntdV e a particddP. Antes de definirmos a funcdo de transicéo apre-
sentaremos a relacao que segue e por uma restricao no daaétéorelacéo obteremos a funcao de

transigao.

Defini¢éo 3.4.Definimos arelagdé : P x (AU {e}) — PU{O} como

0(Ci,a) = {Q] fixadow € C;,v € Q,|v]| = max )|u|},

ueT (wa

ondeQ e PU{0}eT(w) =S(w)N(WUO).

A imagemd(C;, a) de(C;,a) € um element® em? U {O} associado com uma palavra fixada
w € C, tal quev € Q é o0 maior sufixo deva emW U O. Segue desta definicdo que,se € O
entdod(C;,a) = {0}.

O Teoremd316 demonstra, para qualquer a) € P x (A U {e}), que o valor d&(C;, a) ndo
depende da escolha de uma palawraE C; especifica. O que nos permite concluir gué uma
fungéo bem definida sobre o conjurfto< (A U {¢}). Para demonstragéo deste teorema precisamos

dos resultados dos proximos dois lemas.

Lema 3.4. Paraw,w’ € L, sejaCl(w) = Ch(w') ea € A, entdoCl (wa) = Ch(w'a).
Demonstragdo: Pelo Teorem&313]},(w) = Cj(w') se, e somente s&(w) = F(w'). Logo

waz € L se, e somente s&/az € L, portantoF (wa) = F(w'a), ouCly(wa) = Cly(w'a). |

Lema 3.5. Sejaw € L ev 0 mais longo elemento ef{w) N'W, entdoCl (w) = Cj (v).
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Demonstragdo: Segue do processo de construgdo dos conjufijos) e Ci (v) queCs (v) C
Ch(w), uma vez quer € S(w). Provaremos agora a incluséo reversa. $gja) € Cj(w), logo
existep € S(w)\{e} tal queps € O, portantop € S(w) N W. Ja quev é a palavra mais longa em
S(w) N W, entdop € S(v) e, portanto(e, s) € Ci(v). Se existes’ € P(s) para o quale,s’) €
Ch(v), entdoe, s') € Ch (w), poisCh (v) C Ci (w), contradizendo a hipétese de dues) € Cjy (w),

logo (¢, s) € Cf(v). Assim, concluimos quél, (w) C C (v), por fimCly(w) = Ch (v). |

Teorema 3.6. A relacaod € uma fungéo bem definida.

Demonstragdo: Sejamw,w’ € C;, C; um elemento d&, ea € A. ComoF(w) = F(w’), se
wa ¢ Lentdow’a ¢ L, logod(C;,a) = {O}. Portanto, consideremos que, w’'a € L, sendov e
v" as palavras mais longas eéhfwa) N W e S(w’'a) N W, respectivamente. Do LerhaB.5 temos que
Ciy (wa) = Ch (v) eCly(w'a) = Cly(v'). Por fim, do Lem&31€} (v) = Ch (v'). |

A Tabela3]l resume o algoritmo proposto para gerar uma eqigso de um SFT a partir do

seu conjuntad.

Exemplo 3.6. Seja® = {002,100,1011, 1012,111,112,20, 211, 212}, 0 mesmo conjunto usado
no ExempldZ3K. O conjunto dos prefixos proprios@eP(OA-L), éW = {¢,0,1,2,00, 10,
101,11,21}. A Tabela[3P mostra os conjuntd% (w) paraw € W, a particdoP (ou classes
de equivaléncia) e o resultado do célculo da fungamostrando-se as palavras mais longas em
S(wa) N'W parawa € L. Sewa ¢ L, a entrada respectiva na tabela € preenchida{g®jn Pode-
mos observar quég(Z) = ég(m), assim o conjunt¢2, 10} € W forma a class€’y. Prosseguindo,
obtemos as class€s = {c}, Cy = {0}, C5 = {1}, C5 = {00} e Cs = {11,21,101}. Portanto,

P = {{e},{0},{1},{2,10},{00},{11,21,101}}. Observemos também que a palavra mais longa
emS(wl) N'W,w € Cy, €21 sew = 2 0ou 101 sew = 10, contudo{21,101} € Cs, 0 que nos leva

a concluir qued(Cy, 1) = Cs.

Como estamos interessados em uma apresentacdo de um SEmaggoekstringir a funcad
paraA = {(C;,a)|6(C;,a) € P}. O que estamos fazendo € eliminando os ramos que incidem
no estadd), que por construgdo ndo possui ramos partindo dele, podmrdemovido do grafo
juntamente com 0s ramos que partem ou incidem nele, sem quéso alteremos a linguagem do
SSR apresentada pelo grafo. Esta restricdo é represemtadipdpe chamada funcéo de transicao,
mas por simplicidade de notacao, iremos representa-lé. pdo proximo teorema mostraremos que

o grafo H gerado pelas linhas 1 a 16 do algoritmo descrito na Tdbdlé &dmorfo ao grafo dos
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Tabela 3.1: Descri¢éo do Algoritmo.

Passo INSTRUCAO

1. calcule W = P(OA™1Y);

2. faca P = ;

3. facai = 0;

4, paracadaw € W

5. calcule Cl; (w);

6. se3 C; € Ptal quew’ € C; eCly(w) = Cy(w')

7. faca C; = C; U {w};

8. se nao

9. facai =i+ 1;

10. crie C; em?P;

11. faca C; = {w};

12. para cada (C;,a) € P x A

13. sed(Cy,a) € P

14. crie um ramo com rétulo a de C; para §(C;, a);

15. se nao

16. n&o crie um nNovo ramo;

17. faca G’ = (V', &', \') a componente essencial do grafo
gerado nos passos 12-16;

18. saidaG’ = (V', &', \);

Os passos 4-11 determinam a parti§doOs passos 12-16 calculam a funcéo de transicdo. Denotaneond/ o grafo dos contextos
gerado pelas linhas 1-16 do algoritmo.

Tabela 3.2: Calculo das classes de equivaléncia e da fuit¢dm ), paraC; € P ea € A.

Célculo das Classes H §(C;, a) - { Palavra mais longa en§ (wa) N 'W} ‘
weW | {s|(gs) € @g(w)} Classes || §(C;,0) — {v} 0(C;,1) — {v} 0(C;,2) — {v}

€ ) Ch Cy — {0} Cs — {1} Cy — {2}

0 02 Cy Cs — {00} Cs — {1} Cy—{2}

1 00,11,12,011,012 Cs Cy — {10} Ce — {11} Cy— {2}

2 0,11,12 Cy {0} Cs — {21} Cy— {2}
00 2,02 Cs Cs — {00} Cs — {1} {0}

10 0,11,12 Cy {0} Cs — {101} Cy— {2}
11 1,2,00,011,012 Cs Cy — {10} {0} {0}

21 1,2,00,011,012 Cs Cy — {10} {0} {0}
101 1,2,00,011,012 Cs Cy — {10} {0} {0}
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contextos, portanto as componentes essenciais destesnesab isomorfas.

Teorema 3.7.0 grafo H é isomorfo ao grafo dos contextos do SFT.

Demonstragdo: Iniciamos definindo a funca® : ¢ — P comoC; = ®(F(w)), entdoC; é
a classe que contém a palavra mais longaS¢m) N ‘'W. Seguimos provando qui é uma fungéo
sobrejetiva, injetiva e € um homomorfismo, respectivamente

Suponha qué(w) = F(w’). Dos Lema$3]4 E3.5, see v’ s@o as palavras mais longas em
S(w)NWeS(w') N'W, respectivamente, ent&dv) = F(v'), implicando quev e v’ pertencem a
mesma classe de equivaléncia®idogo ®(F(w)) = ®(F(w’)). Concluimos qu& é uma funcao
bem definida.

Paratodd”; € P e qualqueiw € C;, temos quev € L e®(F(w)) = C;, ou sejad é sobrejetiva.

Suponha qué(F(w)) = ®(F(w’)), isto implica que as palavras mais longas &) N'W e
S(w") N'W pertencem & mesma classe de equivaléncia. Do Ldmriha 3.5niglica que(fg(w) =
Ch(w') e do TeoremB313 temos gBéw) = F(w'). Concluimos qué € injetiva.

A classed(®(F(w)), a) contém a palavra mais longeemS(ua) N'W, ondeu é a palavra mais
longa emS(w) N'W. Supondo que’ pertence & (wa) N"W. Sev’ # ¢, podemos escrevef = u’a,
ondeu’ € S(w) N'W, j& que o prefixo de um elemento ém pertence av. Isto implica queu’ é
um sufixo deu, logov’ = vw'a € S(ua) N'W. ComoS(ua) C S(wa) entdov € S(wa), logov é a
palavra mais longa e(wa) N'W e, portanto)(®(F(w)),a) = ®(F(wa)). Concluimos qué é

um homomorfismo. [ |

Coroléario 3.8. O grafoG’ € uma apresentacao do SFT.

Demonstracdo: Devido ao isomorfismo entre o grafé e o grafo dos contextos, qualquer ca-
minho bi-infinito (..e_jege; ...) em H esta associado a um Unico caminho bi-infinito. {1 fo
f1-..) no grafo dos contextos e vice-versa, tal @@(e;)) = t(f;), ~1(t(f;)) = t(e;) eej, f;
possuem o mesmo rotulo. Estes caminhos também estao @eesaatcomponentes essendidis=
{V, & N}eG={V,E \} deH e do grafo dos contextos, respectivamente, permitindo aig&d
do isomorfismol : V — V' entreG e G/, tal que¥ = ¢|V. [ |

A Figural3.] mostra o grafo obtido diretamente da Tabela@&gonexao das classes de equiva-
léncia (vértices) de acordo com a funcao de transic@oFigural3.2 mostra a componente essencial
do grafo apresentado na Figiiral3.1.

O préximo lema exp6e uma propriedade@eque nos permitira provar no Teorema3.11, que

G’ € o minimo SDP, ou 0 Shannon cover para um SFT irredutivel.
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Lema 3.9. Sejar um caminho end:’ conectando os vértices; = i(7) e C; = t(x), para o qual
L(m) = z. Para qualquerw € C;, a palavra mais longa erfi(wz) N W pertence &C;.

Demonstracdo: A prova € por indugdo no comprimentg. Inicialmente, sejaz| = 0, logo
z = g, portantowz = we = w, que é a palavra mais longa effwe) N W, concordando com a
equacaa (C;, e) = C;.

Consideremos que a afirmacgéo é verdadeira para n. Sejara um caminho ent@’, i(7a) =
Ciez = L(ra) = L(7)0(a) = ua, tal quelu| = nea € A. Seu’ é a palavra mais longa em
S(wu)NW, entdo concluimos da hipétese indutiva que ¢(7). A partir da definicéo dé, a palavra
mais longa ens (u'a) N W pertence &(t(7),a). CasaS(u'a) NW = {c} entdoS(wz) N W = {¢&},
do contrario, se’a € S(wz) N W entdoz’ € S(u') e, portantog’a € S(u'a) N W, 0 que é uma
contradi¢cdo. Assim, o lema é valido para este caso.

Consideremos que a palavra mais longa®ma) N YV seja ndo nula e igual@a. Agora, seja
ga a palavra mais longa e®(wz) N W, entdog € S(wu) N WV (ja que todo prefixo de uma palavra
emW pertence aV), isto implica quey € S(v’), logog € S(¢’). Por fim, comow'a € S(wz), a
palavra mais longa erf(u'a) N W pertence & (wz) N W, portantog’ € S(q). Concluimos que

q'a = qa. [

Proposicdo 3.10.G" = (V', &', L) é uma apresentacdo deterministica, de sincronizagéo enddu
Demonstracdo: Como o grafo dos contextos é deterministico, todo sub-gtafe também é
deterministico. Ja qu&’ é isomorfo a~, entdoG’ é deterministico.
Prosseguiremos provando qGé é de sincronizacdo. Sejd# o maximo comprimento de uma
palavraemV, logo paratoda, v € L, |u| > M, as palavras mais longas &wu) "W eS(u)NW

sdo iguais. Portanto, segue do Ldma 3.9 que todd_, |z| > M, z € uma palavra de sincronizacéo

Figura 3.1: Grafo obtido da TabdlaB.2.
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0

Figura 3.2: Componente essencial do grafo apresentadgueE1.

de G’. Suponha que h& um vérticé € V' que ndo possui uma palavra de sincronizacao, entao

todo caminhar emG’, t(7) = C;, tem comprimento menor que . Considerando os caminhos em

G’ com vértice terminal’;, sejar’ um entre os mais longos destes caminhos, entdo ndo ha ramos
com vértice terminai(n’). ComoG’ é uma grafo essencial, concluimos que h4 uma palavra de

sincronizacao para todo vértice @é.

Agora provaremos qué&’ é reduzido. Seja € L, |z| > M, uma palavra de sincroniza¢ao
paraC; € V'. Portanto, a palavra mais longa &hz) N W pertence &;. Segue do LemB33.5,
queCl(z) = Ch(u) para todou € Cj, logo, do TeoremB 3.3 obtemos gB&:) = F(u). Como
F(z) = F(C;), podemos concluir quB(C;) = F(u). Portanto,G’ é reduzido, ja que para todo

ue Cyeu € Cj, F(u) # F(u') se, e somente se# j. [ ]

Teorema 3.11.G' = (V', &', L’) é o Shannon cover de um SFT irredutivel e o0 minimo SDP de um
SFT redutivel.

Demonstracdo: Da Proposicab 2l 2 todas as SDPs reduzidas de um SSR saofs®mortanto,
segue da ProposicBa 3110 gdeé a minima SDP. Como ja haviamos definido, o Shannon cover é a
Unica (por um mapeamento isomorfo) apresentacdo detstio@ireduzida e irredutivel de um SSR
irredutivel, del[10, Teorema 3.4.17] este também é de siikagao. Logo(=’ € o Shannon cover de

um SFT irredutivel. [ |

3.4 Analise da complexidade do algoritmo

Inicialmente analisaremos a complexidade para obter-sajarto? dado o conjuntdV, o que

equivale a especificacdo dos vértices. Em seguida, argatisara complexidade do célculo da funcéo
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de transicgéo.

3.4.1 Complexidade do Calculo do Conjunid

Para determinarmdB dado o conjuntd¥, utilizaremos o Teorenfa 3.3 para determinarmos as
palavras emi/¥ com mesmo contexto a direita. O calculo Hesera dividido em trés etapas: (1)
célculo dos conjunto8(Ci (w)) para todow € ‘W; (2) célculo dos conjunto8(Cy (w)) para todo
w € 'W; (3) determinar a particdo do conjunitd (pela relacao de equivaléncia:~ w’ se, e somente

seCl(w) = Ch (w")).
Complexidade do calculo dos conjuntog, (w)

Consideremos; € A eajas...a, € W. Do calculo recursivo apresentado na Equdcab 3.1,
8(Ck(a1))| é proporcional &9|, [S(Ch (araz))| < |ag '8(Cly(a1))|+|a; ' O| € proporcional -0,
seguindo este raciocini¢$(C (as ... an))| < |a,'8(Ch(as ... an—1))| + |a, 'O é proporcional
an -|0|, sendo quex < M, ondeM + 1 € maior comprimento das palavras €m Assim, a
cardinalidade dos conjunt&gC;,(w)), consequientemente dos conjunfigw), € proporcional a
|0|, com coeficiente de proporcionalidade nédo superidf.aPortanto, a complexidade assintotica
para o calculo d€j (w; ... wy,), dadoCy(w; ... wy—1), €O(|O]).

Pela definicdo do conjunf®’ obtemos a relacd® (W) = W, assim, aplicaremos a expressédo
recursival(31) para determinarmos o conjuf8¢C(, (w)) | w € W}. O que implica em calcularmos
M — 1 conjuntosS(Cg (w)) (ja ques(Cy(e)) = (). Portanto, a complexidade assintdtica para o

calculo do conjuntdCj, (w) | w € W} eO(|0] - [W)).
Complexidade do calculo dos conjuntoég (w)

A determinagao dé% (w) a partir deCl; (w) pode ser realizada usando-se uma arvore enraizada
rotulada, de construcéo especificada a seguir. Dos néen@giais da arvore, partem no maximo
|A| ramos com rétulos e, dispostos em ordem lexicografica definida pelos rétulosbt@a de
um caminho comecgando no no raiz da arvore é a sequéncia déssrdbs ramos que constituem
0 caminho. A partir das seqliéncias de menor comprimentaays® como um né terminal o né
alcangado por um caminho com rétulo €®(w). Os elementos er(Ch(w)) sdo associados a
nos terminais (folhas) da arvore. SequiénciasSéds (w))\8(Ch(w)) ndo podem ser associadas a
caminhos na arvore.

Como exemplo, consideremos o conjus{é, (101)) = {1,2,00,011,012,11, 12} apresentado

no Exempld_3}¥. A arvore associada a este é mostrada na Bgdlirado percorrermos a arvore
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utilizando o elementd1 ou 12, iremos alcancar a folhg o que indica que estes elementos possuem
um prefixo proprio no conjunt8(C(,(101)), portanto as folhagl e 12 néo séo criadas, o que €

representado na FiguraB.3 pelas linhas pontilhadas.

00

Figura 3.3: Arvore para o célculo do conjurﬁ@(lOl).

Dado um conjuntd(C (w)), w € W, a complexidade deste procedimento & proporcional ao
numero de caminhos que iremos percorrer na arvore, ougjal). Como este calculo sera reali-

zado para todos os elementos do conjataa complexidade desta etap@€/O| - |W)|).

Complexidade do calculo das classes de equivaléncia

Para determinarmos o0s conjun@g(w) gue sao iguais, podemos, seguindo a mesma ordem
lexicografica, sobrepor as arvores dos conju&@)@u) e indicar nos nds os conjunt&@ (w) para
0s quais estes nds sao folhas. Este processo pode serdealizalltaneamente com o calculo dos
conjuntos@g(w). Os conjuntosif{‘9 (w) iguais s&o os que ocorrem nos mesmos nés. A Flgula 3.4
mostra a arvore associada ao Exenipld 3.6.

As classes de conjuntos iguais sdo as mesmas calculadadelalBa. A complexidade do

algoritmo € proporcional ao numero de nés e a cardinalidadg®djuntoW, ou sejaO(|0] - |W|).

3.4.2 Complexidade do Calculo da Funcéo de Transicao
Para a determinacao da funcéo de transiéa@mpregamos uma variacao flacdo de falha
definida eml[24], que chamaremos fle a definiremos a seguir.

Definicdo 3.5.SejaC. a classe erf? que contém a palavea Definimos a funcag : P\{C.} — P,
tal que, dada = au, a € A, uma das palavras de menor comprimento@mentdof(C;) é o

conjunto emP que contém o mais longo sufixo demW.
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Gy (1), Gy (1), Gy (21), Cp (101)

Ch(1),Ch(11),Ch(21),Ch(101)

C(1),Cp(11),C(21), C(101)
C5(0),C5(00)

C5(00),Cp (1), Cp (21), C (101)

Figura 3.4: Arvore para o célculo das classes de equivalénci

Dado o conjuntdP, a funcdo de transicad sera calculada primeiramente para as classes em
P que contém as menores palavras BIn Assim, comecamos pela classe que contém a palavra
g, em seguida calculamdspara as classes que contém as palavras de comprimento usime as
sucessivamente. Finalizamos quando a furga@r sido calculada para todas as classes do conjunto
P.

O algoritmo apresentado na Takeld 3.3 calcula a fudgioa todaC; € P ea € A. Seguiremos
definindo algumas notac8es que sdo empregadas nesteratgdpiara toda € W U O, chamamos
deC, aclasse erf? U {O} que contém. Dado um conjunto de palavrag chamaremos dg () o
subconjunto de palavras erhde comprimenta.

No algoritmo da Tabel&™3.3 o conjuntd pertence a imagem da funcao de transi¢do que
ndo ocorre para o algoritmo na Tabeld 3.1. Isto se deve acasmdao de falha, mas ndo acarreta
em acréscimo da complexidade, pois o vértice associadorgonto © ndo possui ramos de saida,
portanto, dispensando qualquer verificacdo, podemosidrao final do algoritmo, juntamente com
0S ramos que incidem neste.

Com o conhecimento das classes de equivaléncia e indexests dtravés de seus elementos de
menor comprimento, as operagdes das linhas 7,10,11 e 20gms®mplexidad®(|P|). O calculo
da funcéo de transicao, para qualque€; € P tem complexidade assintoti€d(|A|). Assim, o
calculo ded para todos os elementos fletem complexidade assintéti€d(|A| - |P|). Portanto, a

etapa de calculo da fun¢éo de transi¢édo, quando realizémalgeritmo apresentado na TabElal 3.3,
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Tabela 3.3: Calculo da funcao de transigao

PAsSsO INSTRUCAO

1. para cadaa € A

2. sea € W

3. faca d(Ce,a) = Cg;

4, faca f(C,) = C¢;

5. se nao

6. faca 0(C.,a) = C;

7. faca P, = W\C;;

8. enquanto Py # ()

9. i =min{|lw|: w e P};
10. faca P, = Pl(i);

11. faca Py = P1\U,¢p, Co:
12. enquanto P, # ()

13. sejav € Py;

14. para cadaa € A

15. seva € WU O

16. faca §(Cy,a) = Cya;
17. seva € W

18. faga f(Cua) = 8(f(Cy), a);
19. se nao

20. faca 0(Cy,a) = 6(f(Cy),a);
21. faca P, = Po\Cy;

tem complexidade assintotiC(|A| - |P]).

3.4.3 Complexidade do Algoritmo para DeterminacéoxiaSDP

Empregamos duas etapas para determinacam-&DP através da técnica apresentada. Na
primeira, determinamo® por meio de um algoritmo de complexidade assinto@4goO| - |W|).
Na segunda, calculamos a funcdo de transic@tilizamos para isto um algoritmo de complexidade
assintéticaO(|A| - |P|). Concluimos que as duas etapas podem ser realizadas pogarinad de

complexidade (|0] - (W|) + O(|A| - |P|).
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CAPITULO 4

DETERMINACAO DO CONTEXTO A
DIREITA PARA PFT IRREDUTIVEL:
APLICACAO NA CONSTRUCAO DE
APRESENTACOEDETERMINISTICAS E
REDUZIDAS

Os codigos restritivos sdo comumente empregados em sstgumeautilizam equalizagcdo com
resposta parcial e deteccdo por sequéncia, sendo usualofemhados em sistemas de gravagao
magnética deodigos restritivos para aumento de distan@iaeu emprego visa aumentar a distancia
minima na saida do canal com interferéncia inter-simbdidela proibicdo de um numero finito de
sequéncias binarias. Como comentado no Cagdilulo 2, o estpdujeto destes codificadores pode
ser realizado aplicando-se a teoria de dindmica simbdliembrando que, para o caso em que 0
conjunto das sequéncias proibidas é finito, os sistema®ieob fechados sdo sistemas simbolicos
regulares de memoéria finita (SFT).

As restricbes de um SFT séo globais, ou seja, estas indapett@eoordenada na seqiiéncia
bi-infinita. No entanto, restricbes tém sido apresenta@as ps quais as proibicdes ocorrem de
forma periddica, sendo chamadasrdstricbes periddicag.g, a restricdo TMTR (do inglésme-
varying maximume-transition-rgrproibe que a palavrhl1 seja iniciada em indices impares de uma
sequéncia. Os sistemas simbolicos dindmicos periédicdd-du(do inglégperiodic shift of finite
type foram introduzidos em_[25] como a classe de sistemas siotsdfechados adequada para

modelagem destas restricdes (se for possivel descrep@iasn conjunto finito), sendo um PFT



Cod. Cod. CCE Canal Dec. CCE Dec.

N | ] . —>| Concat.|- -~ --- >| Separ. I—» i . — -
Restritivo Sistematico Sistematico Restritivo
Paridadel T Paridade
Cod. Restritivo Dec. Restritivo

da Paridade da Paridade

Figura 4.1: Diagrama de concatenacao reversa.

especificado por um conjunto finito de palavras proibidasxadas (indices representando fases) e
um perioddr.

Restri¢cdes periddicas também aparecem em aplicacdes guegam codificacdo conjunta CCE/
restritiva. No Capitul@ll mencionamos a possibilidade dinanar o desempenho de um sistema de
comunicac¢des adaptando-se a seqiiéncia transmitida atecasticas do canal. Isto pode ser obtido
pelo projeto de cédigos que tanto possam corrigir comoimgatra seqiiéncia transmitida, no en-
tanto, na pratica cascateia-se os codificadores. Apresestaa Figur&Il1 um arranjo padrédo para
os codificadores. A desvantagem deste arranjo € a posad#lide propagacao de erros pelo deco-
dificador restritivo antes que estes sejam corrigidos petodificador CCE. Como alternativa ha a
concatenacao reversaostrada na Figufa4.1, onde a posi¢cdo dos codificadore®didta, neste
caso algumas precaucgdes devem ser seguidas para evitas cpetrggbes impostas as sequéncias
nao sejam violadas. Isto é obtido pelo uso de emdificador CCE sistematio® um codificador
restritivo da paridadeom um algoritmo de decodificagdo que limite a propagacaords.eA saida
do codificador restritivo da paridade é concatenada conda sacodificador CCE sistematigeelo
concatenadgrcom a possivel insercédo de bits entre as sequéncias de gagdiilitando que a se-
guéncia resultante satisfaca a restricdo. Na decodificacgeparadoenvia os bits de informagé&o
para odecodificador CCE sistematiems bits de paridade codificados pa@esodificador restritivo
da paridadantes de irem para o decodificador CCE sistematico. Estegsogossibilita a correcéo
de parte dos erros gerados pelo canal antes que a sequé&eti@laepasse pelo decodificador restri-
tivo, o que reduz a propagacéo de erros na decodificacaiivastQuando o codificador restritivo
tiver alta taxa, isto sera mantido por este sistema, ja queE@éscia de paridade é curta quando
comparada com a sequiéncia de informacéao.

Consideremos que ndo seja empregada a métrica de Hammiregodifitacdo goft-decision

decoding. A informacao para decodificacdo associada aos bits demafifio € diretamente disponi-
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bilizada para o decodificador CCE, ja que o codificador CCEtérmiatico e so6 os bits de paridade
passam por um codificador restritivo antes de serem envéosnal. Neste caso, a informacéo para
decodificagdo contida na sequiéncia de paridade geradaquificador CCE terd que ser extraida de
uma seqiéncia codificada pelo codificador restritivo dadpdeg e com possiveis erros gerados pelo
canal. Este procedimento pode ser simplificado e realizadomgaior precisédo se o codificador res-
tritivo da paridade for sistemético. Isto poderia reduziaea do codificador restritivo da paridade,
0 que s6 estaria relacionado a pequena por¢éo da sequédifieacta relativa aos bits de paridade,
tendo pouca representatividade na taxa do sistema completo

Relativo a um codificador restritivo da paridade sistensatigijngoorden e Immink sugeriram o
arranjo apresentado na Figliral4.2 [26]. A idéia proposta@ddicador restritivo gerar sequéncias
com posicdes nado restritas, ou seja, nestas posi¢cdes aligsumir arbitrariamente o valbou 1
sem violar a restricdo, portanto os bits de paridade gegelocodificador CCE sistematico podem
ser inseridos nestas posi¢cdes (realizado pelo blesereda Figurd 4PR) sem violar a restricdo. O
sistema obtido pelo conjunto de todas as sequUéncias hitaisfitomposicoes irrestritageradas pelo
arranjo proposto por Wijngoorden e Immink forma um PET [3].

Uma das possibilidades no projeto de um sistema que utiidéicacéo conjunta, como o re-
presentado na Figufa#.2, é a construgdo do maior subsisteman SFTS, tal que toda posi¢édo
moéduloT em U é€ irrestrita, send@ um subconjunto dd". Este sistema é chamado gebsis-
tema(U, T')-irrestritode S. Conhecendo-se este subsistema, podemos calcular aiantppdgica
do conjunto de seqiiéncias que satisfazem uma dada resrig@o irrestritas em um conjunto de
posicbes. Aplicando-se os procedimentos para construg@ddigos de linha, podemos projetar
codificadores para este subsistema; como estes procedsva@nam em uma apresentacao do sub-
sistema, deve-se procurar apresentacdes com niumero ndeinéstices.

Neste capitulo apresentaremos conceitos que serdo empsegara determinar uma apresen-

tacdo deterministica e reduzida de um PFT irredutivel. detd possivel pois a linguagem de um

Cod. Cod. CCE Dec. CCE Dec.
N e .. | Insere [Canal) Separ. |—> ] N -
Restritivo Sistematico Sistematico Restritivo

Paridade Paridade

Figura 4.2: Diagrama de concatenacéo Wijngaarden-Immink.
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PFT é regular [25]. Para isto, iremos generalizar a idéiasgmtada no Capituld 3, para uma colecao
minima periddica de palavras proibidas e para construcgoado a partir de classes obtidas de uma

lista indexada de palavras da linguagem.

4.1 Alguns Conceitos e Definicoes

Os PFT séo sistemas simbdlicos dindmicos fechados contgdestivariantes no tempo, sendo
0s sistemas dinamicos simbdlicos adequados para repaesenjunto de seqiéncias que proibem a
ocorréncia de palavras em coordenadas periddicas da ségti@dulo um periodd'.

Determinado um inteiro positiv@, sejad uma colecéo finita de palavras e, tal que, para
cadaw; € F é associado um inteirk; em{0,1,...,7 — 1} que recebe o nome dase Descreve-
mos o conjuntd? porF = {(wy, k1), (wa, k2), ..., (w,, k,)} € 0 chamamos deonjunto proibido
periédica As restricdes associadas a uma fasdio escritas pdf*) = {w| (w,n) € Fen = k}.
Seja uma palavra finitas um fator de uma sequéncia finita ou infinitana coordenadg portanto
w = T[; ;4 |w|—1], ISLO € representado per <; z, 0 contrario € representado por£; x. Escrevemos
w < x quando uma palavra € um fator de uma sequiénatasem considerar uma coordenada es-
pecifica, o contrario é representado pog x. Uma palavrav € um fator proprio de uma seqiiéncia
x, quandow < x ew # x. Um PFT com period@ e conjunto proibido periédic, representado

por X5 73, € definido a seguir.

Definicdo 4.1. Uma sequéncia bi-infinita pertence &5 1} se, e somente se, existe um inteiro

ke {0,...,T — 1} tal que, para todo inteirg sew <; o*(z) entdow ¢ F¢ md 1),

Para todo PFT é possivel construir um gréfe= (V, £, A) que o apresente, ou seja, um PFT é
um SSRI[25, Teorema 1§ é ditoT-partite seV pode ser dividido erfi” subconjuntod,, D+, ...,
Dr_,4, tal que, qualquer ramo que parte de um vérticelenalcanca um vértice emv; 1 mod 7-
Paral,J € V, o numero de ramos que partem e alcancany é A;;. A matriz adjacéncide G
é quadrada, de ordefif| e é denotada pofg = [AIJ]. O periodo de um vérticé, representado
porper(I), € 0 maximo divisor comum dos inteiraspara os quaisAg;); > 0. Caso este numero
néo exista, entdo denotase (/) = oo. O periodo de uma matriz, representado parer(A), é o
maximo divisor comum dos ndameregsr (/) que séo finitos, ou & seper(I) = oo para todal. O
periodo de um grafg, representado parer(G), € o periodo delg, i.e, per(G) £ per(Ag). SeG
é irredutivel, todos os estados tém o mesmo periodo [10, Ke3], seper(Ag) = T', entdog é

T-partite e os conjunto®), D,,..., Dr_, sdo asl’ classes periddicak grafo.
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Se o PFT éirredutivel, podemos determinar seu Shannonaphesindo métodos convencionais
para construcdo de grafos deterministicos a partir de otoyule palavras proibidas seguidos de al-
goritmos de minimiza¢do [25]./[3]. Em nossa abordagem, se@gtaremos considerando o periodo
como sendo o do Shannon cover, portanto, lembramos queduartesultados s6 séo validos para
PFT irredutiveis, o que deixaremos claro pelo enunciadeges

Associado ao conceito de restricdo por fase esta o de liegupgr fase, que empregaremaos para
descrever as restricbes de palavrasA&hpara uma fase especifica, como também na obtencéo de

propriedades de apresentacdes do PFT.

Defini¢do 4.2.Sejal, C {0,...,T — 1} o conjunto de deslocamentos de um ponte AZ tal que
Viec Zel, € L, sev <; o' () entdov ¢ F¢ mod T) Definimos uma linguagem associada com
¢

afasek comoL®) = {u <; 0% (z)| € X{3.1}, lz € Ly € =k mod T}.

Um conceito similar ao de cole¢cdo minima de palavras pragie um SFT existe para um
PFT, sendo chamado dmnjunto minimo periédico de palavras proibidasntendo os elementos
(w,k) € A* x {0,...,T — 1}, w = wow; ... w,, que ndo pertencem a linguagdit) mas com
todos os fatores préprias <; w pertencendo a linguagefit**+¢ ™4 T) Portanto(w, k) € O se,

e somente sep ¢ L), wyg ,y)—2) € LK) e wpy 1) € LFF med ) Em [25, Teorema 4] é

demonstrado qué € Unico (sendd’ o periodo do Shannon cover).

Exemplo 4.1.Como exemplo da dependénciada linguagem com a fase, crersiolg) = {(101,0),
(111,1)} e T = 2. Observe quel1100 € L(® e 1010 € L™, no entanto,1010 ¢ L) e
11100 ¢ L,

Motivados pela Definicali 4.2, quando queremos enfatizanqaeL*) escrevemosw, k). Se
(w, k) n&o é definido, logav ¢ L*), implicando que os elementos &) proibem a ocorréncia
dew, 0 que ndo impede que € L, pois esta podera pertencer a uma linguagéhh comj # k.
Como uma extenséo dessa defini¢cdo, dizemog gye é um fator dqw, k) ses <, wej=k+t
mod T. Ses <o w entdo(s, k) € um prefixo déw, k) (prefixo préprio sés| < |w|). Quandos <; w
ek+t+|s| =k+ |w mod T entdo(s,k+ ¢t mod T) é um sufixo dgw, k) (sufixo préprio se
t > 0). Na proxima definicdo estenderemos o conceito de contediteida de uma palavra € A*

para um element@w, k).

Definig&o 4.3. 0 contexto a direita de € L associado a uma fageé F(w, k) = {s| ws € L},
O complemento do contexto a direita em relacdo a linguafjéndado poF ’'(w, k) = L\F(w, k),

ouF "(w, k) = {s € L| ws ¢ L(™}.
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Exemplo 4.2. Como exemplo do contexto a direita de uma palavra associanoaafase, consi-
deremos o conjunt6 e periodo do Exemplo4.1. Para= 1, temos quéd1 € F(1,0) e01 € F(1,1),
no entantopl ¢ F(1,0) ell ¢ F(1,1).

Caso(w, k) ndo seja definido, entéo para toda L teremos quevs ¢ L(¥). Portanto, para todo
w ¢ L*), segue da Definicdo 4.3 qiéw, k) = (), implicando queF ’(w, k) = L. Prosseguindo
com o paralelismo com relagdo aos conceitos apresentadoapituldB, a proxima definicao apre-

senta oconjunto das restricogmra 0 caso periddico.

Defini¢cdo 4.4.Seja(w, k) € L x {0,...,T — 1}. Um conjuntoC(w, k) C L x N U {0}, chamado

conjunto das restri¢cbes de), k), satisfaz as propriedades:

a. Seja(u, j) € C(w, k), paratodos € L seu <; s entdows ¢ L*);

b. Sejas € L ews ¢ L¥), entdo existéu, j) € C(w, k) tal queu <; s.
Quandow ¢ L), definimosC(w, k) = (&, 0).

Definimos a seguir um operador que quando aplicado ao canjlastrestricées de um elemento

(w, k) determina o contexto a direita da palaurao que ser4 demonstrado na proposigéo seguinte.

Definigdo 4.5. SejaC(w, k) o conjunto das restricdes de, k) € L x {0,...,T — 1}. Sew € L(¥)
entdo[C(w, k)] = {s € L| 3(u,j) € C(w, k) tal queu <, s}, caso contrari¢C(w, k)] = L.

Proposigéo 4.1.Sejal a linguagem de um PFT. Se ¢ L entdo[C(w, k)] = F'(w, k). Portanto,
[C(w, k)] = [C(w', j)] se, e somente sB(w, k) = F(w’, 7).

Demonstragdo: Sew ¢ L®*) entdows ¢ L(*) para todos € L, logoF'(w,k) = L. Da
DefinicAdZb, sev ¢ L(*) entdo[C(w, k)] = L. A seguir consideramos quec L.

Ses € F'(w, k) entdows ¢ L*), logo da Definicdd414-b exist@:,j) € C(w,k) tal que
u <; s e, portantos € [C(w, k)], consequentementé(w, k) C [C(w, k)]. De modo reverso, se
s € [C(w, k)], entdo pela Definicda 4.5 existe, j) € C(w, k) tal queu <, s. Da Definicdd ZK-a
ws ¢ L(¥) e, portantos € F'(w, k), logo[C(w, k)] C F'(w, k).

Se[C(w, k)] = [C(w',j)] entdoF (w,k) = F'(v', ), logo da Definigd@ 413 concluimos que
F(w, k) = F(v', j). Se agora considerarmos de@v, k) = F(w', j), entdoF' (w, k) = F'(v',j) e,
portanto[C(w, k)] = [C(w', j)]. [ |

57



4.2 Determinacgéo de palavras com mesmo contexto a direita

Vimos no Capitul@3 como determinar palavras de mesmo ctainéedireita empregando o con-
junto O do SFT. Para este caso, as restricdes independem da catagdanplicando que uma se-
quéncia com um fator el ndo pertence &(w) para qualquetw emB(Xe). No caso de um PFT
as restricdes estdo associadas a fases, portanto, geaie@endem da fase escolhida como refe-
réncia,e.g, se a partir da fase qualquer palavra comv <; w ev € O ndo pode ocorrer, em
relacdo a fasg as palavras comv <(;_; moa 1) u NA0 poderao ocorrer. Logo, com relagao a fase
Jj 0 conjunto das restrigées consideradd€ ¢ — j mod T')| (v,i) € O}.

A dependéncia das restrices com a fase torna a definicdontextma direita de uma palavra
w dependente ndo s6 desta e do conjUhtecomo também da fase. Assim, para representarmos as
restricdes de uma palavtacom relacéo a uma fage iremos dividirC(w, k) em dois subconjuntos,
enquanto um depende dos sufixoaude da fase:, o outro depende do comprimentode da fase
k.

Definicdo 4.6.SejaA C L x {0...T — 1}. Representamos a expans&o do conjudifoara um
periodol’ por< A >= {(s,7)| (s,7 mod T) = (s,i) paratodds,i) € A ej > 0}.

Definicdo 4.7. Sejaw uma palavra da linguagem de um PFT.8ec L) entdoC¢(w,k) =
{(5,0)] s € LUk+lwl mod T) 3y ¢ S(w)\{e} para o quaps € Ok+lwl=lpl mod 1)1 g Ci (4, k)
= {(s,)| (5,5) = (s, — k — |w| mod T) para algun(s,i) € O}. Sew ¢ L®*) definimos
Cd(w,k) = Ci(w,k) = (£,0). DefinimosCo(w, k) = C¢(w,k)U < Ci(w,k) > como o con-

junto de todas as restricdes indexadagudek ).

Lema 4.2. SeCo (w, k) = Co(u, j) entdoCd (w, k) = C&(u, j) e CL (w, k) = C (u, 7).

Demonstragdo: Suponha que exist8, 0) € Cd (w, k), tal que(s,0) € Ci (u, j). Como(s,0) €
Cd(w, k), entdops € OUk+lwl=lpl modT) “ondep € S(w)\{e}. Assim, (ps,—|p| mod T) €
Cé (w, k), portanto, temos qu@s, —|p| mod T') € Cf (u, j) e por suposi¢do que, 0) € Cj (u, j),
por consequénciae O(ul+i mod T) & ym fator deps € Olul+i=lpl mod T) ‘mas como todo fator
proprio de(ps, |u| + 7 — |[p| mod T') pertence a linguagem, isto é uma contradi¢ao.

De forma anéaloga, se supusermos §u®) € C3(u,j) e (s,0) € Ci(w, k), concluiremos que
isto € uma contradicdo. Portanto,&g(w, k) = Co(u,j), entdo(s,0) € C&(w, k) se, e somente se

(5,0) € C&(u,j). m

Exemplo 4.3. Considere um PFT dado pelo conjurflo= {(11,0),(1,2),(01,3)} e com periodo
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T = 5. Entdo pargw,k) = (1,0) teremosCd(1,0) = {(1,0)} e C;(1,0) = {(1,1), (01,2),
(11,4)}, para(w, k) = (0, 3) teremosC¢ (0,3) = {(1,0)} eC}(0,3) = {(11,1),(1,3), (01,4)}.
Observamos quéCd (1,0)] = [C¢(0,3)], contudo a sequénciz1011 € [Co(0,1)] pois 1l <4
001011, no entantop01011 ¢ [Cy (0, 3)], pois ndo ha fatores do conjuntoC, (0, 3) > em001011.
Portanto]Cy (1,0)] # [Co(0,3)].

Na proxima proposicao demonstraremos Gyéw, k) € um possivel conjunto das restricbes para

uma palavray € L(F),

Proposicéo 4.3.Sejaw € L¥), em quel ¢ a linguagem d& ¢ 7y, entdo[C(w, k)] = [Co(w, k).

Demonstragdo: Para todos € [Co(w, k)] hd um fatoru <; s tal que(u,j) € Cé(w,k)U
< Ch(w,k) >. Se(u,j) € < Ci(w, k) > entdo(u, j+k+|w| mod T) € O e portantaws ¢ L*).
No entanto, s€u, j) € C%(w, k) entdo existe € S(w)\{e} tal quepu € OF+wi=lpl mod T) ‘como
PU <] —|p| ws eNtEows ¢ L*). Logo, [Co (w, k)] C [C(w, k)].

Se considerarmos quec< [C(w, k)], decorre da Definicdo4.5 que exigte j) € C(w, k) tal
queu <; s. Da DefinicddZ}.a temos ques ¢ L), assim existey € O+t mod T) ta| que
v <, ws. No entantov #4, w (poisw € L*). Casot > |w|, entdos € [< Ci(w,k) >] pois
(v,t — Jw| mod T) € C§(w, k). Set < |wl|, entdo existy € S(w)\{c} eq € P(s)\{c} tal que
v = pg € OUFwl=lpl med T) "logo s € [CE(w, k)]. Concluimos quéC(w, k)] C [Co(w, k)], € 0

resultado segue. |

Como no caso de um SFT hd uma forma recursiva para calculmmjuntos‘,’g (w, k). Para
uma palavra ndo nula € L"), w = agas . .. a,,_1, 0 célculo é realizado do prefixo de menor com-
primento(ao) para o de maior comprimentg . .. a,,—1, empregando a definica®(C% (w, k)) =

{s] (s,0) € Cd(w)}, temos que:

R(CE (a0, k) = ag 'O,

R(CH(aga1, k) = ay 'R(CH(ag, k) Uay tokFT mod 1), @)

R(C&(ag...an_1,k)) =a, ,R(C(ag . .. an_2,k)) Ua, L Ok+n=1 mod D)

A prova desta relacdo é apresentada & seguir pelo desengaba do conjunt®R(Cd (w, k)), a

partir da descri¢&o do conjunég (w, k) dada na Definicaio4.7.
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n

R(CH(ao .. an—1,k)) = | J(an_i...ap_y)tOEFn=i mod D)

U(anfi . anil)*lo(lﬂrnfi mod T)> U aT—Lilo(kJrnfl mod T)

n
U ay_lil(anfi o an72)flo(k+n7i mod T)> U aT—Lilo(kJrnfl mod T')

n
= a;&l ( U (anfi .. an,g)*lo(’”"*i mod T)) U ay—lilo(k+n71 mod T')
=2

=a,; "\ R(C&(ag ... an_2,k)) Ua, L Ok+n=1 mod 1)

Exemplo 4.4. SejaT = 3 o periodo do Shannon cover de um PFT. Dados os conjfitds=
{1111,1011}, O = @ e 0@ = {111,1101}, segue o calculo dos conjuntBECE (w, k)) para
(111,0) e (110,2):

R(C4(1,0)) =170 = {111,011},

R(C(11,0)) = 171R(CE(1,0)) U 17LOW = {11},
R(C(111,0)) = 171R(C¢ (11,0)) U 1710 = {1,11,101},
R(C(1,2)) = 1710 = {11,101},

R(CE(11,2)) = 17 1R(CE(1,2)) U1~LO® = {1,01,111,011},
R(CE(110,2)) = 171R(CE(11,2)) U 17tOW = {1,11}.

O LemaZ.} nos permite concluir, para um PFT irredutivel niguagem’, que, para qualquer
w e L™ e (v,n) € C;(w, k) existe uma palavrav em[Co (w, k)] que s6 possui <, uv COMO
fator proibido, ondéu| = n mod 7. Portanto, quando consideramos a linguagem indek&tao
Unico fator proibido déwuv, k) é (v, lwu|+k mod T'), onde(|wu|+ k) — (k+ |w|) =n mod T.
Assim, qualquer elemento ef (w, k) € uma restricdo ndo dispensavel do conjut¥éw, k), ou

seja, retira-la do conjuntdy (w, k) implica que a Proposi¢c@g 4.1 néo seria verificada.

Lema 4.4. SejaX (o r um PFT irredutivel. Para qualquer = pa € A*,a € A, v € O™ se, e

somente se,
(i) Vs <, v, s € L(n+t mod T):
(i) wuv ¢ L™ para todowup € L*) em quek + |wu| = n mod T, qualquerk €

{0,....,T—1}ew € LK,

Demonstragdo: Chamaremos d§ o Shannon cover d¥;o - (a irredutibilidade deX;o 1y

garante sua existéncid), = per(Ag) e Dy, ..., Dr_; as classes periodicas de A implicagédo
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direta segue da definicdo dos elementos@para afirmacédo (i). Para afirmacéo (i), séjac
{0,...,T — 1} ew € L™, portanto, existe pelo menos um camirhem g tal queL(¢) = w,
i(§) € Dy et(§) € Dijw| mod T)- TOMEmMos um caminhe emg para o quall(n) = p e
i(r) € D,, comop € L(™ entdo este caminho existe. Ja @gué irredutivel, existe um caminhp
emgG para o qual(¢) = t(¢) et(¢) = i(n), logo temos quenL(¢)p € L*) ewL(¢p)v ¢ L), uma
vez que o vértice inicial do caminho com rotul@mw/L(¢)v pertence a classB,,. O que conclui
a prova direta, poigy € uma palavra qualquer em*) e € qualquer caminho, tal qué(r) = p e
i(m) € Dy,

Da afirmac&o (i), temos queg ,|—g € L™ e vy jy—y € LT med T Da afirmagcéo (ii),
temos que» ¢ L(™. Portanto, pela defini¢io dos elementos do conjdntmncluimos que € O™,

Os conjuntoy (w, k) podem ser reduzidos pela eliminagéo de elemefids) € Co(w, k)
que possuem prefixos proprios €m(w, k), 0 que € justificado observando-se que para todo prefixo
(s',k) de (s, k) temos qug(s, k)] C [(s', k)], portanto concluimos qU€e (w, k)] = [Co(w,k)\
{(s, k)}]. Escreveremo€y(w, k) para indicar que eliminacdes deste tipo ndo podem seradaliz
no conjuntoCy (w, k). Observamos que um elemente j) € Co(w,k) sO podera ter um fa-
tor proprio (s',i) € Co(w,k) se(s',i) € Cd(w,k), ou sejai = j = 0, caso contrarics’ €
@Uitktlw] mod T) gerg um fator proprio de € OU+k+lwl med T) g que contradiz a definicio dos

elementos d©.

Exemplo 4.5.0s conjuntoR(C4 (w, k)) calculados no Exemplo 2.4 possuem os seguintes conjuntos

fR(ég(w, k)) correspondentes:

R(CE(1,0)) = {111,011}
R(C(11,0)) = {11}
R(CH(111,0)) = {1},
R(CE(1,2)) = {11,101},
R(C(11,2)) = {1,01,011},
R(CE(110,2)) = {1}.

No préximo teorema mostraremos que elementofen{0,...,7 — 1} com o mesmo contexto

a direita possuem conjuntds, (w, k) iguais, dado que o PFT é irredutivel.
Teorema 4.5.Sejaw € L) ew’ € LY, entdoCo (w, k) = Co(w', j) se, e somente SB(w, k) =

F(w', 7).
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Demonstragdo: SeCo(w,k) = Co(w', ) entdo[Co(w, k)] = [Co(w’, )], 0 que das Proposi-
coedZ4l €413 implica qugw, k) = F(w', j).

Para provarmos a reciproca, inicialmente demonstraremese F(w, k) = F(w’,j) entdo
Ch(w, k) = Ch(w',7) e usaremos isto para provar qdg(w, k) = Cd(w’,5). Seja(v,n) €
C%(w, k). Supondo quer = pa, a € A, para todoup € F(w,k), tal que|u| = n mod T,
temos queawpa = uwv ¢ F(w, k), logo a igualdad&(w, k) = F(w', j) implica queuv ¢ F(w', j).
Da definicdo dos elementos do conju&@(w, k), para todo fator préprie <, v de v existeu’,
tal que|u’| = n + ¢ mod T, satisfazenda’s € F(w, k) e, portantoy’s € F(w', j), implicando
ques € Lntitlwl+é mod T)  Assim, a partir do LemB4.4 temos quec O(nti+lw| mod T)
logo (v,n) € Ci(w',j), de onde concluimos qu&,(w, k) C Ci(w’,j). Supondo quév,n) €
Ci(w', j), podemos concluir de forma semelhante Gyéuw’, j) C C (w, k).

Dadas as igualdad&w, k) = F(w', j) eCl (w, k) = C4 (w', j), demonstraremos que a hipétese
C&(w, k) # CL(w',j) gera uma contradigdo. Assim, s€fh(w, k) # C(w', j) e s um dos elemen-
tos entre os de menor comprimento €mh (u,0) € (C%(w, k)\C(w', 7)) U(CE(w’, ))\CE (w, k))}.
Iremos supor, sem perda de generalidade, (gue) < ég(w,k) e portanto que € [Co(w, k)].
Existev = ps tal quev € OKktlwl=lpl mod T) o4y ¢ S(w)\{e}, portanto, se considerarmos que
s € [< Ch(w',5) >] = [< Cy(w, k) >], entdo existe’ <, v para algun(s’,t) € Ci(w, k), isto
implica ques’ € O(k+lwl+t mod T) & ym fator day € Ok+lwl=lpl mod T) 'q que é uma contradig&o.
Logo, podemos afirmar que¢ [< Ci (w', j) >]. Nos limitando aos elementos ag (w’, j), temos
trés casos a considerar )¢ [{(u,0)| (u,0) € C¢(w',j) elu| > |s|}], uma vez que: £y s para
qualqueru tal quelu| > |s|; (i) s ¢ [{(«,0)| (u,0) € C¢(w',j) e|u| = |s|}], ja que por hipbtese
(5,0) ¢ C&(w', 4); (iii) s ¢ [{(u,0)] (u,0) € CL(w',j)elul < |s|}], pois da definigdo da palavsa
temos que{(u,0) € C(w, k)| |u] < |s|} = {(u,0) € C&(w', )| |u| < |s|} implicando que ndo ha
(v,0) € (fg(u/,j) tal quev 4 s. Logo, s ¢ [Co(w', j)] €, portanto, da ProposigEa#.1, concluimos
queF(w, k) # F(w', j), 0 que contradiz a hipétese de, k) e (v', j) terem 0 mesmo contexto a

direita. [ |

4.3 Construcao de uma apresentacao reduzida

Nesta secdo proporemos um método para gerar uma aprese@itacdV, £, \) de um PFT a
partir de um conjunto minimo periédico de palavras proibidlaComecamos por definir o conjunto

V, que tem como elementos as classes de equivaléncia protenéa particdo d&’ U O, sendoW
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definido a seguir.

Definicdo 4.8. Dado o conjuntdd associado a um PFT, definimos o conjuifo= Uf;& W)

onde:
Wk — {{(U, k) u € P(wA), V¥ (w, k) € 0O®} | se0®) £ ¢,

{(e,k)} , C.C..

A particdo do conjuntdV U O é determinada pela relagcéo de equivaléngi@:k) ~ (u,j) se,
e somente s&o (w, k) = Co(u, j). Portanto(w, k) ~ (u,j) se, e somente s€(w, k) = F(u, 7),
justificado pelo Teorenfa4.5. Decorre dessa relacao quejontord forma uma classe, ja que para
todo(v,k) € O ex € L temos quevz ¢ L*).

A partir de um conjunt®, iremos determinar o conjunto de ramos e seus rétulos (563 € V
eC; # 0O, criaremos um ramo d€; paraC; com rétuloa, se para algum do@v, k) € C; 0 mais
longo sufixo dglwa, k) emW U O pertence &;. Descrevemos com maior precisdo o método de

determinacg&o dos ramos na proxima definigcao.

Defini¢éo 4.9.SejaC; € V\{O} e (w, k) € C;. Arelacdosd : V\{O} x AU {e} — V é definida

como

5(Ci,a) ={9Q| (v,k+r modT) € Q, ac AU{c} v =waj |wq—1) € 0 Mais
longo sufixo d€wa, k) tal que(v,k +r mod T) € WU O}.

A partir da Definicd@ 419, observamos que nao ha ramos partiadlassé). Tendo definido o
conjunto de vértices, os ramaos e seus rétulos, seguirenmesraddrando qué; € uma apresentacao
deterministica e reduzida de um PFT irredutivel especifiged um conjunto minimo periddico de
palavras proibida® e periodal’. Nos préximos dois lemas apresentaremos algumas progasda

dos conjuntog (w, k) que nos permitirdo concluir qu& é um grafo deterministico.

Lema 4.6. Para todow € L®) ew € LY), seCo (w, k) = Co (u, j) entdoCo (wa, k) = Co (ua, 7).
Demonstracéo: Pelo TeoremB4l%,o(w, k) = Co(u, j) se, e somente s&(w, k) = F(u, j).
Logowaz € L*¥) se, e somente sejaz € L), portantoF(wa, k) = F(ua, ), ouCo(wa, k) =

éo(ua,j). [ |

Lema 4.7. Sejaw € L*). Se(v,/) é o mais longo sufixo daw, k) emW, entdoCo(w, k) =
Co(v,0).
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Demonstracdo: Supondo que = wy, |,|—1], €Ntdo 0 comprimento deeé |v| = |w| — r. Logo,

a partir da equacadb= k + r mod T, temos quév| + ¢ = |w| —r+ k+7r = |w| + k mod T,
portantoCy (w, k) = Ci (v, ¢).

Observemos quéd (v, ¢) C C¢(w, k), pois(v,£) é uma sufixo d¢w, k). Para a demonstracéo
da incluséo reversa, consideremos @sd)) € ég (w, k), logo existep = wy; j,|—1) tal queps €
@kt mod T) ‘nortanto(p, k+4 mod T') é um sufixo déw, k) emW. Uma vez quév, £) é o mais
longo sufixo dgw, k) emW, entao(p, k + i mod T') também é um sufixo d@, ¢), o que implica
que(s,0) € C4(v,¢). Se(s’,0) é um prefixo dds, 0) contido enCg (v, £), entdo(s’, 0) € C& (w, k)
implicando que(s, 0) ¢ C& (w, k), o que é uma contradigdo. Logo, temos qféw, k) C C& (v, /).

Concluimos qué€y (w, k) = Co (v, £). ]

Proposicéo 4.8.0 grafoG é deterministico.

Demonstragdo: ParaC; # O e (w, k), (u,j) € C;, consideremoguw’, k') e (v, j) os mais lon-
gos sufixos déwa, k) e (ua, j) emW U O, respectivamente. Do Leia¥’6 (wa, k) = Co(ua, j),
entdo parguw’, k') € Cy e (uv/,j') € C, temos que’; = Cy, pois do Lem&Zl7 decorre a igualdade
Co(w', k") = Co(u', ). u

Como apresentada na Definigaal 4.9 a relag@uma funcéo, a ProposicBgl4.8 nos permite
concluir que esta funcéo é bem definida.

SejaC; # O, uma palavra; € dita definida po€; se, e somente se, existe um caminho partindo
de C; com rotulou. O que nos leva a uma natural modificagdo do dominio da fuhg@oa grafos
deterministicos, d¥ x A U {¢} paraV x A*. Para qualquef’; € V\{O} eu € A*, caso o estado
O seja alcacado a partir d¢ por um prefixo proprio da, entdou néo é definida pof’;, pois© nao
possui ramos partindo deste; caso contraii6;, u) é o estado alcan¢ado a partirdepor u.

No proximo teorema empregaremos este conceito para concdeiz € uma apresentagao de
X{o,1}- PorG ser deterministico, para qualquer palavrdefinida por um vértic€’; ha um tnico
caminhor em@ tal queA(w) = u ei(w) = C;, portanto, s&(C;,u) = O entdou ¢ F(C;), pois

nao ha ramos partindo d&e portanto este nao pertence a componente essendal de

Lema 4.9. Seja(w, k) € C; e C; # 0. Seu é definido poiC;, entdo o mais longo sufixo dewu, k)
contido emW U O pertence &(C;, u).
Demonstragdo: Realizaremos uma prova por indugéo no comprimenta.diicialmente, se

u = ¢ entdo a afirmacao é satisfeita. Portanto, iremos supor gama & satisfeito para algum
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lu| = r > 0. Sejar = ua uma palavra definida par;, a € A, portanto, existe um ramo partindo do
verticed (C;, u) com rétuloa para o vérticed(6(C;, u), a). Da hipétese indutiva o mais longo sufixo
de(wu, k) emW U O pertence a(C;,u) e(Cy,u) CW.

Seja(u’, k") € 6(C;,u) 0 mais longo sufixo d¢wu, k) emW e sejav = v'ap |yq)—1), tal
que (v, k" +t mod T'), o mais longo sufixo déu’a, k') emW U O. Consideremos qu€'a =
WU |yq|—1] SEJA UM sufixo d€wua, k) emW U O. Entdo(v',t' + k mod T') € um sufixo de
(wu, k) emWU O, portanto(v’, t' + k mod T") € um sufixo déu’, £’), implicando qu€v’a, t’ + k
mod T') é um sufixo déu/a, k’). Assim, concluimos quéev, k£’ + ¢ mod T') € o mais longo sufixo

de (wua, k) emW U 0. [ |

Teorema 4.10.A componente essencial Geé uma apresentacao reduzida do PFT.

Demonstracdo: Sejar uma palavra ndo nula@; € V\{0}, tal quex € F(C;), (w,k) € C;

e d(Cs,z) # 0. Considerando quéwz, k) possui fatores end, sejav = ww |y|4+¢—1) O fa-
tor de (wz, k) em O que inicia no menor coeficientede wz. Entdo, do Lema[—4l9 temos que
3(Ci, wxpg44p0-1)) = 0, logox ¢ F(C;), 0 que € uma contradigdo. Isso implica du@’;) C
F(w, k). Reciprocamente, sejac F(w, k), entdo(wzx, k) ndo possui fatores et Se(w, k) € C;,
entdo, para todo prefixo’ de = temos qued(C;,z’) # O, logoz € F(C;). Isso implica que
F(w, k) C F(C;). Assim, concluimos quE(C;) = F(w, k) para qualquefw, k) € C;.

Dada uma palavras € L*) e sendow’, k') seu mais longo sufixo em (comow € L),
(w, k) ndo possui fatores e), a partir do Lem&417 e do Teorefmal4.5, concluimoskue k) =
F(w', k') = F(C;), tal que(w’, k') € C;. Umavez qué(e, k) = L) e para qualquer palaviac L
temos quer € LU) para alguma fasg € {0,...,T — 1}, concluimos quéJe, cy\ 10y F(Ci) = L.
Portanto, o subgrafo dé& com conjunto de vértice¥\{O} é uma apresentacéo do PFT, logo, a
componente essencial detambém é uma apresentacdo do PFT. Para demonstrac@o éuena
apresentacéo reduzida, sejain C, € V\{0O} tal queF(C;) = F(Cy), se(w,k) € C; e (u,j) €
C, entdo, do Teorerma 3.5, temos qlig(w, k) = Co(u,j), logo C; = Cy, 0 que implica que a

componente essencial é reduzida. |

4.4 Sistemas restritos com posic¢oes irrestritas

Sistemas restritos com posicdes irrestritas definidos em 2] como: Sefd um sistema sim-

bélico fechado,T" um periodo e/ C {0,...,7 — 1} um conjunto deposicdes irrestritasPara

65



qualquer sequéncia finitada linguagem (respectivamente, infinita, bi-infinita), uthgermutacéo
de z é uma sequéncia finita (respectivamente, infinita, bi-infinita), tal qwe = x; sempre qué
mod T ¢ U. SeA é o alfabeto binarid0, 1}, umalU-permutagéo € obtida pela inversdo ou ndo dos
digitos nas posicdes irrestritas. O conjunto de todds-permutacfes das palavras em um conjunto
S é chamadd/-fechamentale S.

Define-se potXy r 0 conjunto de todas as seqliénciade X (respectivamente, infinita, bi-

infinita) para as quais:
> TodaU-permutacdo de pertence &;

> x; = 1 paratoda posicaopara a qual mod T € U.

As posicoes irrestritas séo forgcadas a setepara estabelecer utider em cada classe dé-
permutacdes. O importante é que os valores nas posi¢ostsiiags possam ser alterados indepen-
dentemente sem com isto violar a restricdo\deOs deslocamentos das seqlénciasem podem
nao estar enXy ¢ (i.e, Xy, ndo € um sistema simbolico fechado). O conjunto de todossisaie

mentos das seqléncias éfp, r € denotado poK 7, . O conjunto de todas as seqléncias bi-infinitas

e deslocadas decorrentes do conjuitp, € denotado POX . A conexao entre os conjuntos

X X{r © 0s PFT é dado na proxima proposicao.

Proposicédo 4.11.[3, Proposicdo 1BejaX um SFT,T um periodo €/ um conjunto de posicdes

irrestritas. Os sistemas simbdlicos fechadg$ ;- e X7, - séo PFT.

Este resultado € provado construtivamente pela definigieaguntos proibidos associados, e
pela demonstracao de que estes realmente geram os sisieimalices fechados. Dado um conjunto
U C{0,...,T — 1} e sendd: um inteiro, o conjuntd/ + k é definido comdi + k£ mod T'| i €
U}. SejaX = Xg, entdoXy , = Xg r tal que§'¥) é o (U — k)-fechamento d&F, em que
ke {0,....T —1}; X = Xgr tal que§™ = §¢® sek € Ueg® = {0} ug® se
ke{o,...,T —1}\U.

Exemplo 4.6. Considerando a restrigdo MTR(3), o conjunto proibido aisstoceéF = {1111},
portanto, para um periodB = 3 e conjunto de posicdes irrestritds = {1}, temos queg’(®) =
{1111,1011}, ¢ = {1111,0111} e §® = {1111,1101}. O conjunto® associado & o apresen-
tado no Exemplg4l4. Calculando os conjurdg$w, k) restantes, temos q@é (10,0) = {(11,0)}
eég(ml, 0)={(1,0)}. Os conjuntoﬁg (w, k) associados a cada elementdWlesdo apresentados
na Tabeld4]6. Assim, temos as seguintes classes de eqgiealgd = {(c,0)}, Co = {(&,1)},
Cs = {(e,2)}, Ca = {(1,0)}, C5 = {(11,0), (10,0)}, Cs = {(111,0),(101,0)}, C7 = {(1,2)},
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Cs = {(11,2)} e Cy = {(110,2)}. O grafo associado é apresentado na Figuida 4.3. Os conjuntos
C&(w, k) eCl(w, k) dos elementos d¥), as classes as quais esses pertencem e o célculo da fungéo
de transicdo sao apresentados na Tdbéla 4.6. Da Proplosigéid@ Proposicda 4110 sabemos que o
grafo da FiguraZl3 apresenta o PFT e é reduzido e deteriminierificamos que este também é
irredutivel, portanto, o grafo € o Shannon cover do PFT qgtisfaaa restricdo MTR(3), cofi = 3
eU = {1}.

Para exemplificarmos o calculo da funggaconsideremos a classg. Da Tabeld 416, temos
queCs = {(10,0),(11,0)}, usando(10,0) para determinarmo§(Cs,0) e 6(C5, 1), observe que
0s méximos prefixos dg00,0) e (101,0) emW séo(e,0) e (101,0), respectivamente, portanto, a
partir de(10,0) obtemos qué(C5,0) = C; e(Cs, 1) = Cs. Se empregarmgd 1, 0), 0s maximos
prefixos dg110,0) e(111,0) emW séo(e, 0) e (101, 0), respectivamente, o que conduz aos mesmos

resultados obtidos quando empregarfi@gs0).

Figura 4.3: Apresentacdo de um PFT satisfazendo a resM@&{3) comT =3 eU = {1}.
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Tabela 4.1: Calculo das classes de equivaléncia e da féngé@i@ o PFT do Exemplo4.6.

(w, k) €W | {s](5,0) € C&(w, k)} | Ci(w, k)t | Classes | §(C;,0) | §(Ci,1)
(¢,0) 0 Ao Ch Cy Cy
(1,0) {111,011} A Cy Cs Cs
(10,0) 11 A Cs o Cs
(11,0) (11} As Cs o Cs

(101,0) (1) Ay Cs 2 0
(111,0) {1} Ao Cs Cy 0
(c,1) 0 Ay Cy Cs s
(£,2) 0 As 2 o oy
(1,2) {11,101} Ao Cx Cy Cs
(11,2) {1,01,011} A Cs Co 0
(110,2) (1} As C c 0

t Ao = {(1111,0), (1011,0), (111, 2), (1101, 2)}.
Ay = {(111,1), (1101, 1), (1111, 2), (1011, 2)}.
Ay = {(111,0), (1101, 0), (1111, 1), (1011, 1)}.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES

Estabelecemos como objetivo do trabalho a proposi¢céo dmioepara geracao de apresentacdes
deterministicas para SFT e PFT com nimero minimo de estapesfessem conceitualmente distin-
tos dos encontrados na literatura. A motivacao para estaltrareside na relacao tiyhill-Nerode
e da memdria finita dos sistemas simbdlicos estudados. @raonproibido finito© com palavras
de maximo comprimentd/, permite que a verificacdo que uma palavra da linguagpertencente
ao contexto a direita de outra palavra da linguageseja realizada determinando-se o subconjunto
de(S(x)\{e}) - (P(y)\{e}) contendo todas as palavras com comprimento maxdime 1 que ndo
pertencem &. Exploramos esta propriedade para propor um algoritmo aomeno finito de passos
para a determinacao de palavras com mesmo contexto a direita

Com a determinacao emn_[24] de um conjunto suficiente de @agara gerar o grafo dos con-
textos, podemos dividir os procedimentos para geracdo @eapresentacdo minima, ndo como a
geracdo de uma apresentacéo inicial seguida de uma miggwizie vértices aplicando-se os al-
goritmos de Hopcroft ou Moore, mas na determinacdo dasedads equivaléncia da relagdo de
Myhill-Nerode (pelo célculo dos conjuntos das restric@g)uida da construcdo do grafo, ou seja,
propusemos um algoritmo que gera o conjunto de vértices afo geterministico minimo de um
SFT irredutivel (de maior interesse pratico) antes de coinstma apresentacdo para o SFT. No caso
de um SFT redutivel, o algoritmo geraraSDP que apesar de ndo ser isomorfa a toda apresentagéo
deterministica com nimero minimo de estados, possui o mimi&imo de estados entre todas as
apresentagfes deterministicas.

Um PFT ndo é necessariamente um SFT, ou seja, em geral n&npessoria finita. A memoéria

finita de um PFT ¢é artificialmente gerada pela inclusdo de wo parametro na determinacdo do



conjunto proibido deste, a saber, a fase. Como as relacdeguilaléncia ndo sdo mais definidas
sobre as palavras da linguagem, mas sobre as palavras dagerg indexadas, a relagédo estabele-
cida ndo é mais a de Myhill-Nerode. Observamos com isto, qleterminacdo das restricdes dos
elementos passa a depender ndo s6 dele e do conjunto praitaddambém da fase. A partir do
conjunto de palavras indexadas proposto lem [3], propusemagsrocedimento para gerar uma ap-
resentacao deterministica e reduzida do PFT seguindo o engsntipio utilizado para um SFT,
ou seja, é determinado o conjunto de estados da apresemealtérida antes de construir-se uma

apresentacao para o PFT.

5.1 Trabalhos Futuros

O algoritmo de menor complexidade para gerar uma apresenitaicial de um SFT que temos
conhecimento é apresentado em [24]. A complexidade degidtato € linear com o niimero de es-
tados. Para a obtenc¢éo da apresentacdo minima, é necessidrioa apresentacao inicial utilizando
os algoritmos de Moore ou Hopcroft. Para o caso de um SFT, paula3 propusemos um proce-
dimento para o célculo dos conjun@g‘(w). Este pode ser aperfeicoado com o objetivo de obter-se
as classes de equivaléncia com uma complexidade de no maxitngn, que é a complexidade do
algoritmo de Hopcroft. Como a funcéo de transicao é caleupeata um nimero menor de vértices
quando comparado ao algoritmo proposto em [24], teriamoalgaritmo de menor complexidade
para geracao da apresentacao minima.

Para o caso de um PFT irredutivel, conjecturamos que todjpirdonproibido periédico que
satisfaca as condi¢des do conjutaleva ter um periodo multiplo do periodo do Shannon cover. A
obtencéo deste resultado simplificaria o calculo dos cooguhy (w, k), ja que o conjuntafg (w, k)
poderia ser eliminado, pois, dois elementosk), (w’, k") com |w| + k e |w’| + k' incongruentes
(quando reduzidos pelo periodo do Shannon cover) teriatextms a direita distintos.

Como o método proposto para a geracao de uma apresentagadi¥ellgera uma apresentagao
reduzida e deterministica, deve-se verificar se esta tardigedutivel. Portanto, teriamos o Shan-
non cover do PFT. Pode-se estudar ainda a viabilidade degaoritaio similar para o caso de um
PFT redutivel. Por fim, como no caso nao periédico, devealzage a andlise de complexidade do

algoritmo proposto.
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