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dos sinais DTMF torna-se um parametro importante no projeto desses sistemas. Uma vez que
a decodificacdo ¢ realizada via multiplexagdo temporal em um processador digital de sinais,
um menor tempo de decodificacdo implica capacidade de processar simultaneamente um
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Prefacio

Motivacgao

Falar em “Analise de Fourier”, hoje, significa bem mais que estudar a propagagdo do
calor ao longo de um corpo ou o movimento de vibracdo de uma corda... Quase dois
séculos depois da publicacdo de “Théorie Analytique de la Chaleur” pela Academia de
Ciéncias de Paris, a representacdo em série trigonométrica de uma funcdo originou
inimeros outros trabalhos, proporcionou a criagdo de transformadas em tempo continuo e
discreto e fez expandir para diversos campos o que possuia raizes na Fisica e na
Matematica. Para a Transformada Discreta de Fourier (DFT), uma das mais famosas
ferramentas que esse desenvolvimento possibilitou, existe, particularmente, uma lista de
incontaveis aplicagdes que auxiliam a Engenharia, a Biomedicina, a Quimica e muitas
outras areas do conhecimento.

Quando se entra no contexto de Processamento Digital de Sinais, a DFT funciona como
uma porta que permite, através da relacdo tempo-freqiiéncia, o acesso a solugdes para
problemas cada vez mais especificos. Entretanto, tornar efetivas tais solugdes ¢ algo que
envolve um niimero de fatores que ndo engloba apenas a pura realizabilidade matematica.
Problemas que precisam ser solucionados devem, também, ser solucionados da melhor
forma possivel. E por este motivo que aplicar a DFT implica uso de algoritmos rapidos e
de implementacdes que tornem eficientes as solugdes que se propoe.

No inicio do século XX, o matematico H. Bruns inaugurou uma das vertentes
relacionadas a eficiéncia computacional na andlise espectral de sinais. O procedimento
que, posteriormente, recebeu o nome de Transformada Aritmética de Fourier ¢, na verdade,
um algoritmo rapido que, baseado na fun¢do de Mdbius, calcula os coeficientes da série de
Fourier de um sinal e, conseqiientemente, sua Transformada Discreta. No fim da década de
80, a idé¢ia de Bruns foi retomada e refinada, originando uma ferramenta, sob diversos

aspectos, com melhor desempenho que algoritmos mais usuais.
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Embora a AFT oferega vantagens sobre outros métodos, a teoria desenvolvida ao longo
dos anos ainda encontra-se pouco explorada. O que se tem feito, recentemente, sao
propostas acerca de como implementé-la, usando processadores paralelos de fibra otica [1],
por exemplo, e estudos que mostram que a mesma pode ser empregada na compressao de
imagens [2] e em aplicagdes onde, antes, utilizava-se a DFT e outras Transformadas
Discretas. E em meio a este quadro que, nessa dissertagio, propomos a Transformada
Aritmética de Fourier como ferramenta na decodificacao de sinais DTMF.

De maneira sucinta, podemos descrever o DTMF — Dual-tone Multifrequency — como
um sistema que associa cada digito do teclado telefonico a um sinal senoidal que contém
duas freqiiéncias, uma alta e uma baixa. Esses sinais, por estarem dentro da faixa de
freqliéncia de voz, sd@o enviados ao longo da propria linha telefonica e decodificados por
processos que, normalmente, empregam Transformadas Répidas ou algoritmos como o de
Goertzel [3, 4, 5]. Além de encaminhar a conexdo entre dois usuarios, os sinais DTMF
podem ser usados em operagdes que exigem controle a distdncia, como 0 acesso a um
correio de voz ou ao sistema de automacgao de uma casa.

Simplificar, oferecer alternativas, diminuir o custo e tornar mais rapida a decodificagdo
do mundialmente difundido DTMF sao estimulos para nossa proposta. Adaptar a teoria da
Transformada Aritmética de Fourier as peculiaridades desse sistema, apresentar e

interpretar resultados €, basicamente, o objetivo desse trabalho.

Organizagao

Esta dissertacdo encontra-se dividida em sete capitulos e cinco apéndices cujas
descri¢des resumidas s3o apresentadas a seguir.

Em alguns pontos do nosso desenvolvimento, a andlise de dados que precisamos
realizar tornou necessaria a exposicao de tabelas extensas. A composi¢do da maioria dessas
tabelas foi facilitada por programas que implementaram procedimentos de busca ou de
contagem. A listagem dos programas relevantes bem como as demonstra¢cdes mais longas

foram colocadas nos apéndices.

Capitulo1  Neste capitulo, ¢ introduzida a teoria da andalise de Fourier. Além da
representacao em série e da Transformada Discreta de Fourier, desenvolvemos relagdes
que conectam essas duas ferramentas matematicas. Por fim, apresentamos os

algoritmos de Cooley-Tukey e de Goertzel, usados no célculo da DFT.
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Capitulo 2  Este capitulo contém a teoria da Transformada Aritmética de Fourier. Um
breve historico, a partir do qual podemos acompanhar o refinamento desta técnica, ¢
apresentado. Descrevemos os algoritmos de Tufts-Sadasiv, Reed-Tufts e Reed-Shih
(AFT Simplificada) e fazemos importantes comentarios acerca de cada um deles.

Finalizamos exibindo um exemplo e enfatizando algumas particularidades da AFT.

Capitulo3  Apresentamos as origens e caracteristicas do sistema DTMF e os principios
para a decodificagdo de seus sinais. Introduzimos critérios para a escolha de parametros
como freqiiéncia de amostragem, comprimento da transformada e tipo de interpolacao,
necessarios para adaptarmos a teoria da AFT a aplicagdes envolvendo sinais discretos

no tempo.

Capitulo4  Utilizando a AFT Simplificada e as idéias desenvolvidas no Capitulo 3,
definimos um conjunto de pardmetros para decodificarmos os sinais DTMF.
Descrevemos os detalhes da detec¢do propriamente dita e apresentamos resultados de
simulagcdes. Por fim, sugerimos uma forma de arredondar o calculo da AFT e

comparamos os resultados dessa aproximacao aos que obtivemos anteriormente.

Capitulo5 Neste capitulo, sdao apresentadas diversas implementacdes para a
decodificagdo DTMF via AFT. A complexidade computacional de cada uma delas ¢
estudada e comparada aos algoritmos de Cooley-Tukey e de Goertzel, quando

empregados na mesma aplicagdo.

Capitulo 6  Introduzimos o conceito de quantizagdo e realizamos uma breve andlise do
comportamento da AFT na deteccdo de sinais DTMF corrompidos por ruido. Os

resultados de algumas simulagdes sao apresentados.

Capitulo 7 De forma conclusiva, fazemos um retrospecto acerca dos resultados e €xitos

obtidos. Apontamos perspectivas para direcionar trabalhos futuros

Apéndice A Demonstracao dos Teoremas 2.6 e 2.7, relacionados a AFT Simplificada,

cujas provas sao mais longas e tediosas.

Apéndice B  Listagens dos programas que utilizamos em algumas de nossas simulacdes.
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Apéndice C Este apéndice contém uma breve biografia e um resumo das contribui¢des

do fisico e matematico francés Jean Baptiste Joseph Fourier.

Apéndice D Para uniformizagdo da notagdo, uma lista de simbolos e acronimos ¢ exibida

nesse apéndice.

Apéndice E Enumeracao dos trabalhos resultantes diretamente dessa dissertacao.
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Capitulo 1

A Representagdo em Série de Fourier de
Sinais Periodicos € a

Transformada Discreta de Fourier

O desenvolvimento da analise de Fourier ¢ uma longa historia que envolve um grande
numero de estudos individuais e investigagdes de diversos fenomenos fisicos. A utilizagdao
de somas trigonométricas — somas de senos e cossenos harmonicamente relacionados ou
exponenciais complexas periddicas — para descrever fendmenos periddicos remonta a
Antigiiidade, quando os Babilonicos empregavam idé€ias deste tipo para predizer eventos
astrondmicos [6]. Ao mundo moderno, esse tema foi apresentado em 1748, quando L.
Euler examinou o movimento de vibragdo de uma corda [7]. Seguiram-se ao estudo feito
por Euler diversas criticas focalizando as limitacdes das séries trigonométricas para
representar determinados sinais.

Meio século depois, em 1807, Jean Baptiste Joseph Fourier concluiu um trabalho cuja
motivagdo fisica era o fenomeno da propagacdo e difusdo do calor [8]. Fourier tinha
encontrado séries de senodides harmonicamente relacionadas que representavam a
distribuicdo da temperatura através de um corpo. Além disso, segundo Fourier, qualquer
sinal periddico poderia ser representado por uma série.

Nos anos que se seguiram, foram realizados outros estudos com o intuito de refinar os
argumentos matematicos inicialmente propostos. Entdo, de maneira gradativa, a analise de
Fourier e, posteriormente, as Transformadas de Fourier, foram sendo introduzidas em
inumeras disciplinas e aplicagdes nos campos da Matematica, Ciéncias e Engenharia. Em
paralelo a esse desenvolvimento, surgiram também os fundamentos dos sinais no tempo

discreto e, conseqiientemente, as ferramentas para a analise de Fourier dos mesmos.



Neste capitulo, apresentaremos a teoria da representagdo em série de Fourier de sinais
periodicos no tempo continuo e da Transformada Discreta de Fourier (DFT). A conexado
que existe entre essas duas ferramentas ¢ o ponto de partida para o entendimento da
proposta dessa dissertacdo. Na ultima se¢do, descreveremos dois algoritmos cuja eficiéncia

no calculo da DFT merece destaque.

1.1 Representagdao em Série de Fourier de Sinais Periddicos em

Tempo Continuo

Consideremos um sinal periddico v(f) com periodo 7 positivo, isto €,
v(t)=v(t+T), para todo . (1.1)

O periodo fundamental de v(f) é o menor multiplo de 7 para o qual a Equacdo 1.1 ¢

satisfeita. Consideremos também, o sinal senoidal basico dado por
v,(t)=cosw,t, (1.2)
e a exponencial complexa periddica dada por
v.(t)=e™", (1.3)

ambos com freqliéncia fundamental @y e periodo 7 = 21 / @y. Ao sinal definido pela
Equacao 1.3 podemos associar um conjunto de exponenciais complexas harmonicamente

relacionadas,
A Jkayt ik(2m/T)t
o,(t)=e"™ =e’ , k=0,£1,%2,... (1.4)

Cada um dos sinais pertencentes a esse conjunto possui uma freqiiéncia fundamental que
corresponde a o e, portanto, ¢ periddico com periodo 7. Conseqlientemente, uma
combinagdo linear dessas exponenciais que possua a forma

V(Z)= ivkejku)ot — ivkejk(ZR/T)t (1.5)

k=—c0 k=—oc0

possui, também, periodicidade 7. Na Equagdo 1.5, as componentes parak=+ Nek=—-N
sdo chamadas de N-ésimos harmonicos. O primeiro harmdnico corresponde a freqiiéncia
fundamental. A convergéncia da série constitui um dos problemas fundamentais da Analise

de Fourier [9], porém sua abordagem foge ao escopo deste trabalho.



A representacdo de um sinal periddico sob a forma apresentada na Equagao 1.5 ¢
chamada de representagao em série de Fourier. De modo particular, supondo que v(¢) ¢
real, mostra-se que a mesma equacdo pode ser escrita, alternativamente, da seguinte

maneira [10]:
v(t) =v,+ 22 [Ak cos(k ooot)— B, sen(k (Dot)] , (1.6)
k=1

em que A4; e By, como mostra a relagdo abaixo, determinam a expressdo de v segundo a

notagao cartesiana:

v = A+ B, . (1.7)

De fato, como na Equagdo 1.6, Fourier empregou originalmente senos e cossenos para
definir a expansao em série de um sinal.
Agora, precisamos de um procedimento para determinar os coeficientes .

— jnwgt

Multiplicando cada um dos lados da Equagdo 1.5 por e e integrando-os de 0 a

T=21/ 0y, obtemos
T — jnog y— kgt — e
e =], Yonerver . (18)

No segundo termo da expressdo acima, podemos inverter a ordem da integral e do

somatorio e escrever

oo

J.OT v(e)e "™ dr =Y v, UOT e’ (k”)m‘)’dt} . (1.9)

f=—oco

Utilizando a féormula de Euler, a integral entre colchetes na Equagdo 1.9 pode ser reescrita

da seguinte forma:
Iore-’(k’”)m°’dt = .[OT cos(k —n)w,t dt + jIOT sen(k —n)w,t dt . (1.10)

Se k#n, cos(k — n)my t e sen(k — n)wy ¢ representardo senoidais cujo periodo corresponde a
fragdes de 7, mais precisamente T / |k — n|. Isto significa que o resultado da integragao
dessas funcdes de 0 a T sera zero. Para k = n, o integrando do lado esquerdo da Equagdo

1.10 sera 1 e, por conseguinte, o valor da integral serd 7. Em resumo, temos

J-Tej(k_")motdt _ T, k =n
0 0, k#n



O resultado a que chegamos reduz o lado direito da Equagdo 1.9 a T v,. Portanto,

T —jnwgyt
v, =%J-0 v(t)e "™ dt . (1.11)

Para uniformizar a notagdo, trocamos o indice n por k£ na Equacdo 1.11 e, assim, chegamos

a uma expressao para os coeficientes v, da representacao em série de Fourier do sinal v(¢):

v, = % LT (t)e e dt . (1.12)

Para obtermos, também, os coeficientes da série de Fourier segundo a notagdo

trigonométrica, reescrevemos a Equacdo 1.6 da seguinte forma:

v(t) =a,+ Z[ak cos(k (Dot)+bk sen(k (!)Ot)], (1.13)

k=1
onde a,=v,, a, =24, e b, =-2B,. Utilizando a Equacdo 1.7 e, na Equagdo 1.12,
expressando a exponencial complexa em termos de senos e cossenos, chegamos as

seguintes relacoes:

a, =%ij(t)dt, (1.14)

a, :% IOTv(t)cos(k w,t)dt, (1.15)
(&

b, Tj t)sen(k w,t)dt . (1.16)

E importante dizermos que, para o desenvolvimento das secdes e do capitulo
subseqiientes, sera empregada esta Ultima notacdo. Como veremos, os resultados finais da

teoria da Transformada Aritmética de Fourier serdo obtidos em fungdo dos coeficientes a,

e b, (Equagao 1.13).

1.2 A Transformada Discreta de Fourier

A partir do trabalho apresentado por Fourier em 1807, pode-se chegar a defini¢ao da
Transformada de Fourier para uma fun¢do no tempo continuo.
Definicao 1.1 A Transformada de Fourier de uma fungdo f (t) ¢ dada por

4 [ re7ar, (1.17)

se a integral impropria existe.



F(®) é uma fungdo complexa de m. Sob as seguintes condi¢des de suficiéncia [11],

e As descontinuidades de f'sdo finitas;
o [[r@)dt<e,

a Transformada de Fourier de f converge, Ve (—oo,0), para um numero. A questdo da
existéncia ou ndo da transformada pode ser posta de lado quando tratamos de sinais que
representam uma descricdo de uma quantidade fisica. A realizabilidade fisica de um sinal ¢
uma condicao de suficiéncia para a existéncia de sua Transformada de Fourier [9].

A transformada inversa de Fourier ¢ dada por

fl6)=- [ Flw)e™dr.

T 2n

A Transformada Discreta de Fourier ¢ definida de maneira analoga a definigdo feita no

tempo continuo.

Defini¢ao 1.2 Seja N inteiro positivo e v um vetor N-dimensional de elementos reais ou
complexos. A transformada discreta de Fourier de v é um vetor V de igual dimensdo cujos

elementos sdo dados por

A N-1 .
VK] = Zv[i]exp(—j%k’), k=0,1,..,N—1. (1.18)
i=0

Pode-se demonstrar que a Transformada Discreta de Fourier inversa ¢ dada por [12]

v[i]—lNiV[k]ex 2MKEY 01, N-1 1.19
0D ol /2L, 10,1, N-1. (1.19)

Assim, v e V formam um par transformado denotado por v « 2LV,
A Tabela 1.1 apresenta algumas propriedades da Transformada Discreta de Fourier que

sdo utilizadas ao longo dessa dissertacao.

Tabela 1.1: Resumo das propriedades da DFT.

Propriedades de simetria

Vetor N-dimensional | DFT (comprimento N) (vilidas para v[i] real)

Vi), wli vkl wik] VIk]=V"[(~k)mod N]

avli]+bwli] aVlk]+bw(k] Rell [k]}=RelV [(— k)mod N}

e

v[(7 = m)mod N] -j%ka[k] Sm{y [k]}=-Sm{F[(- k)mod N]}




1.3 A DFT e os Coeficientes da Série

No inicio deste capitulo, mencionamos a importancia da conexdo existente entre os
coeficientes da representacdo em série de Fourier de um sinal e a DFT de uma versao
discreta do mesmo. Nesta se¢do, demonstraremos de que forma se chega a relacdo que
envolve essas duas ferramentas.

Comecemos reescrevendo a Equacao 1.13, que corresponde a expansdao em série de

Fourier de um sinal v(¢) com periodo 7,

v(t)=a, +i[ak cos(k wyt)+b, sen(k coot)]. (1.20)

k=1

Considerando que apenas os N / 2 primeiros termos da séria acima sdo significativos
(supondo que N ¢ par), podemos trunca-la, omitindo os harménicos cuja auséncia ndo

altera significativamente a representacdo. Dessa forma, temos:

v(t)=a, + Nz/f[ak cos(ko,t)+b, sen(kwot)]. (1.21)

k=1

Se amostrarmos equispacadamente N pontos ao longo de um periodo de w(z),

originaremos uma seqiiéncia v[i]. O equivalente discreto da Equacdo 1.21 pode, entdo, ser
escrito da seguinte maneira:

N/2 N/2
v[i]:a0+2akcos(2 klj Z (anlj,

k=1 k=

(N=2)/2 (N=2)/2 .
v[z] a0+aN/2 + a, cos (2nkzj+ b, sen(lej. (1.22)
k=1 1

—

=~
1l

Agora, se escrevermos V[k], na Equacao 1.18, sob a forma cartesiana, isto €,
Vik]=Relr[k]}+ j.Sm{V[k]}, (1.23)

em que Re {V[k]} e Sm {V[k]} sdo reais, podemos expressar a Equacdo 1.19 de uma
maneira diferente. Desse modo, ¢ possivel encontrar uma relacdo entre V[k] e os
coeficientes da expansdo em série de Fourier do mesmo v[i].

Para facilitar o desenvolvimento, faremos Re {V[k]}A R e Sm {V[k]} A I

Substituindo a Equagdo 1.23 na Equacao 1.19 e escrevendo o termo exponencial sob a

forma trigonométrica, temos



2k i + i sen 2k i
N ) N )

2nki) | . 2nki 2rki
i +j.1,.cos N —1,.sen I . (1.24)

Se observarmos as propriedades de simetria que envolvem V[k], podemos simplificar a

i :%NZI (R, + jI, )(cos[

k=0

v[l]__z{Rk.cos(zfzf ij+ j.Rk.sen(

k=0

expressdo acima. Sabemos que V[k]= V*[(—k)mod N, conseqiientemente, Ry =R ymoan
e I, =—I_)may - Observando, também, as relagdes trigonometricas sen(ar) = — sen(—0) e

cos(a) = cos(—), apos algumas manipulagdes, reescrevemos a Equacado 1.24 da seguinte

maneira:

Jil= rlo], vin/2)-1)

2
N N N

. (N=2)/2 .
R, cos(szlJ - % I, sen[ZLkl) . (1.25)

Comparando as Equacdes 1.22 e 1.25, ambas referentes a v[i], validamos as seguintes

correspondéncias:
V10 VIN/2
ao:% € aynp = [N ]s
(1.26)
ak:%l/[k]} bk:%m]}’ paralgkg(]v—_m.

Se N for impar, procedemos de maneira andloga e consideramos que apenas 0s

(N —1)/2 primeiros termos da série de Fourier de v(f) sdo significativos. Dessa forma,

podemos €SCrever:

(N-1)/2

=a,+ Z a, cos(kw,t)+b, sen(kw,t )]. (1.27)
k=1

O equivalente discreto da Equagdo 1.27 pode, entdo, ser escrito da seguinte maneira:

(N=1)/2 (N-1)/2
v[i]=a0+ a, cos [2nklj b, se (2nklj. (1.28)

k=1

Observando as propriedades de simetria que envolvem V[k] e as relagdes trigonométricas

as quais nos referimos, podemos reescrever a Equagao 1.24, para N impar. Obtemos

(N=1)/2 21tk N-1)/2 2tk
il :V[O % R, co ( T z)_%  se ( T lj' (1.29)

k=1




Finalmente, comparando as Equagdes 1.28 e 1.29, ambas referentes a v[i], validamos as

seguintes correspondéncias:

_Vlol
E (1.30)
akzz.me]g/[k]} . kaZ.Sm]g/[k]}’ para 1<k LN-D

Os conjuntos de relagdes 1.26 e 1.30 nos mostram que, a partir de uma seqiiéncia Vik]
com N pontos, correspondente & DFT de uma seqiiéncia v[i ] real de mesmo comprimento,
somos capazes de calcular os N/ 2 (ou (N — 1)/ 2, se N for impar) primeiros coeficientes
da série de Fourier de w(¢) ¢ vice-versa. (¢) é a versdo continua de v[i]. Assim, podemos
obter os coeficientes a; e by através de algoritmos rapidos com aspectos vantajosos de

eficiéncia computacional e, entdo, avaliar o espectro de v[i] ou obter com facilidade as

componentes de V[k] .

1.4 Algoritmos Rapidos: Cooley-Tookey e Goertzel

Na se¢ao 1.2, definimos uma das mais importantes ferramentas em Processamento
Digital de Sinais, a Transformada Discreta de Fourier, entretanto, nada foi discutido acerca
do seu célculo ou da sua implementacdo. Esta secdo ¢ dedicada a apresentagdo de alguns
algoritmos' que calculam a DFT de modo eficiente, ou seja, com complexidade
computacional reduzida em relagdo ao método direto. Particularmente, serdo descritos os
algoritmos de Cooley-Tukey e de Goertzel. O primeiro, que surgiu em 1965 [13],
representou um marcante impulso no desenvolvimento das transformadas rapidas. Este
trabalho originou o aparecimento de inimeros outros métodos, variagcdes e implementagdes
nas mais diversas arquiteturas.

O algoritmo de Goertzel, apesar de ndo ser considerado uma transformada rapida,
proporciona uma vantagem computacional quando se deseja obter apenas algumas
componentes de uma DFT. Como dissemos de modo introdutdrio, a aplicagdo tratada nessa
dissertacdo possui a mesma particularidade e € por este motivo que o algoritmo também

serd aqui apresentado.

'Em [14], sio apresentados 10 algoritmos criados no século XX e que merecem destaque.



1.4.1 A Transformada Répida de Fourier de Cooley-Tukey

A Transformada Discreta de Fourier de um vetor v escrito sob a forma da Equagao 1.18
requer um nimero de multiplicagdes e adi¢des da ordem de N2 No entanto, se N for um
nimero composto, pode-se modificar a DFT original, convertendo-a numa espécie de
transformada bidimensional. E nesse principio que se baseia a Transformada Rapida de
Fourier (FFT) de Cooley-Tukey.

Para desenvolvermos o algoritmo ¢ necessario que se faca dois mapeamentos de acordo
com a fatoragdo de N, um de entrada e outro de saida. Supondo que N = N °N ”’,

redefinimos os indices dos vetores de entrada e de saida, respectivamente, da seguinte

forma:
i=i"+N’i”, i’=0,..,N—1
(1.31)
i7=0,..,N"—1.
k=N"k +k”, k=0,.,N-1
(1.32)
k>=0,..,N’-1.
Substituindo as Equagdes 1.31 e 1.32 na Equagdo 1.18, temos
N"-1 N'-1 } . I
V[N”kq‘k”]: z z ]\(;+Nz)(N k'+k )V[i'+N'i"], (133)
i"=0 i'=0

onde W, =exp(~j2n/N). Expandindo o produto no expoente e fazendo W, =7y e
W) =B, apdés algumas manipulagdes, reescrevemos a Equagdo 1.33 em termos das
variaveis bidimensionais [15]:

N'=1

N"-1
vk, k"= ZB”“{ Wi Zyi"k"v[i',i"]} . (1.34)
i"=0

i'=0

O numero de multiplicacdes e adi¢cdes complexas necessarias para realizar este

algoritmo sdo, respectivamente,
M_.(N)=N(N+N"+1),
A.(N)= N(N'+N"-2).
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Procedendo de maneira andloga, se N for uma poténcia de 2, pode-se iterar o
procedimento e derivar um outro algoritmo conhecido como Cooley-Tukey de base 2.
Mostra-se que a complexidade multiplicativa e aditiva desse algoritmo sdo dadas,

respectivamente, por [15]

MC(N):%logzN, (1.35)
A.(N)=Nlog, N. (1.36)

Considerando que realizar uma multiplicagdo complexa ¢ o mesmo que realizar trés
multiplicagdes e trés adigdes reais, podemos reescrever as Equagdes 1.35 e 1.36, também,

em termos de operagdes reais:

M, (N):%logz N, (1.37)
A, (N):%log2 N. (1.38)

Para ilustrar a eficiéncia do algoritmo de Cooley-Tukey de base 2, basta compararmos
o numero de multiplicacdes complexas necessarias ao céalculo de uma DFT de
comprimento 64, por exemplo. Pelo método direto, precisariamos efetuar 4096 operagdes,

enquanto que, usando a transformada rapida, efetuariamos apenas 264.

1.4.2 O Algoritmo de Goertzel

Em muitas aplicagdes, deseja-se obter apenas algumas componentes da Transformada
Discreta de Fourier de uma seqiiéncia v[i] com N pontos. E possivel mostrarmos que,
quando este niimero ¢ menor que log, N, o uso do algoritmo de Goertzel torna-se vantajoso
diante de Transformadas Répidas que calculam a DFT completa, como as que foram
apresentadas na se¢do anterior [12].

A redugdo da complexidade computacional proporcionada por este algoritmo baseia-se
na periodicidade da seqiiéncia W," = exp(— j2nkn/N ) Como W.;*V= 1, podemos
multiplicar o lado direito da Equagdo 1.18 por este fator sem que a mesma seja alterada.

Obtemos

=

-1

viKl=> v[r]w ) (1.39)

N
I
(=]
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Em seguida, definimos a seqliéncia

o

Vi i]= ZV[r]W];k(H)u['—r]. (1.40)

y=—00

Das Equacodes 1.39 e 1.40, segue que
rll=yelill -y (1.41)

A Equagio 1.40 pode ser interpretada como uma convolugio discreta entre a seqiiéncia v|i]
e a seqiiéncia W,* uli]. Consequientemente, y, [i{] pode ser visto como a saida de um
sistema linear invariante no tempo com resposta ao impulso W,\}"iu[i] , quando a entrada ¢
v[i ] Em particular, V[k] ¢ a saida quando i = M.

Para uma entrada real, a implementacao do sistema ao qual nos referimos requer 2N + 1
adicoes reais ¢ N + 1 multiplicagdes reais. Para o algoritmo de Goertzel, essa ¢ a
complexidade computacional associada ao célculo de uma componente especifica [15]. A

obtencdo de M componentes envolve um numero de multiplicagdes e adigdes reais dados,

respectivamente, por
My (N)=M(N+1), (1.42)

A, (N)=MQ2N+1). (1.43)
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Capitulo 2

A Transformada Aritmética de Fourier

Um fator importante para avaliar um algoritmo rapido ¢ a sua complexidade aritmética,
isto ¢, o numero de operacdes necessarias para realizd-lo. Em 1903, o matematico H.
Bruns' desenvolveu um método para o célculo dos coeficientes da série de Fourier de
sinais periodicos usando a formula de inversdo de Mobius® [16]. Posteriormente, numa
monografia de 1947 [17], Aurel Wintner utilizou esta mesma técnica, denominando-a
Transformada Aritmética de Fourier (AFT). Como a teoria ¢ baseada na fungdao de Mdbius,
tem-se multiplicagdes apenas por {-1, 0, 1} e possiveis fatores de escalonamento.

Em 1988, Donald W. Tufts e G. Sadasiv — independentemente — redescobriram um
método muito parecido com o que Bruns havia proposto. O algoritmo de Tufts-Sadasiv
[18], entretanto, limitava-se a calcular apenas os coeficientes de sinais periddicos pares.
Tal limitacdo foi removida em 1990 por Irving S. Reed, D. W. Tufts et al. [19], que
possibilitaram o uso da transformada aritmética para o calculo dos coeficientes da série de
Fourier de fungdes periddicas pares e impares.

I. S. Reed, M. T-, Shih et al., em 1992, refinaram o algoritmo anterior e propuseram a
AFT Simplificada, que envolve um calculo mais simétrico dos coeficientes a, e b, [20].
Surpreendentemente, o resultado deste trabalho ficou idéntico ao procedimento original
criado por Bruns.

Cada um dos algoritmos que mencionamos® representa o aperfeicoamento da versdo
anterior. Neste capitulo, descreveremos esta evolucdo e apresentaremos exemplos e

comentarios sobre a AFT.

'ERNST HEINRICH BRUNS (1848-1919) nasceu em Berlim. Foi aluno de Doutorado de Weieratrass e
Kummer. Era interessado em Astronomia, Matematica e Geodésia. Trabalhou no “problema dos trés corpos”.
Morreu em Leipzig, Alemanha.

AUGUST FERDINAND MOBIUS (1790-1868) nasceu em Schulpforta, Saxdnia (atualmente,
Alemanha). Foi aluno de Gauss e Pfaff (professor de Gauss). Seus estudos se concentraram em Geometria
Projetiva, Ocultagdo de Planetas (Mobius, assim como Gauss, era astronomo) e Topologia. E famosa a fita
que leva seu nome. Morreu em Leipzig.

3Além dos algoritmos apresentados nessa dissertagio, outros algoritmos aritméticos baseados na fungio
de Mobius tém sido introduzidos [21, 22].
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Antes de iniciarmos o desenvolvimento tedrico da AFT, apresentaremos algumas

ferramentas matemadticas que, posteriormente, serdo necessarias para o entendimento do

mesmo.
Comecemos pelo lema fundamental em que se baseia todo o algoritmo.
Lema 2.1 Para k, k’ e m inteiros, temos que

= A k, sekl|k'
Z COS(zTC m —) =
m=0 k 03

caso contrario.

k—1 '
z sen(an i} =0.
k

m=0

m
k-1 2 j—
Demonstragdo: Tomemos a expressao Z{e k } . Observemos que, se k | k£,

m=0

[T ke
2le !

m=0

I
—
I
2

Caso contrario, temos que

5.

m=

em k!
2TUk:| _ l—ejn

Assim,

De

m=0

ok {k, sek|k

0, caso contrario.

Tomando-se a parte real e imagindria, finaliza-se a demonstragao.

Defini¢ao 2.1 (Func¢ao de Mdbius) A func¢do de Mébius, t(n), é definida por:

1 sen=1,
M(”) (— 1)r sen= H;I p;» p; primos distintos,

0 se p* | n para algum primo p.

2.1)

(2.2)

(2.3)
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Teorema 2.1

Zu(d):{l sen=1, (2.4)

T 0 sen>1l.
Demonstragdo: Vide [23]. [ |

Teorema 2.2 (Formula de Inversio de Mdobius para Séries Finitas) Seja n inteiro e

positivo e f,, uma seqiiéncia ndo-nula para 1 < n < N e nula paran > N. Se

LN/nJ

gn: kan’ (25)
k=1
entdo
[N/n]
m=l1
Demonstragdo: Vide [24]. [

2.2  Tufts-Sadasiv

Assumamos, sem perda de generalidade, que v(¢) ¢ uma funco real, par, com periodo

unitario e média nula (7, = 0), cuja série de Fourier é expressa por

LOEDRAGH @.7)
k=1
onde v, (¢) é representado por

v, (t)=V,.cos(2mkt) (2.8)

e V, ¢ a magnitude do k-ésimo harmonico.

Consideremos significativos apenas os N primeiros harmonicos, de modo que podemos
fazer com que as componentes em que i > N sejam nulas (hipdtese de sinal banda

limitada), isto €&, v, (t)= 0 para k> N. Dessa maneira, na Equagdo 2.7, basta que fagamos o

somatorio até N.

Defini¢ao 2.2 A4 k-ésima soma parcial é dada por

Sv(r—%), (2.9)

paran=1,2,...,N. [ |

1>
I |-

S, (0)
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Substituindo o resultado das Equacdes 2.7 e 2.8 em 2.9, temos o seguinte

desenvolvimento:
1 n—1 m
S \t) =— f——
=05 ( " j

1 n—l oo m

=— Z V, cos| 2mhkt — 21k —
N =0 k=1 n

il n—1

_1 n {cos(2nkt)cos(2nk ﬁ) - Sen(2nkt)sen[2nk ﬂﬂ

M=o m=0 n n

> k
= lz V, cos(2mkt). {n sen }

pary 0 caso contrario
=D v (6) => v, (1), n=1,..,N. (2.10)

Dessa forma, conseguimos expressar a n-ésima soma parcial em fung¢ao dos harmonicos de

v(¢) e ndo mais em funcio de suas amostras. Como consideramos que v, (¢) = 0, n > N,

apenas os \_N /nJ primeiros termos da Equagdo 2.10 serdo possivelmente diferentes de

zZero.
O objetivo, agora, ¢ inverter a Equacao 2.10 e expressar os harmonicos em fungdo das

somas parciais que, por sua vez, sio obtidas através das amostras no tempo do sinal v(¢).

Teorema 2.3 Os harmonicos de v(t) podem ser obtidos pela seguinte formula de inversao:

v ()=> ulm)s, (), Vk=1,..,N. (2.11)
m=1
Demonstragdo: Comecemos utilizando a Equagdo 2.10 em 2.11. Dai vem que

S um)S, ()= 3 wm)> v 0). (2.12)

)Y v, 0) = 3 S, () = D, 6)) Douon) . 213)
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Pelo Teorema 2.1, o somatorio interno sera diferente de zero apenas se j / k= 1. Ou

seja, a0 somatorio externo, restara apenas o termo v, (¢). Dessa maneira, o teorema fica

provado. [
Sobre esse algoritmo podemos observar o seguinte [18]:

e [Essa versdo inicial da AFT sofre de uma forte restri¢do: apenas sinais pares podem
ser tratados pelo algoritmo;

e Todo calculo ¢ feito utilizando apenas adigdes (exceto por multiplicagdes que se
devem a escalonamentos necessarios a obten¢do das somas parciais);

e O algoritmo ¢ adequado para processamento paralelo, pois as somas parciais podem
ser computadas independentemente;

e A teoria é inteiramente baseada na série de Fourier, ao invés de considerar a

transformada discreta propriamente dita (DFT).

2.3 Reed-Tufts

Este algoritmo, que representa uma generalizagdo daquele proposto por Tufts-Sadasiv,
foi apresentado por Reed* et al. em 1990 [19]. A limitagio de admitir o tratamento apenas
de sinais pares, presente no procedimento anterior, foi removida. Dessa maneira, esse novo
algoritmo permite que qualquer fungdo periddica tenha seus coeficientes de Fourier
calculados.

Consideremos uma fungio v(¢) real com periodo 7 cuja série de Fourier ¢ finita com N

termos (hipotese de sinal banda limitada) e dada por

N N
Wt)=a,+Y a, cos(znm} +>°b, sen( 2nntj : (2.14)
n=1

n=1 T T

em que ao ¢ a média de v(¢). Observemos que a equagio acima pode ser escrita a partir da
Equacao 1.12. Basta trocarmos o indice & por n ¢ expressarmos a freqiiéncia fundamental
em fun¢do do periodo do sinal. Em 2.14, os coeficientes pares e impares da série de

Fourier sdo a, e b,, respectivamente.

*IRVING S. REED (1923- ) nasceu em Seattle, EUA. Identificou a estrutura algébrica dos codigos de
Muller. Na década de ’50, desenvolveu processadores digitais para uso em radares. E, em 1958, projetou o
computador inteiramente transistorizado, o CG-24 [25]. Em 1960, publicou com Gustave Solomon o artigo
“Polynomial Codes over Certain Finite Fields”, introduzindo os codigos Reed-Solomon. E professor emérito
da Universidade do Sul da California.
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Denotemos por \_/(t) o sinal v(¢) subtraido de sua média ao. Dai, temos que
\_/(t)zv(t)—ao (2.15)

N N
=3, cos( 2’;’”) +3, sen( 2’;’”) . (2.16)
n=l1

n=1

Um atraso de o em v(t) nos leva & seguinte expressio:

v(t—al)= Zi:a cos(27m( + OLD + an sen(Zn‘n(]{ + OLD

n=1

Z]::cn (Oc)cos[27tn %} + ﬁ: d, (oc)sen[2nn %} , (2.17)

n=1

emque-l<a<le
c, (0)= a, cos(2nnoc)+bn sen(2mnal), (2.18)

d (o) =—a, cos(2mna)+ b, sen(2mnat). (2.19)

Defini¢ao 2.3 A4 n-ésima soma parcial sera dada por
1 n—1
S, (1) ==>, ( T- OLTJ (2.20)
ne= \n
em que -1 < a<1.
Agora, vamos mostrar que ¢ possivel definir os coeficientes a, e b, em funcdo de c,().

Entretanto, encontraremos antes uma expressao para a quantidade c,(&) em termos das

somas parciais.

Teorema 2.4 Os coeficientes c,(0) sdo calculados através da formula de inversdo de

MOobius para séries finitas e sGo expressos por

I_N/nj

c,(0)= > u()s, (o). (2.21)

I=1

Demonstragdo: Substituindo o resultado da Equacdo 2.17 na Equagdo 2.20, temos o

seguinte resultado:

5.(0)= Y e, )1 Shcof 271 3, )1 S senf 257 ). 2)

n
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Uma aplicagdo direta do Lema 2.1 nos leva a
I_N/nj

S, (o)=Y e, (). (2.23)

I=1

Temos o teorema provado apds o uso da formula de inversao de Mdbius para séries finitas
enunciado no Teorema 2.2. [ |

Estamos agora em condicao de enunciar o seguinte resultado:

Teorema 2.5 Os coeficientes a, € b, da série de Fourier para n=2k(2m+1) sdo

computados por’

a,=c,0), (2.24)
. (1 ~
bn =(—1) C, T(T n= 1, e sy N, (225)

em que k e m sdo determinados pela fatoragdo de n=2*(2m+1).

Demonstragdo: Observando a Equagdo 2.18, obtemos diretamente que, para & = 0, a, =
cn(0).

Para o= 2}—” e n=2%(2m+1), temos dois subcasos a considerar: quando m for par e
quando for impar.

e Param =2g, temos que n = 2" (4q + 1). Assim,

2" (4g+1) _

T
21noL =27 Y 2mq +E. (2.26)

Dessa forma, substituindo esse valor em 2.18, temos que

cn( kl+2 ) =a, cos(an + E) +b, sen(an + E)
2 2 2 (2.27)

=b

n*

e Param=2g+ 1, temos que n =2" (4q + 3). Dessa maneira,

2" (4g +3) 3n

21nol =21 S =2ng +7. (2.28)

’Mostra-se que qualquer inteiro pode ser fatorado assim [19].
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Recorrendo novamente a Equagao 2.18, chegamos a seguinte expressao

1 3n 3n

c =a, cos| 2ng +— |+ b, sen| 2ng + —

"\ 2% ! 2 " 2
(2.29)

=—b

ne

Unindo o resultado desses subcasos, deriva-se facilmente que
m 1
b =(-1)"c, (—2k+2 j : (2.30)

[

Utilizando esse algoritmo, o calculo de todos os coeficientes a, ¢ b, até o N-ésimo

harmoénico requer um numero de multiplicagcdes e adigdes reais dados, respectivamente,
por

M,(N)=3N, (2.31)

A, (N)=%N2. (2.32)

2.4 Reed-Shih (AFT Simplificada)

Este algoritmo, que foi apresentado no ano de 1992 em [20] por Reed et al., ¢ uma
evolucdo do algoritmo proposto por Reed-Tufts. Neste método, as somas parciais sao

redefinidas de acordo com as somas propostas originalmente por H. Bruns [16] em 1903.

Definicao 2.4 (Somas de Bruns) A 2n-ésima soma alternante de Bruns, B,(Q), é definida

por

A 2n—1 ”
B, (o) = % 3 (-1) v(m%+ och. (2.33)

m=0

Observando a defini¢do de ¢, ¢ fazendo uso do Teorema 2.4 ¢ da Defini¢do 2.3,

chegamos ao seguinte resultado.

Teorema 2.6 Os coeficientes c,() sao dados pela formula de inversdo de Mobius para

series finitas, da seguinte forma

LN/nJ

c,(a)= Y n(0)B,, (o). (2.34)

I=1,3,...

Demonstragdo: Vide Apéndice A. ]
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Neste ponto, ja temos todo o ferramental matematico para avaliar os coeficientes da
série de Fourier de v(¢). A Equacdo 2.33 nos fornece a relagao entre as amostras desse sinal
e as somas de Bruns; a relagdo entre os coeficientes ¢, e as somas de Bruns ¢ dada em 2.34.
Resta-nos, portanto, encontrar uma expressao que relacione os coeficientes de Fourier (a, e
b,) com os coeficientes c¢,. Se observarmos a Equacdo 2.18, podemos distinguir duas

condicoes:
n cn (0) *
e b =c,(1/4n).

® a

Agora, utilizando estas condigdes de partida e o Teorema 2.6, podemos enunciar o teorema

que segue.

Teorema 2.7 (Reed-Shih) Os coeficientes de Fourier a, € b, sao avaliados por

a, :%IOTv(t)dt, (2.35)

LN/nJ

a,= Y ul)a,,0), (2.36)

LN/nJ @
b= 3 0D B (). .37)

paran=1,..,N.

Demonstragdo: Vide apéndice A. |

Utilizando esse algoritmo, o céalculo de todos os coeficientes a, ¢ b, até o N-ésimo
harménico requer um numero de multiplicagdes e adi¢des reais dados, respectivamente,
por

M, (N)=2N, (2.38)
A,(N)=2N". (2.39)

O algoritmo proposto por Reed-Shih apresenta as seguintes caracteristicas:

e A AFT Simplificada ¢ mais “balanceada” que a versdo anterior proposta por Reed-
Tufts, uma vez que apresenta esfor¢os computacionais similares para o calculo dos
coeficientes a, e b, (ambos utilizam a soma de Bruns);

e Como as somas de Bruns podem ser calculadas independentemente, o algoritmo
sugere naturalmente uma implementacao utilizando processamento paralelo;

e Possui complexidade aritmética ligeiramente menor que a de seu antecessor.
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2.5 Exemplo e Comentarios

Tomemos um sinal v(¢) com periodo 7 = Is. Construiremos um pequeno exemplo em
que se deseja calcular os coeficientes de Fourier até o quinto harmonico, utilizando o
algoritmo de Reed-Shih.

De acordo com a teoria desenvolvida na Se¢ao 2.4, os coeficientes a, e b, da série de

Fourier de v(t), na forma matricial, serio expressos por

g, ] [1 0 =1 0 —17][B,(0)]
a,| 101 0 0 0]|B,0)
a,|=[0 0 1 0 0|]|B/(0) (2.40)
a,| 10 0 0 1 0/]]|B0)
la;| [0 0 0 0 1[]|B,(0)
€
‘b1 [1 01 0 —1]] B,(1/4)
bl 10 1.0 0 0] B,(1/8)
by|=|0 0 1 0 0 || B1/12) (2.41)
b,| 10 0 0 1 0]]B/16)
b |0 0 0 0 1 |[B,(1/20)

Observemos que a, ¢ b, sdo obtidos de B,( . ) através de matrizes similares. Isso se deve a
simetria do algoritmo que, do ponto de vista implementacional, permite uma arquitetura
mais simples.

Observando mais atentamente a defini¢ao de B,(¢), podemos compor a Tabela 2.1, que
relaciona as médias de Bruns, B,(c), com as amostras de v(¢) necessarias ao seu calculo. A
partir da tabela, verificamos que sdo requeridas 40 amostras® bem determinadas do sinal

para que avaliemos seus coeficientes harmonicos com exatidao.
Podemos, entdo, levantar alguns questionamentos sobre o algoritmo [26]:

e O intervalo entre as amostras necessarias para o calculo exato dos coeficientes de

Fourier ndo ¢ constante. Basta observar o tempo entre as amostras;

SPara o exemplo em questdo, se estivéssemos usando a DFT, precisariamos apenas de 5 amostras! De
forma geral, ¢ essa diferenga que determina a desvantagem da AFT no que diz respeito a complexidade
aditiva do algoritmo [27, 28].
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e Para capturar todas as amostras necessarias ao calculo das somas de Bruns, ¢
preciso um amostrador de freqliéncia muito elevada. No exemplo aqui ilustrado,
deveriamos ter um relogio de 125 Hz para obter todas as amostras exigidas pelo

algoritmo para avaliar o espectro de um sinal de 1 Hz!

Tabela 2.1: Amostras exigidas para o calculo das médias de Bruns.

M¢édias de Bruns | Instantes das amostras (s)

B»(0) 0,1
2

B0 |00

SR

CON St

B10(0) 0L, 12213 1425
By(1/4) i%

By(1/8) éii%
Bs(1/12) ti%%%%
Bg(1/16) ii%é%ﬁ%%
Bio(1/20) 10317 9 1113317 19

2020747207207 207 20" 47 20 20

A primeira vista, tais consideragdes podem parecer perturbadoras a ponto de
comprometer a praticidade desse algoritmo, pois, normalmente, tem-se apenas amostras
discretizadas a uma taxa bem menor que a exigida pelo mesmo para o célculo exato dos

coeficientes a, € b,,.

Uma solugdo empirica para esse problema ¢ a de realizar uma aproximagdo da amostra
necessaria empregando a amostra disponivel mais proxima. Vamos considerar que o sinal
v(t) do exemplo tivesse sido amostrado por um relégio de periodo 7y = 1/10 s. Dessa

forma, teriamos disponiveis apenas as seguintes amostras:

02 R B2 L)
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Para obtermos a,, por exemplo, precisamos calcular B4(0) e, conseqiientemente,
devemos conhecer o valor da amostra v(1/4) (vide Tabela 2.1), que ¢ um valor nao
disponivel segundo a amostragem de 10 Hz realizada. Procedendo a um arredondamento
para a amostra mais proxima, utilizariamos v(3/10) ao invés de v(1/4). Esse procedimento ¢
conhecido como interpolagdo de ordem zero.

A validade desse arredondamento estd intimamente associada a taxa de amostragem,
Ty, do sinal. Quanto maior a precisdo exigida, maior o nimero de amostras no mesmo
intervalo de tempo e, portanto, maior a freqiiéncia de amostragem. Obviamente que uma
outra forma de se obter erros menores e validar o calculo € utilizar uma interpolacdo de
ordem maior, como a interpolacdo de 1* ordem. Uma andlise detalhada do erro de

aproximacao ¢ encontrada em [19, 24].
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Capitulo 3

O Sistema DTMF e os
Parametros da AFT

Como vimos no primeiro capitulo deste trabalho, existe uma relagdao direta entre os
coeficientes da série de Fourier de um sinal e as componentes da DFT de uma versao
discreta do mesmo. De maneira geral, podemos afirmar que ¢ essa conexao que nos
permite utilizar a Transformada Aritmética de Fourier em aplicagdes onde, normalmente,
usa-se a DFT calculada a partir de algoritmos rapidos mais tradicionais, como o de Cooley-
Tukey.

Particularmente, estamos interessados em aplicar a AFT na decodificagdo de sinais
DTMF — Dual-Tone Multifrequency — os quais correspondem a soma de duas sendides
[29]. Isto significa que precisamos realizar a analise espectral de um conjunto de sinais
cujas caracteristicas sdo previamente conhecidas. Nesse procedimento sera empregada a
AFT Simplificada, proposta em [20] e apresentada na Secdo 2.4 dessa dissertagdo. Em
relacdo ao calculo convencional da DFT, o uso desse algoritmo representa uma
significativa diminui¢do na complexidade computacional do processo de deteccdo que
desejamos executar.

Nesse capitulo, descreveremos o funcionamento do sistema de sinalizagio DTMF, a
fim de proporcionar a familiarizagdo com suas peculiaridades e representagdes. Sera
introduzida uma discussdo acerca de alguns parametros necessarios a utilizagdo da AFT na
aplicacdo mencionada, como a freqiiéncia de amostragem, o comprimento da transformada

e o tipo de interpolacdo usada.

3.1 O Sistema DTMF

O DTMF, também conhecido como Touch Tone, é um sistema de sinaliza¢do usado em

telefonia que envia, ao longo da propria linha, sinais na faixa de freqiiéncia de voz [30]. O
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DTMEF ¢ uma espécie de FSK — Frequency Shift Keying — onde cada sinal ¢ diferenciado
pelo seu conteudo freqiiencial. Atualmente, pelo menos no Ocidente, baseia-se no DTMF a
configuracdo da maioria das centrais telefonicas.

Antes do DTMF, a cada nimero telefonico discado associava-se uma série de clicks
(interrupg¢des) que eram enviados ao longo da linha, a discagem por pulso. Os clicks
significavam efetivamente o estabelecimento e a quebra da conexao entre dois pontos. Esse
sistema, no entanto, mostrava-se ineficiente quando se desejava realizar chamadas a longas
distancias (DDD e DDI), sendo necessaria a intervencdo de um operador. Além disso,
comparada ao DTMF, a discagem por pulso ¢ muito lenta, ndo acompanhando a evolugao
dos equipamentos utilizados nos sistemas telefonicos e limitando melhoras nos custos € no
atendimento.

O DTMF foi desenvolvido no Bell Labs com o objetivo de proporcionar que sinais de
discagem conectassem assinantes muito distantes. Potencialmente, isso poderia ser feito
através de enlaces sem fio, utilizando, por exemplo, microondas ou satélites. Codificadores
e decodificadores foram adicionados as centrais telefonicas, convertendo os sinais
decadicos em tons DTMF que, enviados pela linha, chegavam a uma central distante. Nesta
ultima, os tons eram decodificados, podendo ser convertidos novamente para clicks. O uso
da rede existente da maneira descrita foi chamado de sinaliza¢ao in-band.

Nos anos 50, o desenvolvimento do DTMF fortaleceu a idéia de que o futuro dos
sistemas telefonicos basear-se-ia na comutagdo eletronica. O crossbar, comutador
eletromecanico em uso naquela época [31], seria substituido. Com isso, a discagem por
pulso seria abandonada por completo e a sinalizagdio DTMF estendida até os usudrios.
Virios testes foram realizados na década de 60, quando o DTMF tornou-se conhecido por
Touch Tone.

Com o sistema Touch Tone foi também introduzido um teclado cujo layout precisou ser
padronizado. Apos o teste de 18 layouts diferentes, chegou-se ao modelo com o qual temos
familiaridade nos dias de hoje, com o “1” no canto superior-esquerdo ¢ o “0” na parte
inferior, no centro. O layout das maquinas de calcular, com o “1” no canto esquerdo-
inferior, também foi testado, mas pouca gente usava-as naquele tempo. A idéia de ordem
numérica que as pessoas tém pressupunha o “1” no inicio do teclado, acima e do lado
esquerdo, causando erros de digitacdo e aumentando o niimero de chamadas telefonicas
equivocadas. Com o advento e a popularizacdo dos computadores, a situacdo se inverteu e,

atualmente, ¢ o teclado telefonico que possui o layout “destoante”.
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Visualizando a integracao entre a telefonia e os computadores e observando o interesse
que as empresas tinham nessa possibilidade, os engenheiros adicionaram as teclas libra (#)
e estrela (*), bem como o grupo de teclas para selegao de menus, A, B, C e D. Hoje, a libra
e a estrela ainda sdo muito utilizadas — enquanto que as letras, suprimidas da maioria dos
telefones, sdo empregadas com mais freqiiéncia em aplicagdes como o radio amador [32].
Os militares norte-americanos também usam as teclas A, B, C e D na Autovon — Automatic
Voice Network — um sistema de comunicacdo desenvolvido para suportar ataques
nucleares. Nesse caso, as letras sdo digitadas antes de se realizar cada chamada, tendo a
funcao de estabelecer a prioridade da mesma.

O teclado DTMF, apresentado na Figura 3.1, possui a disposi¢ao de uma matriz 4x4
onde cada linha representa uma freqiiéncia baixa e cada coluna representa uma freqiiéncia
alta. A tecla “1”, por exemplo, gera uma senodide contendo as freqii€ncias de 697 e 1209 Hz,
cuja expressdo analitica ¢ dada por x,(¢) = sen(2.w.697.t) + sen(2.w.1209.7) (Figura 3.2). A
associagdo de cada digito a duas freqiiéncias ¢ o motivo pelo qual o sistema ¢ chamado de
multifrequency. Num sistema real, ¢ na central de comutacdo que o tom ¢ decodificado a

fim de se determinar que tecla foi pressionada.

1 2
e 45

78
e % O #

1209Hz 1336Hz 1477Hz 1633 Hz

697 Hz

852Hz

© o w
OO0 >

Figura 3.1: Teclado DTMF.

E interessante dizermos, ainda, que as freqiiéncias foram projetadas com uma razdo de
21/19 visando evitar harmonicos e freqiiéncias que podem ocorrer naturalmente em voz,
simulando dois tons enviados. Atualmente, a ITU — International Telecommunication
Union — é uma das organizagdes que fornece recomendagdes para o uso do DTMF. Sao
padronizados [29] pardmetros como variacao aceitavel de uma freqiiéncia, duracdo minima

de um tom e pausa minima entre dois tons.
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x1 (1)

.51 .

2 I I I | I I I I I
(0] 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

t, em segundos

Figura 3.2: Sinal x,(#) correspondente ao digito “1” do sistema DTMF.

3.2 A Freqiiéncia de Amostragem

Quando falamos em sinais DTMF, é importante sabermos que, para realizarmos sua
decodificagdo, nao dispomos mais de versdes continuas dos mesmos (como na Figura 3.2).
Atualmente, a maioria dos sistemas telefonicos ¢ digital e, antes de transmitir qualquer
sinal analdgico de voz, cada um deles o processa através de blocos com fungdes bem
definidas. O sistema PCM — Pulse Code Modulation — por exemplo, largamente utilizado
no Brasil, submete os sinais analogicos de voz a filtragem, amostragem, quantizagao,
compressdo e codificagdo. Convertidos em bits, eles podem, entdo, ser enviados ao longo
do meio de transmissdo [33]. Um diagrama simplificado da parte transmissora do sistema
MUX-PCM ¢ apresentado na Figura 3.3. A recepcao pode ser entendida através do mesmo
diagrama implementado de maneira inversa, ou seja, utilizando demultiplexacao,
decodificagao, etc.

Nesse trabalho, ndo estamos interessados em abordar os detalhes do sistema aqui
exemplificado ou de outros sistemas comumente empregados em telefonia. Isso envolveria
uma série de fatores relacionados a diversos componentes da Figura 3.3. Nossa aten¢do
sera focalizada no sinal discreto obtido logo ap6s o amostrador. Ou seja, os sinais DTMF
que dispomos correspondem a suas versdes analdgicas discretizadas no tempo, segundo a

freqliéncia de amostragem que o sistema impde.
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Modulagdo PCM Multiplexagdo | Transmissdo

|A Ll‘

Filtro
300 a 3400 Hz
Hibrida
2/4 fios

Compr. .
Amost. | Quant. Digital Codif.

Terminal

Compr. . de Linha
Amost. | Quant. Digitgl Codif. }i igigh § E I-LLI_I-L
Chave Linha de
Eletronica Transmissao
Amost. | Quant. | SO™P% | codif
most. uant. Dlgltal odil.

Figura 3.3: Diagrama simplificado da parte transmissora de um sistema PCM com
multiplexacdo no tempo, onde o amostrador trabalha com taxa 8 kHz e a quantizagdo usa

256 niveis, com codificagao em 8 bits/amostra. Um compressor digital [33] ¢ incluido.

A freqiiéncia méaxima presente num tom DTMF ¢ 1633 Hz, portanto, de acordo com o
Teorema de Shannon [34], seria suficiente amostrar qualquer sinal pertencente a esse
sistema empregando uma taxa proxima a 3300 Hz. Todavia, para que busquemos desde ja
uma conformagdo entre a proposta dessa dissertacdo e os sistemas reais ja existentes,
optaremos por amostrar os sinais DTMF a freqiiéncia de 8000 Hz. Esta ¢ a taxa usada pelo
amostrador do PCM [33].

Recordando a teoria desenvolvida no capitulo anterior e, particularmente, observando o
exemplo apresentado na Secdo 2.5, vé-se que seria necessario um amostrador com
freqliéncia bem mais elevada que a freqiiéncia de Nyquist do sinal analisado, para que
pudéssemos obter todas as amostras que o algoritmo da AFT Simplificada exige.
Entretanto, mostra-se que, discretizar um sinal pelo menos a sua taxa de Nyquist garante
resultados satisfatorios quando empregamos interpolagao linear para estimar os valores das

amostras em instantes de tempo fracionarios [19].

3.3 O Comprimento da Transformada

ApoOs a amostragem dos sinais DTMF analogicos a taxa de 8000 Hz, definida na se¢do

anterior, o que possuimos sdao seqiiéncias para serem tratadas pela Transformada
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Aritmética de Fourier. A seqiiéncia apresentada na Figura 3.4, por exemplo, corresponde
ao digito “1”. Agora, precisamos estabelecer o niimero de amostras necessario para que

seja possivel extrair o conteudo freqiiencial desejado de cada sinal.

1.5+ —

B .TT‘H H‘,ﬂ, (1S
e

151 -

x; [1]

-2 Il Il Il Il Il Il Il
(0] 10 20 30 40 50 60 70 80

i, tempo discreto

Figura 3.4: Seqiiéncia x,[7] correspondente ao digito “1” do sistema DTMF.

Considerar N pontos sucessivos numa das seqii€ncias as quais nos referimos significa
possibilitar o célculo de uma DFT de N pontos da mesma. No contexto da AFT, dizemos
que ¢ possivel calcular até o N-ésimo coeficiente harmdnico. Contudo, como sdo apenas
oito as freqiiéncias que precisam ser detectadas, hd necessidade de obtermos, também,
apenas oito desses N coeficientes.

De acordo com a teoria desenvolvida, sabemos que existe uma relagdo entre o n-ésimo
coeficiente da série de Fourier de um sinal e a componente de indice » da DFT de sua
versdo discreta. Portanto, para que saibamos que coeficientes precisam ser calculados,

basta que utilizemos a expressao [12]

n=

fN
Fo 3.1)
onde f ¢ a freqiliéncia espectral em Hertz associada a n-ésima componente de uma DFT de
N pontos e F; ¢ a taxa empregada na amostragem do sinal continuo original. Neste ponto,
conhecemos F; e as freqiiéncias fisicas que desejamos detectar, entretanto, precisamos

definir um critério que indique que valores de N seriam mais adequados para este conjunto

especifico de parametros.
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A partir da Equacdo 3.1, podemos derivar uma outra expressao que nos fornece o valor
minimo de N para o qual ¢ garantida a distingdo entre duas freqiiéncias adjacentes que

estejam presentes no sinal analisado. Se Af,, for a diferenca minima entre duas dessas

freqii€ncias, precisariamos ter

N>—*. (3.2)

Para o DTMF, teriamos Af,,,= 770 — 697 =73 e N =110. Entretanto, ndo ¢ apenas a esta

condicdo que esta atrelada a escolha do comprimento da transformada. Sabemos que, por
conta da complexidade computacional exigida, ndo se deve aumentar livremente o valor
deste parametro.

Observando a Equagdo 3.1, verificamos que, para uma dada freqiiéncia fisica que faz
parte do sistema DTMF, ndo encontraremos necessariamente um valor inteiro para n. Ou

seja, se este ultimo ndo for inteiro, precisard ser arredondado para o inteiro mais proximo,
n . Conseqiientemente, estar-se-a identificando, também, uma freqiiéncia aproximada, 7,
obtida pela substitui¢do de # em 3.1. A Figura 3.5 mostra de que forma varia o modulo da
diferenca entre f e ]Nf, chamado aqui de Af', para N igual a 128.

Nosso objetivo ¢, entdo, encontrar valores de N para os quais as freqiiéncias DTMF
coincidam, o maximo possivel, com as freqliéncias amostradas pela DFT de mesmo
comprimento. Para isso, definiremos, para cada freqiiéncia DTMF apresentada na Tabela

3.1, um parametro chamado de erro relativo,

N
E, = , (3.3)
Rj fj
em que f] ¢ a frequiéncia aproximada que mencionamos, com respeito a f.
Tabela 3.1: Freqiiéncias DTMF e indices j correspondentes.
J 1 2 3 4 5 6 7 8

f; (Hz) 697 770 852 941 1209 1336 1477 1633
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Afy: - |AS2 AVERE FAV : - Afs: o Afs: : : Af7 o Afs:
697 770 852 941 1209 1336 1477 1633

freqiiéncia, Hz

| Freqliéncias DTMF Freqiiéncias amostradas pela DFT (N = 128, Fis = 8 kHz)

Figura 3.5: Diferencas entre as freqiiéncias DTMF e as freqiiéncias amostradas pela DFT.

Estamos interessados em minimizar um conjunto de oito erros relativos em funcao do

mesmo N. Logo, precisamos calcular, primeiro, o erro relativo médio através da equagdo

_ LE, (3.4)

_ J=
E, =2 .

8

Conhecendo E, para cada freqiiéncia DTMF e E,, obtemos o erro médio quadratico,

RMSE (Root Mean Square Error), dado pela seguinte equagao:

8 —_—
RMSE:\/ %Z(ER —E,, ). (3.5)
j=1

De maneira geral, podemos afirmar que, quanto menores o erro médio relativo e o erro

médio quadratico, menores serdo as diferencas Af* e mais representativa serd a detec¢do de
cada tom senoidal. Esse ¢ um fato que independe de estarmos usando a DFT ou a AFT,
todavia, minimizar E, e RMSE significa, ainda, proporcionar maior destaque as

freqliéncias DTMF na andlise espectral que sera realizada. Diante disso, podemos esperar
que a susceptibilidade aos erros inseridos pelas interpolacdes na decodificacao via AFT
seja, também, diminuida.

Para que esta situacdo seja exposta com clareza, consideremos mais uma vez o sinal
que representa o digito “1”. Apenas os coeficientes associados a 697 e 1209 Hz sdo fortes,
os demais possuem pouca relevancia. A deteccdo propriamente dita consiste em

calcularmos os oito coeficientes associados as freqliéncias DTMF e verificarmos os dois
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mais significativos, um correspondente a linha e outro a coluna (Figura 3.1). Para o
exemplo em questdo, o algoritmo da AFT pode, eventualmente, corromper o coeficiente
associado a 697 Hz, fornecendo-nos um valor absoluto menor que seu valor exato. O efeito
contrario pode acontecer com o coeficiente associado a 770 Hz, que teria seu valor
aumentado. Escolher, portanto, um comprimento N que determine uma maior diferenga
entre esses dois coeficientes diminui a possibilidade dos mesmos serem confundidos,

quando calculados com erro.

3.4 A Interpolagao

Sempre que mencionamos o uso da Transformada Aritmética de Fourier, destacamos a
necessidade de realizarmos interpolagdes a fim de obtermos as amostras em tempos
fraciondrios que este algoritmo requer. O tipo de interpolacdo constitui mais um fator que
precisa ser escolhido em fun¢do, principalmente, da precisdo com a qual os coeficientes
harmoénicos serdo computados. De modo particular, a imprecisdo no calculo das
componentes DTMF depende da interpolagdo usada.

Devido ao numero de pardmetros envolvidos e a especificidade de cada sinal ou
aplicacdo, analisar de forma exata que influéncia uma aproximacao teria no resultado final
do emprego da AFT ¢ uma tarefa invidvel. Reed e Tufts, realizando uma abordagem
estocastica, obtiveram uma formula para o erro aproximado no calculo dos coeficientes da
série de Fourier de um sinal aleatério, quando se usa interpolacdo de ordem zero e de
primeira ordem [19]. Entretanto, devido as dificuldades expostas, para o escopo dessa
dissertacdo, ¢ suficiente concentrarmo-nos numa conclusdo ja comentada nesse capitulo:
interpolagdes lineares de baixa ordem fornecem bons resultados na estimativa das amostras
em tempos nao inteiros (desde que o sinal original tenha sido amostrado pelo menos a sua
taxa de Nyquist). Essa informacdo ¢ de grande importancia porque, quanto maior a ordem
da interpolacdo que usamos, maior a complexidade de um hardware que a implemente. Em
outras palavras, podemos dizer que a introdu¢ao de uma perda aceitavel na precisdo do
algoritmo pode proporcionar mais simplicidade e, conseqiientemente, um menor custo na
sua implementacao. Se utilizarmos interpolagdo de ordem zero, por exemplo, amostras em
tempos fracionarios distintos serdo aproximadas para um mesmo valor em tempo inteiro.
Isso diminui a quantidade de dados processados e, portanto, o nimero de operagdes

aritméticas que devem ser realizadas.
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E por estes motivos que, nesse trabalho, ndo serdo consideradas interpolagdes com
ordens maiores que um. Detalhes acerca da influéncia do tipo de interpolagdo usado sobre

a complexidade computacional da AFT serdo apresentados adiante.
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Capitulo 4

A Aplicagao da AFT

Nos capitulos iniciais desta dissertagdo, preocupamo-nos em fornecer todo o
ferramental matematico necessario ao desenvolvimento efetivo da aplicagdo que
propusemos. Por ultimo, foram apresentadas e analisadas algumas variaveis importantes
para aliarmos o conhecimento tedrico mencionado ao que desejamos realizar. Essa
abordagem, feita no Capitulo 3, mostrou-nos de maneira mais clara como sao inimeros 0s
fatores que influenciam no resultado da decodificagdo de sinais DTMF via Transformada
Aritmética de Fourier.

De maneira geral, podemos afirmar que qualquer incremento ou melhora que se faga
num sistema, normalmente, demanda aumento do custo ou da complexidade do mesmo.
Todavia, para a aplicagdo em questdo, o uso da AFT sugere simplificacdo no célculo sem
que se perca na eficacia. E por isto que, apesar de termos fixado a freqiiéncia de
amostragem em 8000 Hz e sugerido de que forma se deve escolher o comprimento da
transformada e o tipo de interpolacdo, ¢ imprescindivel a compreensdo do compromisso
entre ganho e perda na varia¢do desses parametros.

Com esse objetivo, neste capitulo, apresentaremos a aplicagdo propriamente dita da
AFT na decodificagdo DTMF. Adotando os critérios desenvolvidos, selecionaremos um
valor para N e, usando interpolacdo de ordens um e zero, empregaremos o algoritmo de
Reed e Shih [20]. Baseados na foérmula de inversdo de Mobius para séries finitas,
introduziremos, ainda, um método de arredondamento da AFT, que propde o calculo de
apenas algumas somas de Bruns. Os resultados desses procedimentos serdo mostrados e
discutidos no que diz respeito a eficdcia e a precisd@o. Para isso, tomaremos como
referéncia os valores exatos das componentes, calculados através da DFT.

Posteriormente, serdo discutidas implementagdes especificas para cada caso, o que
nos permitira confirmar a baixa complexidade computacional que os mesmos requerem.
Esse, sem duvida, ¢ o aspecto de maior importancia pratica nesse trabalho, merecendo,

pois, destaque e detalhamento em sua exposi¢do e analise.
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4.1 A Decodificacaio DTMF: N=114

De acordo com a discussao prévia, percebemos que o comprimento da transformada,
N, e o tipo de interpolagdo constituem aspectos decisivos na aplicagdo da AFT. Com o
intuito de escolher este primeiro pardmetro, realizamos um procedimento de busca com
base nas Equacdes 3.1 a 3.5. O que se fez foi calcular o erro relativo médio e o erro médio
quadratico para uma faixa de valores de N cujo méaximo correspondia a 128. Este limite foi
fixado para que se pudesse limitar, também, a complexidade computacional da AFT
Simplificada e dos algoritmos de Cooley-Tukey e de Goertzel, aos quais, posteriormente,
compararemos o método aqui proposto.

Ao fim deste processo, encontramos ERZ 0,0101 e RMSE = 0,0089, para N=114. O

fato destes valores serem pequenos, quando comparados a seus correspondentes para
outros comprimentos, fez-nos fixar em 114 o nimero de pontos da transformada que
implementaremos. Com F; = 8000 Hz, um tom DTMF discreto, a partir do qual desejamos

obter os coeficientes harmonicos, ¢ determinado pela seguinte expressao:

x[i]=sin(2anLlj+sin[2n]{HlJ, 0<i<113, 4.1)

N

N

onde f; e fy representam, respectivamente, as freqliéncias baixa e alta, associadas a cada
digito segundo a Figura 3.1.

O que precisamos conhecer, agora, sdo os indices dos coeficientes que calcularemos
para N = 114. Isso ¢ feito através da Equacdo 3.1, onde, substituindo cada freqiiéncia
DTMF, encontramos um dado n. O que a Tabela 4.1 apresenta sdo os valores inteiros mais

proximos dos 7 (que correspondem aos # mencionados no Capitulo 3).

Tabela 4.1: Indices dos coeficientes harmonicos correspondentes as freqiiéncias DTMF

(N =114, F, = § KHz).

n 10 11 12 13 17 19 21 23

f(Hz) 697 770 852 941 1209 1336 1477 1633

O proximo passo € determinar que somas de Bruns sdo necessarias ao célculo de cada
um desses coeficientes. A partir das Equagdes 2.36 e 2.37, podemos, entdo, compor a

Tabela 4.2, que associa cada coeficiente as somas definidas pelo algoritmo de Reed-Shih.
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E importante notarmos que cada soma parcial ¢, também, uma fungio de o, pardmetro que
vale zero, para os a,, € 1/4n, para os b, (Teoremas 2.6 € 2.7). Assim, como a Tabela 4.2

discrimina 28 indices distintos para a soma B,( . ), necessitamos de 56 somas distintas

para obter todos os coeficientes que desejamos.

Tabela 4.2: Somas de Bruns associadas ao n-ésimo coeficiente harmonico (N = 114, Fy = 8 kHz).

n Bou( . ), Somas de Bruns
10 Bao, B 60, B 100, B 140, B 220
11 B2, B, B 110, B 154
12 B 24, B 72, B 120, B 168
13 B 26, B 18, B 130, B 182
17 B34, B 102, B 170

19 B3g, B 114, B 190

21 B 42, B 126, B 210

23 B 46, B 138

4.1.1 N=114, Interpolacao de Primeira Ordem

Todo o esforco computacional (expresso pela complexidade multiplicativa) na
decodificacdo dos sinais DTMF via AFT acontece na obtencio das somas da Tabela 4.2. E
neste momento que devemos definir de que forma “encontraremos” as amostras em
instantes de tempo fraciondrios do sinal. Inicialmente, consideraremos a interpolagdo linear
de primeira ordem, que efetua uma média ponderada entre as amostras em instantes de
tempo inteiros adjacentes a que desejamos estimar.

Recorrendo a Equagdao 2.33, podemos compor uma outra tabela que contém os
instantes de tempo fracionarios para os quais precisamos realizar essa estimativa.
Entretanto, para simplificar a notagdo, percebamos que, na 2n-ésima soma parcial, sdo
requeridas 2n amostras equispagadas ao longo dos 114 pontos dos quais dispomos. No caso

de B,,(0), essa amostragem parte do tempo igual a zero e, no caso de By,(1/4n), parte do
tempo igual a 114(1/4n). Conseqiientemente, se precisarmos da amostra no tempo
114(c/d), c e d inteiros, para uma dada soma parcial, precisaremos também, para esta

mesma soma, de todas as outras amostras nos tempos 114D, onde D corresponde as fragdes
irredutiveis com denominador igual a d. O nimero de fragdes irredutiveis com este

denominador ¢ dado por sua fun¢do de Euler, ¢ (d) [23].
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Nas Tabelas 4.3 e 4.4, utilizamos esse fato para descrever que amostras sao necessarias
ao calculo de uma soma parcial. Nessa tabela, ao lado de cada soma, escrevemos apenas os
valores de d (com exce¢do do zero, que representa o proprio instante de tempo igual a

Z€r10).

Tabela 4.3: Descri¢cao das amostras necessarias ao calculo das somas de Bruns.
Os tempos fracionarios, com exce¢do do zero*, possuem a forma N(¢/d ), onde ¢/d é uma

fragdo irredutivel (N = 114, F; = 8 kHz, interpolagdo de primeira ordem).

Somljzg(eol)iiruns d, denominadores
By 0* 2 4 5 10 20
By 0 2 11 22
By 0 2 3 4 6 8 12 24
B 0 2 13 26
B34 0 2 17 34
Bsg 0 2 19 38
By 0 2 3 6 7 14 21 42
Bys 0 2 23 46
Bgo 0 2 3 45 6 10 12 15 20 30 60
Bes 0 2 3 6 11 22 33 66
By 0 2 3 4 6 8 9 12 18 24 36 72
B 0 2 3 6 13 26 39 78
Bioo 0 2 4 5 10 20 25 50 100
By 0 2 3 17 34 51 102
By 0 2 5 10 11 22 55 110
B 0 2 3 6 19 38 57 114
B 0 2 3 4 5 6 8 10 12 15 20 24 30 40 60 120
B 0 2 3 6 7 9 14 18 21 42 63 126
Biso 0 2 5 10 13 26 65 130
Bisg 0 2 3 6 23 46 69 138
Bl 0 2 4 5 7 10 14 20 28 35 70 140
Bisy 0 2 7 11 14 22 77 154
Bies 0 2 3 4 6 7 8 12 14 21 24 28 42 56 84 168
B 0 2 5 10 17 34 85 170
B 0 2 7 13 14 26 91 182
Bigo 0 2 5 10 19 38 95 190
B 0 2 3 5 6 7 10 14 15 21 30 35 42 70 105 210
B 0 2 4 5 10 11 20 22 44 55 110 220
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Tabela 4.4: Descricao das amostras necessarias ao calculo das somas de Bruns.

Os tempos fracionarios possuem a forma N(c¢/d ), onde ¢/d é uma fragdo irredutivel

(N=114, F; = 8 kHz, interpolagdo de primeira ordem).

Ba(1/4n), d, denominadores

Soma de Bruns
Bao 8 40
By 4 44
By 16 48
By 4 52
Bsa 4 68
Bisg 4 76
B 4 12 28 84
Bus 4 92
Beo 8 24 40 120
Bes 4 12 44 132
By, 16 48 144
Brs 4 12 52 156
Bioo 8 40 200
Bio 4 12 68 204
Biio 4 20 44 220
Biia 4 12 76 228
Bix 16 48 80 240
Bire 4 12 28 36 84 252
Bi3o 4 20 52 260
Biss 4 12 92 276
Biao 8 40 56 280
Biss 4 28 44 308
Bies 16 48 112 336
Bi7o 4 20 68 340
Bis 4 28 52 364
Bioo 4 20 76 380
Bo1o 4 12 20 28 60 84 140 420
Bo 8 40 88 440

Aqui, cada soma parcial, dada pela Defini¢do 2.4, foi calculada por meio de um
programa que permite selecionarmos o sinal DTMF a ser processado, através de sua

expressdo analitica (vide Apéndice B). Uma vez que conhecemos o valor dessas somas,
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podemos, entdo, substitui-las nas Equagdes 2.36 ¢ 2.37, obter os coeficientes harmonicos
(a, e by,) e realizar a decodificacdo do sinal que foi introduzido. E importante dizermos que

a detec¢do propriamente dita ¢ feita observando-se o modulo de cada coeficiente, dado por

_ [=2 2
I/n_ an+bn'

Além disso, definimos uma espécie de erro percentual de estimativa, £z %. Este pardmetro

(4.2)

mede a diferenca entre a magnitude da componente da DFT estimada a partir do respectivo
coeficiente obtido pela AFT, |I7[k] |, (Equagoes 1.28 e 1.29) e o valor exato da mesma,
|V[k] |, calculado previamente através de um algoritmo convencional. O erro percentual de

estimativa € obtido através de

|| 7E| - v Ix] |
E. %=
’ [ VIk]]

x 100 (4.3)
Para cada um dos 16 tons possiveis do DTMF (1 Volt), a Tabela 4.5 apresenta os valores'
de V, e Er % correspondentes aos coeficientes de indices mostrados na Tabela 4.1. Os
numeros em negrito estdo associados as freqiiéncias cuja presenca deve ser mais forte para
que determinado digito seja decodificado corretamente. Comparando estes nimeros com
os demais valores de ¥V, para um mesmo digito, constatamos a eficicia do algoritmo

utilizado, ja que a decodificagdo sempre se da de maneira acertada (na auséncia de ruido).

Tabela 4.5: Mddulos dos coeficientes harmonicos e erros percentuais de estimativa para

cada sinal DTMF (N = 114, F; = 8 kHz, interpolagdo de primeira ordem).

1 2 3 A

n f(HZ) Vn EE% Vn EE% Vn EE% Vn EE%

10 697 |0.9807 2.7288 | 0.9741 2.3693 | 0.9735 2.4298 | 0.9734 2.7284
11 770 |0.0806 5.5227 |0.0745 8.2627 | 0.0672 2.0751 | 0.0680 7.5006
12 852 |0.0621 1.1975 | 0.0373 4.3587 | 0.0374 3.3831 | 0.0460 0.9127
13 941 | 0.0601 4.5827 | 0.0230 21.2365 | 0.0284 1.0501 | 0.0351 6.7763
17 1209 | 0.8543 7.1425 | 0.0302 4.0248 | 0.0207 5.4833 | 0.0390 6.4082
19 1336 | 0.1075 7.4159 | 0.9070 9.8308 | 0.0282 9.4830 | 0.0540 6.5060
21 1477 | 0.0483 11.3079 | 0.0108 12.9020 | 0.8956 10.7179 | 0.0948 10.5316
23 1633 | 0.0331 7.6725 | 0.0009 76.5307 | 0.0154 15.8347 | 0.7699 12.9160

1 , . a .
Nas tabelas que apresentam os modulos dos coeficientes harménicos e os erros percentuais de
estimativa para cada sinal e freqiiéncia DTMF, usaremos ( . ) para indicar decimal.




Tabela 4.5: Continuagao

40

B

n_ f(Hz)

Va

Er%

Va

Er%

Va

Er%

Va

Er%

10 697
11 770
12 852
13 941
17 1209
19 1336
21 1477
23 1633

0.0256
0.9854
0.0562
0.0525
0.8496
0.1112
0.0516
0.0368

23.1116
3.3027
1.7716
4.5345
7.1404
7.6384

11.4388
6.3129

0.0231
0.9804
0.0302
0.0137
0.0245
0.9023
0.0149
0.0051

3.8563
2.3022
5.9881
30.9573
5.9751
9.8541
10.7531
31.5498

0.0238
0.9730
0.0303
0.0190
0.0150
0.0235
0.8915
0.0196

1.3844
3.0206
4.8186
1.2861
6.2336
10.3497
10.7451
11.0400

0.0254
0.9736
0.0396
0.0270
0.0342
0.0504
0.0916
0.7664

12.9293
3.4307
0.6602
7.4209
6.0244
5.6922
10.3532
12.9812

C

n f(Hz)

Va

Er%

Va

Er%

Va

Er%

Va

Er%

10 697
11 770
12 852
13 941
17 1209
19 1336
21 1477
23 1633

0.0754
0.1319
0.9577
0.1197
0.8149
0.1368
0.0723
0.0572

4.2656
5.4193
3.6483
2.8813
7.1234
8.1005
11.3571
3.6464

0.0564
0.1184
0.9284
0.1590
0.0162
0.8776
0.0358
0.0256

5.5412
1.8793

3.7958
0.8521

19.4941
9.9643
9.3874
5.8437

0.0557
0.1110
0.9284
0.1547
0.0231
0.0099
0.8714
0.0398

6.3723
4.2192
3.7579
3.9518
8.5438
23.5155
10.8628
3.6601

0.0628
0.1183
0.9407
0.1445
0.0097
0.0269
0.0718
0.7467

7.7402
5.8348
3.5681
2.8002
29.5879
4.8077
9.3058
13.2548

D

n f(Hz)

Va

Er%

Va

Ee%

Va

Ee%

Va

Er%

10 697
11 770
12 852
13 941
17 1209
19 1336
21 1477
23 1633

0.1119
0.1487
0.2377
0.7534
0.7801
0.1600
0.0870
0.0667

0.7850
3.1063
4.3004
4.0697
7.1350
7.3300
11.2582
7.0386

0.0900
0.1298
0.2121
0.7182
0.0719
0.8777
0.0471
0.0344

3.9648
0.6451
3.8016
4.2545
9.0772
9.9879
10.4789
10.2050

0.0896
0.1264
0.2118
0.7187
0.0744
0.0454
0.8718
0.0458

3.9606
2.9461
3.7340
4.1208
8.2093
8.3083
10.8527
7.4758

0.1008
0.1394
0.2249
0.7328
0.0507
0.0177
0.0577
0.7366

3.1697
1.9271
3.5380
4.1085
10.8725
23.9618
11.4520
13.2545

4.1.2 N =114, Interpolacao de Ordem Zero

Como ja foi dito, uma outra forma de obter as amostras em instantes de tempo
fraciondrios necessarias ao calculo das somas da Tabela 4.2 ¢ realizar interpolagdo de
ordem zero. Isto significa que cada fracdo ¢ arredondada para o inteiro mais proximo,

fornecendo-nos, assim, uma amostra bem definida do sinal descrito pela Equacao 4.1.
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Procedendo desta forma, podemos compor tabelas semelhantes a 4.3 e 4.4, entretanto, nas
Tabelas 4.6 ¢ 4.7, estdo associados a cada soma de Bruns os tempos discretos em que ¢

necessario colher amostras do sinal.

Tabela 4.6: Descri¢ao das amostras necessarias ao calculo das somas de Bruns.

(N=114, F; = 8 kHz, interpolagdo de ordem zero).

B2:(0), i, instantes das amostras
Soma de Bruns
B 0 6 11 17 23 29 34 40 46 51 57 63 68 74 80
20 86 91 97 103 108
B 0 5 10 16 21 26 31 36 41 47 52 57 62 67 73
22 78 83 88 93 98 104 109
B 0 5 10 14 19 24 29 33 38 43 48 52 57 62 67
24 71 76 81 86 90 95 100 105 109
B 0 4 9 13 18 22 26 31 35 39 44 48 53 57 61 66 70 75
26 79 83 88 92 96 101 105 110
B 0 3 7 10 13 17 20 23 27 30 34 37 40 44 47 50 54 57
34 60 64 67 70 74 77 80 84 87 91 94 97 101 104 107 111
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51
Big 54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 84 87 90 93 96 99 102
105 108 111
0 3 5 8 11 14 16 19 22 24 27 30 33 35 38 41 43 46
B 49 52 54 57 60 62 65 68 71 73 76 79 81 84 87 90 92

95 98 100 103 106 109 111

0 2 5 7 10 12 15 17 20 22 25 27 30 32 35 37 40 42
Bus 45 47 50 52 55 57 59 62 64 67 69 72 74 U7 79 82 84
87 89 92 94 97 99 102 104 107 109 112

0 2 4 6 8 10 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 30 32
34 36 38 40 42 44 46 48 49 51 53 55 57 59 61 63 65

Beo 67 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 87 8 91 93 95 97
99 101 103 105 106 108 110 112
0 2 3 5 7 9 10 12 14 16 17 19 21 22 24 26 28 29
Beg 31 33 35 36 38 40 41 43 45 47 48 50 52 54 55 57 59

60 62 64 66 67 69 71 73 74 76 78 79 81 83 85 86 88
90 92 93 95 97 98 100 102 104 105 107 109 111 112

0 2 3 5 6 8 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 27
29 30 32 33 35 36 38 40 41 43 44 46 48 49 51 52 54
B 55 57 59 60 62 63 65 67 68 70 71 73 74 76 78 79 81
82 8 8 87 8 90 92 93 95 97 98 100 101 103 105 106
108 109 111 112

0o 1 3 4 6 7 9 10 12 13 15 16 18 19 20 22 23 25
26 28 29 31 32 34 35 37 38 39 41 42 44 45 47 48 50
Big 51 53 54 56 57 58 60 61 63 64 66 67 69 70 72 73 75
76 77 79 80 82 83 8 8 8 89 91 92 94 95 96 98 99
101 102 104 105 107 108 110 111 113

o 1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 13 14 15 16 17 18 19
21 22 23 24 25 26 27 29 30 31 32 33 34 35 36 38 39
40 41 42 43 44 46 47 48 49 50 51 52 54 55 56 57 58
59 60 62 63 64 65 66 67 68 70 71 72 73 74 75 76 I8
79 80 81 82 83 8 8 87 8 89 90 91 92 93 95 96 97
98 99 100 101 103 104 105 106 107 108 109 111 112 113

Bioo
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an(O),
Soma de Bruns

i, instantes das amostras

B2

0

20
39
58
77
96

1

21
40
59
78
97

2 3 4 6

22
41
60
79
98

23 25
42 44
61 63
80 82
99 101

7
26
45
64
83

102

8
27
46
65
84
103

9
28
47
66
85

104 105

10
29
48
67
86

11
30
49
68
87

12
31
50
69
88

13
32
51
70
89

15
34
53
72
91

16
35
54
73
92

17
36
55
74
93

106 107 108 110 111

18
37
56
75
94

19
38
57
76
95

112 113

Biio

0

20
37
55
73
90

1
21
38
56
74
91

2 3 4 5

22
39
57
75
92

23
40
58
76
93

24
41
59
77
94

6

25
42
60
78

7

8

9

26 27
44 45

61

62

79 80
95 96 97 98
107 108 109 110 111 112 113

10

28
46
63
81

11
29
47
64
82

99

12
30
48
65
83

101

13

31
49
66
84

102

15 16 17
32 33 34
50 51 52
67 68 69
85 86 87

103

18 19
35 36
53 54
70 72
88 &9

104 105 106

0
19
36
53
70
87
104

1
20
37
54
71
88

2 3 4 5 6
21 22 23 24
38239 40 41
55 56 57 58
72 73 74 75
89 90 91

7
25
42
59
76

8

9
26
43
60

10

27
44
61

11
28
45
62

77 78 79

12

13

14

29 30 31
46 47 48 49
63 64 65 66

80

105 106 107 108 109 110 111 112 113

81

82

15

32

83

16

33
50
67
84

92 93 94 95 96 97 98 99 100 101

17
34
51
68
85
102

18
35
52
69
86
103

By

0
20
38
56
74
92
109

1
21
39
57
75
93

2 3 4 5 6
22
40
58
76
94

41 42
59 60
77 78
95 96

43
61
79
97

110 111 112 113

7

44
62
80
98

8

9

45
63
81
99

11
23 24 25 26 27 28 30 3l

46
64
82
100

12

47
65
83
101

13

49
66
84

102 103

14
32

50
68
85

15
33 34

51
69
87

16

52
70
88

17

35
53
71
89

18
36
54
72
90

104 106 107

19
37
55
73
91
108

B2

0

20
39
58
77
96

1

21
40
59
78
97

2 3 4 6 7
22 23 25 26
41 42 44 45
60 61 63 64
79 80 82 83
98 99 101 102

8
27
46
65
84
103

9
28
47
66
&5
104

10
29
48
67
86

105

11
30
49
68
87

12
31
50
69
88

13
32
51
70
89

15
34
53
72
91

16
35
54
73
92

17
36
55
74
93

106 107 108 110 111

18
37
56
75
94

19
38
57
76
95

112 113

Bi3o

0
21
41
60
80
100

1

22
42
62
81

2 3 5 6 7
23 24 26 27
43 44 45 47
63 64 65 66
83 84 85 86

8
28
48
67
87

9
29
49
69
88

10
30
50
70
90

101 102 104 105 106 107 108

12
31
51
71
91
109

13
33
52
72
92
111

14
34
54
73
93
112

15
35
55
74
94
113

16
36
56
76
95

17
37
57
77
97

19
38
58
78
98

20
40
59
79
99

Bi3g

0
23
44
66
87
108

1

24
46
67
89

109 110 111

3 4 5 6 8
25 27 28 29
47 48 49 5l
68 70 71 72
9 91 92 94

113

9
30
52
73

95

10
32
53
75
96

11
33
54
76
98

13
34
56
77
99

14
35
57
79

100

15
37
58
80

101

16
38
60
81

18
39
61
82

103

19
41
62
84

20
42
63
85

104 105

22
43
65
86
106

Biao

0

23
45
67
89

1

25
47
69
91

3 4 5 6 8
26 27 28 30
48 49 51 52
70 71 73 74
92 93 95 96

110 111 113

9
31
53
75
97

10
32
54
76
98

12
34
56
78

13
35
57
79

100 101

14
36
58
80

16
38
60
82

17
39
61
83

18
40
62
84

19
41
63
85

21
43
65
87

2
44
66
88

102 104 105 106 108 109
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an(O),
Soma de Bruns

i, instantes das amostras

0 2 3 5 6 8 9 11 12 14 15 17 18 20 22 23 25 26
28 29 31 32 34 35 37 39 40 42 43 45 46 48 49 51 52
Bisa 54 55 57 59 60 62 63 65 66 68 69 71 72 74 75 17 79
80 82 83 85 86 88 89 91 92 94 96 97 99 100 102 103 105
106 108 109 111 112
0 2 4 6 8 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 28 30 32
B 34 36 38 40 42 44 46 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65
168 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 85 87 89 91 93 95 97
99 101 103 104 106 108 110 112
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 29 31 33
B 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67
170 69 71 73 75 77 79 81 83 85 8 88 90 92 94 96 98 100
102 104 106 108 110 112
0 2 5 7 10 12 15 17 20 22 25 27 30 32 35 37 40 42
Bis» 45 47 50 52 55 57 59 62 64 67 69 72 74 77 79 82 84
87 89 92 94 97 99 102 104 107 109 112
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51
Bioo 54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 84 87 90 93 96 99 102
105 108 111
0 6 13 19 25 32 38 44 51 57 63 70 76 82 89 95 101
B210 108
B 0 14 28 43 57 71 85 100
Tabela 4.7: Descri¢ao das amostras necessarias ao calculo das somas de Bruns.
(N =114, F; = 8 kHz, interpolacdo de ordem zero).
Ba(l / 4n), i, instantes das amostras
Soma de Bruns
B 3 9 14 20 26 31 37 43 48 54 60 66 71 77 83 88 94
20 100 105 111
B 3 8 13 18 23 29 34 39 44 49 54 60 65 70 75 80 86 91
22 96 101 106 111
B 2 7 12 17 21 26 31 36 40 45 50 55 59 64 69 74 78 83
24 88 93 97 102 107 112
B 2 7 11 15 20 24 29 33 37 42 46 50 55 59 64 68 72 77
26 81 86 90 94 99 103 107 112
B 2 5 8 12 15 18 22 25 29 32 35 39 42 45 49 52 55 59
34 62 65 69 72 75 79 82 8 89 92 96 99 102 106 109 112
2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 35 38 41 44 47 50 53
Bsg 56 59 62 65 68 71 74 77 80 83 8 89 92 95 98 101 104
107 110 113
1 4 7 10 12 15 18 20 23 26 29 31 34 37 39 42 45 48
B 50 53 56 58 61 64 67 69 72 75 77 80 83 86 88 91 94
96 99 102 105 107 110 113
1 4 6 9 11 14 16 19 21 24 26 29 31 33 36 38 41 43
Bug 46 48 51 53 56 58 61 63 66 68 71 73 76 78 81 83 86
88 90 93 95 98 100 103 105 108 110 113
1 3 5 7 9 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 29 31 33
B 35 37 39 41 43 45 47 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66
60 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85 8 88 90 92 94 96 98

100 102 104 105 107 109 111 113
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an(l /471 ),

i, instantes das amostras
Soma de Bruns

1 3 4 6 8 10 11 13 15 16 18 20 22 23 25 27 29 30
32 34 35 37 39 41 42 44 46 48 49 51 53 54 56 58 60
61 63 65 67 68 70 72 73 75 77 79 80 82 84 86 87 89
91 92 94 96 98 99 101 103 105 106 108 110 111 113

Bes

1 2 4 6 7 9 10 12 13 15 17 18 20 21 23 25 26 28
29 31 32 34 36 37 39 40 42 44 45 47 48 50 51 53 55
B 56 58 59 61 63 64 66 67 69 70 72 74 75 77 78 80 82
83 & 8 88 89 91 93 94 96 97 99 101 102 104 105 107
108 110 112 113

1 2 4 5 7 8 10 11 12 14 15 17 18 20 21 23 24 26
27 29 30 31 33 34 36 37 39 40 42 43 45 46 48 49 50
B 52 53 55 56 58 59 61 62 64 65 67 68 69 71 72 74 5
77 78 80 81 83 84 8 87 8 90 91 93 94 96 97 99 100
102 103 105 106 107 109 110 112 113

1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15 17 18 19 20
21 22 23 25 26 27 28 29 30 31 32 34 35 36 37 38 39
40 42 43 44 45 46 47 48 50 51 52 53 54 55 56 58 59
60 61 62 63 64 66 67 68 69 70 71 T2 T4 75 76 17 I8
79 80 82 83 84 8 8 87 8 89 91 92 93 94 95 96 97
99 100 101 102 103 104 105 107 108 109 110 111 112 113

Bioo

1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12 13 14 15 16 17 18 20
21 22 23 24 25 26 27 29 30 31 32 33 34 35 36 37 39
40 41 42 43 44 45 46 48 49 50 51 52 53 54 55 56 58
59 60 61 62 63 64 65 67 68 69 70 71 72 73 74 15 717
78 79 80 81 82 83 8 86 87 88 89 90 91 92 93 94 96
97 98 99 100 101 102 103 105 106 107 108 109 110 111 112 113

Bioz

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25 26 27 29 30 31 32 33 34 35 36
37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53
Biio 54 55 56 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71
72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 86 87 88 89
90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105
106 107 108 109 110 111 112 113

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52
Biia 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 8 86
87 88 8 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103
104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 114

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
37 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54
Bioo 55 56 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 T1 T2
73 74 75 77 78 79 80 81 82 83 84 & 8 87 88 89 90
91 92 93 94 9 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107
108 109 110 111 112 113 114

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15 16 17 18 20
21 22 23 24 25 26 27 28 30 31 32 33 34 35 36 37 39
40 41 42 43 44 45 46 47 49 50 51 52 53 54 55 56 58
Bias 59 60 61 62 63 64 65 66 68 69 70 71 72 73 74 15 T
78 79 80 81 82 83 84 8 87 88 89 90 91 92 93 94 96
97 98 99 100 101 102 103 104 106 107 108 109 110 111 112 113
114
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Tabela 4.7: Continuagao.

an(l /4n ),

i, instantes das amostras
Soma de Bruns

o 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19
20 22 23 24 25 26 27 28 30 31 32 33 34 35 37 38 39
40 41 42 44 45 46 47 48 49 51 52 53 54 55 56 58 59
60 61 62 63 65 66 67 68 69 70 72 73 74 75 76 17 19
80 81 82 83 84 8 87 8 88 90 91 92 94 95 96 97 98
99 101 102 103 104 105 106 108 109 110 111 112 113 114

B30

o 1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13 15 16 17 18 20 21
22 23 25 26 27 28 30 31 32 34 35 36 37 39 40 41 42
44 45 46 47 49 50 51 53 54 55 56 58 59 60 61 63 64
65 66 68 69 70 72 73 74 75 77 78 79 80 82 83 84 85
87 88 89 91 92 93 94 96 97 98 99 101 102 103 104 106
107 108 110 111 112 113 114

Bisg

o 1 2 3 5 6 7 8 10 11 12 14 15 16 17 19 20 21
23 24 25 27 28 29 30 32 33 34 36 37 38 40 41 42 43
45 46 47 49 50 51 52 54 55 56 58 59 60 62 63 64 65
67 68 69 71 72 73 74 76 77 78 80 81 82 84 85 86 87
89 90 91 93 94 95 97 98 99 100 102 103 104 106 107 108
109 111 112 113 114

o 1 2 4 5 7 8 10 12 13 15 16 18 19 21 22 24 25
27 28 30 32 33 35 36 38 39 41 42 44 45 47 49 50 52
Bisa 53 55 56 58 59 61 62 64 65 67 69 70 72 73 75 76 I8
79 81 82 84 8 87 89 90 92 93 95 96 98 99 101 102 104
106 107 109 110 112 113 114

0o 1 3 5 7 9 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 29 31
33 35 37 39 41 43 45 47 48 50 52 54 56 58 60 62 64

Bies 66 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85 8 88 90 92 94 96
98 100 102 104 105 107 109 111 113 114
0 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 28 30 32
Bino 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66

68 70 72 74 76 78 80 82 84 8 87 & 91 93 95 97 99
101 103 105 107 109 111 113 114

0 1 4 6 9 11 14 16 19 21 24 26 28 31 33 36 38 4l
Big 43 46 48 51 53 56 58 61 63 66 68 71 73 76 78 81 &3
85 88 90 93 95 98 100 103 105 108 110 113 114

0 1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49
Bioo 52 55 58 61 64 67 70 73 76 79 82 85 88 91 94 97 100
103 106 109 112 114

0 3 9 16 22 28 35 41 47 54 60 66 73 79 85 92 98 104
Bao 111 114

B 0 7 21 36 50 64 78 93 107 114

No célculo das somas de Bruns utilizando interpolacdo de ordem zero, ¢ interessante
observarmos que, a partir de By, 0 nimero de amostras necessarias decresce. Esse fato,
que pressupde diminui¢cdo na complexidade computacional do algoritmo, acontece porque
as somas sdao alternantes (Equagdo 2.33), ou seja, se duas parcelas consecutivas
correspondem a mesma amostra do sinal, elas se anulam. Na Tabela 4.7, observemos,
também, que precisamos da amostra no tempo discreto igual a 114, apesar de a mesma nao

estar presente na descri¢do analitica dada pela Equacao 4.1.
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Igualmente a Se¢do 4.1.1, apresentamos na Tabela 4.8 os valores de V, e Er % para

cada um dos 16 sinais DTMF.

Tabela 4.8: Mddulos dos coeficientes harmonicos e erros percentuais de estimativa para

cada sinal DTMF (N = 114, F; = 8 kHz, interpolagdo de ordem zero).

1 2 3 A

n fMHz) | Ve  Ex% | V. E%10 V.,  Eg% | V.  Ep%
10 697 | 0.9965 1.1557 | 0.9884 0.0009 | 0.9880 0.9737 | 0.9807 2.0023
11 770 0.1042 22.0991 | 0.0304 0.0557 | 0.0687 0.1116 | 0.0295 59.9098
12 852 0.0605 3.8371 | 0.0460 0.0181 | 0.0422 9.1169 | 0.0588 28.9530
13 941 0.0588 6.5622 | 0.0388 0.0326 | 0.0107 62.6199 | 0.0492 30.7888
17 1209 | 0.8717 5.2508 | 0.0906 0.2122 | 0.0085 61.3580 | 0.0810 94.6121
19 1336 | 0.0843 27.3962 | 0.9953 0.0010 | 0.0313 0.4670 | 0.0432 25.2077
21 1477 | 0.0522 4.0608 | 0.0116 0.0070 | 0.9331 6.9712 | 0.1055 0.4594
23 1633 | 0.0420 17.0611 | 0.0418 1.0295 | 0.0163 11.2491 | 0.8038 9.0834

4 5 6 B
n fHz)| V.,  Ez% | V.  E% Vi  Eg% | V.  Ex%
10 697 |0.0213 2.4443 | 0.0283 17.5151 | 0.0293 21.6297 | 0.0363 61.6937
11 770 | 1.0069 1.1927 | 0.8962 10.6935 | 0.9840 1.9263 | 0.9185 8.8944
12 852 | 0.0588 2.8821 | 0.0385 19.8799 | 0.0347 9.1149 | 0.0544 38.0712
13 941 |0.0593 7.7207 | 0.0374 89.0302 | 0.0120 37.7366 | 0.0500 71.6301
17 1209 | 0.8717 4.7241 | 0.0895 287.4873 | 0.0082 48.9154 | 0.0807 121.5424
19 1336 | 0.0883 26.6601 | 0.9901 1.0848 | 0.0260 0.6465 | 0.0392 26.5146
21 1477 | 0.0558 4.2452 | 0.0160 4.1026 | 0.9287 7.0204 | 0.1023 0.1664
23 1633 | 0.0419 6.4819 | 0.0448 506.3820 | 0.0193 12.5980 | 0.8017 8.9707

7 8 9 C
n f(HZ) Vn EE% Vn EE% Vn EE% Vn EE%
10 697 |0.0776 1.4410 | 0.0725 21.5301 | 0.0701 17.8698 | 0.0642 5.5919
11 770 | 0.1736 24.5239 | 0.0446 61.6237 | 0.1197 3.2818 | 0.1014 19.2610
12 852 10.9962 0.2229 | 0.9837 1.9262 | 0.9806 1.6536 | 1.0026 2.7682
13 941 | 0.1193 3.2099 | 0.2100 309103 | 0.1662 3.2126 | 0.1268 14.7275
17 1209 | 0.8349 4.8397 | 0.0607 202.3413 | 0.0288 13.9583 | 0.0440 484.9389
19 1336 | 0.1118 24.9219 | 0.9671 0.7754 | 0.0100 22.5816 | 0.0197 23.4664
21 1477 |1 0.0773 5.2696 | 0.0382 3.3001 | 0.9070 7.2223 | 0.0834 5.4669
23 1633 | 0.0573 3.3797 | 0.0711 161.7185 | 0.0461 11.5321 | 0.7769 9.7489
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0 D
n fMHz) | V.  Ex% V.  E:% Vi  E:% V.  E:%
10 697 |0.0963 14.5722  0.1004 7.1686 | 0.0959 2.7232 | 0.0970  6.9023
11 770 | 0.1661 82446 | 0.0897 31.3399 | 0.0996 23.5561 | 0.1316  7.4249
12852 | 02763 112378 | 0.2245 1.8373 | 02241 1.8611 | 0.2636 13.0482
13 941 |0.7810 0.5540 | 0.7345 2.0799 | 0.7386 1.4685 | 0.7653 0.1471
17 1209 | 0.8015 4.5857 | 0.0752 4.8332 | 0.0665 17.8921 | 0.0378 33.5437
19 1336 | 0.1221 29.2892 | 0.9844 0.9614 | 0.0446 9.9371 | 0.0237 1.9154
21 1477 | 0.0886 9.7103 | 0.0461 122417  0.9047 7.4913 | 0.0694 6.3902
23 1633 | 0.0839 16.9364 | 0.0713 86.1321 | 0.0532 7.3724 | 0.7648 9.9237

Na Tabela 4.8, observando as colunas correspondentes a V, para cada digito,
verificamos que a decodificacdo sempre se d4 de maneira correta (na auséncia de ruido),
como no caso em que usamos interpolagdo de primeira ordem. Uma comparagdo entre os

resultados obtidos para os dois tipos de interpolacdo ¢ feita na se¢do 4.3.

4.2 O Arredondamento na AFT

Como vimos no Capitulo 2, toda a teoria da Transformada Aritmética de Fourier ¢é
baseada na fung¢do de Mobius, particularmente, na sua formula de inversdo para séries
finitas (Teorema 2.2). O resultado dos trés algoritmos apresentados consiste, basicamente,
na expressao dos coeficientes harmonicos em fungao das somas parciais de Bruns. Na AFT

Simplificada, a, e b, sdo avaliados por

|_N/nj

a,= 3 u()B,,(0).

1=1,3,...

(4.4)

(4.5)

paran=1,..,N.
Utilizando o Teorema 2.2, é possivel invertermos as Equacdes 4.4 ¢ 4.5, de modo que
as somas parciais sejam expressas em fungdo dos coeficientes harmoénicos. Fazendo isto,

obtemos

(4.6)
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[N/n] (k-1)
B211[4Lnjz Z (_1) 2 bkn : (47)

k=1,3,...

As Equagoes 4.6 e 4.7 podem, entdo, ser usadas para que conhecamos a que
coeficientes cada uma das somas de Bruns necessarias a decodificagdo das freqiiéncias
DTMF (N = 114, F; = 8 kHz) esta associada. A 2n-ésima soma parcial, tanto para oo = 0
quanto para o. = 1/4n, relaciona-se aos coeficientes pares e impares de mesmos indices,
mudando apenas o fato deles estarem sendo adicionados ou subtraidos ao longo dos

somatorios. Esses indices sdo apresentados na Tabela 4.9.

Tabela 4.9: Indices dos coeficientes harmodnicos associados a 2n-ésima soma de Bruns

(N= 114, F,= 8 kHz).

n, indices dos coeficientes n, indices dos coeficientes
Ba( ) harménicos Ban( ) harmoénicos
By 10 30 50 70 90 110 B 55
By 11 33 55 77 99 B 57
By, 12 36 60 84 108 B 60
B 13 39 65 91 B 63
B3y 17 51 85 B3 65
Bsg 19 57 95 Bisg 69
By 21 63 105 Bl 70
By 23 69 Bisq 77
Bgo 30 90 Bigs 84
Bes 33 99 B 85
By, 36 108 Big 91
Brg 39 Bigo 95
Bioo 50 Boio 105
B 51 Boo 110

Sabemos que a série de Fourier de um determinado sinal DTMF deve possuir apenas
dois harmonicos mais fortes. Particularmente, para N = 114 e F; = 8 kHz, esses harmonicos
correspondem aos indices 10, 11, 12, 13, 17, 19, 21 e 23. Como ja dissemos, as demais
componentes, que se associam a freqiiéncias distintas das DTMF, possuem pouca
significancia. Diante disto, podemos, empiricamente, sugerir um arredondamento no
algoritmo de Reed-Shih.

Percorrendo cada linha da Tabela 4.9, verificamos que s6 as oito primeiras somas de

Bruns estdo relacionadas a um dos oito indices que mencionamos. Por exemplo,
By (O): Ay Ty T 5o + a9 T Ay T4y, (4.8)

Bzo (1/40) = blO _bso +b50 _b70 +b90 EZIE (4-9)
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onde ajp € by sdo as uUnicas parcelas significativas. Isso equivale a dizermos que

a,, = B, (0) e b, =B,y (1 / 40) . Procedendo de maneira analoga para By, B4, Bag, B3a, Bss,

B4, € Bss, compomos a Tabela 4.10. As demais somas parciais sao desprezadas.

Tabela 4.10: Somas de Bruns associadas ao n-ésimo coeficiente harmoénico, usando

arredondamento (N = 114, F; = 8 kHz).

n By,(.), Somas de Bruns
10 By
11 Bzz
12 Bz4
13 B
17 By
19 B s
21 B4
23 B s

A seguir, exibimos os resultados obtidos na decodificagdo dos sinais DTMF utilizando
o arredondamento proposto. As Tabelas 4.11 e 4.12, para interpolagdao de ordem um e de
ordem zero, respectivamente, apresentam os modulos dos coeficientes harmodnicos e os

erros percentuais de estimativa associados a cada freqiiéncia.

Tabela 4.11: Modulos dos coeficientes harmonicos e erros percentuais de estimativa para cada

sinal DTMF, usando arredondamento (N = 114, F; = 8 kHz, interpolagdo de primeira ordem).

1 2 3 A
n o f(Hz) @V, Ex% v, Ex% v, Ex% v, Ex%
10 697 0.9972 1.0899 | 0.9724 2.5482 | 0.9742 2.3634 | 1.0140  1.3283
11 770 0.0842 1.3452 | 0.0727 5.7081 | 0.0691 0.6658 | 0.0813 10.5690
12 852 0.0638 14782 | 0.0364 6.4716 | 0.0370 4.3729 | 0.0532 16.6829
13 941 0.0572  9.1910 | 0.0222 23.9159 | 0.0267 6.9085 | 0.0779 106.7788
17 1209 | 0.8505 7.5508 | 0.0301 3.5779 | 0.0214 23713 | 0.0365 12.3994
19 1336 | 0.1119 3.5839 | 0.8732 13.1867 | 0.0270 13.1022 | 0.0492 14.8350
21 1477 | 0.0515 5.3378 | 0.0106 15.2777 | 0.8956 10.7187 | 0.0905 14.6573
23 1633 | 0.0345 3.7678 | 0.0015 60.6947 | 0.0247 34.8265 | 0.7676 13.1759
4 5 6 B

n f(HZ) Vn EE% Vn EE% V,, EE% Vn EE%
10 697 0.0088 57.8627 | 0.0218 9.2503 | 0.0203 15.6196 | 0.0459 104.4211
11 770 0.9920 2.6472 | 0.9806 2.2834 | 0.9769 2.6344 | 0.9869 2.1113
12 852 0.0583 2.0214 | 0.0310 3.4601 | 0.0316 0.6843 | 0.0486 23.3481
13 941 0.0490 10.8788 | 0.0143 27.8294 | 0.0189 1.8646 | 0.0699 139.7546
17 1209 | 0.8451 7.6366 | 0.0247 6.9142 | 0.0161 0.7716 | 0.0308 15.3678
19 1336 | 0.1163 3.4171 | 0.8688 13.2019 | 0.0227 13.5073 | 0.0446 16.4243
21 1477 | 0.0558 4.1116 | 0.0149 10.7869 | 0.8912 10.7754 | 0.0860 15.8543
23 1633 | 0.0381 3.1864 | 0.0048 34.3689 | 0.0280 27.1602 | 0.7640 13.2463
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7 8 9 C

n f(HZ) Vn EE% V,, EE% V,, EE% Vn EE%

10 697 0.0850 8.0190 | 0.0612  2.5490 | 0.0627 5.4044 | 0.1036 52.2977
11 770 0.1309 6.1460 | 0.1200 3.2217 | 0.1158 0.0932 | 0.1217  3.0698

12 852 0.9526 4.1634 | 0.9273 3.9091 | 0.9272 3.8814 | 0.9301 4.6565

13 941 0.1261 2.3490 | 0.1611 0.4370 | 0.1582 1.7640 | 0.1035 30.3909
17 1209 | 0.8064 8.0913 | 0.0238 18.7154 | 0.0285 12.7055 | 0.0157 109.3426
19 1336 | 0.1453 2.4053 | 0.8451 13.2982 | 0.0183 41.1033 | 0.0155 39.6729
21 1477 | 0.0799 2.0152 | 0.0378 4.2493 | 0.8712 10.8872 | 0.0617 21.9595
23 1633 | 0.0583 1.7840 | 0.0248 8.7704 | 0.0458 10.8894 | 0.7438 13.5996

* 0 # D

n fMHz) |V, Ex% v, Ex% v, Ex% v, Er%

10 697 0.0697 38.2196 | 0.0615 34.3021 | 0.0608 34.8771 | 0.0635 39.0332
11 770 0.1091 28.9146 | 0.1045 20.0069 | 0.1012 22.3349 | 0.0906 36.2354
12 852 0.2029 18.3077 | 0.1918 12.9974 | 0.1907 13.3435 | 0.1775 23.8566
13 941 0.7218 8.0917 | 0.6995 6.7425 | 0.6992 6.7228 | 0.7423  2.8665
17 1209 | 0.7704 8.2848 | 0.0837 5.9089 | 0.0861 6.2053 | 0.0762 34.0038
19 1336 | 0.1736 0.5614 | 0.8446 13.3810 | 0.0564 13.7624 | 0.0324 39.3959
21 1477 | 0.0973 0.7853 | 0.0524 0.2581 | 0.8715 10.8796 | 0.0517 20.6583
23 1633 | 0.0713  0.6299 | 0.0375 2.2770 | 0.0530 7.0358 | 0.7325 13.7371

Tabela 4.12: Mddulos dos coeficientes harmonicos e erros percentuais de estimativa para

(N =114, F; = 8 kHz, interpolagdo de ordem zero).

cada sinal DTMF, usando arredondamento

1 2 3 A
n  f(Hz) v, E;% v, E;% 10° v, Ez% V, E:%
10 697 | 09654 4.2470 | 0.9753 0.0023 | 0.9802 1.7617 | 1.0777 7.6889
11 770 0.1051 23.1122 | 0.0286 0.0584 | 0.0371 45.8936 | 0.0143  80.5809
12 852 0.0548 129169 | 0.0450 0.0154 | 0.0405 4.7402 | 0.0523 14.7731
13 941 0.0357 43.2121 | 0.0386 0.0321 | 0.0107 62.8492 | 0.2498 563.5186
17 1209 | 0.8637 6.1193 | 0.0819 0.1822 | 0.0038 82.5825 | 0.0729 75.0351
19 1336 | 0.0930 19.8708 | 0.8148 0.0190 | 0.0257 17.5782 | 0.0338 41.4231
21 1477 | 0.0513 5.8575 | 0.0068 0.0452 | 0.9389  6.3966 | 0.0897 15.4206
23 1633 | 0.0454 26.5628 | 0.0439 1.0861 | 0.0819 346.2167 | 0.7974  9.8139
4 5 6 B

n f(HZ) V,, EE% Vn EE% Vn EE% Vn EE%
10 697 | 0.0470 1259202 | 0.0244 1.6839 | 0.0224  7.2615 | 0.0940 318.7265
11 770 | 1.0245 0.5336 | 0.9074 9.5744 | 0.9595 4.3613 | 0.9354 7.2178
12 852 | 0.0498 129104 | 0.0378 17.9167 | 0.0334  5.0994 | 0.0512 30.1740
13 941 | 0.0333 39.5047 | 0.0380 91.8121 | 0.0130 32.3821 | 0.2485 752.3561
17 1209 | 0.8604 5.9577 | 0.0782 238.8742 | 0.0055 65.3553 | 0.0693 90.1826
19 1336 | 0.0968 19.5791 | 0.8100 19.0795 | 0.0209 20.2737 | 0.0303 43.2088
21 1477 | 0.0592 1.7008 | 0.0155 6.8441 | 0.9300 6.8902 | 0.0814 20.2956
23 1633 | 0.0462 17.4207 | 0.0464 527.5817 | 0.0797 261.5035 | 0.7951  9.7175
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8 C
n f(HZ) Vn EE% Vn EE% Vn EE% Vn EE%
10 697 | 0.0451 42.7242 | 0.0367 38.4123 | 0.0439 26.1945 | 0.1494 119.5821
11 770 | 0.1724 23.6490 | 0.0409 64.8157 | 0.0913 21.2401 | 0.0823 34.4357
12 852 | 0.9858 0.8276 | 0.9739 0.9178 | 0.9702 0.5737 | 0.9331 4.3511
13 941 | 0.1590 29.0285 | 0.2094 30.5376 | 0.1782 10.6615 | 0.0796 46.4891
17 1209 | 0.8229 6.2094 | 0.0564 181.0253 | 0.0435 72.0949 | 0.0380 404.7985
19 1336 | 0.1228 17.4864 | 0.7889 19.0592 | 0.0184 41.8925 | 0.0140 45.5358
21 1477 | 0.0875 7.2313 | 0.0450 13.9410 | 0.9018 7.7602 | 0.0553 30.1351
23 1633 | 0.0645 8.6010 | 0.0700 157.5178 | 0.0661 60.0144 | 0.7699 10.5626

* 0 # D

n f(Hz) v, E:% v, Ex% v, Ex% v, Er%
10 697 | 0.0449 60.1825 | 0.0759 19.0067 | 0.0700 24.9964 | 0.1286 23.4712
11 770 | 0.1452 54111 | 0.0381 70.8612 | 0.0591 54.6031 | 0.0717 49.5795
12 852 | 02482 0.0646 | 02031 7.8785 | 02021 8.1718 | 0.1548 33.6056
13 941 | 0.7382  6.0094 | 0.7022 6.3857 | 0.6949  7.3029 | 0.9109 19.1991
17 1209 | 0.7847 6.5809 | 0.0747 5.5480 | 0.0876 8.0597 | 0.0496 12.7241
19 1336 | 0.1510 12.5768 | 0.8048 17.4608 | 0.0604 21.8237 | 0.0301 29.1352
21 1477 | 0.0971 1.0358 | 0.0527 02223 | 0.8968 8.3000 | 0.0447 31.4020
23 1633 | 0.0900 255269 | 0.0697 81.7805 | 0.0975 96.7736 | 0.7617 10.2983
4.3 Comentarios e Outros Resultados

Os resultados quantitativos apresentados nas ultimas se¢des possibilitam uma visao

especifica da andlise de cada sinal DTMF através da Transformada Aritmética de Fourier.

Verificamos que, para todos os métodos que empregamos, o principal objetivo foi atingido:

a decodificagcdo correta dos digitos. Contudo, para que tenhamos uma idéia do erro de

estimativa envolvido na detec¢do das freqiiéncias baixas e altas, podemos calcular o valor

médio deste parametro para cada uma delas (utilizamos apenas os nimeros em negrito nas

Tabelas 4.5, 4.8, 4.11 e 4.12). O resultado ¢ exibido na Tabela 4.13, a partir da qual

obtemos algumas conclusdes que merecem destaque:

Quando calculamos a AFT completa, os dois coeficientes harmonicos mais
significativos num sinal DTMF, em geral, sdo detectados com menos erro de
estimativa quando se usa interpolagdo de ordem zero. Como dissemos na Sec¢ao 3.4,
¢ uma tarefa inviavel prever o erro inserido pelo algoritmo da AFT, todavia, pode-
se afirmar que essa primeira conclusdo estd relacionada a aleatoriedade inerente a

interpolagdo de ordem zero. A combinag¢do das aproximagdes por falta e por
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excesso pode, perfeitamente, produzir o efeito constatado. Quando arredondamos a
AFT, a precisao €, praticamente, a mesma para os dois tipos de interpolacao;

e Se utilizamos interpolacdo de primeira ordem, apesar de ser maior, o erro de
estimativa apresenta um comportamento mais regular e, de certa forma, esperado
(tanto para a AFT completa, quanto para a arredondada). Considerando que se esta
usando a mesma taxa de amostragem para detectar freqiiéncias distintas, ¢ natural
que uma interpolagdo linear produza melhores resultados para as freqiiéncias mais
baixas. Por isso, na segunda e na quarta coluna da Tabela 4.13, £z % cresce com o
aumento de f;

e Uma ultima conclusdo, também prevista, ¢ o fato de, para os dois tipos de
interpolacdo, a AFT completa apresentar melhores resultados que a arredondada no

que diz respeito ao valor médio do erro percentual de estimativa.

Tabela 4.13: Valor médio do erro percentual de estimativa para cada freqiiéncia DTMF

(N =114, F; = 8 kHz, interpola¢des de ordem um e zero).

Er% (AFT completa) Er% (com arredondamento)
f(Hz) Ordem um Ordem zero Ordem um Ordem zero
697 2.5641 1.2579 1.8325 3.9994
770 3.0141 5.6767 2.4191 5.4218
852 3.6925 1.6427 4.1526 1.6676
941 4.1384 1.0624 6.1059 9.7243
1209 7.1353 4.8501 7.8909 6.2168
1336 9.9093 0.9554 13.2670 18.6499
1477 10.7946 7.1763 10.8152 7.3368
1633 13.1016 9.4317 13.4397 10.0981

Vale mencionar que, na Equacdo 4.1, que expressa analiticamente os sinais DTMF,
poderiamos ter feito o indice i variar ao longo de uma outra faixa de 114 pontos.
Conseqlientemente, estariam a nossa disposicdo amostras do sinal diferentes das que
usamos nas simulagdes apresentadas e, quantitativamente, chegariamos a resultados
distintos dos que as tabelas contém. No entanto, pode-se mostrar, realizando esse
procedimento, que nossas interpretagdes e conclusdes em nada se alterariam. Isso significa
que, num sistema real, a fase dos sinais DTMF recebidos ndo seria um fator relevante no
acerto de sua decodificacao através da Transformada Aritmética. Esse fato decorre da

teoria de Fourier e dos critérios que direcionaram a escolha do comprimento N.



53

Capitulo 5

Implementagdes € Complexidade

Computacional

O proposito maior do uso da Transformada Aritmética de Fourier para decodificar
sinais DTMF esta relacionado a reduzida complexidade computacional deste algoritmo.
Entretanto, o numero de adi¢cdes e multiplicacdes necessarios a sua realizacdo ¢ também
dependente da forma como o implementamos [35, 36].

Neste capitulo, apresentaremos e discutiremos algumas implementagdes para os casos
estudados no Capitulo 4 (N = 114, F = 8 kHz, interpolagdes de ordem um e zero). Dado o
grande niumero de amostras envolvidas, particularmente, quando se usa interpolagdo de
primeira ordem, seria bastante complicado, para o proposito dessa disserta¢do, esbogar um
diagrama completo do algoritmo. Por este motivo, serdo exibidos diagramas simplificados,
mas que nos dardo plenas condigdes de estabelecer a quantidade de operacdes que o
mesmo necessita.

Os resultados obtidos serdo comparados ao desempenho dos algoritmos de Cooley-

Tukey de base 2 e de Goertzel [3], quando empregados nesta mesma aplicagao.

5.1 O Numero de Operagdes

O desenvolvimento tedrico da AFT Simplificada possibilitou a obten¢do de duas
expressoes que determinam as quantidades de adigdes e de multiplicagdes que o método de
Reed-Shih [20] requer (Equacdes 2.38 e 2.39). Porém, verifica-se que isto ¢ valido apenas
quando se deseja calcular todos os coeficientes harmoénicos, ou seja, do primeiro ao N-
ésimo coeficiente. Como vimos anteriormente, precisamos obter coeficientes salteados
(Tabela 4.1), logo, ¢ necessario conhecermos o niimero de operagdes associado a cada

soma de Bruns.
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Se estivermos utilizando interpolacdo de primeira ordem, a 2n-ésima soma parcial
envolve 2n — 1 adi¢des e 1 multiplicagdo. Para a situacdo em que usamos interpolagao de
ordem zero, observemos, mais uma vez, que a quantidade de amostras envolvidas diminui,
para as somas parciais de indices maiores que 114, logo, o nimero de adi¢des também
decrescera. Assim, para que encontremos o numero total de operagdes, basta observarmos
quantas sao realizadas em cada soma parcial e de que forma essas somas se combinam para
produzir o coeficiente propriamente dito (Tabela 4.2). A complexidade computacional dos

dois casos ¢ mostrada na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Complexidade computacional da AFT Simplificada na decodificagao de sinais

DTMF (N = 114, F, = 8 kHz).

Tipo de interpolagdo
Operagdes reais Ordem um Ordem zero
Multiplicagdes 56 56
Adicdes 5768 3472

E importante salientarmos que os valores da tltima tabela sio obtidos considerando as
somas de Bruns isoladamente. Contudo, analisando mais atentamente as Tabelas 4.3 € 4.4,
para a interpolacdo de primeira ordem, e 4.6 e 4.7, para a interpolacdo de ordem zero,
percebemos que alguns termos presentes em determinada soma aparecem nas seguintes.
Por exemplo, B,¢(0) e B,4(0), com interpolacdo de ordem um, somam as amostras do sinal
x[i] nos instantes de tempo apresentados na Tabela 5.2. O sombreamento ressalta a

alternancia no somatorio.

Tabela 5.2: Descri¢ao das amostras necessarias ao calculo de Bo(0) € B»4(0)

(N =114, F,; = 8 kHz, interpolacdo de primeira ordem).

B»,(0 . .
2(0), i x 114, instantes das amostras
Soma de Bruns
o | L | L 321 13 72| 2 9 | 1 |1
20 10 20 5 4 10 20 5 20 2 20
B
3 | B 7 3 4 79 D
20 10 4 5 20 10 20
o L | L 1L l 5 |1 7 |1 35 |11
B 24 12 8 6 24 4 24 3 8 12 24
# 10137 | s |2 173 1905 |7 1|2
2 24 12 8 3 24 4 24 6 8 12 24
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Como se vé na tabela, as amostras nos tempos 0 e (% x 114) e nos tempos (% x114) e

( % x 114), ja somadas em By, podem ser reutilizadas em B4, economizando, assim, duas

adigdes. Um diagrama para as somas parciais em questdo ¢ apresentado na Figura 5.1.

x(0) "
x(1/2) » *
x(1/4) N x(1/3) .
x(3/4) » = x(2/3) :_:**
x(1/5) x(1/6) > t
x(2/5) $ x(5/6)
x(3/5) + x(1/8) - u
x(4/5) x(3/8) = B,,(0)
x(1/10) x(5/8) ‘,>_,
x(3/10) 3 x(7/8) p
x(7/10) * x(1/12) + K Esc.2
x(9/10) x(5/12) t
x(1/20) x(7/12)
x(3/20) > x(11/12) x(1/24) y——
x(7/20) - X(5/24) >
x(9/20) = + x(7/24) -
x(11/20) - g § x(11/24) =
x(13/20) ~ x(13/24) -
x(17/20) > x(17/24) -
x(19/20) B,y(0) @ x(19/24) y—1
x(23/24) »—roI
Esc.1
Figura 5.1. Diagrama otimizado para o calculo de B,(0) e B4(0). Os instantes das

amostras devem ser escalonados pelo fator 114

(N =114, F; = 8 kHz, interpolagdo de primeira ordem).

O ganho computacional que este procedimento acarreta aparenta nao ser muito

vantajoso, entretanto, se o estendermos para as somas parciais subseqiientes, fatalmente,

acumular-se-4 uma quantidade consideravel de adi¢des evitadas. E o resultado disto o que

apresentaremos nas proximas segoes.

5.2 N=114, Interpolagdo de Primeira Ordem

A partir das Tabelas 4.3 e 4.4, através de um processo de contagem, pode-se verificar

que sdo necessarias 4045 amostras distintas de x[i] para obtermos os oito coeficientes

harmonicos associados as freqiiéncias DTMF. J& comentamos que esse ¢ um numero
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bastante elevado para que possamos aplicar de maneira estrita os principios desenvolvidos
na Secao 5.1 e esbocar um diagrama representativo do algoritmo. O que se pode fazer,
entdo, ¢ eliminar de cada linha da Tabela 4.3 e, posteriormente, da Tabela 4.4 as parcelas ja
adicionadas em somas de Bruns anteriores. Dessa maneira, chegamos ao numero de

adi¢des que, efetivamente, precisamos realizar (Tabela 5.3).

Tabela 5.3: Numero otimizado de adi¢des necessarias ao calculo de cada soma de Bruns na

decodificacdo de sinais DTMF (N = 114, F = 8 kHz, interpolacdo de primeira ordem).

Numero de Adigoes
Soma de Bruns B,(0) Bou(1/4n)
By 19 3
By 21 3
B4 21 23
B 24 24
B34 32 32
Bsg 36 36
B4 38 6
Bus 44 44
Beo 39 5
Bes 44 42
B 54 49
Bg 52 50
Bioo 84 81
Bz 68 66
Bll() 84 5
B4 76 74
B 60 97
B 80 77
B30 100 98
Bisg 92 90
Bi4o 114 99
Bis4 124 122
Bies 107 145
Bi70 132 130
Bis, 148 146
Biyo 148 146
Baio 108 104
B 108 201
Combinagdes
para produzir os 20 20
coeficientes
Subtotal 2077 2018
TOTAL 4095
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Relacionando o total de adigdes calculado na Tabela 5.3 ao nimero apresentado na
Tabela 5.1, vé-se que em torno de 1600 operagdes foram evitadas, o que significa uma
redu¢do de 30% na complexidade aditiva do algoritmo. O numero de multiplicagdes
permanece o mesmo. E importante dizermos que, para realizarmos com mais facilidade

essa “redugdo”, agrupamos as amostras em tempos fracionarios com a forma 114.(¢/d),
para um dado d. Como descrevemos no Capitulo 4, ¢/d ¢é uma fragdo irredutivel. A Figura

5.2 ilustra o célculo de Bi20(0), especificando as adi¢des que precisam ser realizadas.

x(0), x(1/2) »
x(c/3) >
x(c/4) »
x(c/5) »
x(c/6) »
x(c/8) »

x(c/10) ¥»
x(c/12) >
x(c/15) »
x(c/20) »
x(c/24) ¥
x(c/30) 3
x(c/60) »
bommmmmmm o ! 15 ads.

16
X(c/40) >—~F—p Z —‘

Adicdes ja realizadas anteriormente

14 ads.

u B150(0)

Esc.1

1 31 ads.
x(c/120) Z

1144 1444+ )+ 44+

Numero de adigdes = 60

Figura 5.2. Diagrama otimizado para o célculo de Bj20(0). Os instantes das amostras devem

ser escalonados pelo fator 114. (N =114, F; = 8 kHz, interpolagdo de primeira ordem).

5.3 N=114, Interpolagdo de Ordem Zero

Para a interpolacdo de ordem zero, a aplicacdo das idéias desenvolvidas nas segdes
precedentes a esta pode, inicialmente, parecer mais viavel, uma vez que precisamos lidar
apenas com 115 amostras distintas do sinal (Tabelas 4.6 e 4.7). Porém, o tipo de
aproximacao realizado ndo gera espécie alguma de “regra” que nos permita agrupar as

amostras em conjuntos, como fizemos no caso da interpolagdo de primeira ordem. Por este
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motivo, conceber uma implementacdo que diminua o numero de adigdes apresentado na
Tabela 5.1 (3472) constitui uma tarefa bastante trabalhosa e que, sobretudo, ndo acarreta
ganho significativo. A Figura 5.3 mostra um diagrama simplificado para o céalculo dos

coeficientes a,. Os b, sdo obtidos de maneira andloga.

x(0) > +

x(6) | :

x(11) > * B,,(0)

N +

x(17) ¥ : W

x(23) ¥ by

x(29) » E Esc.1

x(34) > *

x(40) >

x(46) > *

X(Sl) b E > dyg
x(57) ¥ 3 > ay
x(63) ¥

x(68) Bg(0) . > ap
x(74) ¥ —_ :

X(80) > %%
x(86) ¥ B 0(0) — a1
x(91) >

b —a
x(97) B, 44(0) 19
x(103) >
x(108) > 3
B2 (0) N

x(115) > > > : 423

Figura 5.3. Diagrama simplificado para o calculo dos coeficientes a,

(N =114, F; = 8 kHz, interpolagdo ordem zero).

5.4 AFT Arredondada

O principal beneficio que o arredondamento da AFT nos traz ¢ a consideravel
diminuicdo da complexidade computacional na decodificagio DTMF. Quando
desprezamos a maioria das somas de Bruns no célculo dos coeficientes pares e impares,
estamos eliminando, também, a maioria das adi¢des e multiplicagdes que precisariam ser
feitas. Apesar desse procedimento acarretar insercdo de erro percentual de estimativa,
como vimos no Capitulo 4, o mesmo sugere uma implementacdo bastante simples.
Baseados nas Tabelas 4.3, 4.4 e 4.10, exibimos, na Figura 5.4, um diagrama resumido para
o célculo dos coeficientes a, e b, usando a AFT arredondada e a interpolacao de primeira

ordem.
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Se estivermos empregando interpolagdao de ordem zero, teremos uma implementagao
semelhante a apresentada na Figura 5.3. No entanto, serdo necessarias ao calculo
arredondado dos coeficientes apenas as somas parciais de indices 20, 22, 24, 26, 34, 38, 42

ed6,parao=0ea=1/4n.

x(0), x(1/2) 29[ 31| 't LI x(/8) 1+ e 120
x(c/3) ——p 5o —E- e 14 =Nl 0
1+ == 1/22 > 11+ 1722
e >—— 3] T DL =0
x(c/5) &pz- il
x(c/6) —»{F E% o« 2 blz
x(c/7) > 5+pf —HHp |+ T
x(c/10) =9 T H Vo 134 L 1/34
x(c/11) » 9+>Z E P—ayy b17
x(c/13) >l ST |—
x(c/14) > 5+ ’z | "‘Ei o 1/;12 ar, >x(c/12) .E_ - 1/;12_, by,
x(c/17) >l 5 3 1+ i
x(¢/20) >—Lpf ]
x(c/21) =Ll 31| X(c/16) >t oI5
x(c/22) =—"9{ T x(c/28) > 1Lt IS
x(c/23) =2l 31| x(c/40) > 155 ST
x(c/24) =—L{ T w(c/ad) 19T ST
x(c/26) = 3 w(c/dg) > 15+ IS
x(c/34) 2l 31| x(c/52) » 235 5T
x(c/38) 3Lt » 2| x(c/68) >3Lt oS
X(c/42) = 3 x(c/76) > pf 571
x(c/46) =21 ] T w(e/sd) x5 oI5 |
x(¢/92) > T

Figura 5.4. Diagrama otimizado para o calculo dos coeficientes a, € b,, usando
arredondamento. Os instantes das amostras devem ser escalonados pelo fator 114 (N =114,
F; =8 kHz, interpolagdo de primeira ordem). A notagdo ““ k+” representa a realizagcdo de k£

| 4 SO . . o
adigdes ', numero necessario a soma de k + 1 amostras em instantes de tempo fracionarios.

1 , - . - .
O numero de adigdes envolvendo as amostras nos instantes 0 e 1/2 ¢ igual a 2, porque o algoritmo
requer o calculo da soma e da diferenga entre essas amostras.
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A partir do diagrama apresentado na Figura 5.4 e das amostras necessarias ao célculo
de cada soma parcial (tabelas do Capitulo 4), chegamos ao numero de adigdes e
multiplicagdes que a Transformada Aritmética de Fourier com arredondamento requer.
Esse resultado, que ¢ mostrado na Tabela 5.4, ilustra a expressiva diminui¢cao em 70% das
multiplicagdes e cerca de 90% das adi¢des em relacdo aos niimeros obtidos com a AFT

completa.

Tabela 5.4: Complexidade computacional da AFT Simplificada, vsando arredondamento,

na decodificacao de sinais DTMF (N =114, F; = 8 kHz).

Tipo de interpolagdo
Operagdes reais Ordem um Or.dem um Ordem zero
otimizado
Multiplicagdes 16 16 16
Adigoes 488 470 488

5.5 AFT versus Outros Algoritmos

Ao longo dessa dissertagdo, temos enfatizado a importancia da complexidade
computacional na avaliacdo de algoritmos que calculam a Transformada Discreta e
Aritmética de Fourier. Em Processamento Digital de Sinais, a andlise criteriosa deste fator
¢ algo que determina a velocidade, a praticidade, o custo e diversos outros parametros
decisivos a viabilidade de uma aplicacao.

Como ja comentamos, a decodificagdo de um sinal DTMF ¢ realizada, normalmente,
através do célculo de sua DFT por métodos convencionais, usando algoritmos como os que
foram apresentados na Secdo 1.4. Diante disto, ¢ imprescindivel que facamos, nesse
trabalho, uma comparagao entre o nimero de operagdes requerido por esses métodos e pela
AFT.

Através das Equagdes 1.37 e 1.38, obtemos, respectivamente, a complexidade
multiplicativa e aditiva do algoritmo de Cooley-Tukey de base 2. Para isto, substituimos o
comprimento 114, empregado nas simulagdes e estudos que apresentamos, por 128,
poténcia de 2 mais proxima. Um ganho adicional ¢ conseguido quando desprezamos as
multiplicagdes triviais e exploramos as propriedades de simetria da DFT [15]. A

complexidade do algoritmo de Goertzel ¢ obtida pelas Equagdes 1.42 e 1.43. A Tabela 5.5
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sumariza esses resultados e inclui, também, os nimeros da AFT para os dois tipos de

interpolagdo e para o arredondamento que propusemos.

Tabela 5.5: Comparativo entre a complexidade computacional da FFT de Cooley-Tukey de
base 2 (N = 128), do algoritmo de Goertzel (N = 114) e da AFT (N = 114) na decodificacao
de sinais DTMF (F = 8 kHz).

Cooley- AFT completa AFT arredondada
N . Tukey | Goertzel Ord.um | Ord. | Ord.um | Ord. um.
Operagbes reais | pase 2 Ord-um | = im. zero / zero otim.
Multiplicagdes 712 920 56 56 56 16 16
Adigdes 2504 1832 5768 4095 3472 488 470

A tabela acima nos permite destacar dois aspectos a respeito da complexidade

computacional na decodificacdo de sinais DTMF:

e O emprego da AFT completa requer um niimero de adi¢des cerca de 2 vezes maior
que nos algoritmos de Cooley-Tukey e de Goertzel. Este fato, entretanto, ¢
amplamente compensado pelo nimero de multiplicagdes, aproximadamente 15
vezes menor. Lembramos que, além das adigdes, a AFT necessita apenas de um
fator de escalonamento para cada soma de Bruns calculada;

e Aplicando o arredondamento sugerido na Secdo 4.2 a Transformada Aritmética,
consegue-se um ganho computacional de grande significado. Em relacdo aos
algoritmos de Cooley-Tukey e de Goertzel, o nimero de multiplicacdes ¢ 50 vezes

menor ¢ o nimero de adigdes € 4 vezes menor.

Enfatizarmos que, no caso da AFT, a desvantagem decorrente da baixa complexidade
computacional ¢ a insercao do que definimos como erro percentual de estimativa. Apesar
deste parametro ndo implicar decodificacdo incorreta dos digitos DTMF, em presenca de
ruido, isso conduz a uma degradacdo no desempenho (aumento da probabilidade de
decodificagdo incorreta). Para outras aplicagdes em que se estivesse interessado no valor
exato de determinada componente, o erro percentual de estimativa precisaria ser
considerado com mais rigor. Essa ¢ uma restricdo que ndo ocorre nos algoritmos de

Cooley-Tukey e Goertzel.
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Capitulo 6

Efeitos da Quantiza¢do na

Decodificacao DTMF

Quando imaginamos a aplicagdo dos sinais DTMF em sistemas reais, sabemos que, de
alguma forma, os mesmos estdo sujeitos a a¢do de ruido. Uma andlise completa deste
fenomeno, entretanto, requer o estudo de diversos aspectos, tais como codifica¢do e meios
de transmissdo. Neste capitulo, estamos primordialmente interessados em obter uma visao
inicial do comportamento da Transformada Aritmética de Fourier na decodificacdo de
sinais DTMF (como na Equagao 4.1) corrompidos por um ruido aditivo.

Como podemos observar na Figura 3.3, a etapa seguinte & amostragem no processo de
conversao Analogico / Digital de um sinal ¢ a quantizacdo. Ela funciona como uma
discretizacdo da amplitude, que passa a assumir valores pré-determinados a fim de serem
associados a um codigo. A este procedimento, naturalmente, esta atrelada a inser¢cao de um
erro, o erro de quantizacdo, que assumiremos corresponder a um ruido branco
uniformemente distribuido [12].

Baseados nisso, apresentaremos resultados do uso da AFT na decodifica¢dao de sinais
DTMF quantizados, com o intuito de analisar a robustez dessa ferramenta. A partir da

quantizacdo empregada, calcularemos, também, valores para a relacdo sinal-ruido.

6.1 A Quantizacao

A quantizacao de uma seqiliéncia corresponde ao arredondamento da amplitude de cada
uma de suas amostras para um valor pré-definido mais proximo. Se a seqiiéncia em

questao for x[i], representamos essa operagao por

zli]= o(xli]), (6.1)
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onde %[i] ¢ gerada a partir de um sistema no-linear, o quantizador. A Figura 6.1 apresenta
um quantizador com 8 niveis. Observando a figura, percebemos que os niveis sao
distribuidos uniformemente, mas, dependendo do objetivo que se tenha, essa distribui¢ao

pode ser ndo uniforme.

X

3A -

2A

A
—A2 X
—9A/2 =TA/2 =SA/2 -3A/2 AR 3ND SR TRIZ QN2
A
-2A
-3A
-4A
< 2Xm g

Figura 6.1: Quantizador uniforme com 8 niveis.

O parametro X, representado acima, ¢ que define a relagdo entre A e o numero de
niveis de um quantizador. Normalmente, esse nimero corresponde a uma poténcia de 2, o

que nos permite escrever

A== (6.2)

B + 1 ¢ o numero de bits das palavras binarias associadas a cada um dos niveis de

quantizacdo [12]. Na discretizagdo da amplitude das amostras para o caso da figura, se
% < i} <38/, entio £[i]=A. (6.3)

O mesmo raciocinio ¢ estendido as outras faixas de valores que x[i] pode assumir. Apos

obtermos £[i], podemos calcular o que chamamos de erro de quantizagéo, definido por
eli]= #[i]-x[i]. (6.4)

Das Equacdes 6.3 € 6.4, segue que

—%< e[i]S%, (6.5)



64

S¢€

[ x,-84)<slil<(x, -8%). 6.6)

De forma simplificada, o erro de um quantizador uniforme pode ser modelado segundo
a representacao da Figura 6.2. Nesse modelo, o erro de quantizagdo ¢ visto como um sinal
de ruido aditivo. Conhecendo e[i], calculamos a relagdo sinal-ruido em dB através da
expressao

SNR = 10 log 19 (%j, (6.7)

e

onde P. e P, sdo, respectivamente, as poténcias de x[i] e e[i], dadas por

P, ﬁ:(x[i]f ¢ 6.8)
=LY (eli]), 69)

- [
4 + rd

x[i] fi1=x[i]1+eli]

eli]

Figura 6.2: Modelo de ruido aditivo para o erro de quantizagao.

6.2 A AFT e os Sinais DTMF Quantizados

Os fundamentos introduzidos na se¢do anterior permitem incluir a quantizagdo dos
sinais DTMF sob a forma da Equacdo 4.1 antes de processa-los através da AFT.
Inicialmente, entretanto, ¢ necessario definirmos o niimero de niveis que teremos bem
como o valor do pardmetro A.

Para escolhermos o nimero de niveis utilizados na quantizagdo, podemos nos basear no
sistema PCM-30, largamente utilizado na telefonia do Brasil. Esse sistema contém muitas
particularidades que ndo serdo tratadas aqui e, por hora, consideraremos apenas o fato do
mesmo pré-determinar 256 niveis de amplitude [33]. Além disso, utilizaremos sinais
DTMF normalizados, ou seja, que ndo foram escalonados por qualquer fator (Equacao

4.1). Isso significa que o0 méximo e o minimo dos mesmos sdo, respectivamente, 2 e — 2.
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Conhecendo essas informagdes e usando as Equagdes 6.2 e 6.6, encontramos um valor para
A aproximadamente igual a 0,01568.

A partir deste ponto, realizamos simulagdes semelhantes as do Capitulo 4. A freqiiéncia
de amostragem e o comprimento da transformada foram mantidas. Foram mudados apenas
os sinais DTMF, agora, quantizados por um programa de acordo com os parametros
definidos (vide Apéndice B). Os resultados obtidos s3o apresentados nas Tabelas 6.1 a 6.5.

O mesmo programa, utilizando as Equacdes 6.7 a 6.9, calculou a relagdo sinal-ruido média

para os 16 sinais, SNR = 46,8293 dB.

Tabela 6.1: Modulos dos coeficientes harmdnicos e erros percentuais de estimativa para

cada sinal DTMF (N = 114, F; = 8 kHz, interpolagdo de primeira ordem,

256 niveis de quantizacao).

2 A
n f(HZ) I/vn EE % I/n EE % an EE % I/n EE %
10 697 0.9807 2.7242 | 0.9741 2.3738 | 0.9726 2.5151 | 0.9729 2.7770
11 770 0.0804 5.7375 | 0.0758 10.2221 | 0.0670 2.3106 | 0.0683  7.0784
12 852 0.0621  1.3232 | 0.0373 4.3555 | 0.0373  3.4975 | 0.0456  0.0785
13 941 0.0589  6.4380 | 0.0235 19.7016 | 0.0290 1.0783 | 0.0344  8.5951
17 1209 0.8546 7.1056 | 0.0293 1.1375 | 0.0203  7.4493 | 0.0392  5.7700
19 1336 0.1070  7.8663 | 0.9066 9.8698 | 0.0286 8.1960 | 0.0543  6.0950
21 1477 | 0.0488 10.4050 | 0.0105 15.7184 | 0.8956 10.7101 | 0.0943 11.0358
23 1633 0.0336  6.3248 | 0.0016 57.2471 | 0.0152 17.4263 | 0.7700 12.9086
5
n f(HZ) Vn EE% Vn EE% Vn EE% Vn EE%
10 697 | 0.0260 24.9163 | 0.0233 2.9722 | 0.0239 09173 | 0.0256 14.0365
11 770 | 09857 3.2676 | 0.9809 2.2499 | 0.9729 3.0264 | 0.9732 3.4747
12 852 | 0.0555 2.8760 | 0.0303 5.7386 | 0.0306 3.5681 | 0.0401 1.8544
13 941 0.0532  3.3469 | 0.0141 28.6364 | 0.0181 6.0691 | 0.0272  6.7901
17 1209 | 0.8487 7.2368 | 0.0240 3.8031 | 0.0148 7.5167 | 0.0343  5.8278
19 1336 | 0.1129  6.2066 | 0.9025 9.8409 | 0.0229 12.5308 | 0.0494  7.5025
21 1477 | 0.0527  9.5293 | 0.0148 11.0289 | 0.8919 10.7096 | 0.0915 10.4790
23 1633 | 0.0366 6.9475 | 0.0039 46.6665 | 0.0202 8.5199 | 0.7661 13.0157
7 8 9 C
n f(HZ) V,, EE% V,, EE% V,, EE% V,, EE%
10 697 0.0754  4.1775 | 0.0560  6.2011 | 0.0560 5.7751 | 0.0619  9.0823
11 770 0.1311 59893 | 0.1178 1.4009 | 0.1109 4.2891 | 0.1181  5.9859
12 852 0.9577 3.6545 | 0.9284 3.7983 | 0.9291 3.6806 | 0.9405 3.5921
13 941 0.1197 2.8260 | 0.1596 0.5338 | 0.1542 4.2612 | 0.1440  3.1538
17 1209 | 0.8155 7.0593 | 0.0161 19.6522 | 0.0229 9.2508 | 0.0096 27.0329
19 1336 0.1375 7.6520 | 0.8773 9.9913 | 0.0104 20.1202 | 0.0271 5.6012
21 1477 | 0.0731 10.4311 | 0.0353 10.5056 | 0.8721 10.7967 | 0.0718  9.2917
23 1633 0.0577 2.7373 | 0.0248  8.6445 | 0.0404 2.2419 | 0.7468 13.2490
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* 0 # D

n f(HZ) Vn EE% Vn EE% Vn EE% Vn EE%

10 697 0.1120  0.6695 | 0.0888  5.1805 | 0.0901 3.4897 | 0.1006  3.3838
11 770 0.1497 24517 | 0.1292  1.1230 | 0.1263  3.0687 | 0.1395  1.8268
12 852 0.2380 4.1792 | 0.2129 3.4442 | 0.2114 3.9379 | 0.2251  3.4489
13 941 0.7530 4.1178 | 0.7176 4.3282 | 0.7184 4.1561 | 0.7318  4.2453
17 1209 | 0.7807 7.0549 | 0.0723 84772 | 0.0746  7.8965 | 0.0503 11.5383
19 1336 | 0.1602  7.2425 | 0.8777 9.9794 | 0.0447 9.7563 | 0.0176 24.1880
21 1477 0.0878 10.5329 | 0.0468 10.9141 | 0.8715 10.8834 | 0.0570 12.5872
23 1633 | 0.0663  7.5557 | 0.0342 10.7147 | 0.0457 7.7067 | 0.7355 13.3782

Tabela 6.2: Modulos dos coeficientes harmdnicos e erros percentuais de estimativa para

cada sinal DTMF (N = 114, F; = 8 kHz, interpola¢do de ordem zero,

256 niveis de quantizacao).

1 2 3 A
n f(HZ) V,, EE% V,, Eg%-x 103 V,, EE% V,, EE%
10 697 0.9966 1.1546 | 0.9886 0.0009 | 0.9875 1.0250 | 0.9797 2.0984
11 770 0.1043 222201 | 0.0293  0.0574 | 0.0687 0.0668 | 0.0298 59.4842
12 852 0.0606 3.5916 | 0.0457 0.0174 | 0.0422 9.2072 | 0.0585 28.3975
13 941 0.0577 8.3882 | 0.0383 0.0311 | 0.0114 60.1649 | 0.0487 29.3720
17 1209 0.8716 5.2628 | 0.0897 0.2091 | 0.0086 60.9443 | 0.0810 94.6571
19 1336 0.0839 27.7281 | 0.9948 0.0011 | 0.0314 0.8071 | 0.0431 25.4136
21 1477 | 0.0529 2.7599 | 0.0113  0.0095 | 0.9335 6.9395 | 0.1047 1.2331
23 1633 0.0426 18.8278 | 0.0426  1.0513 | 0.0161 12.5130 | 0.8038 9.0815
4 5 B
n f(HZ) Vn EE% V,, EE% V,, EE% Vn EE%
10 697 | 0.0209 0.2644 | 0.0282 17.1897 | 0.0296 22.9193 | 0.0366 63.1403
11 770 1.0070 1.1787 | 0.8964 10.6725 | 0.9838 1.9422 | 0.9184 8.9085
12 852 | 0.0573 0.1390 | 0.0386 20.1406 | 0.0355 11.6279 | 0.0536 36.2564
13 941 0.0603  9.5862 | 0.0367 85.4745 | 0.0114 40.9963 | 0.0501 71.8202
17 1209 | 0.8708 4.8243 | 0.0889 285.0547 | 0.0081 49.5561 | 0.0804 120.7015
19 1336 | 0.0897 25.4924 | 0.9902 1.0773 | 0.0255 2.8475 | 0.0383  28.2475
21 1477 | 0.0571 1.9675 | 0.0158  5.3311 0.9288 7.0166 | 0.1026  0.4344
23 1633 | 0.0416 5.8070 | 0.0435 488.7883 | 0.0200 9.5424 | 0.8013  9.0138
7 8 C
n f(HZ) V,, EE% V,, EE% V,, EE% V,, EE%
10 697 | 0.0778 1.1035 | 0.0722 21.0424 | 0.0702 18.0721 | 0.0625  8.1188
11 770 | 0.1732 242042 | 0.0445 61.7120 | 0.1197 3.2417 | 0.1016 19.0613
12 852 | 0.9954 0.1451 | 0.9832 1.8748 | 0.9814 1.7366 | 1.0026 2.7748
13 941 0.1193  3.1936 | 0.2099 30.8556 | 0.1660 3.0468 | 0.1262 15.1301
17 1209 | 0.8354 4.7859 | 0.0610 203.7193 | 0.0284 12.2990 | 0.0441 485.7128
19 1336 | 0.1127 24.2707 | 09673  0.7628 | 0.0104 19.9429 | 0.0200 22.3670
21 1477 | 0.0780 4.4559 | 0.0378 4.1846 | 0.9074 7.1876 | 0.0835 5.5748
23 1633 | 0.0579 2.4121 | 0.0705 159.4219 | 0.0467 13.1060 | 0.7770  9.7337
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* 0 # D

n f(HZ) Vn EE% Vn EE% Vn EE% Vn EE%
10 697 0.0963 14.6461 | 0.0993 6.0283 | 0.0964 3.3157 | 0.0967 7.1656
11 770 0.1667  8.6286 | 0.0898 31.2249 | 0.0996 23.5204 | 0.1312  7.7061
12 852 0.2773 11.6176 | 0.2253  2.1971 | 0.2236 1.6046 | 0.2643 13.3373
13 941 0.7801 0.6755 | 0.7335 2.2125 | 0.7391 1.4011 | 0.7642  0.0002
17 1209 | 0.8020 4.5208 | 0.0761  3.7288 | 0.0663 18.1799 | 0.0370 34.9410
19 1336 | 0.1223 29.1819 | 0.9846  0.9831 | 0.0438 11.6285 | 0.0237  1.6950
21 1477 0.0892  9.1030 | 0.0455 13.4608 | 0.9041 7.5463 | 0.0683  4.7995
23 1633 | 0.0835 16.4134 | 0.0717 87.0605 | 0.0533 7.6719 | 0.7637 10.0611

Tabela 6.3: Modulos dos coeficientes harmdnicos e erros percentuais de estimativa para

cada sinal DTMF, usando arredondamento (N = 114, F; = 8 kHz,

interpolacdo de primeira ordem, 256 niveis de quantizagdo).

1 2 3 A
n  f(Hz) v, Ex% v, Ex% v, Ex% v, Er%
10 697 0.9977 1.0386 | 0.9723 2.5535 | 0.9728 2.5024 | 1.0132  1.2485
11 770 0.0834  2.2969 | 0.0738  7.2391 | 0.0682 0.6899 | 0.0811 10.3185
12 852 0.0641 1.9858 | 0.0364 6.4950 | 0.0368 4.8688 | 0.0526 15.5092
13 941 0.0554 12.0068 | 0.0226 22.5147 | 0.0274 4.5632 | 0.0778 106.7487
17 1209 0.8508 7.5185 | 0.0292 0.7555 | 0.0214 2.4864 | 0.0370 11.0256
19 1336 0.1114  4.0699 | 0.8729 13.2204 | 0.0274 12.1151 | 0.0493 14.6521
21 1477 | 0.0519 4.6098 | 0.0102 17.8513 | 0.8954 10.7358 | 0.0901 14.9919
23 1633 | 0.0351 2.1717 | 0.0020 45.6549 | 0.0243 32.3970 | 0.7676 13.1806
4 5 6 B
n f(HZ) Vn EE% V,, EE% V,, EE% Vn EE%
10 697 | 0.0077 63.1991 | 0.0223  7.3147 | 0.0203 15.7302 | 0.0458 104.1938
11 770 | 09923 2.6214 | 0.9811 2.2284 | 0.9769 2.6300 | 0.9861 2.1956
12 852 | 0.0589 3.0998 | 0.0313 2.6257 | 0.0322  1.3255 | 0.0491 24.6223
13 941 0.0496  9.8619 | 0.0151 239468 | 0.0174 9.3244 | 0.0696 138.9203
17 1209 | 0.8441 7.7489 | 0.0241 4.3978 | 0.0159 0.3516 | 0.0304 16.5621
19 1336 | 0.1179  2.0351 | 0.8689 13.1950 | 0.0221 15.6137 | 0.0434 18.7009
21 1477 | 0.0571 2.0444 | 0.0148 11.1103 | 0.8915 10.7462 | 0.0861 15.7525
23 1633 | 0.0379 3.7155 | 0.0037 50.3465 | 0.0286 29.4707 | 0.7639 13.2591
7 8 9 C
n f(HZ) V,, EE% V,, EE% V,, EE% V,, EE%
10 697 | 0.0857 8.8632 | 0.0614 2.8415 | 0.0628 5.6956 | 0.1025 50.6366
11 770 | 0.1297 6.9736 | 0.1188  2.2627 | 0.1169  0.8494 | 0.1206  3.9471
12 852 | 09530 4.1241 | 0.9269 3.9585 | 0.9275 3.8451 | 0.9298  4.6895
13 941 | 0.1260 2.2350 | 0.1613  0.5817 | 0.1578  2.0045 | 0.1034 30.4736
17 1209 | 0.8072  8.0036 | 0.0238 18.6350 | 0.0285 12.7750 | 0.0156 106.7644
19 1336 | 0.1456  2.1697 | 0.8448 13.3261 | 0.0186 43.4323 | 0.0154 40.1679
21 1477 | 0.0806  1.1585 | 0.0374 5.3572 | 0.8717 10.8336 | 0.0618 21.9323
23 1633 | 0.0588 09111 | 0.0242 10.8614 | 0.0464 12.2725 | 0.7440 13.5732




Tabela 6.3. Continuacao.

68

* 0 # D

n f(HZ) Vn EE% Vn EE% Vn EE% Vn EE%

10 697 0.0692 38.6502 | 0.0618 34.0768 | 0.0598 359091 | 0.0614 41.0401
11 770 0.1092 28.8072 | 0.1031 21.1098 | 0.1020 21.7086 | 0.0912 35.8215
12 852 0.2030 18.2652 | 0.1923 12.7831 | 0.1902 13.5804 | 0.1783 23.5504
13 941 0.7216 8.1211 | 0.6994 6.7606 | 0.6990 6.7512 | 0.7419 2.9156
17 1209 | 0.7710 8.2112 | 0.0839 6.1536 | 0.0860 6.1770 | 0.0760 33.6838
19 1336 | 0.1737 0.5902 | 0.8446 13.3777 | 0.0550 11.0464 | 0.0327 40.4307
21 1477 0.0982  0.1268 | 0.0521 0.9891 | 0.8715 10.8850 | 0.0510 21.8132
23 1633 | 0.0709  1.1652 | 0.0371 3.1483 | 0.0528 6.5996 | 0.7316 13.8398

Tabela 6.4: Modulos dos coeficientes harmdnicos e erros percentuais de estimativa para

cada sinal DTMF, usando arredondamento (N = 114, F; = 8 kHz,

interpolagdo de ordem zero, 256 niveis de quantizagao).

1 2 3 A
n  f(Hz) v, Ex% v, Ep%x 10° v, E:% v, E:%
10 697 0.9656 4.2263 | 0.9749 0.0023 | 0.9789 1.8860 | 1.0769 7.6086
11 770 0.1046  22.6054 | 0.0272  0.0604 | 0.0356 48.1307 | 0.0142 80.7553
12 852 0.0562 10.6486 | 0.0448 0.0149 | 0.0408  5.4855 | 0.0512 12.4506
13 941 0.0346 45.0614 | 0.0394 0.0347 | 0.0094 67.1277 | 0.2501 564.3173
17 1209 0.8635 6.1380 | 0.0808 0.1785 | 0.0028 87.1934 | 0.0737 77.0110
19 1336 | 0.0925 20.2922 | 0.8147 0.0190 | 0.0247 20.6272 | 0.0342  40.7987
21 1477 | 0.0514 5.5764 | 0.0064 0.0489 | 0.9391 6.3778 | 0.0893 15.7428
23 1633 | 0.0462 28.6161 | 0.0451 1.1185 | 0.0825 349.5262 | 0.7972  9.8331
4 5 6 B
n f(HZ) V,, EE% V,, EE% V,, EE% V,, EE%
10 697 | 0.0464 123.0385 | 0.0252  4.8505 | 0.0226  6.3406 | 0.0943 319.9845
11 770 | 1.0249 0.5774 | 0.9077 9.5418 | 0.9602 4.2957 | 0.9351 7.2516
12 852 | 0.0486 15.0547 | 0.0386 20.2154 | 0.0337  6.1593 | 0.0514 30.4784
13 941 0.0328 40.4070 | 0.0364 84.1322 | 0.0132 31.5031 | 0.2477 749.7657
17 1209 | 0.8594 6.0700 | 0.0775 235.8268 | 0.0059 63.0684 | 0.0689 89.1691
19 1336 | 0.0981 18.5262 | 0.8094 19.1360 | 0.0203 22.6884 | 0.0296  44.4965
21 1477 | 0.0604 3.7066 | 0.0155  7.1999 | 0.9298 6.9147 | 0.0822 19.5436
23 1633 | 0.0460 17.0873 | 0.0450 509.0102 | 0.0792 259.2461 | 0.7951  9.7230
7 8 9 C
n f(HZ) V,, EE% V,, EE% V,, EE% V,, EE%
10 697 | 0.0449 429345 | 0.0367 38.4525 | 0.0437 26.4408 | 0.1479 117.4118
11 770 | 0.1715 23.0110 | 0.0389 66.4867 | 0.0932 19.6063 | 0.0821 34.6487
12 852 | 0.9862 0.7864 | 0.9727 0.7886 | 0.9707 0.6269 | 0.9328  4.3855
13 941 | 0.1593 29.3063 | 0.2088 30.1890 | 0.1783 10.6926 | 0.0798 46.3475
17 1209 | 0.8234 6.1607 | 0.0566 182.0435 | 0.0433 71.4361 | 0.0383 409.2958
19 1336 | 0.1229 17.4537 | 0.7891 19.0451 | 0.0187 44.4788 | 0.0149 41.9896
21 1477 | 0.0880  7.8677 | 0.0448 13.4818 | 0.9017 7.7694 | 0.0556 29.6930
23 1633 | 0.0648  9.1955 | 0.0695 155.4883 | 0.0656 58.9123 | 0.7704 10.5064
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* 0 D

n f(HZ) Vn EE% Vn EE% Vn EE% Vn EE%

10 697 0.0440 60.9956 | 0.0760 18.8706 | 0.0690 26.0468 | 0.1264 21.3405
11 770 0.1442  6.0265 | 0.0372 71.5225 | 0.0599 54.0084 | 0.0726 48.9091
12 852 0.2482 0.1004 | 0.2042 7.3732 | 0.2013  8.5007 | 0.1550 33.5445
13 941 0.7377 6.0730 | 0.7019 6.4179 | 0.6949 7.2962 | 0.9103 19.1191
17 1209 | 0.7852 6.5273 | 0.0749 5.2717 | 0.0871 7.5181 | 0.0496 12.8241
19 1336 | 0.1509 12.6091 | 0.8043 17.5158 | 0.0591 19.2349 | 0.0303 30.1414
21 1477 0.0977 0.3727 | 0.0517 1.6746 | 0.8966 8.3142 | 0.0430 34.0687
23 1633 | 0.0894 24.6075 | 0.0699 82.4567 | 0.0981 97.9663 | 0.7610 10.3752

Tabela 6.5: Valor médio do erro percentual de estimativa para cada freqiiéncia DTMF

(N =114, F; = 8 kHz, interpolag¢des de ordem um e zero, 256 niveis de quantizagao)

Er% (AFT completa) Er % (com arredondamento)
f(Hz) Ordem um Ordem zero Ordem um Ordem zero
697 2.5975 1.2945 1.8358 4.0052
770 3.0047 5.6755 2.4189 5.4166
852 3.6814 1.6328 4.1543 1.6469
941 42119 1.0723 6.1371 9.7266
1209 7.1142 4.8485 7.8706 6.2240
1336 9.9204 0.9808 13.2798 18.6742
1477 10.7750 7.1725 10.8002 7.3440
1633 13.1379 9.4725 13.4632 10.1094

Observando as Tabelas 6.1 a 6.4, verificamos que a decodificacdo de cada sinal DTMF

da-se de maneira correta sempre. Isso independe do tipo de interpolagdo ou do

arredondamento que estejamos utilizando. Comparando os dados da Tabela 6.5 com os da

Tabela 4.13, vemos que, praticamente, ndo ha alteracdo no erro percentual de estimativa

quando detectamos cada uma das oito freqliéncias. Ou seja, quantizar os sinais DTMF

segundo os parametros utilizados ndo afeta sua decodificagdo em auséncia de ruido do

canal.

Um estudo mais completo sobre os efeitos do erro de quantizacao no céalculo da AFT

pode ser feito variando simplesmente o nimero de niveis ou especificando de maneira

mais completa as caracteristicas do quantizador utilizado. Na pratica, a maior fonte de

degradac@o de um sinal € o ruido do canal, cuja influéncia sobre a aplicagdo proposta nessa

dissertagdo merece uma investigagdo detalhada.
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesta dissertacdo, propusemos o emprego da Transformada Aritmética de Fourier na
decodificagdo de sinais DTMF. Realizamos uma pesquisa buscando estabelecer formas de
aplicar essa ferramenta, aproveitando as vantagens que a mesma proporciona ¢ expondo
suas limitagdes.

Além de descrevermos os aspectos teoricos da AFT, introduzimos alguns critérios que
permitiram a adaptacdo da mesma a analise de sinais digitais pertencentes, particularmente,
ao sistema DTMF. Baseados nisso, fizemos o estudo de diversos casos e, apresentando
procedimentos e resultados detalhados, pudemos comprovar a eficacia da nossa proposta.
Foi definido um parametro de precisdo, o erro percentual de estimativa, decisivo nas
interpretagdes e conclusdes obtidas para o método que utilizamos.

Em paralelo as simulagdes realizadas, apoiamo-nos nos fundamentos matematicos que
originaram a AFT e sugerimos uma forma de arredondar o seu calculo visando a aplicagdo
que tratamos. Mostramos que, para a decodificagdo de sinais DTMF, a aproximacao
proposta oferece uma simplificacdo expressiva no algoritmo, ao custo de uma pequena
degradac¢do de desempenho.

Esbogamos alternativas para implementar a Transformada Aritmética de Fourier
aliando-as a complexidade computacional requerida por cada uma delas. Introduzimos
principios que, de acordo com a implementagdo usada, permitem-nos diminuir
significativamente a complexidade aditiva da AFT Simplificada. Também foram
apresentados os resultados da AFT arredondada no que diz respeito a complexidade
computacional, o que comprovou seus imensos beneficios nesse aspecto. Para todas as
implementagdes propostas, realizamos uma comparagao entre o nimero de multiplicagdes
e adicOes necessarias aos algoritmos de Cooley-Tukey e de Goertzel e a AFT. Assim,
verificamos o quanto o emprego desta ultima ferramenta é vantajoso, o que, sem duvida,

constitui a conclusdo mais importante deste trabalho.
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Impulsionados por esse resultado, principalmente, e por todo o conteido desenvolvido,
podemos gerar inimeras expectativas acerca da efetiva introducdo da Transformada
Aritmética de Fourier em outras importantes aplicacdes de Processamento Digital de
Sinais, envolvendo, por exemplo, Processamento de Voz e Imagem. Entretanto, para que
isto se torne uma realidade, ¢ necessario que diversos pontos, cuja abordagem requerida
por esta dissertacdo foi pouco profunda, sejam estudados com mais rigor. Dentre eles,

destacamos:

e Estabelecimento de limites e critérios mais refinados para a adaptagao da AFT ao
processamento de quaisquer sinais digitais;

e Influéncia que o tipo de interpolacdo usado na obtencdo das amostras em tempos
fracionarios possui sobre os resultados da AFT;

e Comportamento do algoritmo na andlise de sinais corrompidos por alguma espécie

de ruido.

Esclarecidos os pontos supracitados, parece razoavel afirmarmos que a AFT constituird
uma base cada vez mais solida para darmos continuidade a algumas idéias que
apresentamos de maneira introdutoria e para investigarmos novos temas e questdes. Diante
da ainda “pouco explorada” Transformada Aritmética de Fourier, ¢ possivel compormos

uma lista de investigacdes com alto potencial para serem realizados:

e Estudo mais completo das possibilidades de arredondamento no céalculo da AFT
para a decodificacdo DTMF e para outros propositos;

e Investigagdo de métodos de interpolagdo em Transformadas Aritméticas diferentes
dos que foram apresentados nesta dissertagao [37];

e Andlise estatistica dos resultados do algoritmo para que, precisamente, conhe¢amos
suas limita¢des no que diz respeito a susceptibilidade a erros;

e Estudo dos efeitos do ruido do canal sobre o desempenho do algoritmo;

e Desenvolvimento de critérios matematicos que permitam calcular de maneira
concisa a complexidade computacional de implementacdes como as que exibimos
no Capitulo 5;

e Implementagdo em hardware de diagramas semelhantes aos que apresentamos, a
fim de avaliar os procedimentos simulados em sistemas reais;

e Uso efetivo da AFT na decodificagdo dos sinais DTMF a partir de uma pesquisa

mais completa das caracteristicas dos sistemas telefonicos existentes na atualidade;
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Estudo mais amplo das situagcdes em que o uso da AFT torna-se vantajoso frente a
outros algoritmos;

Investigacdo da possibilidade de aplicarmos a AFT em sistemas com OFDM, que
sdo baseados na DFT;

Investigacdo das possibilidades de utilizarmos a AFT em outras aplicagdes
envolvendo analise espectral de sinais, particularmente, Processamento de Voz e de
Imagem (incluindo a AFT bidimensional, neste ultimo caso);

Estudo de outras Transformadas Aritméticas, como a de Hartley [38], a fim de

conhecer com mais clareza suas peculiaridades e potencialidades de aplicacgao.
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Demonstracao dos Teoremas 2.6 € 2.7

A.1 Teorema 2.6

Demonstra¢do: Os coeficientes c,(0) sdo funcdes periddicas com periodo 1/ n, isto &,

cn(o +%) = cy(00). Se deslocarmos c,(0) em um semi-periodo, teremos que:

c, (oc + 2—111) = a, cos(2mno+m)+b, sen(2nno+ 1)

=—a, cos(2nna)—b, sen(2mnot)
=—c,(a).

Assim, c,(ot) pode ser escrita por

e l@)=3 (e e)-e 05, ))

Entdo, invocando o Teorema 2.4 ¢ a Defini¢do 2.3, vem que

z [ Swﬂ

=
\

1|_N/nj 1

m=0

3
I
(=1

9

2m 2m+1
(2an+ocT) z ( 5 T+ocT).

(A.1)

(A.2)

(A.3)

Analisemos mais detalhadamente o segundo somatorio interno (G). Fazendo-se j = 2m + /

neste somatério (observe que j ¢ / sdo ambos pares ou impares), temos a seguinte

expressao:
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j=l 2 =2nl 2nl

> (—T +oTl
j=l

(A.4)

Jj=2nl+1

Zan -2 (L j+ 2nl+1-2 (LT+OCTJ se j e [ forem pares,
e C

2””] 2 (—T—F()LTJ se j e [ forem impares.

Fazendo a substitui¢do k =/ + 2n/ a segunda parcela de ¢, ,, decorre que

2ni-2 -2
Zk_l (%T+OLT) zko [%T+OLT) se [ for par;

- 2k (A-3)
Zk_l [ﬂT—HXTJ zk 1 (mT+ocT) se [ for impar.

Jl=

Claramente, esta expressao pode ser compactada e escrita por

ZZZO_EV(%T +aTl ) se [ for par;
c,,= (A.6)

Jil _
zzn[ l _( k T+0cT) se [ for impar.

k=13... \ 2nl

Substituindo o resultado de ¢, , na Equagéo A.3, temos o seguinte desenvolvimento

S f 2m S 2m+1
T+l T+l
,;(2111 “),,Zg(zm O‘j

&k S 2m+l
= Z (ﬁT+och Z( T+OLT) fazendo k = 2m,

k=0,2,..

0 se [ for par,

_ N N (A.7)
ZZ -2 —(LT_HXT) Zz = _[LT+OLTJ se [ for impar.

k=02,.. \ 2yl k=13,.. \ 2l

Dessa maneira, a Equagdo A.3 se reduz a seguinte forma

= ZM(Z)BM ((X) (A.8)
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A.2 Teorema 2.7

Demonstragado: O calculo de ay ¢ trivial, pois o mesmo representa o valor médio do sinal.

Os harmonicos pares a, sdo obtidos da Equagado 2.24, assim:

LN/nJ
a,=c,(0)= > ()8, (0). (A.9)

O calculo dos coeficientes b, exige um desenvolvimento mais laborioso. Partindo de

que b, =c, (ﬁj , temos o seguinte desenvolvimento:

[N/n] 2nl-1
_. (1) LN ey L
b=c ()= S u0 LS (e L)

2 e 2nl  4n
- Dz (G )
_ Lzju(z) S (e = Loy
_ LZJ W) (-1)F 2%1 C{ T e ). (A10)
2
em que na ultima passagem foi feita a substituicdo ;= k+1=1 1os indices do somatorio

2

interno. Fazendo uma andlise mais detalhada no somatdrio interno, temos que

2111—1+% . 1
1V L S =

.21;1 -=1) v(2an+4nl )

.1=7

- ; . 2nl—1+71 ; .
_ 1V, S 1 1V L S
‘j;( 1 v(2an+4nl )Jr j_zz;ﬂ (=1) v(2n1T+4nl j
T2

2ni-1 ( 1 G c (K 1
— 1V L L — A .
_/Zl_“l( 1) v(2n1T+4an)+ ;( 1) v(2n1T+4an+TJ, (A1)
=

em que foi feita a substituigdo k& = j — 2n/ no segundo somatoério. Notando que

v(t)=v(t+T) (periodicidade), a expressio se reduz a

2nl-1

;(—1)"\)(%”# ) (A.12)
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Finalmente, temos que

RUISIE-SETE (A1)
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Apéndice B

Listagem de Programas

Este apéndice contém as principais rotinas computacionais que nos auxiliaram nas
simulagdes descritas nessa dissertagdo. O sofiware utilizado' foi o MATLAB®, versdo
6.0.0.88, release 12.

Desenvolvemos programas cujas bases sdo, praticamente, iguais. Inicialmente,
definimos uma faixa de comprimentos a serem empregados no céalculo da Transformada
Aritmética de Fourier e escolhemos, através de uma expressao analitica, o sinal DTMF a
ser processado. Obtém-se, para cada comprimento, os indices dos coeficientes da série de
Fourier que estdo associados as freqiiéncias DTMF. O programa implementa o algoritmo
da AFT Simplicada e calcula o mdédulo apenas desses oito coeficientes. Em paralelo a isto,
obtemos a DFT (de mesmo comprimento) do sinal e encontramos os erros percentuais de
estimativa. As diferengas entre os programas estdo relacionadas, fundamentalmente, a trés

aspectos:
e O modo como se “encontra” as amostras em instantes de tempo fraciondrios
necessarias ao algoritmo de Reed-Shih (tipo de interpolacdo);
e O usoda AFT completa ou de sua versao arredondada (Segado 4.2);

e A presenga ou ndo do erro proveniente da quantizagdo dos sinais DTMF.

Diante disso, para que nao exibamos desnecessariamente as inumeras linhas que sdo
comuns a todos os programas, apresentaremos uma Unica estrutura bdsica e, ao longo da
mesma, apontaremos as modificagdes que selecionam cada uma das alternativas

mencionadas acima.

'"MATLAB é uma marca registrada da MathWorks, Inc. (http://www.mathworks.com).
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DTMF . m : Célculo da AFT Simplificada e dos Erros Percentuais de
Estimativa de Sinais DTMF

clear variables;

£=[697 770 852 941 1209 1336 1477 1633]; % Vetor contendo as oito frequencias
% DTMF.

Fs=8000; % Frequencia de amostragem utilizada.

N1=114; % Faixa de comprimentos das Transformadas que serao

N2=114; % calculadas (de N1 a N2)

% Esta rotina computa, para cada comprimento, os indices (do vetor Transformada
% de Fourier) que correspondem a cada uma das frequencias DTMF. Esses indices sao

% armazenados na matriz ind.

for i=1:(N2-N1+1)
for j=1:8
ind(j,i)=round (((N1-1+i)*£(j))/Fs);
end

end

% Esta rotina elimina da matriz ind as colunas que possuem elementos repetidos,
$ ou seja, os comprimentos para os gquals nao se permite distinguir duas
% frequencias DTMF. Esse procedimento origina as matrizes (associadas) indd e N.
% Esta ultima contem os comprimentos para os gquais se pode realizar a detecgao

% DTMF via Transformada de Fourier.

j=1;
for i=1:(N2-N1+1)
u=ind(:,1i);
uu=union (u,u) ;
l=size(u,1);
ll=size(uu,1l);
if 1==11
indd(:,5)=u;
N(j)=(N1+i-1);
j=j+1;
end

end
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% Inicio da rotina principal (calculo da Transformada Aritmetica de Fourier para

% cada um dos comprimentos armazenados em N.

c=size(N,2);

clear a b bba ba bbb bb sl nf nnn nnnn t dt; % "Limpeza" de variaveis.

for j=1l:c

t=0:N(j);

% Selecao do sinal a ser processado (neste caso, esta' selecionado o digito "1").

dt=sin(2*pi*697*t/Fs) +sin (2*pi*1209*t/Fs) ;

% Caso se deseje processar o sinal DTMF quantizado, insere-se a rotina a seguir.
% Nesse caso, dtg representa o sinal original e dt passa a representar o sinal

% quantizado. snr e’ a relacao sinal-ruido.

niv=(2/(1-(1/256)))/128;

for i=1:(N(j)+1)
if dtqg(i)>0
if ((dtg(i))/niv-floor ((dtqg(i))/niv))==
(- (dtqg(i)) /niv+ceil ((dtqg(i)) /niv))
dt (i) =niv*floor ((dtqg(i)) /niv);
else
dt (i) =niv*round ((dtqg(i)) /niv);
end
else
dt (i) =niv*round ((dtg(i)) /niv);
end

end

e=abs (dt-dtq) ;

for i=1:(N(j)+1)
dtgq (i) =dtq (i) *dtq(i) ;
ee(i)=e (i) *e(i);

end

raz=(sum(dtqq) )/ (sum(ee)) ;
snr=10* ((log(raz))/(log(10)));
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Obtencao da matriz sl.
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Cada linha desta matriz contem os limites superiores

dos indices das somas parciais que precisarao ser calculadas.

for i=1:8

sl (i)=floor (N(j)/indd(i,3j));

if

mod (sl (i), 2)==
sl(i)=s1(i)-1;

end

end

Obtencao

da matriz nnn que contem os indices (n, e nao 2n!

- ver teoria) das

somas parciais que precisarao ser calculadas a fim de obter os coeficientes que
se deseja.

for i=1:8

for k=1:2:81(1)

end

end

Obtencao
elementos

crescente

nnn (i, (k+1)/2)=(indd(i,3)) *k;
if k==9
nnn (i, (k+1) /2)=0;

end

do vetor nnnn a partir da organizacao

iguais a zero, juncao dos mesmos num SsoO'

dos mesmos) .

[111,cccl=size(nnn);

k=1;

for i=1:

for

end

end

111

jj=l:ccc

if nnn(i,jj)~=0
nn(k)=nnn(i,jj);
k=k+1;

end

nf=sort (nn) ;

nnnn=union (nf,nf) ;

de nnn (eliminacao dos

vetor linha e ordenacao
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¥ Rotinas que calculam as somas parciais empregadas na obtencao dos coeficientes

% an e bn. As somas sao armazenadas nos vetores ba e bb.

cc=size (nnnn, 2) ;
for i=1l:cc
bba(i)=0;

for ii=0:((2*(nnnn(i)))-1)

% Para interpolacao de primeira ordem.

bba (i) =bba (i) +
(((-1)"1ii)* ((((dt(ceil (((ii*(N(F)))/(2*(nnnn(i))))+1))) -
(dt (floor (((ii* (N(3)))/(2*(nnnn(i))))+1))))* (((((ii*(N(F)))/(2* (nnnn(i))))+1))-
(floor (((ii*(N(j)))/(2* (nnnn(i))))+1))))
+(dt (floor (((ii*(N(j)))/(2* (nnnn(i))))+1)))));

% Para interpolacao de ordem zero.

bba (i) =bba (i) +
(((-1)741) * ((((dt(round (((ii* (N(j)))/(2*(nnnn(i))))+1)))))));

end

ba(i)=(1/(2*(nnnn(i)))) *(bba(i));

end

for i=1l:cc
bbb (i)=0;

for ii=0:((2* (nnnn(i)))-1)

% Para interpolacao de primeira ordem.

bbb (i) =bbb (i) +
(((-1)"4i)* ((((dt(ceil (((ii*(N(j)))/(2* (nnnn(i))))+1+((N(j))/(4* (nnnn(i))))))) -
(dt (floor (((ii* (N(J)))/(2*(nnnn(i)))) +1+
((N(3))/(4*(nnnn(i)))))) ) * (((((ii*(N(F)))/(2* (nnnn(i))))+1+
((N(3))/(4*(nnnn(i)))))) -
(floor (((ii*(N(j)))/(2* (nnnn(i))))+1+ ((N(j))/(4*(nnnn(i))))))))+
(dt (floor (((ii* (N(j)))/(2* (nnnn(i))))+1+((N(Jj))/(4*(nnnn(i)))))))));
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% Para interpolacao de ordem zero.

bbb (i) =bbb (i) + (((-1) *ii)*
* ((((dt(round (((ii* (N(§)))/(2* (nnnn(i))))+1+((N(j))/(4*(nnnn(i)))))))))));

end

bb(i)=(1/(2* (nnnn(i)))) * (bbb (i));

end

% Rotinas que, usando as somas parciais, calculam os coeficientes an e bn
% previamente estabelecidos pelo programa. E' interessante observarmos que, neste
% ponto, recorre-se a um programa externo que calcula a funcao de Mobius de um

% determinado numero. Os coeficientes sao armazenados nosg vetores a e b.

for i=1:8
a(i)=0;
for ii=1:2: (floor ((N(j))/(nnnn(i))))
if ii~=9
iii=find (nnnn==((nnnn(i)) *ii));
a(i)=a(i)+ ((mobius(ii)) *(ba(iii)));
end
end

end

for i=1:8
b(i)=0;
for ii=1:2: (floor((N(j))/(nnnn(i))))
if ii~=9
iii=find (nnnn==((nnnn(i)) *ii));
b(i)=b(i)+ ((mobius(ii))* ((-1)"((ii-1)/2))*(bb(iii)));
end
end

end

% Calculo do modulo de cada um dos 8 coeficientes associados 'as frequencias DTMF

% (essa e' a informacao realmente importante para a decodificacao do digito).
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% Para a AFT completa.

for i=1:8

amp (i) =sqrt (((a(i))"2)+((b(i))"2));
end

% Para a AFT arredondada.

for i=1:8

amp (i) =sqrt (((ba(i)) *2)+((bb(i)) "2));
end

% Exposicao dos resultados. Os modulos dos coeficientes estao armazenados no

o°

vetor amp.

disp('Comprimento da Transformada:');
disp(N(j)):
disp (amp) ;

o°

Estimativa das componentes da DFT associadas aos coeficientes calculados via
AFT. Calculo exato da DFT do sinal DTMF em questao.

o°

ampp=((N(j))/2) *amp;

dft=fft(dt, (N(3)));
for i=1:8
y(i)=(abs (dft (indd(i,3) +1)));

end

o
]

Calculo e exposicao do erro percentual de estimativa (err).

for i=1:8
err(i)=100*abs ( (ampp (i) -y (1)) /(y(1)));

end

err

end
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Apéndice C

Jean Baptiste Joseph Fourier

O matematico e fisico francés Jean Baptiste Joseph Fourier nasceu em 21 de Marco de
1768 em Auxerre, uma pequena cidade localizada as margens do rio Yonne. Joseph foi o
nono filho do segundo casamento de um alfaiate e, aos oito anos, tornou-se 6rfao. Seus
bons modos e suas habilidades precoces despertaram a atengcdo de uma dama da cidade,
que o recomendou ao bispo. Na época, Auxerre era um importante centro religioso da
Franga e, através da influéncia que o prelado possuia, Fourier foi admitido na Ecole Royale
Militaire, uma escola militar dirigida pelos Beneditinos do Convento de Sdo Marcos. Aos
doze anos, o menino redigia sermdes para sacerdotes de outras localidades e muitos dos

seus textos foram aplaudidos até mesmo em Paris.

Figura C.1: Jean Baptiste Joseph Fourier.

Um ano mais tarde, Joseph Fourier iniciou-se nos principios da matematica. Diante de
sua curiosidade e vontade de aprender, as horas de estudo prescritas pela escola eram
insuficientes, sendo necessario que ele coletasse restos de velas nos ambientes do colégio
para que pudesse passar noites debrugado sobre os livros. Era esta sua verdadeira

vocagdo... Contudo, numa escola militar conduzida por monges, naturalmente, valorizava-
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se com mais afinco duas carreiras: a igreja e a espada. Fourier tinha o desejo de ser
soldado, o que ndo lhe foi permitido devido a sua origem humilde. Em 1787, entdo, ele
encaminhou-se ao mosteiro de St. Benoit-sur-Loire, onde pretendia passar o periodo do
noviciado e tornar-se um Beneditino.

Em 1789, antes de fazer seus votos, Fourier aderiu com entusiasmo aos ideais da
Revolucao Francesa e decidiu abandonar a carreira que havia iniciado. No final do mesmo
ano, ele visitou Paris e, na Académie Royale des Sciences, apresentou um trabalho sobre
resolu¢do de equagdes algébricas. De volta a Auxerre, Fourier tornou-se professor da
escola militar onde havia estudado. Neste periodo, ele se “dividia” entre as pesquisas
matematicas e a vida politica da qual, posteriormente, afastou-se por estar insatisfeito e
amedrontado com o carater violento que a Revolucao assumira.

No ano de 1794, Fourier foi nomeado para estudar em Paris, na Ecole Normale. Essa
instituicao tinha o objetivo de treinar professores que servissem de modelo para outras
escolas de treinamento. Na Ecole Normale, que abriu em 1795, Fourier foi, certamente, um
dos mais notaveis pupilos de mestres como Lagrange, Laplace e Monge. Apos isto, ele
comegou a ensinar no Collége de France e, em seguida, assumiu um cargo na Ecole
Centrale des Travaux Publiques, futura Ecole Polytechnique. Em 1797, Fourier foi
apontado para a cadeira de Andlise e Mecanica, onde sucedeu Lagrange. Este cargo
proporcionou-lhe renome como conferencista, no entanto, durante este periodo, ele nao
realizou pesquisas cuja originalidade se possa destacar.

Em 1798, Fourier acompanhou Napoledao Bonaparte na invasdo ao Egito como cientista
conselheiro. Inicialmente, a expedigdo obteve sucesso, conquistando vitdrias em Malta,
Alexandria e no delta do Nilo. No entanto, o exército de Napoledo terminou sendo
derrotado, o que forcou a permanéncia de Fourier naquela regido. Enquanto esteve no
Egito, ele atuou como um administrador que ajudou a incrementar a estrutura educacional
e as exploragdes arqueologicas locais. Fourier foi, ainda, um dos fundadores do Instituto do
Cairo e, até voltar a Franca, em 1801, realizou trabalhos em Ciéncias e na Literatura.

Fourier havia retomado suas atividades como Professor de Analise na Ecole
Polytechnique, quando foi requisitado por Napoledo para assumir o cargo de Prefeito em
Grenoble. Enquanto ocupava esta fungao, Fourier iniciou a Descri¢do do Egito e realizou
seu mais importante trabalho matematico na teoria do calor. Este Gltimo, cuja concepgao

durou de 1804 a 1807, tratava da propagagao do calor em corpos sélidos e foi apresentado
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ao Instituto de Paris em 21 de Dezembro de 1807, ficando encarregada de sua avaliacao
uma comissao formada por Lagrange, Laplace, Monge e Lacroix.

Os académicos ndo demonstraram satisfagdo com o trabalho de Fourier. Segundo
Lagrange e Laplace, a expansdo de uma fung¢do numa série trigonométrica ndo era
justificada com clareza. A outra obje¢do, que partiu de Biot, dizia respeito a forma como
Fourier derivou as formulas de transferéncia do calor. Ele ndo fazia referéncia a um artigo
que tratava deste tema, apresentado por Biot em 1804. Laplace e Poisson fizeram criticas
similares.

O Instituto, entdo, resolveu promover uma espécie de competi¢cdo cujo tema restringia-
se a propagacao do calor em corpos sélidos. Além de Fourier, que submeteu o memorando
que havia concluido em 1807, poucos outros se inscreveram. A comissdo formada por
Lagrange, Laplace, Malus, Haily e Legendre decidiu premiéd-lo, todavia, ndo foram
poupadas criticas que julgavam pouco rigoroso o modo através do qual Fourier obtinha
seus resultados. Isso foi suficiente para que o trabalho ndo fosse publicado. Em paralelo a
isto, Fourier continuava exercendo sua fun¢do de Prefeito e, sd apds a queda de Napoledo,
em 1815, ele retornou a Paris.

Em 1817, Fourier foi eleito para a Académie des Sciences e, em 1822, tornou-se
Secretario da secdo de Matematica da mesma vencendo Biot e Arago, que também haviam
sido indicados para o cargo. No mesmo ano, a Academia publicou o trabalho com o qual
Fourier fora premiado, o titulo era Théorie Analytique de la Chaleur. Ainda assim,
diversos “ataques” a sua teoria continuaram sendo feitos ¢ muitas de suas “defesas” jamais
foram publicadas.

Fourier faleceu em 16 de Maio de 1830, vitima de um aneurisma cerebral. Durante os
seus ultimos oito anos passados em Paris, ele dedicou-se as pesquisas, tendo publicado
inimeros artigos que tratavam da Matematica pura e aplicada. Fourier, que considerava a
Matematica um “meio” e ndo um “fim” foi, sem davida, uma das mais geniais
personalidades do seu meio no século XIX. Posteriormente, seus trabalhos pioneiros foram
refinados por Dirichlet, o que proporcionou a abertura de um vasto campo de estudos para

a Engenharia.

Todo o contetdo deste apéndice baseou-se em [39, 40].
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Apéndice D

Notacao

Ao longo dessa dissertacdo, procuramos utilizar as notagdes mais consagradas
possiveis. Para eventuais consultas e com o intuito de evitar erros de interpretacao,

relacionamos, a seguir, uma lista com defini¢des de termos.

\_xj Maior inteiro menor que x

>

Igual por defini¢ao a
al|b a divide b, onde a, b € N
Ac(.)  Complexidade aditiva complexa do algoritmo em questdo

AFT Transformada Aritmética de Fourier (Arithmetic Fourier

Transform)
Ar(.)  Complexidade aditiva real do algoritmo em questao

DFT Transformada Discreta de Fourier (Discrete Fourier

Transform)

DTMF  Dual-tone Multifrequency (Multifrequéncia em tons

duais)
o(.) Funcido de Euler

F Freqiiéncia de amostragem empregada na discretizagdo

de um sinal continuo no tempo

FSK Frequency Shift Keying (Chaveamento de mudanca de

freqiliéncia)



Smi.}
u(.)

Mc(.)

Mgr(.)

PCM

Re{.}
RMSE

SNR

=>

Parte imaginaria de um complexo
Fung¢ao de Mobius

Complexidade multiplicativa complexa do algoritmo em

questdo

Complexidade multiplicativa real do algoritmo em

questao
Comprimento de uma transformada discreta

Pulse Code Modulation (Modulagdo por Codificagao de

Pulsos)

Parte real de um complexo

Root Mean Square Error (Raiz do erro médio quadratico)
Signal-to-noise Ratio (Relagdo Sinal-ruido)

Versao quantizada de x
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Artigos

Desta dissertagdo, foram escritos os seguintes artigos:

J. B. LIMA, R. M. CAMPELLO DE SOUZA, H. M. DE OLIVEIRA E M. M.
CAMPELLO DE SOUZA, Faster DTMF Decoding.

In: XI International

Conference on Telecommunications. CD-ROM, Fortaleza, CE, Agosto 2004, aceito.

J. B. LIMA, R. M. CAMPELLO DE SOUZA, H. M. DE OLIVEIRA E M. M.
CAMPELLO DE SOUZA, Decodificagdo de Sinais DTMF Via Transformada

Aritmética de Fourier. In: XXII Simposio Brasileiro de Telecomunicacdes. Belém,

PA, Setembro 2004, aceito.

Faster D17

Decoding

LB, Limae, RM. Campello de Souza, HM. de Oliveira, MM. Campello de Souza

Recift
wlpe.be

Depastamento |I|. Eletrénica ¢ Sisteas - UFPE, CP. 7304
ss (i elogica com br, [ ricardo, hmos

PE, Brasil

Abstract. In this paper. & new method for the decoding of DTMF signs
proposed. The approch, which applies the Arithmetic Fourier Tr
more effighent, in terms of computstional complaxity, than existing tachriques.
Theoretical aspects and features that determine the accuracy and the
complexity of the proposed method are discussed

I Introduction

Computational complexity is a decisive figure of merit forithms intended for
frequency analysis. Bruns [1] developed o method for computing the coefficients of a
Fourier series using the Mihins inversion formula for finite series. The technique.
later called the Arithmetic Fourier Transform (AFT) [2]. requires mainly trivial
multiplications, except for o few scali Tufts and Sudasiv [3] d
very similur algorithm that had the cons 1o only deal with even
constraint was later removed by Reed and Tufts [4]. Reed and Shih [5] improved the
previous algorithm and proposed the simplified AFT. In this paper, 2 new method for
¢ DTMF (Dual-Tone Multi-Frequency) si s proposed, which is bas
on the AFT. The method applies the simplified AFT that has a lower computstional
complexity than its previous versions. Specifically, the number of multiplicati
imvalved in the decoring aperation is much lower tan that required by m FF
the Goertzel algorithm [8].
presented. On section 3, the relation 'IJ:tm:rn the L)l nd the Fourier seri
shown. The choice of AFT paramcters, such as the sampling rate and trans
length, are discussed in section 4. Some numerical results concerning the decoding
errors are shown. Section 5 presents the conclusions of the paper.

21 The Arithmetic Fourier Transform
This section briefly reviews a few hasic facts concerning the AFT, algorithm that is
in the heart of the proposed DTME decoding method

Theorem 1 (The Mihius inversion formula for finite series [4]): Assume that nis a
i ", is & nonzcro sequence confined to the interval 1 =n =N,

Decodificacio de Sinais DTMFE
Via Transformada Aritmética de Fourier

J B Lima, R, M. Campelio de Souwza, H. M. de Oliveira ¢ M. M. Campello de Souza'
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técnica,
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mener completidode antmética que suss verses
anerivres. Particularmente, o némer de mulliphicasies
emolvidas & substancialmente menor que o necessino
pars realizar 0 mesma decodificagio usindo
alzoritmos come o de Goertnel [6]. Apds @ inirciegao
d Transformada Discrets o o Trassformoda
Aritmética de Fourier, demonsimremos. na segéo 11l
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fundamenios que definem 3 escolba de  parimetros
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da transfiormada para wm case espesifico. Esses fatores
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complesidnde dr decodilicagsn que desgjamos realizar.
Sl nindas diverss remliados. A segio ¥
apresenta algamas conclusies & sugesties.

L A TRANSFORMALA ARITMETIC A
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Roed e Shib [5] refimmm o algoritma anterior e
propuserim a AFT Simplificada, que emvolve m
cilcula mais smétrico dos coeficientes pures ¢ impares
: o, & apresentadn wma aplicagio do
algoritmo prapests por Reed e Shils o decodificagio de
sinais DTMF. Além de sugerir uma implementagio com
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copregado em nossa propostn para decodificagio de
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