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RESUMO

Os reticul os constituem uma das t écni cas da

codificacdo de canal , onde 0 codigo é projetado de forma
interligada a modulacdo em um processo conhecido com "nodul acdo
codificada". Desde o monumental trabalho de SHANNQN, ficou clara
uma estreita relacdo entre a transmssdo em altas taxas e a
construcéo de estruturas densas em espacgos com alta
di mensionalidade. De Buda e De Oliveira-Battail demonstraram
independentemente a existéncia de reticulos que podem atingir a

capaci dade em um canal gaussiano. A dificuldade na inplementacdo de
reticulos reside em trés operacdes: O mapeanento das seqléncias
binarias nos pontos do reticulo, a decodificacdo de vetores
ruidosos em pontos do reticulo, e 0 demapeamento dos pontos do
reticulo em seqléncias binarias. A maioria dos algoritmos propostos
a priori sédo dedicados ao segundo processo, ou sado destinados a um
reticulo particular. Partindo de uma idéia simples, a decodificacéo
via baricentros estabelecida por .De Oliveira para constel acdes

bi-dimensionais, apresenta-se cono um processo compl eto de
codi ficacao e decodificacdo de reticulos obtidos a partir de
qual quer construcao codi go. Nest e algoritmo, 0 probl ema de
(de)codificacdo €é reduzido a wum problema de (de)codificacdo de
c6di gos binarios. Al ém disto, o problema de decodificacdo e
demapeamento reduz-se a um Unico problema: a decodificacdo de

vetores comruido diretamente em seqléncias binarias. O desenpenho
deste algoritmo é avaliado por sinmulacdo Monte Carlo e comparado
com outros (e.g. maxima verossimlhanca) . Conclui-se que, para os
reticulos obtidos pela construcdo cédigo A, este algoritmo ¢é de
maxi ma verossim | hanca, e para as demais construcbes, ele ¢é de
decodi ficacdo por "distancia cotada".



ABSTRACT

Lattices are one of channel coding techniques where modulation and coding are
jointly designed in an approach known as Coded Modulation. Ever since Shannon's
monumental work, it was clear that a strong relationship exists between achieving high
transmission rates and the construction of dense structures in high-dimensional spaces.
De Buda and De Oliveira-Battail have proved the existence of lattices which can
achieve capacity in Gaussian channels. The difficulties in lattice implementations are
concerned with mapping binary sequences into lattice points, decoding noisy vectors in
lattice points, and demapping points into binary streams. Most algorithms conceived
until now focus just the second point, or deal with a specific lattice. Starting with a
simple idea, namely Baricenter Decoding for two-dimensional constellations, we
introduce coding and decoding processes of lattices obtained from any code
construction. In such algorithms the problem of (de)coding is reduced to a problem of
(de)coding binary codes. Furthermore, decoding and demapping are condensed into a
single problem: Decoding noisy signal vectors directly into binary sequences. The
performance of this new algorithm is evaluated by Monte Carlo simulation and
compared with other different decoders (e.g. maximum likelihood). We conclude that,
for lattices built from construction A, this algorithm is maximum likelihood, and for
those derived from any other generalized construction, it is abounded distance one.

RESUME

Les réseaux sont des techniques de codage du channel ou les codes sont projetés
d'une facon liée a la modulation dans une approche nommée de modulation codée. Des
les travaux magnifiques de Shannon, il a été clair I'éroite relation entre I'obtention de
débits élevés et la construction de structures denses dans une espace a haute dimension.
De Buda et De Oliveira-Battail ont démontré, independentemment, ['existence de
réseaux qui peuvent atteindre la capacité d'un channel gaussien. Les difficultées de mise
en cauvre des réseaux concernnent trois taches: Le mapping (application) de séquences
binaires dans des points du réseau, le décodage d'un vecteur bruité dans un point du
réseau, et le demapping de points dans des trains binaires de données. La plupart des
algorithmes propposés auparavent ont été dédiés au deuxiéme processus, ou ne sont
valables que pour un réseau particulier. D'aprés une idée assez simple, le décodage par
baricentres établie pour De Oliveira dans le cadre desjeux de signaux bidimensionnels,
on a aboutit a un algorithme de codage/décodage de réseaux congues a partir d'une
formule code quelconque. Dans cet algorithme, le probléme de (dé)coder est remit au
probléme de (dé)codage de codes binaires. D'allieurs, le probléme de "décodage suivi de
demapping” est condensé dans un procédé unique: le décodage du signal bruité
directement dans des données binaires. Les performances de ce nouveau algorithme sont
évaluées par simulation sur ordinnateur et comparées avec celles d'autres méthodes de
décodage (e.g., maximum de vraisemblance). On montre que, pour des réseaux
obtenues pour la construction A, cet algorithme est de maximum de vraisemblance, alors
gu'il sagit de décodage borné en distance pour les réseaux concues a partir d'autres
constructions généralisées.
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ATEF SHARI' A DI SSERTAGCAO DE MESTRADO [CAP. 1) 1.

CAPITULO 1
INTRODUCAO
1.1 - | NTRODUCAO
Nas comuni cacbes digitais confiaveis, um dos
objetivos maiores do projetista é& a construcdo de uma lista de

pal avras codigo, as quais podem ser transmitidas simultaneamente

com confiabilidade maxima e poténcia mnim. Cada palavra cédigo

pode ser representada por um vetor de n digitos, onde cada um
destes pode assumir q valores. Por exemplo, n pode ter o valor 8,
ou seja, cada palavra possui oito digitos, e cada um dos digitos
pode assumr um dos valores {0,0.5,1,-1,-0.5}, ou seja, q=5. Em
principio, este sistema pode gerar 5° palavras coédigo diferentes.
Conb a diferenca entre diversos pares destas palavras €& muito
pequena, t al sistema é vuneravel ao ruido do canal e pode estar
sujeito a um grande nunero de erros aleatérios na transm ssdao. Por
exemplo, a diferenca entre a palavra (1,1,1,1,1,1,1,1) e a palavra
(1,1,1,1,1,1,1,0.5) é tao pequena que, se as duas palavras forem

usadas em canal ruidoso, existe unma grande possibilidade, em funcdao
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ATEF SHARP A DI SSERTAGAO DE MESTRADO [ CAP. 1) 2.

do nivel do ruido, de que as duas sejam confundidas. Um maneira
alternativa de se colocar o problema é: se a diferenca entre duas
pal avras é tdo pequena conb no caso das duas palavras acima, unma
grande poténcia €é necessaria para garantir que as duas palavras
possamser distinguidas empresenca de ruido.

A relacdo matematica entre a distincdo das pal avras
codigo e a poténcia requerida para transmiti-las comconfiabilidade
arbitrariamente fixada foi brilhantemente formulada por Shannon [ 1]

eml1948.

TECREMA (1: 1) (CODI FI CACAO DE CANAL)

Seja P a poténcia média de transm ssdao, e suponha
que o ruido é aditivo, Gaussiano e branco de poténcia N na banda W

E possivel por um sistema de codificacdo suficientemente

complicado, transmitir digitos em una taxa

(1:1) C= W log = 1"'— bits/seg,
com frequéncia de erros t@o0 pequena quanto se deseje. Em
contrapartida, ndo é possivel, por qualquer método de codificacéao,

transmitir emunma taxa maior e ainda se t er uma frequéncia de erros

arbitrariamente baixa.

ALGORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS



ATEF SHARI' A DI SSERTAGAO DE MESTRADO [CAP. 4] 92.

novo eixo (y”~c”) a fimde realizar a primeira etapa da segunda
fase, e nos eixos (y -c ), = 2,3,...,n, para a realizagdo do

resto das etapas desta fase.

TECRENVA 4: 1. Suponha que ap6s a (j-1)-ésim fase

da divisao do reticulo Z', temos o centro (c, c,. ... .. . , C) cono
1 2 n

centro do grupo que contém o vetor recebido, entdo o centro do

grupo escol hido ap6s a k-ésina etapa da j-ésimn fase é uma das
combi nacdes (c.x2™°, c,x2"°, . .. .. ., Cx2"’>° . » o N ot

k. = 1,2,....n.

PROVA. Conob notamos na prova do lema (4:1),
consideremos o0 caso de um eixo Z. Na primeira fase, as coordenadas
de Z foram divididas em dois subconjuntos: negativas e positivas.
Cada subconjunto tem 2"' coordenadas. Na segunda fase, cada
subconjunto foi dividido emmais dois subconjuntos comrelacdao aos
centros ¢ = 2" ', Cada novo subconjunto tem 2"* coordenadas da
const el acéao. Em geral ap6és a j-ésima fase da divisao, as
coordenadas serdo divididas em 2° subconjuntos, cada subconjunto
tendo 2" coordenadas, as quai s sao exatament e: C #1,
c’+3, ., c’+t(2"~’**-1), onde c¢c° €& a mdia aritmitica das
coordenadas de cada subconjunto que esta atual mente no processo de
divisdo. As coordenadas de cada subconjunto serdo divididas em

relacdo ao centro ¢’ concluindo dois subconjuntos: 0 primeiro

ALCORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETIi CULOS



ATEF SHARI' A DI SSERTACAO DE MESTRADO [CAP. 41 93.

tendo os valores c¢’+|, c¢’+3, , Cc'+(2"~*-1); e o0 segundo
tendo os valores c¢’'-1, ¢-3, .. . . , C’-(2"~°*-1). O centro de

cada subconjunto é <c¢’'*, onde

i CH L o+ ¢+ 34+ cTH(27 )
C - T
2m"J
m-J+l
1+3+ . +(2 -1)
c =c +
2" -
Cono
14345+ = . . . . #(2n-3)+(2n-1)=n",
fazemos
2" - = 2n- 1,
n =2 )
Ent &o:
2(m-j)
(4:2) c’''= c'+ =c + 2™,
25|J
QE D
COROLARI O 4:1 Os centros dos pontos de cada grupo

concluido ap6s a j-ésiman etapa da divisdao de qual quer reticulo,

onde j=1,2,3,....,m sd da forma:

ALGORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS
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(4:3) cC =B 2

onde B,= (M,

T b AT
oo

sendo b"- *1.

COROLARI O 4:2 Qual quer
ser definido da seguinte forma:
(4:4) P =B 2"" . B 2"+
' ! m 1 m- 2
onde j =1, 2, 3, ,m eB=(b,, ',
DEFI NI CAO 4: 3- Vanos
apresentam sob a forma
(4:5) cC :=B 2" B 2°" T+
: ° m- 1 m 2

como centros pré-finais. Claro que;

C =0 (nod 4) .

DEFI NI CA*0 4: 4- Vanos

apresentam sob a forma:

| CAP. 4] 94
..+ B 2% ~> |
m-J
ponto do reticulo A pode
n
+ B 2*+ B 2°,
1 0
d hi 1
definir os centros que se
~+ B 2°+B 2,
3 2 '
definir os <centros que se

ALGORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS



ATEF SHARP A - DI SSERTACAO DE MESTRADO [ CAP. 4) 9 5.
(4:6) C :=B 2"~'« B 2°~*+ + B2°*+B2"*,
* * m-

cono centros finais. Claro que,

C -0 (mod 2) .

DEFI NI CAO 4:5- Vanps definir os centros que se

apresentam sob a forma:

(4:7) c” =B 2"~'+B 2"+ + B 2"~

onde j=1,2,3, ...... (m-3), eB= (b, |
como centros iniciais. Claro que,
C~ =0 (nod 2"™°) .

A tabela (4:1) mostra os valores das coordenadas de

cada tipo destes centros.
Podenpos usar esta sinmplificacdo na estrutura dos
centros e esta representacdo dos pontos do reticulo para propor um

sistema de codificacdo e decodificacdo si mples.

ALGORI TMOS DE CODI FI CACAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS
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DI SSERTAGAO DE HESTRADO

[ CAP. 4]

96.

Tabela (4:1). Coordenadas dos centros definidos anteriormente
m centros centros centros
Cniciais pré- finais const el agédo
finais
1 1
2 12 +1, £3
3 4 +2, +6 +1, £3, £5+7
4 +8 +4,+12 +2,+6, +10, 12 | +1, +3, £5, +7
9, £11, +13,
+15
5 +8, £16 +4,+12,+£20 | £2, +6, +10, +14 |+1, +3, £5, +7
124 +28 +18, £22, +26, +9,+11, +13,
+30. +15, , £29,
+31.
4:2) DECODI FI CAGAO.
E féacil observar que a equagdo (4:4) € a
representacgao sinmbolica da construcéo codigo de reticul os.

Portanto, partindo das simples idéias da composicado de pontos do

reticulo por centro de gravidade, reencontramos uma relacdo com a

formula codigo do reticulo. Para os reticulos obtidos aplicando-se
a construcdo A, o vetor B, deve ser uma palavra de um codigo C,
definido para cada reticulo A , onde
n
A= 2Z'+ C(()n, ko’ do).

ALGORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS



ATEF SHARPA DI SSERTAGAO DE MESTRADO | CAP. 4] 97.

sendo TL = #1,43,...,4%(2 =-1). Para reticulos obtidos aplicando-se
a construcdo B, o0s vetores e B, devem ser palavras de dois
codi gos e C,, respectivamente, definidos para cada reticulo ,
onde

A= 4z"+2C (n, k , d)+ C(n, k , d),
n 1 1° 1’ 0 o' '

sendo 1 = #1,#%3,... ,%(2 -1) . Bm geral, para reticulos obtidos

aplicando-se a construcdo codigo generalizada, o0s vetores B,

B, ., e B devem ser palavras c6digo dos cddigos C,,
c, ..., e C , onde

A= 22+ 2°-'C + . ... + 2C + C.

n g-1 1 0
sendo 1 = £1,+3, ... ,x(2*"-1).Vanps discutir o sistema de

decodificacdo para cada construcédo.

4:2:1) CONSTRUGAO A.

Par a reticul os obtidos pel a aplicacéo desta
construcdo, o uUltinm termo da equacdo (4:4) ¢é redundante e deve ser

uma palavra de um codigo definido para cada reticulo. A

decodificacdo é constituida das seguintes etapas:

ALGORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS



ATEF SMART A DI SSERTAGAO DE MESTRADO [ CAP. 4] 98.

1- reducdo do vetor recebido R a umvetor Re [-2,2],
onde

R=R, (nod 22") ,

2- decodificacdo de R, em uma palavra B, do cdédigo
v

3- Subtracdo de B, do vetor R. O resultado R"B, s
decodificado em um centro final;
C =8B 2" * B 2™ L. + B 2+ B 2*.

m- 1 m- 2 2 1
4- O ponto P = C + B, é o ponto decodificado.

A reducdo de R a R,(mod 2Z") é realizada de acordo
com o processo na figura (4:1).
Tendo em vista esta discussdao, o seguinte algoritmo
encontra o ponto do reticulo A = 2Z'" + C,(n,k,d) mais proéxino do

vetor recebido R = (r , .. ,r ) e R, (veja figura 4:2).
1 n

Al goritmo C4:1).

facai =ml, R=Cr. TR | D=R
t Vi in
define o vetor o= <q . O0F" | -
etapa 1
B = sgnCR D onde sgnC R ) sinal R ;
se |r..|<qg., entdo, q. = Ir. I, para j=1 . . n,
se i= O, va a etapa 3.
etapa 2
R =R-2'*B; i =i-1;

ALGORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FICACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS



ATEF SHARI'A

Figura

(4:1)

DI SSERTACAO DE MESTRADO ( CAP.
R
i
1=1
I
B = sgn ( R)
.1

nao

Reduzir R a R, (mod 22"

4)

99.
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R
1
i =m
P=20
R i R, (nobd 22")
i
R ‘0 B
0 0
P=P+ B

joy)
I
wn
«Q
>
—~
Py
~

» termne, o ponto decodificado é P

Figura (4:2) Algoritmo para decodificacdo de reticulos

aplicando a construcdo cdédigo A.

ALGORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS
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etapa 3

3:1D decodifique o vetor R = B * Q em um palavra
o] o]
do cdédigo C'Crwk.dD usando um dos métodos de decodificacdo suave

0tima, gerando umnovo vetor B .

3:2) R=R- B,
etapa 4
faca i =m-1; R*= R (condicédo inicial)
4:1) I?|>=sgn(R|), onde sgn( R))J) := sinal F\I’»J;
se i= 1, va a etapa (4:3).
4:2) R,, = R, 2'* B,;
i =1-1j
volte a etapa (4:1);
4:3) o0 ponto
P =B 24 B 2t L + B2*+ B 2°,
i i 1 i 0

€ 0 mais proxim do vetor recebido R

A dltima etapa (4:3) pode ser anulada no caso que

gueremos mapear 0o vetor recebido em uma sequUéncia binaria

correspondente ao ponto P, com  veremos no algoritmo de
codi ficacéao. Exempl os dos reticulos D e E serdao dados apds una
4 8

di scussdo da construcgédo B.

ALGORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS
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E bem conhecido que esta taxa critica de transm sséo
¢ chamada de "capacidade do canal de transm ssédo".

Infelizmente, o teorema de Shannon n&o mostra cono
construir tal sistema, embora confirme sua existéncia. Tal sistema
requer uma poténcia cerca de 9 dB inferior a wum sistema nao
codificado com a nesma freqiéncia de erros [2]. Muitos sistemas de
codificacdo foram construidos, contudo nenhum del es tem se
aproxi mado das promessas de Shannon. GCono veremos ha discussdao dos
sistemas de modul acdo codificada, o. sistema mais complexo e pratico
pode diminuir a poténcia de transm ssdo em cerca de 6 dB.

Ua maneira de se projetar umconjunto de sinais que
se aproxime dos padrdes prometidos no teorema de Shannon ¢
representar cada sinal ou palavra de n digitos conp um ponto em um
espaco de n dinmensdes. Por exempl o, consi dere uma seqléncia
qual quer de oito numeros pertencente ao sistema de sinais anterior.
Fisicamente, cada numero corresponde a um nivel de voltagem na
linha de transm ssdo, e assim cada palavra pode ser mapeada em um
grafico bidimensional conmo um série de oito pulsos distintos cujas
alturas séo especificadas ao longo do ei xo do t empo.
Mat emati camente, um ponto em um espaco de oito dimensbes pode
representar a nesma informagdo que esta série possa ter. Suponha
gue o primeiro numero de cada sequéncia seja o valor da primeira
coordenada do ponto, e o segundo numero seja a segunda coordenada,
e assim por diante. Desde que cada ponto em oito dimensfes ¢é

determinado pela fixacdo dos valores de todas as oito coordenadas,

ALCORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETIi CULOS
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4:2:2) CONSTRUCAO B.

Em reticulos obtidos aplicando-se a construcdo B,

onde A é umreticulo se e somente se A= 4z+ 2Cc+ C, anbos B e
n n 1 0 1

B.,, na equacao (4:4), devem ser palavras dos codigos e c,

respectivamente. Conop revela a equacdo (4:4), O processo de

decodificagcdao envolvendo o termo B, é una funcdo de B, e vice-
versa, portanto ndo hd a possibilidade de decodificar nenhum del es
sem conhecer o outro. Conb para .um vetor recebido R anmbos séo
desconhecidos, entdo uma maneira de se obter a decodificacdo por
maxi ma verossim |l hanca é passar em todas as pal avras do cdédigo C,
decodificando o vetor
(4:13) R= R -(B 2+ B 2'-"+ . . . 4+ B 2°)
v ' 1 <1 i -1 o '
em uma palavra do cédigo C', onde B, é uma palavra do codigo C,.
Para cada combinacdo de B, e B,, encontramos um ponto decodificado
e escol hemos aquele que tem a menor distancia do vetor R

Ora, passar através de todas as palavras do codigo
C, torna o processo de decodificacdo complexo e lento. A outra
alternativa & decodificar o vetor R, em unma palavra mais proxim de
C, e a partir desta palavra decodificar o vetor R definido na
equacao (4:13) em um vetor mais proxinm em . Tal reducdo néao
altera significantemente o desempenho do algoritmo, que ainda é

virtual mente equivalente aquele de decodificacdo por maxim
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verossi m | hanga, cono mostraremos

resultado é confirmado em [22].
A partir
recebido

seguinte que decodifica um vetor

reticulo A=

n

um ponto no

de simlacéo

0 mais proximo de R é quase zero.

Al goritmo C4:2).

facai =ml; R=Cr. , ..,
\% toi t-n
define o vetor Q-+« Cg .o Q
etapa 1
B. = sgnCR. D, onde sgnC R }
se |r..|<q., entSo, q. = Ir.
se i= g, va a etapa 3.
etapa 2
R =R- 2'* B,
i - iV |
io=0-1; volte a etapa 1
etapa 3
3 12 decodifique o vetor

pal avra do cédigo C Cn.k.dD usando um dos

g

suave 6tima, gerando um novo vetor B ;

g
3:25 R=CR - 2°* B5/2.
g
se g=l va a etapa 4,
g=i.

par a

desta sinplificacdo,

o reticulo ~, . * 7

propomos o

R = (r , , P

indicam que a probabilidade de que este ponto ndo

D=R g =0
IR
D« sinal R
|, para j=1|,...,n
R = B D2 em

al goritmo
e R em

47"+ 2C + C (veja figura 4:3). Resultados
1 0

seja

una

g
mét odos de decodificacao
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i = ml;, RR RO %

vd a etapa 1

etapa 4
faca i = ml, R*= R (condigado inicial)
4:1) B=sgn(R) . onde sgn( R ) :=sinal R ;
se i= 2, va a etapa (4:3).

4:2) R j =R- 2" B;
I
volte a etapa.(4:1);
4:3) O ponto
P=B2* B 2'-'+ ..+ B 2+ B 2°,

i i -1 i o
€ o0 ponto decodificado.

Conp na construcdo A, a ultima etapa (4:3) pode ser
elim nada caso desejemos decodificar diretamente em unma seqliéncia

binaria que corresponde ao ponto P.
4:2:3) CONSTRUCAO CODI GO GENERALI ZADA

O algoritmo (4:2) pode ser generalizado para
decodificar qualquer reticulo obtido usando-se a construcdo codigo
generalizada [ 22] . Suponha que o reticulo A tema fornmula cddigo

n

seguinte

(4:15) A= 2072+ C 2+ . . . . +C 2+C 2°
0

- ' n g-1 1
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R
i
I = m1l
Cg? P=20
R =R (mod 2°°Z")
9
T
R /2 % B
Y > g
P=P+ 2B
R =R - B
g=12 nao g=g+l
I sim
B =sgn ( R)

termne, o ponto decodificado é P

Figura (4:3) Algoritmo para decodificacdo de reticulos

aplicando a construcdo cédigo B.
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onde C é um cb6digo de bloco, C ¢ C. O algoritmo seguinte

t to- | L

codifica um vetor R e R em um ponto no reticulo A Cveja figura

n

4. 45,
Al gori t mo C4: 35.
facai =ml; R=Cr. ... ,r 5= R j =0
||
define o vetor Q=C . . . g )= |R
etapa 1
B=sgnCR), onde sgnC R 5 : e sinal R
t i t,] V.
se |r..|<q., entédo, q. = |r..|], paraj =1,...,n
se i=j, va a etapa 3.
etapa 2
R = R 2'* B
L-1 | t
i =i-1;
volte & etapa 1
etapa 3

3:15 decodifique o vetor R= B 5/2 em uma
J

J

palavra do cddigo C Cn,k,d5 usando um dos métodos de
decodificacSo suave Otima, gerando um novo vetor B”";

3325 R=R - 2'* B5,

J
se j = g-1 va a etapa 4,

ISR
i = ml; RR R &R
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vd a etapa 1

etapa 4
faca i = m1l; R" R (condicdo inicial)
4:1) B=sgn(R), onde sgn( R ) :=sinal R ;
se i= g, vad a etapa (4:3).
4:2) IIR = Ri' 2% |3

volte a etapa (4:1);
4:3) O ponto
2+ + B2*+ B 2°,

1 (0]

P=B;27 B |

¢ o0 ponto decodificado.

4:2:4) EXEMPLCS
1) O RETICULO D
4

Este reticulo pode ser obtido aplicando-se a

construcéao A,
D, = 22+ C,(4,3,2),
onde o cédigo C, € um codigo de um Uunico digito de paridade, o qual

pode ser decodificado pela <« troca de sinal da coordenada nmenos

confiavel se o teste de paridade falhar.
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R
J
i =m1l
j=0P=0
R = RJ (mod 2°°'Z")
R. /2 i B
>
P=P + 2JBi
R =R - B
i1
iz g-i 2 nao i-
l sim
B = sgn ( R)

ao

Termine, o ponto decodificado é P

Figura (4:4) Algoritmo para decodificacdo de reticulos

aplicando construcado codigo generalizado.
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EXEMPLO 4: 3

Suponha que este reticulo seja construido usando-se
uma constelacdo bidi mensional de 2° pontos (m = 4) . Queremos, por

exemplo, decodificar o vetor

R= (12.8. -8.9, 0.5, -3.7),

em um ponto mais préximo. As etapas 1, 2, e 3 do algoritmo (4:1)

anterior resuitam em

1 R /B

3 R3 12.8, -8.09, 0.5, -3.7
Ba 1 -1 1 -1

> R2 4.8 -0.9 -7.5 4.3
B2 1 -1 -1 1

1 Ri 0.8 3.1 -3.5 0.3
Bi 1 1 -1 1

0 Ro -1.2 1.1 -1.5 -1.7
Bo -1 \ -1 -1

A palavra do cédigo CC4,3,a5 mais proxima ao vetor
R0 =Q =¢.8 .9. -5 ,-.3D éB =2C-1, +1, -1, +15. A etapa quatro do

mesno algoritmo resulta em
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1
3 R3 13.8, -9.9, 15 -M7
Ba 1 -1 1 -1
5 R2 5.8 -1.9 -8.5
B2 1 -1 -1 1
1 Ri 1.8 2.1 -2.5 ST
Bi 1 1 -1 -1

Portanto o ponto decodificado é:

P=B2+ B2+ B2+ B2°

3 2 1 0
= (1,-1, 1,-1)* 2% (1,-1,-1,1)* 2
+(1,1,-1,-1)% 2%+ 1) * 2,

= ( 13,-9, 1,-)

2) O RETiCULO E
! 8

Este reticulo pode ser obtido aplicando-se a
construcao A,

E=2Z+C(8,4,4),
8 o ' o

onde o codigo C,(8,4,4) €& um codigo de Reed-Muller de |I* ordem o
qual pode ser decodificado usando-se o mtodo apresentado no

capitulo anterior.

EXEMPLO 4: 4

Suponha que este reticulo seja construido a partir
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de uma constelacdo bidi mensional de 2 pontos (m = 4) . Queremos,
por exemplo, decodificar o vetor

R = (12.8, -8.9, 0.5 -3.7, 58, ~-7.3, -11.1, 2.2
em um ponto mais proximo. As etapas 1, 2 e 3 do algoritmo (4:1)

anterior resultam em

1 R/B
R | 12.8, -8.9, 0.5,-3.7, 58 -7.3, -11.1, 2.2
3 9
B, | 1 -1 1 -1 1 1 1 1
R | 48 -09 -7.5 43 -2.2 07 -3.1 -5.8
2 2
B, 11 1 1 1 -1 1 | 1
. R ' o8 31 -35 03 1.8 -3.3 0.9 -1.8
P 1 1 1 1 -1 1 1
0 3) -Q8 o.q -06 -0.3 -02 -0.3 -0.Q o. |
6o | -1 i -\ \

Usando um decodificador para‘C (8,4,4), b vetor R &
decodificado no vetor B,= (-1,1,-1,1,-1,1,-1,1). A etapa 4 do nesnp

algoritmo resulta em

1 R/B
\/ i}
R 13.8, 9.9, - Q5, -2.7, 4-8 10. 1, 1.2
3 B
3 1 -1 1 1 1 1 1
R 5.8 -1.9 5 5-3 3-2 Li -2.1 6.8
2 2
5, 1 1 1 1 1 1 1 1
1 Rf 1.8 2.1 3.5 1.3 f.8 1.9 1.8
Bi 1 1 i 1 1 1 1 1

Final mente o ponto decodificado é
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cada palavra cédigo do sistema pode ser representada como um ponto
distinto em um espaco de oito di mensdes.

Quando as pal avras co6digo sdo representadas cono
pontos em um espaco, dois aspectos importantes de um conjunto de
palavras codigo podem t er una interpretacdo matematica; primeiro,

lembre-se que as pal avras cédigo devem ser distinguidas

confi avel mente entre si . Bm um espagco de oito dimensdes, por

exempl o, isto sugere que o0s pontos que representam as palavras
cO6di go devam ser separados por uma distancia mnim elevada. Cono a
di stancia Euclidiana wentre dois pontos em um espaco de oito
di mrensdes nmede a distingdo entre duas palavras cédigo?. Par a
determinar a distancia Euclidiana, a diferenca entre os dois
val ores de cada coordenada elevada ao quadrado. Pequenas diferencas
entre os valores das duas coordenadas (i .e. diferencas menores do
que 1) serdo reduzidas, enquanto diferencas maiores (i .e. maiores
do que 1) serdo ampliadas. Conb as diferencas pequenas emnivei s de
voltagem sdo as mais provaveis <causadoras de confusdo entre
pal avras cddigo, entdo a distancia Euclidiana é uma medi da razoavel
para a distingdo entre sinais perturbados por ruido gaussiano [31].

Consi dere, por exempl o, as duas pal avras
(2,1,1,1,1,1,1,1) e (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5). O quadrado
da distancia entre os dois pontos €& a som dos quadrados da
diferenca entre as coordenadas das duas palavras, cada um sob a
forma (1-0.5)°. Assima distancia entre os dois pontos é -l 2 .De

acordo coma métrica Euclidiana, as duas palavras (1,1,1,1,1,1,1,1)
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ATEF SHARI * A

P=B2+ B2+ B2'* B2°

3 2 1 0

=(1-1-1-11-1-1 1)* 2+
(1-1 1 1-1-1-1-1)*2'+
(11111 - 11 -1)*%2'+
(-1 1 1-1-1-1-1 1)*2°
= (13 -9 -1 -3 T-A-l1 3,

3) O RETIiCULO A
' 16

Este reticulo pode ser obtido aplicando-se a

construgdo B, onde sua foérmula cdédigo é

A = 27+ C (16,15,2) + C (16,5, 8).
' ! v 0

16 |

O co6digo C (16,5,8) ¢é um codigo de Reed-Muller de 1* ordem

enquanto o cédigo C (16,15,2) ¢é um cédigo de um Unico digito de

pari dade.

EXEMPLO 4:5

Suponha que este reticulo seja construido usando-se

unma constel acdo bi di mensi onal de 2 pontos (m = 4) . Querenos, por

exemplo, decodificar o vetor ruidoso
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R = (12.8, -8.9, 0.5 -3.7, 58 ~-7.3 -11.1, 2.2,
3.4, 12.2,-9.3,-4.2,6.3,8.5,-1.1,-5.1)
em um ponto mais proéxinm.

As etapas 1, 2, e 3:1 do algoritmo (4:2) produzem

B,= (-1-1-1-1-1-1-1-111111111) .

Q

Logo subtraimps o vetor B do vetor R, ou seja

Pu)
1

(13.8, ~-7.9, 1.5, -2.7, 6.8 -6.3, ~-10.1, 3.2,

2. 4, 11.2, -10.3, -5.2, 5.3, 7.5 -2.1, -6.1).

Usando este vetor, a etapa (3:2) do algoritmo (4:2) resulta:

1 R/B_
r-—1
R, 13.8,-7.9, 1.5, -+2.7, 6.8, -6.3, -10.1, 3.2
3 2.4, 11.2,-10.3, -+5.2, 5.3, 7.5 -2.1, -6.1
B, 1 1 1 'l 1 -1 1 1
1 1 1 ‘1 1 1 -1 -1
R, 58 0.1 -6.5 53 -1.2 1.7 -2.1 4. 8
5 5.6 3.2 -2.3 .8 -2.7 -0.5 5.9 1.9
Bl 1 1 1 1 -1 1 -1 -1
-1 1 1 1 -1 -1 1 1
, | f 18 -39 .25 13 28 -23 19 -0.8
1.6 -0.8 1.7 -1.2 1.3 3.5 1.9 -2.1

um palavra no co6digo C (16,15,2).
1
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A etapa 4 do nesno algoritmo resulta:

114.

i R/B
R| 10.8, -5.9, 3.5, -4.7, 458 -4.3 -12.1, 5.2
3 4.4, 13.2, -12.3 ,-3.2, 3.3, 55, -4.1, -4.1
Bl 1 1 1 1 (S R 1
1 1 -1 1 1 1 -1 1
Rl 28 21 -45 3.3 -32 37 -41 -2.8
, 3.6 52 -4.3 4.8 -4.7 -25 2.9 3.9
Bl 1 -1 t 1 1 -1 1
1 1 -1 1 1 11 1

Portanto o ponto decodificado seré

B2+ B2°+ B2+ B2°
3 2 0

i
(1-11-1 1-1 -1111+-1 -1211-1-1) 2°

(1 1-121-12-1 -1-11-11-1--111) 2°

(1-1-11 1-11-1-1-11-1111-1) 2

( -12-2-1 -2-1 -1--1 -1 1 11 11 111)

20

= (11,-7,1,-3,5,-7,-11,3,3,11,-9 ,-5,7,11,-1,-5).

4:3) CODI FI CACAO

Aplicamos os algoritmos anteriores de decodificacgéo

de reticulos construidos utilizando-se constel agbes bidimensionais,

para propor um algoritmo que mapeia diretamente o ve

tor

ruidoso

recebido em uma seqiéncia binaria correspondente em um ponto mais
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proxi mo daquele vetor.

Este algoritmo é baseado em um outro [6] que mapeia
uma seqUéncia binaria em um sinbolo de uma constelacdo QWM senso
estrito (quadrada) , e demapeia um vetor R € IR em uma seqlUéncia

bindria que corresponde ao simbolo mai s proxim da constel acao.

4:3:1) CODI FI CACAO PARA CONSTELACOES BI DI MENSI ONAI S

4:3:1:1) NMAPEAMENTO BI T A Si MBOLO

Vanos considerar una const el acéao bi di mensional
quadrada de M = 2°*" pontos, t al ~conmo na figura (4:5), com
coordenadas sob a forma: t1, +3, t5(2"-1). Ua palavra
binaria de comprimento 2m é atribuida a cada ponto, conmp indica a
figura (4.5), onde m = 3. Inicialmente, cada dois bits sao

acoplados com um vetor bidimensional b O, k>, / definindo m

vetores, de t al modo que a palavra binaria b pode ser escrita cono:

(4:16) b- (b , to ,— | b to).

A conversdo da informacdo binaria em ponto de

sinalizacdo pode ser feita de acordo com o procedi mento seguinte.
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011111 011101 010101 010111 110111 110101 111101 111111
. . . . .

011110 011100 010100 010 110 110 110 110 100 111100 111110
. . . s . .

011010 011000 010000 010010 110010 110000 111000 1110 10
. . . . 3 . .

011011 011001 010001 0100112 110011 110001 111001 111011
. . . . l . . . .
-1 -3 -5 -7 1 3 5 7

001011 001001 000000 000011 100011 100001 101001 101011
) . . .

@M1010 001000 000000 0000 10 100010 100000 10 1000 10 10 10
. . . 3 . .

1110 001100 00010 0 000 110 100110 100100 101100 10 1110
. . . s .

ool 111 001101 000101 000111 100111 100101 101101 101111

=7

Figura (4:5). Esta figura mostra a atribuicdo de bit-a-

simbol o de una constel acdo de 64 pontos de acordocom [ 6] .
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Al goritmo (4:4)

etapa 1
Gerar uma nova palavra B pela troca dos 0's por -1,
definindo assim
(') R OO S I A VAR V2
etapa 2
O ponto da constelacdo é dado por
(4:18) P =B * 2™+, ..+ B * B *oo0% B2+
N ! m- 1 ml m- 2 1
B *B *...* B2* B2°,
m | m- 2 1 0

onde * denota a nmultiplicacdo vetorial definida da seguinte

maneira;:

(4:19) P* P, 1= ( XX, Yy)

onde

EXEMPLO 4:6

Consi deremos uma constelacdo de M = 4 pontos (m =

3). Cono exemplo, vamps encontrar o ponto da constel acdo associado

a seqUéncia binaria (100011). Tenos
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o
1]

(1-121-12-1211 =( B, B, B
assim

P=B2+B*B2+B*B*B 2

como confirma a figura (4:5).

A interpretacdo deste método de rotulagcdo binaria €
simples. Os primeiros dois bits (10) selecionam o quarto quadrante
da constelacdo de 64 pontos, reduzindo-a a uma constelacdo de 16
pontos cuja origem estid no ponto (4,.-4). Os segundos dois bits (00)
escolhem o terceiro quadrante da nova constel acéo, reduzindo-a a
uma constelacdo de 4 pontos, cuja origem estd no ponto (-4, 4) +
(-2, 2) = (2, -2). Os Gltims dois digitos escolhem o ponto (1,-1)
nesta altim constel agédo.

A designacdo dos simbol os binérios aos quadrantes €
feita de acordo com a figura (4:6), onde a constelacdo de sinais é
dividida em 4 constel agcbes menores equivalentes. Partindo da origem
do sistema de eixos, se 0 quadro cair na diregcdo do arco
horizontal, designamos 1 no primeiro bit, e 0 caso contréario. Da
mesnma maneira, o arco vertical define o segundo bit. Observe que os
arcos senpre partem da origem 0 que garante que a distancia de
Hamming entre os dois pontos mais proximes, no sentido Euclidiano ¢
um bit. Tal vantagem pode ser sacrificada para diminuir a
compl exi dade do algoritmo que pretendemos construir. A nudanca que
fazemos implica que os arcos sempre tenham a nesma direcdo, cono

mostra a figura (4:7). Deste nodo, re-rotulamos os pontos da
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011111 011101 010101 O10111 110111 110101 111101 111111
011110, 011100 010100.010110 110110 110100 111100 1110
011010 011000 010000 010010 110010 110000 111000 1 1010
011011. 011001 010001 > 110011 110001 1110 01 1011
! 010011
-1 - 3 -5 -7 1

001011* 001001 0O0OO0OOO OOOO11 100011 100001 101001 10 1011

-1

<
0010 10 001000 000000 OOOO1O0 100010 100000 101000 101010
_
001110 001100 000100 000110 100110 100100 101100 101110
001111 001101 000101 000111 100111 100101 101101 10 1111

7

Figura(4:6). Designacdo de bhits aos quadrantes da cada cons-
tel acdo. Observe o sentido dos eixos. [ 6],
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constel acdo nas sequéncias binarias, com mostra a figura (4:8)

Portanto a eq. (4:18) sera

(4:20) p = B ¥ 2"'+...+ B 2*+ B 2°.
m- 1 1 (]
EXEMPLO 4: 7
Consi deremos uma constelacdo de M = 2° pontos (m =

3). Cono exemplo, vamps encontrar o.ponto da constel acdo designado
a seqUéncia binaria (100011). Tenps
B=(1-1-1-111) =( B,, B,, B,).

Assi m,

comp confirma a figura (4:8).

4:3:1:2) DENMAPEAMENTO Si MBOLO A BIT

O demapeamento €& similar ao algoritmo em|[6], exceto
pel as consequUéncias da nodificacdo anterior. Suponha que sgn(.)
seja um operador definido sobre IR, que indica o sinal das duas

coordenadas, isto @,

(4:21) sgn(R) = (sgn x" sgn , dado R*x"*y”" e IR
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010101 010111 011101 011111 110101 110111 111101 111111
. 7 .

010100 010110 011100 011110 110100 110110 111100 111110
. . . E .

010001 010011 011001 011011 110001 110011 111001 111011
. . . 3 . .

010000 010010 011000 011010 1 10000 110010 111000 111010
. . . . 1 . . . .

-1 -3 -5 -7 1 3 s 7
000101 000111 001101 000111 100101 100111 101101 101111
. . . . 1 . . .
000100 001010 001101 000110 100100 100110 101100 101110
. . . . _3 . o
000001 000011 001001 001011 100001 100011 101001 101011
-5
000000 000010 001000 001010 100000 100010 101000 101010
-7

Figura (4:7). Esta figura mostra a atribuicdo de bit-a-simbolo
de uma constelacdo de 64 pontos, de acordo com a modificacdo
proposta.
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e (0,0,1,1,1,1,1,1), que diferem somente nas primeiras duas

coordenadas, também se afastam em 4 2 uni dades, e assim tém a

mesma distincdo entre si tanto quanto as duas palavras anteriores.
O segundo aspecto requerido a qualquer conjunto de

pal avras co6digo € que a poténcia necessaria para transmiti-las deve

ser minim zada. A definicdo elementar de poténcia e de voltagem

implica que a poténcia seja diretamente proporcional ao quadrado da
voltagem. ( e.g., para umcircuito simples, a poténcia é o quadrado
da voltagem dividida pela resisténcia do circuito). A poténcia
total necessaria para transmitir uma palavra cO6digo de oito digitos
€ a sona dos quadrados destes digitos. Esta sona é o quadrado da
distancia entre o ponto, o0 qual representa a palavra em um espaco
de oito dimensbes, e a origem (0,0,0,0,0,0,0,0).

O processo de projetar um sistema de palavras
cédigo, que seja confidvel e que use eficientemente a poténcia,
pode ser reduzido a um problema geométrico de alocacdo de pontos em

uma regido de um espaco, de uma _maneira que ndo sejam tdo proxinmos

entre si, ms que fiquem o mais perto possivel da origem do espago.

Se o0s pontos estiverem afastados por wuma distancia de - 2 no
mnim, a questdo sera equivalente ao problema de se encontrar a
embal agem de esferas cujos raios sdo metade desta disténcia, «JO.5.
Um outro problema relacionado é encontrar todas as palavras cddigo
gue tém a nesma poténcia, o que equivale a colocacdo de um maior
namer o possivel de esferas idénticas de n dimens6es de nodo que

todas toquem unma esfera central de nmesnbp raio. Este €& conhecido
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010101 010111
010100 010110
01000 1 010011
- >
010000 010010
-1 -3
000101 000111
-»
000100 001010
000001 000011
000000 000010
Figura (4:8)
tel acdo,

DI SSERTACAO DE MESTRADO

011101 011111

>

011100 011110

011001*011011

011000 011010

001101 000111

->

001101 000110

001001 001011

>

001000 001010

Desi gnacdo de bhits aos

110101

110100

110001

110000

100101

100100
3

100001

100000

de acordo com a nudanca

[ CAP. 4]
110111 1101
>
110 110 1100
110011 1001
>
110010 1000
100111 101101
100110 101100
100011 101001
>
100010 101000

122.

111111

1110

1011

1010

101111

>
101110

101011

101010

quadrantes da cons-
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Nesta secdo, B, denota o vetor bidimensional obtido por:

(4:22) B.. sgn (R)

Suponha que R é umvetor recebido emIR . O algoritmo
seguinte mapeia este vetor em wuma seqUéncia binaria b, que

corresponde ao ponto mais proximo de uma constelacdo de 2°" pontos:

Al goritmo (4:5)

Faca i = ml, R= R ( condicdes iniciais)
etapa 1

B. = sgntRj)

se i = 0, entdo termi ne o processo.
etapa 2

R = R- 2'* B;
I i
o= i-1;
va a etapa 1.
A seqUéncia bindria decodificada € aquela que corresponde ao vetor

B ap6s a troca de -1 "' s por 0's.
EXEMPLO 4: 8
Decodifique o vetor recebido R = (-3.2, 4.9), em um

ponto de uma constelacdo de 64 pontos. O algoritmo acima resulta

em
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= (-3.2, 4.9) * BZ= (-1, 1)
R. ( 0.8, 0.9) » B= (1, 1)
R= (-1.2,-1.1) * BO: (-1, -D
Entdo B = (-1,1,1,1,-1,-1), e a seqléncia binaria decodificada ¢é
(011100), que corresponde ao ponto mais préximo P = (-3, 5) da
const el acdao.
Tai s al goritmos . podem ser aplicados a una

constel acdo cubica de n dimensdes, a Unica nmudanga ocorre no vetor

0 qual sera definido em n dimensGes no |lugar de duas di nensdes,

ou seja:
b= (b #b ,...,Db ).
1 11" 12" ! i n '

Tal mudanca é trivial, mas é util para ser aplicada
em constel acdes multidi mensionais codificadas, i.e. reticulos, conp
a seguir.

No processo de particédo do reticulo em

subconst el acdes com relacdo aos seus centros de gravidade,

observamos que os pontos do reticulo se apresentam na forma

(4:23) C =8B 2°~+ B 2~ + .+ B 2*+ B 2°,
v ° m- | m2 1 0 '
onde
B=(b , b , b ),
i 11 12 I n
sendo b = +1 e n a dinensdao do reticulo. Nos reticulos da

1
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construcdo A, o vetor B, é um palavra do cdédigo C, especificado

q

para cada reticulo. Nos reticulos da construcdo B, o0s vetores B, e

B, sdo palavras de dois cddigos, C e , respectivamente,

especificados para cada reticulo. E claro que (4:23) ¢ equivalente
a generalizacdo de equacdo (4:20) emn dinmensdes, com excecado de:

1) na construcdo A, B, em (4:23) ¢ uma palavra
codificada;

2) na construcdo B, B, e B, em (4:.23) anbos séo
palavras codificadas,

Consi derando estes fatos, generalizamos 0S

algoritmos anteriores para reticulos multi-dimensionais.

4:3:2) CODI FI CACAO PARA RETI CULOS OBTIDOS PELA

CONSTRUCAO A.

Un reticulo obtido aplicando-se a construcdo A,

A= 22+ C(n,k,d),

n

capaz de transmitir n(m-1)+k bits por ponto, onde n é o numero de

7

di mensdes do espaco sobre o qual o reticulo estd definido, 2® € o
niamero de pontos da constelacdo, e k é a dimensdo do codigo C.
Portanto, os n(m -1) bits identificam os ml primeiros termos em
(4:23), os quais foram chamados de centro final mais proximo a P, e

os ultimps k bits escolhem um ponto do reticulo partindo daquele
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centro e usando o codigo C (n,k,d).

4:3:2:1) NAPEAMENTO BI T A PONTQ

pontos.

Vanpbs considerar una constelacdo quadrada com 2"

Ura seqUéncia binaria de n(m-1)+k bits identifica um poipo

no reticulo A da seguinte maneira:

etapa 1
etapa 2
no reticulo E .

n

8

Al goritmo (4:6)

Codifique os altinms k bits em una seqUéncia de n
hits usando o co6digo C (n,k,d), adicionando-a aos
n(m-1) bits iniciais gerando uma nova seqlUéncia

binaria de nmbits.

Utilize o algoritmo que mapeia uma sequUéncia de mm
hits em um ponto em Z° (constel acdo cubica
n-di mensional), para mapear esta nova seqiéncia a um

ponto no reticulo A

n

EXEMPLO 4: 9

Vanbs mapear a seqléncia (100110100011) em um ponto
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Cono a fornula cédigo do reticulo E, é

E.= 22°+ C(8, 4, 4),
e cono temos 12 bits para especificar um ponto, devemos usar unma
constelacdo de 2* pontos (m = 2). Portanto o algoritmo acima
resulta em

1) usando o codigo (8,4,4), os ultinos 4 bhits (0011)
serdo codi ficados em (11110000), gerando uma nova seqiiéncia binaria

b = (1001101011110000);

2) teremos entédo a .seqlUéncia

vy}
11

(1,-1,-1,1,2,-2,121,-21,1,1,1,1,-1,-1,-1,-1)

(B.,, B,),
ent ao,
P = (2.-2,-2,2,2,-2,2,-2)+ (1,1,1,1,-1,-1,-1,-1)

= (3,-1,-1,3,1,-3,1,-3).

4:3:2:2) DEMAPEAMENTO PONTO A BI T.

O demapeamento ¢é equivalente aquele de Z com

excecdo de que o udltim ponto R, deve ser decodificado em B,

usando-se o codigo C,(n, k, d).

Suponha que R= (r , r ,....r ) € umuvetor recebido,
1 2 n

R € R, o0 nmpeanps em uma sequUéncia binaria correspondente ao
ponto mais préximo do reticulo A= 22" + C(n,k,d) da seguinte

n
maneira;:
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Al goritmo (4:7)

As nesmas etapas do algoritmo (4:1) serdo aplicadas
neste algoritmo, excetuando-se a etapa (4:3), a qual
¢ substituida por uma etapa que encontra os digitos
de informacdo do vetor cddigo B,, o0s quais formam

com os vetores; B , B =, e B, a seqléncia

m | m2 1

binaria correspondente ao ponto P calculado na etapa

(4:3).

EXEMPLO 4: 10

Consi deremos 0 reticulo D= 27+ C (4,3,2)
4 0 0
construido usando-se uma constelacdo bi di mensional de 2 pontos (m
= 4) . Quer enos, por exempl o, decodificar 0 vetor R
(12.8.-8.9,0.5,-3.7) (exemplo 4:3) em uma sequéncia binaria b
correspondente ao ponto mais proxino.
Do exemplo 4:3, temos as seguintes seqléncias

decodificadas:

Os trés primeiros digitos emB,, (-1,1,1), correspondem aos hits de
i nformacgéo, portanto temos:

B = (¢,-21,-1,-1,1,-1,1,1,1,1,1,1,-1,1,1),
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a qual corresponde a seqUéncia binaria b = (100010111111011).

4:3:3) CODIFICACAO PARA RETIiCULOS OBTIDOS PELA

CONSTRUCAO B.

A diferenca entre a construcdo B e construcdao A
reside no fato de que os vetores B, e B, em (4:23) devem ser
palavras dos «co6digos C (n, k, . d) e C,(n,k,, d,), enquanto na
construgcdo A somente B, é codificado. Portanto um reticulo obtido

aplicando-se esta construcdo é capaz de ‘transmitir n(m2)+k +k

hits por ponto, usando-se uma constel acdo de 2°" pontos.

4:3:3:1) NMAPEAMENTO BI' T A PONTO

Ua seqlUéncia binaria b de n(m2)+k,+k, bits pode
ser mapeada a um ponto no reticulo A, construido usando-se una

n
constelacdo bidimensional de 2" pontos como se segue.

Al goritmo (4:8)

etapa 1
Codifique os ultims k, bits em uma seqléncia de n
hits usando o cédigo C (n*k—d-), e codifique os
penaltimos k™ bits em unma seqlUéncia de n bits
usando o codigo C (n,k ,d ) gerando, no total, um

sequUéncia de nm bits.
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etapa 2

Utilize o algoritmo que mapeia uma seqUéncia de m
hits a um ponto em Z° (constelacdo <cuUbica a n
di mrensdes) para mapear esta nova seqUéncia em um
ponto no reticulo A

n

4:3:3:2) MAPEAMENTO PONTO A BIT.

Modi ficamos o algoritmo (4:2) para mapear 0 vetor
recebido em uma seqlUéncia binaria <correspondente ao ponto P

calculado na dltim etapa.

Al goritmo (4:9).

As nmesnmms etapas do algoritmo (4:2) serdo aplicadas
para este algoritmo, exceto a etapa (4:3), a qual
serd substituida por um etapa que encontra o0s
digitos de informagcdo nos vetores B, e B, o0s quais
formam com oS vetores B , B e B

m- | m2

sequénci a bi nari a correspondente ao ponto P,

calculado em (4:3).
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4:3:4) cCcoODIFI CAGAO PARA RETIiCULOS OBTIDOS 1 >

CONSTRUCAO CODI GO GENERALI ZADA.
Suponha que
A= 20 7+ C 2"+ . . . . #C 2*+C 2°,

n g-1 1 0

€ um reticulo obtido aplicando-se esta construcdo, 0s veto s

B ., B e B em (4:23) devem ser palavras dos codigos
g- 1" ' i o

c (nk ,d ),.. ... C (n,k ,d) e C (n,k ,d). Portanto um
g-1" " g-1"' g-1"'" ' I g 1 1 oY o o

reticulo obtido aplicando-se esta construcdo é capaz de transmitir
n(mg)+ k*+ +k +k, bits por ponto, usando-se uma constelacao

de 2™ pontos.

4:3:4.1) MAPEAMENTO BI T A PONTO.

U seqliéncia binaria b de n(mg)+ k + . . +k-:k
: g-| 1 (0]

bits pode ser mapeada a um ponto no reticulo A®, construido

usando-se uma constelacdo bidi mensional de 2°" pontos conmo se

segue.

Al goritmo (4:10)
etapa 1
comecando do ultim digito da seqUéncia b, cada k~

hits, onde i= 0,1,...9-1, serdo codificados em una
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comp o "problema de nunmero das esferas tocantes" (kissing nunber
problem}y [ 3] .

A correspondéncia entre um sistema' de conunicacdo e
al gumas idéias basicas da geometria f oi estabelecida por Shannon
[1]. Esta correspondéncia é sumarizada na tabela (1:1), onde Wé a
banda do sinal em um intervalo T. Um maior esclarecimento da
relacdo entre o estudo de espacos geométricos e a construcdo e a
concepcdo de sistemas de codificacdo pode ser obtido no exemplo na

figura (1:1).

1.2 - EMBALAGENS DE ESFERAS EM UM SI STEMA DE COMUNI CACAO

Un sistema de conmunicacdo de sinais, tal conpo aquele
da figura (1:2), envolve a resolucdo eficiente de alguns problemas
de maneira que o sinal da saida (1) seja uma réplica quase
perfeita da entrada (1), e se o sinal for uma sequUéncia binaria na
entrada (2) , gqueremos que a seqiéncia na saida (2) seja unm
réplica desta seqUéncia. Cada um destes problemas esta |igado a

cada bloco do sistema de transnm sséo.

1:2:1- AMOSTRACEM :

O teorema da Anmostragem de Shannon [1][36]

garante que caso exista uma funcdo f (t) que nado possua nenhuma

frequéncia maior que WHZ, a nesma sera completamente determinada
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etapa 2

A

recebido

DI SSERTACAO DE MESTRADO [ CAP. 4] 132.

seqUéncia de n digitos, utilizando o cddijo
C(n,k,d), gerando, no total, uma seqUéncia de m

hits.

Utilize o algoritmo que mapeia uma seqléncia de mn
hits a um ponto em Z" (constelacdo cUbica a n
di mensbes) para mapear esta nova seqUéncia em um

ponto no reticulo A

n

4:3:4:2) NMAPEAMENTO PONTOA BI T.

Modi ficamos o algoritmo (4:3) para mapear o vetor

uma  seqléncia binaria correspondente ao ponto P

calculado na Ultim etapa

Al goritmo (4:11)
As nmesmas etapas do algoritmo (4:3) serd@o aplicadas
para este algoritmo, fora a etapa (4:3), a qual sera

substituida por uma etapa que encontra os digitos de

inform¢do no vetor B, B, ..., * | , 0SS quais
juntamente <com os vetores B B, e B,
m | m2 g

formam a seqUéncia binaria correspondente ao ponto P

calculado em (4:3).
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CAPITULO 5

DISCUSSAO E SUGESTOES

5: 1) COMPARACAO

Os algoritmos apresentados no capitulo 4 sdo
i néditos em mapear seqUéncias binarias aos pontos de reticulo, ou
decodificar vetores ruidosos as sequUéncias binarias correspondentes
adequadas sem nenhuma utilizacdo de tabelas (look up tables). Estes
algoritmos exploram o fato que os reticulos sao conposicao de
codi gos binarios. Tal vantagem abre cam nho para a utilizacdo da

di stancia de Hanm ng no processo de decodificacéo.

5:2) DI STANCI A M NI MA

Tal designacdo de rétulos binarios aos pontos do
reticulo tem a vantagem de que, associa nmenos bhits de informacéo
(mai s redundancia) a parte do ponto que é mais provavel de ser

alterada pelo ruido. Para esclarecer este fato, <considere dois
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pontos:

P« B Z"'\B 2""* .« B 2'+ B"°, e
m- 1 m- 2 1 (@]

p:= B z""'. B 2" - .+ B* 2"+ 13°2°.
m- 1 m- 2 1 (o]

O quadrado da distancia Euclidiana entre os dois pontos ¢

(5:1) d*(P-P) = 4*d (B , B )* 2"+
H m1 m1
4¥d (B* , B )* 2" 94
H -2 m 2"

4%d (B, BY)* 2+

H 1 1 !
4*d (B, B*)* 2°,
o .

H o

onde d significa a distancia de Hamm ng.
H

Esta equacdo revela que se as seqUéncias que
correspondem aos dois pontos diferem somente em um bit ei B, a
di stancia euclidiana entre eles seria 4*2 e« Portanto, o quadrado

da distancia Euclidiana mnima entre os dois pontos é

(5:2) d’ .= «In (4*d,. . (B;. B®)* 2'), j =o,..,m1

Para os reticulos obtidos aplicando-se a construgao A,

CH( .0, i<l =1 > 0o

ALGORI TMOS DE CODI FI CACAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS



ATEF SHARP A DI SSERTAGAO DE MESTRADO I CAP. 5] 135.

Concluimps que a distadncia ao quadrado mnima de um reticulo A

construido aplicando-se construcdao A é

(5: 3) d? (A) =min[16, 4% d,, (C)]
! ' mn* n HminT O

=min[l6, 4* d] .
0

Da nesnma maneira, podemos mostrar que para umreticulo A, obt ' |l o

aplicando-se a construcdo B, o quadrado da distancia mnim é

(5:4) d° (A) = mn [64, 16* d, , (Cl,4* d., (C)]

]
min* n’ t ' H(minT \' H(min) * 0"

=mn [64, 16* d,6 4* d.] .

e para um reticulo

obtido aplicando-se a construcdo cédigo generalizada, o quadrado da
di stancia mnima é

(5:5) d° (A) =mn [ 47, 4 * d , 16 * d . 4*dJ

mi n n a 1 o

onde dj é a distédncia mnima de Hammng do co6digo C,, Estes
resultados confirmamaqueles em|[2] e [15].

A equacao (4:24) revela que, se umerro de poténcia
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igual a d* (A )/ 2 atingir umponto, no maxino 1 bit em B pode ser

m n n 1
alterado, ou d bits em B . Portanto €& conveniente colocar nenos
o o]
hits de informagcdes em B . O nesnbp pode ser concluido sobre

(o]

reticulos obtidos aplicando-se a construcdo B ou a construcao
cédigogeneralizada.
A Tabela (5:1) ~conpara a probabilidade de erro por

bit (BER) para o reticulo E, construido usando uma constelacao
8

bi di mensi onal de 16 pontos, usando esta atribuicdo e una rotulacao

por tabela (look up table), conmp aquela no capitulo 3.

5: 3) A COVPLEXI DADE.

Conob os algoritmos que codificam e decodificam os
reticulos obtidos aplicando-se a construcdo A ou B sao casos
particulares daquel es que decodificam reticul os obtidos
aplicando-se a construcdo codigo generalizada, vamps calcular a
compl exi dade do
alti mo.

Seja

A= 272+ C 2°-'+ +C 2*+C 2°

n g-1 1 (6]

um reticulo obtido aplicando-se a construgdo co6digo generalizada,
utilizando una constel acéo bi di mensional de 2°" pontos. A

compl exi dade pode ser calculada da seguinte maneira;
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Tabela (5:1).

0 mapeamento do

DI SSERTAGAO DE MESTRADO

Probabilidade de

erro

algoritmo (4:8)

[CAP. 5) 137.

por bit (BER) para

e

um tradicional

cono aquele do algoritmo (3:5), usando o reticulo E,,
construido usando-se uma constelacdo de 16 pontos.
sinal probabilidade de er - probabilidade de
a ro para algoritmo erro para al gor it
ruido (3:5). mo (4:8).
dB
1 2.66e-01 2.66e-01
2 2.49 e-01 2.49 e-01
3 2.28 e-01 2.28 e-01
4 2.06e-01 2.06e-01
5 1.80 e-01 1.80 e-01
6 1.49 e-01 1.49 e-01
7 1.15 e-01 1.15 e-01
8 8.03 e-02 8. 03e-02
9 4.86 e-02 4.86 e-02
10 2.45 e-02 2.45 e-02
11 9.66 e-03 9. 66 e-03
12 2.83 e-03 2.85 e-03
13 5.72 e-04 5.75 e-04
14 7.08e-05 6.90 e-05
15 5.14 e-06 5. 00 e-06
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Figura (5. 3). Probabilidade de erro por bit do Algoritmo (4:8) e Algoritmo (3:5) para o reticulo E8
construido a partir de uma constelagéo de 16 pontos.
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ATEF SHARI' A DI SSERTAGAO DE MESTRADO

1- Para decodificar uma palavra do codigo C, SO

necessarias mm subtra¢des, adicionado ao numero de operac6V--. da
decodi ficagcdo suave.
2- Para decodificar uma palavra do cddigo I o
s da

necessarias n((m-1)+l) subtracbes, além do numero de operacdi

decodi ficacdo suave.
uma palavra do codigo

3- em geral, para decodificar
Csédo necessarias n((m-i)+l) subtracdes, além do numero de

operacbes da decodificacdo suave.

4- Para decodificar unma palavra do < édigo °,, ao
necessarias n(m-g-1)) subtracdes, além do nuamero de operacd' de
decodificacdo suave.

5- Para decodificar o] vetor 2°Z ao
necessariasn(mg+1l) subtracdes.

Portanto, no total s&o necessari as
S=n(mg + m+ g/2 - g*+ 1/2) + SC
onde SC é

um ponto em uma sequéncia binaria,

operacgdes para mapear
a decodificacdo suave

0 numero de operagdes necessarias para obter
onde i =0, 1,.., g-1.
al goritmos

para Codificar

utilizando os c6di gos C,
preci sam de

No caso de codificagdo, o0s

n(m-1) adi ¢des, além do numero de operacdes
4k, +k, bits de informacdos nos cédi gos correspondentes.

k, +
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5:4) DESEMPENHO

Conb mostra a tabela (5:2) e (5:3), o desenpenho do
algoritmo de decodificacdo para reticulos obtidos aplicando-se a
construcdo cédigo A é idéntico aquele de qual quer algoritmo de
decodi ficacéo por maxi ma  verossim | hanca. E, cono not amos
anteriormente, a decodificacdo para reticulos obtidos aplicando-se
a construcdo coOdigo generalizada, ndo realiza decodificacdo por
maxi ma verossi m | hanca, nas conp mostra a tabela (5:4), tem o mesno

desempenho.
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Tabela (5:2). Conparacdo da probabilidade de erro por ponto

entre o algoritmo (4:1) e um algoritmo de decodific< 0
por "mAxima verossimlhan¢ca" para o reticulo D ,
construido usando-se Wma constelacdo de 16 pontos.
sinal probabilidade de er - probabilidade de

a ro usando um al gorit erro usando o al -
rujLld o mo de mé& x ima veros - goritmo (4:1).
d B sl milhanca.
1 0. 85060000 0.85060000
2 0.80449998 0.80449998
3 0.76380000 0.76380000
4 0.71130000 0.71130000
5 0.64330000 0.64330000
6 0.55909997 0.55909997
7 0.47666666 0.47666666
8 0.37279999 0.37279999
9 0.27645001 0.27645001
10 0.18765432 0.18765432
11 0.10980000 0.10980000
12 0. 05971605 0. 05971605
13 0. 02532500 0.02532500
14 0.00887167 0.00887167
15 0.00225000 0.00225000
16 0.00040167 0.00040167
17 0. 00004000 0.00004000
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TABELA (1:1). correspondéncia entre um sistema de conmuni cagao
e idéias de geometria [1].

Si st ema de comunicagcgéo Entidade geométrica

0 conjunto de possiveis Um espago de 2TW di mensdes.
sinais.

um sinal particular. um ponto no espaco.
Distorcgéo no canal . um empacotamento do canal
Ru{d o no canal . Uma regiao de incerteza ao

redor de cada ponto.

A energia média do sinal. !
(2WT) vezes o0 quadrado da
distanci a entre a origem e
0 ponto.
0 conjunto dos sinais de O conjunto dos pontos numa
energia P. esfera de raio 721 W
0 conjunto das mensagens Um espacgo de 2T Wldimensﬁes.
possiveis.
0 conjunto das mensagens Un espaco de D dimens\_"oes
reais. obtido através de considerar

todos as mensagens equi vQ 10
—tes como um pont o, e dele-
tar as mensagens que a fon-
te nao produz.

Uma mensagem. Um ponto no espacgo.

0 transmissor. Um mapeamento das mensagens

nos pontos do espacgo.

0 receptor. Um mapeamento dos pontos do
espago no espago das mensa-
gens.
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Tabela (5:3). Conparacdo da' probabilidade de erro por pont
entre algoritmo (4:1) e um algoritmo de decodificaca
por "maxim verossim | han¢ga® para o reticulo E
construido usando-se uma constelagdo de 16 pontos.
sinal probabilidade de er - probabilidade de

a ro usando um al gor |t erro usando al go -

! mo de mli x i ma veros - ritmo (4:1).

v u>td o .

4B siml hanca.

1 9.308e-01 9. 308e-01
2 8.862e-01 8.862e-01
3 8.426e-01 8.426e-01
4 7.848e-01 7.848e-01
5 6.897e-01 6. 897e-01
6 5.791e-01 5.791e-01
7 4.489%e-01 4 .489e-01
8 3.092e-01 3.092e-01
9 1.863e-01 1.863e-01
10 9. 150e-02 9. 150e-02
11 3.627e-02 3.627e-02
12 1.048e-02 1.048e-02
13 2.191e-03 2.191e-03
14 2.170e-04 2.170e-04
15 1.400e-05 1.400e- 05
16 4. 414e-07 4.414e-07
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Figura (53). Probabilidade de Erro po ponto do Algoritmo (4:1) parao Reticulo E8 construido a partir de

uma constelacdo de 16 pontos.

|

1.00E-04

41

14

MOS DE CODIFICACAO E DECODIFICACAO PARA CODIGOS



ATEF SHARI'

Tabel a

A DI SSERTAGAO DE MESTRADO

(4:5). Conparacdo da probabilidade de erro por
entre algoritmo (4:2) e um algoritmo de decodificagéo
por "maxima verossimlhanca" para o reticulo A,,,
constui do usando-se uma constelacdo de 16 pontos.

ponto

probabilidade de probabl 1 idade de probabl11ldadd
sinal erro usando um erro usando o al-|de n"o decodlL ~~
a al goritmo de deco gorl tmo (4:2) f lcar o pontlL>
ruA-d o d1f 1cacto intima- - enalb prflx i m.
dB verossimi I hanca
1 9.653e-01 9.653e-01 4.5e-5
2 9.352e-01 9.352e-01 3.0e-5
3 8.740e-01 8.740e-01 2.0e-5
4 7.765e-01 7.765e-01 4. Ce-5
5 6.381e-01 6.381e-01 1.5e-5
6 4.669e-01 4.669e-01 0. 5e-5
7 2.836e-01 2.836e-01 0. 5e-5
8 1.365e-01 1.365e-01 0. GO
9 4.710e-02 4.710e-02 0. GO
10 1. 050e-02 1. 050e-02 0. GeQO
11 1.500e-03 1.500e-03 0. 0e00
12 1.500e-04 1.500e-04 0. 0e00
13 4.100e-06 4.100e-06 0. 0e0O0
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5:5) MODULACAO Cl FRADA

Trata-se de unma nova propost a, de combi r
simultaneamente a modul acéo digital com um cifragem (e

possivelmente um codigo de canal). Apenas introduzimos o topico de

pesqui sa.
Consi derando a fdrmula cédi go
A= C+ 2C+ 4C + +2-'C + 2+Z%,
n 0 1 2 k-1
qual a possibilidade de se obter um sistema de cifragem com chave
privada utilizando os reticul os?
Uma alternativa consiste em wutilizar as varias

conmbi nacdes dos cddi gos binarios comob a chave do sistema.

Suponha que os cOdi gos:

C(N M. d),

o

C(N M, d),

formam a chave do sistema. Suponha que o texto claro é
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A sequéncia S serd dividida em m sequéncias menores S"onde o

comprimento da sequéncia é
Cada sequénci a é codificada em una sequéncia usando o c6digo
C
S >B
1 i

Tenos agora duas alternativas para obter o texto cifrado:

1- Para cada B adicionamos um vetor de ruido E,

i

onde

)< 0J2, onde WE") ¢é o peso de ,

obtendo o vetor

Bi: BI,* EI, (em notagdo -1,.1).

0 texto cifrado seria o ponto

O erro total adicionado deve manter a distancia entre P e P nenor
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gue a metade da distancia mnim d do reticulo, ou seja
n mi n
< f> <
onde
P =B 2™'+B 27+ +B 2+ B,
m- 1 m- 2 1 0

De equacado (5:1)

(5:6) d°(P-P) = 4*d (B B )* 2"
n m | m i
4*d (B , B )* 2™+
H* m2 m 2’

4*d (B, B) * 24
H 1 1 !

4*d (B. B) * 2°,
)

H* 0

(5:7) d’(P -P)

4 * 200vx WE ) +

m3

SFL e W(E )+

m2

+4* 4 w(E )

+ 4 * W(E)

(5:8) d*(P-P) =2 * wE ) +
m |
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2:-0 x wWE )4

m2
+ 16 * w( E)
+ 4 * w(E)
iof
portanto
(5:8) 2:"* WE ) +...+16. * w(l ) +4* wE,) <d,,/4

Para obter o texto claro, simplesmente fazemos:

(5:9) B, ,=sgn( P~ (B 2 ... *B gy 2277))
Bl decodifica/t}a i

2- A outra alternativa é calcular o ponto P usando

0s sequéncias B, :

(5:10) P= B 2™'+B 2™+ +B 2+ B .

m- 1 m- 2 1 (0]

O ponto P seré& perturbado por umruido F

T
1
T

(5:11) + F, onde
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Pt b,
sendo

f*+f'+.. . +f*<d” (A)/ 4

1 2 n min' n "
usando o algoritmo em [ 1], este ponto pode ser decodificado na
sequéncia binaria S.

Escolhemos a primeira alternativa para sugerir um

sistema de cifragem. Suponha que os codigos

formam o reticulo

(5:12) A =C 2"+ C 2"+ + C* 2+ C.
. ' n m- 1 m- 2 1 (0]
0 ponto

(5:13) P= B 2"+ B 2" 74+ + B* 2+ B.
v ' m- 1 m- 2 1 (e}

€ um ponto no reticulo, onde
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Figura (1:1).

O projeto de um cddi go para

uma transm ssao eficiente
de

lema rel acionado a embal a-

i nformacgdes € um prob-
codigo é
de

cadi go,

gem de esferas. O

um conjunto finito sinais

chamadas pal avras
as quais devemser distintas

entre Si e nao perdem

Se cada palavra
de

discretos de volta-

pot énci a.

7

é um seqlénci a trés
niveis
gem

representada

cada uma pode ser

por um ponto

num espaco de trés di men-

sdes. A poténcia necessaria
para transmitir cada é a
soma dos quadrados de suas

coordenadas. Para minimizar

esta poténcia, os pontos

devem estar o mais proxino

da
| ado,

possivel origem. Por

outro para serem di s-

tintas entre s i devemser

afastadas por um distancia

d. Isto é equivalente a co-
| ocar esferas de raio d2
ao redor da origem [ 3],

ALGORI TMOS DE CODI FI CACAO E

DI SSERTACAO DE MESTRADO

[ CAP.

ww— -~

DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS
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B e C
m- 1 m- 1
O ponto P pode ser definido por um matriz
b
Bml 1 ml 2, ml n, ml
Bm2 1, m2 2 . m2 In m2
(5:14) B = . .
B b
| 2,1 n
B0 I’;O I20 \n 0
Inicialmente cada ( M + M +. ..+ M + MJ -. digitos binarios
m | m 2 1 o

codificados em um matriz B. O texto claro consiste de

(5:15) T (M + M +...+ M + M)
m | m2 1 o
bits binarios. Portanto temos T matrizes codificadas
i 2 T
m | m | m |
1 2 T
m 2 m2 m 2
(5:16) B = . B> = ) B" = N
1 1 1
1 2 T
0 0 (@]
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Re- ordenamos

DI SSERTACAO DE MESTRADO

estas matrizes para obter as
T T
m | m 2
T-1 T-1
m | m 2
(5:17) g™ 3"
1 1
m | m2
0 0
m | m2
A partir destas, construimos T matrizes
Suponha que queremos constr
T. A primeira linha desta matriz consiste
matriz B A segunda Ilinha consiste da
matriz B , e assim por diante. Uma linha
ser escolhida mais de uma vez. Tenos,
matrizes:
B B*
m | m |
B B*
m 2 m2
(5:18) B = B* =
B B’
1 1
B B’

153.

seguintes m matrizes

.
0
T-1
0
B° =
1
0
0
(o]
da seguinte maneira;
uir a matriz B, i= 1 -
da primeira linha de um
segunda linha de outra
de um matriz B ndo pode

portanto as seguintes
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A cada matriz adicionamos

DI SSERTACAO DE MESTRADO

[ CAP. 5]

154.

um erro binario de acordo com a.

equacao
(5:8), obtendo
2
B o il
m |
. 2
B m 2 m 2
3 m2
(5:19) B! = B* = ) B" =
e’ 1
1 1
B Bz 0
Cada matriz B é utilizada para calcular um ponto
P'= B z"* B 2-° +B* 2+ B,
m- | m- 2 i o'
onde
P=P+ E

sendo P um ponto do

(5:19).

Dos T pontos

reticulo e E o erro

adicionado na equacao

calculados formamos uma matri z
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" . e 1 1
P p_l p. N o
DZ e 2
*x 2 : 'pn
(5:20) p = o1 341 -1
P, P P

A matriz P sera multiplicada por uma matriz X de permutacfes antes

da transmtissao.

Podemps observar que a chave deste sistema &

dividido em trés partes:

1- A construcdo do reticulo (i . e. 0s cbdigos

bi narios involvidos),

2- A primeira permutacdo para obter as matrizes B,

3- A segunda pernutacdo aplicada na matriz P.

Outra pernutacdo equivalente aquela da Equacdo (5:18) pode ser
aplicada as matrizes (5:19). Basicamente, este sistema €é de chave
privade, ms pode ser de chave publica se for possivel encontrar
uma matriz (ou umconjunto de matrizes) que incluia as operacdes de

codi ficacdo e pernutacéo.
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r CAPITULO ©6

CONCLUSOES
Na i ntroducéo deste trabal ho, estudamos a
justificativa da utilizacao de reticul os em sistemas 2
conmuni cacbes digitais. Observamos que o0s reticulos podem r

empregados cono met odos de nodul acdo codificada (codigos de canal),
ou conp métodos de quantizacgéao.

As embal agens reticuladas emgeral, seus paréanmetros,
alguns reticulos em particular, e a relacdo entre eles e os cédigos
bi nadrios, foram os assuntos principais do segundo capitulo.

Ap6s o0 estudo de alguns al goritmos de codificagdo e
decodificacdo para reticulos no capitulo 3, concl ui nos a
necessidade de um sistema completo para estes processos.

Partindo de una idéia simples, a "decodificacdo vi a
baricentros” estabelecida por De Oliveira para constelacgOes
bidi mensionais, desenvolvemos alguns algoritmos de codificagdo e
decodi fi cacdo para codigos obtidos a partir de qual quer construcdo

codigo. Estes algoritmos diferem dos demais em
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1- Nos algoritmos de codificacgao, as seqliéncias
bi ndrias sdo mapeadas diretamente em pontos do reticulo, sem a
utilizacdo de tabelas (look up tables).

2- Nos al goritmos de decodificacéo, 0s pontos
ruidosos sdo demapeados em seqUéncias binarias, sem a necessidade
de calcular os pontos que correspondem a estas seqliénci as.

3- Estes algoritmos aproveitam o fato de que o0s
reticulos sd8o conposic¢des de cddigos binéarios. Portanto, 0s
processos de codificacdo e decodificacdo de reticulos sdo reduzidos
a um problema equi val ent e com cédi gos binarios.

O desempenho dos algoritmos de decodificacdo ¢é
avaliado por sinulagdo Monte Carlo e comparado com aqueles de
decodi fi cacdo por maxima verossim | hanca,utilizando com exempl os

os reticulos conhecidos D, E e A
4’ 8 16

Dos resultados obtidos, concluims que:

1- Para reticulos obtidos pela construcdo codigo A,
estes algoritmos sdo de decodificacdo por maxim verossim | hanca.

2- Para os reticulos obtidos pela construgdo cdédigo
generalizada (exceto a construcao A) , estes algoritmos sao de
decodi ficagdo por distancia cotada.

Com base nos resultados de simulacdo utilizando o
reticulo A,, concluims que a decodificacdo por distancia cotada’
€, praticamente, equival ente aquela por maxima verossim | hanca.

Apresenta-se no final do trabalho, um proposta para

aplicar os reticulos conmo métodos de cifragem coma vantagemde ser
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projetado conjuntamente com a nodulacdo digital. O sistema
apresentado é apenas uma proposta inicial e pode ser modificado e
aperfei coado,o0 que é sugerido conpb toépico de pesqui sa.

Conb os algoritmos apresentados reduzemO problema
de decodificacdo a um problema equivalente com cddigos binarios,
sugere-se uma pesquisa sobre a utilizacdo da distancia de Hamm ng
(e, g, decodificacdo algébrica) no processo de decodi f.i cacdao no

intuito de analisar o comprom sso desempenho X compl exi dade.
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r APENDICE A

DIVISAO DE UM A REGIAO DO RETICULO D,

As etapas basicas do algoritmo de decodificagdo por
centro de gravidade foram aplicadas ao reticulo D4 Ilimitado para
transmitir 3.5 bits/simbolo (1.75 bits/dim). A tabela seguinte
mostra os resultados do processo da divisdo, onde cada grupo K
resultante de uma divis&o anterior sera dividido nos subgrupos 2K e
2K+1. ( Por exemplo, o espaco D4 inteiro, no.l, tem o centro

(0,0,0,0) e sera dividido nos subgrupos 2 e 3, etc).

Tabela (A: 1)

numero do grupo centro <io grupo subgrupos
1 ( 00 00 2 3
2 (-2 0 0 0) 4 5
3 ( 20 0 0 6 7
4 (-2-2 0 0) 8 9
5 ("2 2 0 0) 10 11
6 ( 222 0 0) 12 13
7 ( 22 0 0) 14 15
8 ("2-2-2 0) 16 17
9 ("2-2 2 ) 18 19
10 ("2 2-2 0) 20 21
11 ("2 2 2 0) 22 23
12 ( 222 20 24 25
13 ( 22 20 26 27
14 ( 22-2 0) 28 29
15 ( 22 20 30 31
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32
34
36
38
40
42
44
46
48
50
52
54
56
58
60
62
64
66
68
70
72
74
76
78
80
82
84
86
88
90
92
94
96
98
100
102
104
106
108
110
112
116
118
120
122
124
126
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130
132
134
136

33
35
37
39
41
43
45
47
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51
53
55
57
59
61
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65
67
69
71
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75
77
79
81
83
85
87
89
91
93
95
97
99
101
103
105
107
109
111
113
117
119
121
123
125
127
129
131
133
135
137
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138
140
142
144
146
148
150
152
154
156
158
160
162
164
166
168
170
172
174
176
178
180
182
184
186
188
190
192
194
196
198
200
202
204
206
208
210
212
214
216
218
220
222
224
226
228
230
232
234
236
238
240

139
141
143
145
147
149
151
153
155
157
159
161
163
165
167
3.69
171
173
175
177
179
181
183
185
187
189
191
193
195
197
199
201
203
205
207
209
211
213
215
217
219
221
223
225
227
229
231
233
235
237
239
241
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por suas amostras colhidas a cada 1/2W segundos, conmp mostra a

figura (1:3). O valor 2W é a taxa mnim de amostragem, <conhecida

comp a taxa de Nyquist [32].

amostra quanti - codi fica- codi fica- modul a-
gem zagZo cado de cao de cao
fonte canal
canal
de amos dequan- decodi - decodi fl - demodu-
“"tragem tlzagVv> f 1 ca¢So c ac&o lac¢&o
da fonte de canal

Figura (1:2). Sistema de comunicacéo.
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225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
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237
238
239
241
242
243
244
245
246
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248
249
250
251
252
253
254
255
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r- APENDICE B

SIMULACAO DE DESEMPENHO

Para comparar o desenpenho de cada um cios algoritmos
apresentados no capitulo 4 cora aqueles de decodificacdo por maxim

verossim | hanca, o0os pontos do reticulo A devem ser transmitidos

n

através de um canal aditivo gaussiano. Neste canal cada ponto P = (

p,. .. ... ,P) < A é perturbado por um vetor de ruido S = (
1 n n

S ., . ,S ), gerando um ponto novo X = ( X, . . .. . ,Xx) e IR,
| n | n

onde

(B:1) X=P+S= (. +s,, .. . v pP.tsS ]

Nos canais gaussianos, cada coordenada do vetor S

tem distribui¢cdo normal de média 0 e variancia a’, onde

M- -X/2a

27T
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Denotamos esta distribuicdo com s ** N O, a ) . Obt emos una
di stribuicdo gaussi ana normalizada se cr’= 1. A geracdo de variaveis
aleatérias seguindo esta distribuicdo normalizada pode ser obtida
utilizando-se os métodos em [26] e [27]. O programa em B :1 é para

encontrar um valor aleatério desta distribuicdo. A tabela ( 13:1)

exibe a probabilidade de encontrar qualquer valor * s*

Para se obter wuma distribuicdo s- N 0, cr?), o
valor x, obtido pela distribuicdo s”- N 0, 1 ), deve ser
substituido pelo valor y"""j e -Isto &€ uma conseqUéncia do fato de

que se y é uma variavel aleatéria com distribuicdo normal n ( O,
cr’), entdo a variavel aleatéria a + by témdistribui¢do normal n (
atb/i, bs<7:) [28]. Nos canais gaussianos aditivos, o valor de cr’
representa a poténcia média do ruido do canal [29], resultando em

uma relacdo sinal/ruido

S <>
(B:3) A=_ "
N nO_Z
onde P(A ) é a energia média dos pontos utilizados do reticulo.
Na saida do canal, o ponto recebido é decodificado

usando-se o algoritmo, o qual pretendemos comparar o desempenho com
outro de decodificagdo por maxima verossimlhangca. Os dois pontos
obtidos serdo comparados com aquele que foi transmitido. Para cada
ponto, contamos conmo um erro de decodificacdo se houver diferenca

em pelo menos, uma coordenada (probabilidade de erro por ponto
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n-dimensional).

Para cada valor da relacdo sinal/ruido, um numero
suficientemente grande de pontos deve ser transmitido. A estimtiva
é feita por simulacdo Monte Carlo ,utilizando-se a freqUéncia
relativa da ocorréncia de erros na saida de cada decodificador
[29].

A utilizacdao da versdo fraca da | ei dos grandes
ndmeros, de acordo como teorema de BERNOULLI [ 28], assegura que 0s
resultados obtidos convergem para 0s val ores reais das
probabilidades.

Not amos que o numero de pontos a serem transmitidos

deve ser aumentado a medida que a relacdo sinal/ruido cresce. De

acordo com a equacdo (B:3), tal aumento da relacdo acarreta um
di m nui ¢cao no namero de erros provocados pel o canal, e
consequent ement e, a interpretacdo frequentista wutilizada para o

calculo das probabilidades de erro podera nado mais ser valida.

Portanto, o nUumero de pontos que devem ser transmitidos para se

atingir um probabilidade de erro q com espal hamento relativo K §é
[29]

1-4
(B:4) n )

Kq

Em particular, se ¢q « 1,
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1
(B:5) n =
K*q
Por exemplo, se a probabilidade de erro €& da ordem
de 10° (conhecimento a priori) e €& desejado um espalhamento de

10% entdo a sinulacdo deve ser realizada para n da ordem de 10O

pontos transmitidos.
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B. | - PROGRAVMA PARA GERAR UWMA DI STRI BUI CAO GAUSSI ANA NORNVALI ZADA

Um programa em |linguagem C para gerar um numero € R
com distribuicdo gaussi ana.
mai n
{
i nt xdum
int set=0,xrand;
float vvl, m w2, trand,vl,v2,r, fac, gset,gasdev;
if(set==0){
loop:
xrand=-xdum*rand();
trand=rand3(xrand);
vli=2.0*trand-1.0;
xrand=-xdum*rand();
trand=rand3(xrand);
v2=2.0*trand-1.0;
r=vli*vl+v2*v2;
if(r>=1)goto loop;
fac=sqrt(-2%log(r)/r);
gset=vl*fac;
gasdev=v2*fac;

set =|
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com distribuicéo

float

>

el sef
gasdev=gset;
set=0;}

return gasdev;

Esta funcéo

rand3(dum)
i nt dum
long int
next, nextp, |
int 0 kk, iy
float fac,trand;
fac=1.0/big;
if(dum<0 ||ff==0){

j =seed-abs(dum);

j =] %big
al[55] =j;
I

for(i=I;i<55;i++){

i i=(21%1) %55;

bi g=1000000000,

DI SSERTAGAO DE MESTRADO

serve para gerar

uni f or me,

seed=16180033,

| APENDI CE B] 170.

umnimero entre -

z=0, a[55], ff
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alii]=k;
k=j-k;
if(k<z)k=k+big;

joalii];

}

for(kk=1:kk<5; kk++)
for(i=0;i<56;i++){
ali]=a[i]-a[1+(i+30)%55] :
Pf(ali]<z)ali]=al[i]+big;
next=0;

nextp=31:

dum=|

}

next=next+1;
if(next==56)next=l ;
nextp=nextp+l
if(nextp==56)nextp=l
j =a[next]-a[nextp];
if(j<z)j=j+hig;
afnext]=j;

trand= j*fac;

return trand;
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1:2:2- QUANTI ZACXC:

As saidas do processo de amostragem sao nuUmeros
reais devido a natureza da funcdo f (t), a qual pode representar,
por exemplo, a voz do ser humano. Conb as comunicagdes digitais
trabal ham com nameros inteiros (i.e. alfabetos discretos- cono por
exemplo, o0 caso do sistema binario), estas amostras devem ser
restritas a um destes valores descritos, ou seja quantizados. Um
quantizador € um sistema que converte um numero real em um nanero

inteiro ou valor discreto fixo de um conjunto de valores.

Figura (1:3). Processo de amostragem
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Tabela (B:l). Distribuicdo gaussiana obtida pelo programa
no apéndice B: |, onde
-XV?2
F(X) = exp dx
-J 27T
X F( X) X F( X)
-4. 00 0. 0000 0. 00 0.5003
-3.90 0. 0000 0. 10 0.5403
-3.80 0.0001 0. 20 0. 5797
-3.70 0.0001 0. 30 0.6187
-3. 60 0. 0002 0.40 0. 6539
-3.50 0. 0003 0. 50 0.6867
-3.40 0. 0005 0. 60 0.7406
-3.30 0. 0005 0.70 0.7721
-3.20 0. 0007 0. 80 0. 8009
-3.10 0. 0010 0.90 0.8279
-3.00 0. 0016 1.00 0.8513
-2.90 0.0023 1.10 0.8729
-2.80 0. 0032 1.20 0. 8933
-2.70 0. 0040 1.30 0.9106
-2. 60 0. 0054 1.40 0. 9257
-2.50 0. 0066 1. 50 0.9385
-2.40 0. 0090 1.60 0.9490
-2.30 0.0113 1.70 0. 9597
-2.20 0.0148 1.80 0.9674
-2.10 0.0187 1.90 0.9742
-2. 00 0.0228 2.00 0.9799
-1.90 0. 0287 2.10 0.9843
-1.80 0.0361 2.20 0.9877
-1.70 0.0466 2. 30 0.9906
-1. 60 0. 0574 2. 40 0.9929
-1. 50 0. 0698 2.50 0.9946
-1.40 0. 0839 2.60 0.9958
-1. 30 0.1013 2.70 0.9969
-1.20 0.1203 2.80 0.9979
-1.10 0.1416 2.90 0.9986
-1. 00 0.1644 3.00 0. 9989
-0. 90 0.1898 3.10 0.9994
-0.80 0.2173 3.20 0.9995
-0.70 0. 2475 3.30 0.9997
-0. 60 0. 2795 3.40 0.9998
-0. 50 0.3128 3.50 0.9998
-0.40 0.3471 3.60 0. 9998
-0.30 0. 3840 3.70 0.9999
-0.20 0.4200 3.80 0.9999
-0. 10 0. 4606 3.90 0.9999
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r APENDICE C

A POTENCIA MEDIA DO RETICULO

PROPOSI CAO:
A poténcia média dos pontos em uma regido limitada
do reticulo
(1) A= 2°Z'+ 2 C + + 2 C+ C,
v ' n g.l 1 0 *
onde Ci € um codigo binario, e CIQ ?+i' € igual a poténcia média

dos pontos na mesna regido do reticulo ndo codificado Z .

PROVA
Suponha gque o] reticulo A f oi construido
n
utilizando-se wuma constelacdo de 2°" pontos, com coordenadas da
forma
Z= 1, 3, , 2(2-1).
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O reticulo Z pode ser escrito na nmesna forma da equacdo (1),

seja

(2) Z = 2Z% 2°' C + + 2 C* C,

* g- | 1 0

onde C é o cédigo universal (n,n,1). Seja

(3) P (p..., p") = 22"+ 2 B _+ + 2' B,+ B,
onde B e Ce B = (b'...... b'). um ponto arbitrario neste reticulo

* 1o 9 f v
| | | | |

A poténcia média destes pontos é dada por

(4) [IPLE » IPLL +| P+ + |P
(5) llp'l = (222, 2-" b 2" bj+ b, )"
= (2'zh)r (2" -V ) (20 ;) (b)),
2(2°2')b" + .+ 2(2°2')bI+ 2(2°z' )br+
2.2-b" b+ . .. .. + 2-2-V b+
g-1 g-2 g-1 0
+ 2«2bV.
i o
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Consi derando todas as palavras do cédigo universal, o nuamero de | ' s
€ igual ao numero de -1's para cada coordenada das palavras cédi go.
Portanto,

(6) b, 0.

Dest e nmbdo, a poténcia nédia da coordenada P- é

(?) [Pri = (2zy. (2 -v )t (20 ) ()

Consequent enment e,

(8) 1A= (2'z")*.(2°-"B, )"+ . ...-r(2" B )"+ (B)".

A poténcia média dos pontos do reticulo A pode ser

dada pel a equacdo (4) , exceto que 0Ss vetores sdo pal avras dos
cédigos C na equacao (1). Nos cédigos lineares, o numero de | ' s é
igual ao numero de -I|'s para cada coordenada de todos as palavras

codigo. Portanto

—
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Dest e mpbdo, a poténcia média dos pontos P é

(10) | Pi (2Y) . (2"B,) ... (2" . )"f(B,)".

Concl ui mos, entdo, que a poténcia média dos dois reticulos é a

nesmnma.

QED
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Conbo mostra a figura (1:.4), O processo de
quantizacdo é realizado através da divisdo do eixo de amplitude das

amostras em N segmentos de amplitude AV -no caso de quantizacdao

uni forme-, cada K segmentos representa um valor discreto Y= K * AV

o0 qual pode ser transmtido. ApO6s a aquiesicdo da amostra , O

quantizador escolhe o valor mai s proxi mo. Vanos representar este

processo comp una funcdo discreta y = p(x). BEmnumintervalo de n

amostras (X , X ,...,Xx) a sai da do quanti zador sera
1 2 n

(Yj»vt e et Y)e

niveis de
amostragem

5.0
4.0
3.0
2.0
1.0
0.0

-1. 0
-2.0

-3.0
-4.0

A(t)

val or da amostra. 2.8 4,2 5.2 3.2 1.8 0.2 -0.8-2.2-3.8

nivel de amostra- 3.0 4.0 50 30 20 00 -1.0-2.0-4.0
gem mai s proéxi mo.

Figura (1:4). Quantizacdo unidimensional.
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Ao contrario do processo de amostragem 0O processo
de quantizacdo introduz um erro irreversivel que modifica o sinal
original. A magnitude deste erro € medida pela diferenca entre o
valor x* e y, = p (x), ou seja, a distancia Euclidiana em um

espaco de uma di mensao;

(1:2) e ()t = eop (x))

A funcéo efx”) €& uma variavel aleatodria, devido ao fato de x* o0 ser
também Se x* tem uma distribuic¢do uniforme, efx” tanbém tem

di stribuicdo uniforme no intervalo [-AV/2, AV/2] comunma média [ 4] ;

(1:3) E (e(x)) = (AV):/ 12 = 0.0833 AV.

Este valor é denotado conmp o erro de quantizacdo N, o0 qual pode
ser reduzido pela dimnuicdo do valor AV, ou seja, pelo aumento do
namer o de niveis.

A quantizacdo pode ser realizada em duas dinmensoes
ou mais, bem comp ao longo de um eixo. Imagine que o plano seja
dividido em regi des, ndo necessariamente congruentes, e imagine que
em cada regi d40 um ponto seja marcado, conmo mostra a figura (1:5).
Tal arranjo de pontos e regi6es pode funcionar como um quanti zador
em duas di mensdes. A entrada do quantizador é um par de nameros
reais (x,,x,) que indicam um ponto x no plano, enquanto a saida é

um ponto quantizado pré-escol hido que cai na nesnma regi 8o, ou seja,
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0 ponto mais proximo entre todos os pontos. No caso do exemplo na
figura (1:5) é o conjunto p »P« . ... »P, ¢ Portanto qual quer ponto

no plano pode ser substituido pelo ponto mais proximo do conjunto.

VORONOI CELL
ARQUND P‘

Figura (1:5). Quantizador em duas dimens8es. Qualquer

ponto no plano pode ser reduzido a um dos pontos Pi, P2,..
., Pi1.

Cono na quantizacdo em una di mensdo, este processo
introduz erro, o qual depende da maneira de se escol her as regides.
Se o plano for dividido em quadrados iguais e o0s pontos do
quantizador forem colocados no centro de cada quadro, o erro de
quantizacdo ainda € equivalente a (AV)?/12= 0.0833AV, onde AV é o
comprimento do quadro [3]. Fejes Toéth, entre outros, (apud [5]),
mostrou que se o plano for dividido em hexagonos com a nesma area

do quadro anterior, o erro de quantizacdo sera dim nuido a
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(1:4) N= 5 AV:/ 36vT~ = O. 0802. . . AV

Zador (apud [5]) mostrou que é possivel diminuir a média de erro
por dimensédo através do uso de quantizadores em altas di mensdes.
Infelizmente este resultado ndo é construtivo, ou seja, ndo exibe
qual a maneira mais eficiente de quantizar em n di mensdes.

A quantizacdo é uma maneira de cobrir todo o espacgo
em n di mnens6es com &reas idénticas. .Cada area temum centro, o qual

representa o ponto quantizado. Isto equivale a colocacdo de
esferas idénticas no espaco, de tal maneira que cada ponto contido
neste espago pertencga, pel o nmenos, a um esfera. O ponto
quantizado é o centro de esfera mais préxim, e €é claro que
procuramos diminuir o nimero de esferas. Esta questdo é um probl ema
conhecido na matematica cono "o problema de esferas intercaladas".
A resposta deste problema é conhecida para apenas uma, duas e trés
di mensbées . Sao listadas algumas solucbes para outras di mensdes [ 5]
mas, ndo f oi provado que essas correspondem aos mel hores arranjos.
Ua maneira de se encontrar um enbalagem de esferas intercaladas &
t omar uma enmbalagem o6tima de esferas ndo intercaladas em n
di mensbes e inflar cada esfera até que preencham o espago vazio
existente entre elas [3]. A figura (1:6) mostra esta operacdao em
duas di mensbées, onde os circulos ficaram hexagonais ao final da

inflacdo. Esta operacdo ndo da, necessariamente, a mel hor solucéo

ao problema, ms os melhores quantizadores conhecidos sdo aqueles
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obtido

esferas

s através deste processo usando-se as mel hores embal agens de

[5]. Por i sso, estamos interessados em estudar as

embal agens de esferas ndo intercaladas.

Figura (1:6). Un dos nmétodos de construir um quantizador que
mnimza o erro da quantizagcdo em n di mensdes é escol her una
embal agem 6tima e inflar as esferas até que preenchamtodo o
espago. A figura mostra este processo em duas di mensdes [ 2] .
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1:2: 3- CODI FI CACAO DE FONTE

As amostras na sai da do guanti zador serao
substituidas por unma seqUéncia de n letras de um alfabeto de
tamanho k. No caso binario, as letras sdao 0 e 1. Se, por exemplo,
0s niveis de quantizacdo sdo 256, caso seja realizada em um
di mensdo, precisaremos de 256 seqUéncias binarias de 8 letras para

represent a-| os.

1:2:4- CODI FI CACAO DE CANAL

Para um transm ssdo eficiente, o c6digo de fonte que
representa os valores das amostras deve ser codificado por outro

codi go, o qual € referido cono o codigo de canal". Esta
codificacdo envolve a adicdo de digitos de redundancia a sequéncia
da fonte, a fi m de descobrir ou corrigir erros. Este aumento de
digitos pode resultar em consequéncias: Na primeira, a taxa de
transm ssdo de informacgdo di minui; na segunda, ocorre um aumento no
atraso do transmissor e do receptor, e finalmente wum aumento na
compl exi dade do sistema de codificacdo e decodificacéo.

Um coédigo de comprimento n que contenha 2 palavras
cédigo e com uma distancia de Hammng mnima d entre elas ¢
denotado conmo (r.,k,d). Em um cédigo pratico e eficiente, o valor de

n é pequeno, o de k é grande (para aumentar a taxa de transm ssdo),

e d é tanbém grande (para corrigir muitos erros). Um dos probl emas
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relacionados comos cédigos corretores de erro € o seguinte: dado n
e d encontre A(n,d), 0 qual corresponde ao numero maximo de
palavras cédigo no cédigo (n,k,d). BEm geral, este problema ndo é
resolvido. De qualquer nodo, cotas inferiores e superiores para
A(n,d) foram encontradas e a construcdo de muitos cO6digos ¢é
conhecida [ 5] .

Exi stem ligacbes fortes entre céddigos e embal agem de
esferas e veremos que boas embal agens podem ser construidas através

destescodigos|[ 5] .

1:2:5- MODULACAO

A funcdo do modul ador é unir a saida do codificador
ao canal de transm ssdo. O modul ador aceita simbolos binarios ou
seqUiéncias M arias (sequéncias de 1log,M bits binarios) e produz
formas de ondas adequadas ao meio fisico de transm ssdo, que &
sempre anal 6gico. Em muitos sistemas de comuni cacdes digitais, onde
a codificacdo deve ser aplicada, os métodos de modul acdo e
demodul acdo sao dificeis ou inpossiveis de serem modificados. Em
outros casos, a técnica de nodulacdo é fixa mas, mudancas na
demodul acdo sao possiveis [31]. Ainda em outras aplicacdes ¢
possivel projetar a modul acdo e a denodul acdo juntamente com as
t écnicas de codificacdo ( modul acdo codificada).

Na nodul acdo binaria, o modul ador, simplesmente,

converte o digito binario, 0 ou 1, em formas de ondas, digamos
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s (t) ou s, (t), respectivamente, com duracdao T,. Para a modul acao
M aria, os M sinmbolos possiveis e codificados sdao convertidos emum

grupo correspondente de formas de ondas: s.(t), s”™~t) ., ... . e

s(t) .

M 1

Entre una grande diversidade de t écni cas de
modul acdo, existem trés sistemas convencionais de nmodulacéao
bi nari a:

1) - Chaveamento por deslocamento da amplitude

(PAM), onde os dois sinais témas seguintes formas

(l:5:a) T(t) = Asinw, e

(I:5:h) SATAL s ey

2) - Chaveamento por deslocamento da fase (PSK), onde

0s dois sinais tém as seguintes formas

(1:6:a) »(t) = sin wt, e

(|6b) sg/\t/\ = s (wx+150); e

3) - Chaveamento por deslocamento da freqiéncia (FSK),

onde 0s dois sinais tém as seguintes formas;

(1:7:a) sht) = sin Zirf t, e
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Conb notado, os dois sinais nos trés sistemas sao
funcdes de doi s val ores de amplitude, fase, ou freqléncia,
respectivamente. Enquanto que na nodul acdo Maria os M sinais sao
funcbes de M valores de amplitude, fase, ou freqléncia.

O motivo de usar-se a modulacdo Maria é que nos
canais limtados em banda, a taxa de transm ssdo bits/segundo é
bai xa no sistema de nodulacdo binaria e a uUnica solucdo ¢
transmitir mais hits por Hz. A existéncia de mais de dois niveis de
fase, freqUéncia ou amplitude aumenta a probabilidade de erro, conp
mostra a figura (1:7) no caso de nodul acdo PSK. Tal prejuizo pode
ser evitado ou controlado através dos sistemas de codificacdo de
canal anterior.

Existe um sistema que combina o0s dois sistemas PSK e

PAM [ 2] que é chamado de nodulagdo de amplitudes em quadratura

denotado conp OAM . Um sistema QWM pode ser wusado para gerar
qual quer "standared | inear double-sideband nodulated signal", 0 que
inclui todos os tipos de nodul acdo geral mente usados [2]. A figura

(1:8) mostra um modul ador QAM canéni co.

No sistema QAWM o0s sinais sdo transmitidos através

de um canal bidimensional, t al conp na figura (1:9), em pares
(x ,y ). Tais pares sdo chamados "pontos de sinalizacdo" ou
"simbol os", o0s quais jazem em um plano de duas dinmensGes. Os pontos

sdo transmitidos emtaxa fixa de F sinbol os/segundo, que é a banda
nom nal do canal. Conmo indica o modelo, as duas coordenadas do

ponto sdo transmitidas independemente sobre o canal bidimensional e
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[ 1 =
1
101 ~
o
102 = "
PM -
103 -
10-4p————- —_ - —_:
= =

o SL__1 1 . - - -
4 0 4 8 12 16 20 24

E./ N,(dB)

Figura (1:7) Probabilidade de erro de simbolo para nodul acéo
M—aria PSK [ 4] ,
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sdo perturbadas por variaveis de ruido Gaussiano (n ,n, ), cada
N X1 yi

uma com variancia N e média zero.

Para se transmitir m bits por sinbolo (ponto) em
@AM o plano bidimensional deve possuir 2" pontos. Tal arranjo de
pontos €& chamado constel acdo. Existem varios e diferentes métodos
de se arranjar estes pontos na constelacdo [ 2] [ 6] e [7]. Estas

variantes procuram diminuir a poténcia média dos pontos e

costlet
{LPF] —X)- - |
sequenci as ) iJ = s (t)
digitais 5 [
M o ——
— 4
sen U3t

Figura (1:8). Modul ador QAM cénico

Figura (1:9) Canal bidimensional
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simplificar o mapeamento entre os digitos binarios e os pontos. A
constelacdo mais simples é a que se chama constelacdo retangul ar
(figura (1:10)) desenvolvida por Campopiano e Glazer (apud [2]),
onde para um numero m inteiro e par de Dbits/sinbolo, as
constel acbes devem possuir 2" pontos extraidos de unma grade
retangular com coordenadas inteiras e 1impares, convencional mente

+1, £3, %5, L (27 -1y [ 2] .

1.3 - MODULACAO CODI FI CADA

Tratando-se o processo de modulacdo separadamente do
processo de codi ficacao, séo introduzidas duas conseqiénci as
i ndesej avei s:

1- a adicao de digitos de redundancia no processo de
codificacdo reduz a taxa efetiva de informacdes por Hz; e

2- a decisédo abrupta de amplitude ou de fase feita
no demodul ador antes da decodificacdo causa uma perda irreversivel
de informacdes , (a qual equivale a <cerca de 2 dB na relacdao

sinal/ruido (SNR) [8]) .
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Figura (1:10) constelacdes retangulares de sinais [2].

Um alternativa para evitar-se tais conseqlUéncias
[ 7] €& usar um conjunto maior de sinais no sistema de modul acédo.
Neste caso, a redundancia necessadria ao processo de decodificacdo €
fornecida pelo aumento do numero de sinbolos codificados. Essa
solucdo implica, necessariamente, no uso de nodul acdo ndo binari a.
Tal alternativa se chama "nodul acdo codificada".

Apesar de existirem alguns trabalhos anteriores [7]
[33] a é&4rea de nmodulacdo codificada foi sistematizada com o

trabal ho de Ungerboeck [8]. O autor mostrou o que teoricamente se
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poderia atingir em termos de ganho de codificacdo sem sacrificar a
taxa de informacdo transmitida, e apresentou sistemas praticos para
a busca de novos e mel hores codigos para esses sistemas. Ungerboeck

conclui em seu trabalho que

1) - ganhos de codificagdo podem ser obtidos
utilizando-se alfabetos redundantes sem perdas na taxa de
transm sséo;

2)- a maior parte do ganho ©pode ser atingida

expandi ndo-se a constelacdo por um fator de apenas duas vezes.

De acordo com Ungerboeck., tais ganhos podem ser
realizados ou por cdédigos de bloco ou por cdédigos de treliga. Por
sua potencialidade, 0os Ultims foram adotados nos primeiros
sistemas de Ungerboeck e a principal parte da maioria dos sistemas
construidos posteriormente.

O principio da mdulacdo codificada, que f o
estabelecido por Ungerboeck, €é o que se chama de "Mpeanento por
particdo de conjuntos", no qual um alfabeto de sinais €& dividido em
subconjuntos de maneira que a di stanci a Euclidiana aument a
progressivamente a medida em que se prossegue com a particéo.
Dependendo deste principio, varios métodos de modulacdo codificada
foram construidos. Cont udo, a confirmacdo de Shannon sobre a
existéncia de uma enbalagem de esferas em um espaco de alta
di mensdo desencadeou a construgdo de vinculos entre o estudo de
embal agens e a teoria da codificacdo. A busca sobre a utilizacdo de

embal agens mais densas conp metodos de nodul acdo codificada teve
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seu sucesso com o trabalho de Forney et al. [2] em 1984, no qual
sistemas de modulacdo codificada em bloco e em trelica foram
construidos utilizando-se o principio de Ungerboeck e usando-se 0s
reticulos mais densos nas dinmensbées 4, 8, 16, e 24-a partir dos

quais foram obtidos ganhos de «codificacdo em torno de 1.5, 3.0,

4.5, 6.0 dB, respectivamente [2]. A nmesma idéia f oi descoberta
separadamente por Calderbank e Sloane em 1987 [9], utilizando
coédigos de trelica. Existem outros sistemas especias que utilizam

reticulos em di mensdes definidas, .conbo aquele de N Secord e de
Buda [ 10], empregando o reticulo de Gosset em 8 di mensbes, e aquel e
de R Lang e M Longstaff [11], utilizando o reticulo de Leech [12]
em 24 di mensdes.

A utilizacdo de reticulos mais densos em altas
di mensbes tem a finalidade de aproximar-se do sistema ideal de
Shannon, que garante a possibilidade de transmitir com poténcia
cerca de 9 dB menor do que aquela necessaria em PAM e com uma
probabilidade de erro muito pequena no caso de ruido Gaussiano [2].
O sistema pratico e mais complexo, utilizando reticulos, que ja foi
construido, ¢€é baseado no reticulo de Leech em 24 dimens6es o qual
oferece 6 dB de ganho em poténcia [2]. Do ponto de vista de
compl exi dade de decodificacdo, torna-se virtual mente inpossivel
construir um sistema para oferecer mais ganho. Portanto, o0s estudos
atuais estdo frequentenmente interessados em simplificar os métodos
de inmplementagcdo dos sistemas j& existentes, ou construi-los de

outra maneira.
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A inplementacdo de um sistema deve incluir métodos

para facilitar trés processos

1) - mapear as seqlUéncias binarias nos pontos |lo
reticul o;

2) - decodificar um ponto recebido com ruido em um

ponto do reticulo; e

3) - demapear este ponto do reticulo a una seqléncia
bi nari a adequada.

Nor mal ment e, 0 segundo processo é tratado
separadamente dos demais. Neste trabal ho, desenvolveremos um
sistema de codificacdo e decodificacdo que inclui a sinplificacéo
da complexidade dos trés processos juntos. Este sistema pode ter
semel hangca com outros sistemas, ms as diferengcas que existem séo
basi cas.

Sera considerado neste trabalho apenas o caso de

modul acdo codificada em bl oco.
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r CAPITULO 2

EMBALAGEM DE ESFERAS E RETICULOS

2: 1) | NTRODUCAO

Existem trés problemas |l igados a enbalagem de
esferas em um espagco n-di mensional:

1- Qual €é o namero maxino de esferas idénticas que
podem ser embal adas em unma dada regi 8o do espaco?

2- Qual é o numero maxinmo de esferas idénticas que
podem tocar a superficie de uma esfera do nesnpb tamanho?

3- Qual é o numero mnim de esferas idénticas que
podem cobrir todo o espaco de t al maneira que qualquer ponto se
encontre pel o menos em uma esfera?

A primeira pergunta é conhecida conmo o "problema de
embal agem de esferas", a segunda é conhecida cono o "problema do
namero de contato ou numero de Newton" [ 5], e a ultima como o
"problema de cobertura de espaco".

No capitulo 1, justificamos a inportancia de se

responder estas perguntas, observando que as duas primeiras sao
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intimamente |igadas & codificacdo de mensagens transmitidas atraves
de canais gaussianos ruidosos, enquanto a terceira €é |ligada &
quanti zacdo ou decodi ficacdo de mensagens continuas. Real mente, néo
estamos preocupados com o numero de esferas comp resposta a
qual quer uma destas perguntas, mS com a maneira de se obter tais
respostas. Portanto, os dois primeiros problemas estdo da nesna
classe e podem ser tratados conjuntamente, enquanto o terceiro &
independente. Vale salientar que una resposta Otima para a primeira
pergunta fornece uma bhoa resposta para a terceira pergunta, mas nao
necessariamente O6tima [ 3] . Portanto vams estudar somente as

embal agens densas de esferas que ndo sejam intercaladas.

2:2) REPRESENTACAO MATEMATI CA DE HI PER- ESFERAS

Un ponto X em um espaco de n dimensdes IR é unm

série de n numeros,
(2:1) X=( X ,X , X ...... X).

Una hi peresfera em IR de raio p com centro no ponto U

(ti ,Uu,12 . . 4N corresponde a uma superficie que inclui todos
0s pontos X = (X ,X ,X . .. .. .,X ) que satisfazem a relacao
1 2 3 n
(2:2) (X-u)‘*+(x-u) +....+(x-u)=p".
| i i C. n n
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Ua enmbal agem de esferas em (R pode ser definida,
ent 8o, pela especificacdo dos centros das esferas e seu raio.

Existem dois tipos de embal agens, dependendo da
maneira de se especificar os centros das esferas embal adas.
Primeiro: enbalagens ndo reticuladas, nas quais ndo existe um
relacdo linear entre os centros das esferas. Tais embal agens séao
dificeis de serem estudadas, e portanto ndo estamos interessados
nelas. O segundo tipo é aquele no qual existe unma relacdo linear
entre 0S centros das esferas, . a qual se chama embal agens

reticuladas (reticulos).

2: 3) EMBALAGENS RETI CULADAS

Uha enbal agem é chamada reticulo se, sempre que
existam duas esferas, uma que tenha centro no ponto X = (
X X X .. - outra que tenha <centro no ponto Y = (
y ,¥y .,y . .. .,y ), entdo existemoutras esferas na embal agem as

1 2 3 n

quais tém seus centros em todos os pontos da forma Z = (
z ,z,z2. ... .,z ), onde z=ax+by, e a e b sd@8 nuneros
1*2* 3 * n'"' 1 i L

inteiros [3]. Portanto umreticulo emR é totalmente definido por
n pontos ou vetores Ilinearmente independentes e ndo nulos, o0s quais

se chamam de base do reticulo'. Exi stem muitas maneiras de se
1

De fato, a dimensdo do reticulo pode ser diferente

da di nensdo do espaco emque el e esté definido [17].
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escol her a base, mas esta escolha n&do altera a construcdo do

reticulo.

2:4) DEFI NI COES

2:4:1- Matriz geradora.

Supondo que os vetores

(2:3)

V =(V ,V ,V

“ha
n ' ni’® n2" n3

constituam a base do reticulo A ( O indice indica a dimensdo do

n

reticulo), a matriz

v V. vV v,
11 12 13
V v Vv. . . . Vu,
(2:4) M = 21 22, 23
v Vv v =V
nil n2 n3
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¢ chamada de matriz geradora do reticulo, e o0s pontos de séo
todos os pontos da forma KM onde k = (k ,k ,k , »< ) o

vetor arbitrario com componentes inteiras

2:4:2- Cardinalidade do reticulo em una regido R

Definimos a cardinalidade do reticulo A ,denotado
n

por |A |l conmb o namero de seus pontos existentes em una dada regi do
S

limtada R Q IR
2:4:3- Poténcia média do reticulo.

A poténcia de um ponto X do reticulo, denotada com

l'|X |* €& a soma dos quadrados de seus componentes X, i .e.,
(2:5) I 1 XI 17 = X%+ xX*+ + X*
R 1 2 n

A poténcia média emuna regido |imitada de | A*| pontos, X‘e A, do

s

reticulo A, denotada como P(A ), ¢é

[ 1" H"

ALGORI TMOS DE CODI FI CACAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS



ATEF SHARTA - DI SSERTAGCAO DE MESTRADO [ CAP. 2] 32.

2:4:4- A regido fundament al

A regido fundamental de um reticulo A é um regiao
de R que contém um e somente um ponto deste reticulo, a qual, se
f or repetida, cobre todo o espaco [34].

Se V V €& uma base do reticulo A, entdo O

paralelotopo que consiste dos pontos

HV +oeees, +Uv . (Osu=<1)
1

€ um exempl o de regido fundament al .
A regido de Voronoi [13] é um outro exemplo de

regi do fundament al .
2:4:5- Ovolume fundament al .

Existem muitas maneiras de escolher a regido
fundemental, ms o volume desta regido € unicamente determi nado
pelo reticulo [34]. Este volume é chamado de volume fundament al

V(A) doreticulo e é dado por [ 14]:

(2:7) V(A )= det A,
n
onde A= MM,
sendo Ma matriz geradora, onde T denota transposicdo, e := denota
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igual por definicéo.

2:4:6- Nimero de contato.

O nanmero dos pontos do reticulo mais proximos a um

ponto central que mantém a nesnma distancia entre si e aquele
ponto, €é conhecido conp "numero de contato", ou "coeficiente de
erro" [15].

2:4:7- Equival éncia de reticul os

Se dois reticulos A e B diferem somente por um
rotagdo ou mudanga de escala, diz-se que estes dois reticulos sdao
equivalentes [16], e denota-se por

(2:8) A = B

2:4:8- Reticulos duais.

Seja A um reticulo

definido pela base {v

, \'
n

1 2
v }, e que contém todos os pontos X= uv +tuv + . . +Uu v ,
' nJ' N ' 1 1 2 2 n n'
onde u , u , ....eu sao nunmeros inteiros arbitrarios. O reticulo
1 2 n
dual

contém t odos os pontos Y no espago Rt al que

XY=Xy + xvy + y
1™ 1 22
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€ um nUmero inteiro para cada X e A. A maioria dos reticulos

n

conheci dos contém seus duais [16].

2:5) EXEMPLOS DE RETI CULOS.

N6s vanps estudar alguns reticulos nas dimensdes
mai s importantes no nundo pratico das comunicacbes digitais. Cono
vamos observar, nao ha una definicdo Gnica nem uma forma Unica de
construcdo de umreticulo A

n

2:5:1) DIMENSAO N = 1.

Nesta dinensdo o problema é trivial, e existe
somente uma embalagem Um centro de esfera é representado por um
coordenada e a esfera representa um segmento linear cujo
comprimento é igual ao seu diéanmetro (figura (2:1)). Cada segmento
neste reticulo toca outros dois, portanto o numero de contato é 2.
Este reticulo é denotado conmo Z o qual inclui todos os numeros

inteiros. Nao hd nenhuma outra embal agem nesta di menséo.

Em qual quer outra dimenséo, o reticulo AN, que
inclui todos os pontos que sejam de qual quer conmbinagcdo de nunmeros

inteiros Zz=4{...,-1,0,1,...}, ¢é denotado por

C2:9D Z »<CX, X, X, .. .,Xx}:x.eZzZ.>.
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Tal reticulo é chamado de reticulo cubico n-di mensi onal, e seu

numero de contato é T=2n [ 5J.

ESFERA

Figura (2:1). Reticulo unidimensional Z

2:5:2) DIMENSAO N = 2.

Além do reticulo Z, (figura (2:2)) existe outro
reticulo mais denso nesta dinmensado (figura (2:3)) o qual €& chamado
de reticulo hexagonal. Wma matriz geradora deste reticulo pode ser

a seguinte [5]

1 0 "I
(2:10) M= 12JT/2

O nimero de contato é z = 6, enquanto para Z é t = 4 [5]

m

2:5:3) DIMENSAO N = 3.

Al ém do reticulo Z existe outro mais denso chamado
3

de reticulo cubico de face centrada (centered cubic lattice),
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-—-..
w
<
>
-
<

:
b
\ 4

Figura (2:2) Enbalagem retangul ar Z* onde os centros das

esferas sao todas as conbi nagcdes dos numeros inteiros.
Esta embal agem ocupa 0,7854 do plano [ 2]

Figura (2:3), Enmbal agem hexagonal em duas di mensdes,
onde 0os centros de cada trés esferas formam um triangul o.
Esta embal agem ocupa 0, 9069 do plano [ 2] .
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denotado conmo D, que contém todos o0s pontos cujas coordenadas sao

nidmeros inteiros e cuja soma € um nuanero par. Ura matriz geradora

para D, é a seguinte:

1-1
(2:11) M = 1-10
0 1

O numero de contato é x = 12 [ 5] .

Esta definicdo de D, pode ser generalizada para
di mensdes n £ 3 gerando os reticulos

(2:12) D={ (x .x ....,x )€ Z"; X +X +...+x=0 (nod 2)}.

n 1 2 1 2

O numero de contato de D é r = 2n (n-1) [5]

n

2:5:4) DI MENSAO N=4

O reticulo mais denso nesta dimensdo &€ D, definido
4

na equacdo (2:13), o qual tanbém é a enmbalagem mais densa. Umnm

matriz geradora dele pode ser [5]

2000
. _ 1100
(2:13) M= 10 10
100 1
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a qual garante que a som das coordenadas de qual quer ponto do
reticulo é par. O numero de contato é T = 24. Veremos com €
possivel construir este reticulo usando o nmétodo de Forney et al .

[ 2] , baseado na idéia de particdo de conjuntos estabelecida por

Ungerboek [ 8].
2:5:5) DIMENSAO N = 8.

Al ém dos reticulos Z e D ha outro mais denso
8 0

descoberto por Gosset em 1900 [5] denotado combo E o qual é um
8

enbal agem de duas coépias de D . A definicdo usual deste reticulo
8
[5]¢€
(2:14) E ={(x,....,x): todo x € Z ou x e Z+I/2,
8 1 8 i i

tal que £x, = 0 (mod 2)}.

O nimero de contato é x = 240. Uwm matriz geradora de E, pode ser
[5]

2 0 0 0 0 0 0 0

-1 1 0 0 0 0 0 0

o -1 1 0 0 0 0 0

0 0o -1 1 0 0 0 0

0 0 0o -1 1 0 0 0

0 0 0 0 -1 1 0 0

0 0 0 0 0 -1 1 0

12 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
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Outra construcdo baseada na particdo de conjuntos [ 2]

2:5:6) DIMENSAO N = 16.

Nesta dinensdao existem, entre outros,

39.

sera dada.

os reticulos

Z*. D, H e A . Oreticulo H tem a nesnma construcao de E

16* 16 16 16

ms em um espaco de 16 dinmensBes. O reticulo mais

8

denso neste

espaco €é A, que tem inUmeras construcoes, uma del as
aplicando-se a construcao codigo B (veja & 2:6), que
matriz geradora [17]
4 0000000000O0O0OO0OO00O
22000000000000O00O
20200000000000O00O
20020000000000O00O
200020000000000O00O
20000200000000O00O
2000002000000000O0
(2:16) M= 1/2 2000000200000000O0
20000000200000O00O0
2000000002000000
2000000000200000O0
111101011001 00O00
0111101011001 000
001 1110101100100
00011110101 10010
1111111111111 111
O numero de contato é z = 4320. Este reticulo pode ser
através do reticulo A , usando- se 0 mét odo de
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estabelecido por Leech e Sloane [ 3], [5],

2:5:7) DIMENSAO N = 24.

Sem duvi da, 0o reticulo mais i mportante nesta

dimensdo e em toda a teoria dos reticulos é A , o qual f oi
24

descoberto pelo matematico John Leech [12] e é conhecido comb o
reticulo de Leech. Existem varios métodos para se construir

[ 5], umdos quai s é baseado no cédigo de Golay [ 35], dando a matri z
geradora que esta na figura (2:4) [17]. O numero de contato deste

reticulo é x = 196560 [ 3] .

2:6) CONSTRUCAO CODI GO DE RETI CULOS

J. Leech e N J. A Sloane [18] westabeleceram os
primeiros vinculos entre enbalagem de esferas e 0s codi gos
corretores de erro; eles usaram estes cédigos para construir novas
embal agens ndo reticuladas, na maioria dos casos, e ao nesnp tempo
desenvolveram a "construcdo co6digo" de muitos reticulos conhecidos.
Este tipo de construcdo ¢é de grande inportéancia nos métodos de
decodi f icacao.

Existem quatro tipos de construgcbes coédigos de
reticulos, as quais sdao designadas por construcdes A, B, C e D. A
construcdo A é a mais utilizada nas dinmensBes de 1 a 8, enquanto

a B é& efetiva nas dinensGes de 8 a 24. A construcdo C ¢é
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O 41000 41410«
1000 411040
OO0 4 —1—+140 4140«
OO0 11410 44040
Ot 110410400
A—A—10 14404000
A0 4104000 —
A0 410 1000
O 11014000 -
A 104000 w40
A0 1000 =10

1 1111
21222 2222222222222222222

1111111111111

311111

TANNNNNNNNNNN

= v v v v v A A A A

(1/2) 1/ 2

1

11 x
geradora do cédigo

geradora do reticulo A,- A matriz

Uma matriz
no |ado esquerdo

(2:4)

Fig.

tirada da matriz

é

inferior

(apud [17]).

de Gol ay

ALGORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS



ATEF SHARPA DI SSERTACAO DE MESTRADO [CAP. 2] 42,

generalizacdo de A e B e é efetiva nas dinensdes n =2 [5], onde m
= 1,2,....,k, e finalmente a construcdo D é efetiva em al gumas

di mensdes comp 36 e 64 [ 19] .

2:6:1) CONSTRUCAO A.

Suponha que C é um co6digo binario (n,md). A
construcdo seguinte especifica um conjunto de pontos que forma uma
embal agem de esferas em R

Construgdo A. X = ( X ,X.. .. ... , X,) é umponto na
embal agem se e somente se X for congruente (mod 2) com uma palavra
codigoemC|[ 18] .

EXEMPLCS:

1- 0O reticulo Z

n

Qual quer numero inteiro pode ser escrito sob a

forma:

z = 2k+c, onde c¢c = 0 ou 1 e k =0, 1, 2, . .

Conb Z" inclui todas as conmbi nacdes de numeros inteiros, entdo sua

formul a cédigo é

(2:17) Z =22+ (n,n, 1),
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onde "+" denota soma de vetores n-uplas e Cn,n,|l) é o codigo

universal 120). Claro que esta férmula satisfaz as condi¢Ses da

construcédo A,

2- Oreticulo D
n
Cono este reticulo inclui todos os pontos e Z" cujas

coordenadas somamse a umnumero par, a fdérnula cédigo

(2:18) D= 22+ (n,n-1,2)

n

satisfaz esta condicdo, e ao nesnp tenmpo satisfaz as condi ¢cbes da
construcao A

A tabela (2:1) mostra as fdérmulas codigo que
satisfazem a construcdo A para os reticulos nas dimensdes 4, 8, 16,

24 e 32 [15].

2:6:2) CONSTRUCAO B.

Seja C um coédigo binario (n,md) comapropriedade de
que cada palavra tenha peso par, entdo a construcdo seguinte
especifica o conjunto de pontos que formam uma enmbal agem em IR

A construcdo B. X = (x,,X,, ..., X] €é um ponto no
reticulo se e somente se X for congruente (mod 2) com uma pal avra
do cddigo e £ x» for congruente (md 4) comO [ 18] .

Em outras palavras, os reticulos que podem ser
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representados pela fornula

(2:19) A= 47" + 2C + C

onde C, € um subcddi go de C, sé&o incluidos na construcdo B[ 15] . A
tabela (2:2) mostra a fdérrmula cdédigo de al guns destes reticulos nas

di mensdes 16, 24e32[ 15] .

Tabel a(2:1) Fo6rnmulas codigo de al guns reticulos construidos
usando-se a constru¢do A. (R-M : REED - MULLER)

A formul a codi go nota sobre os cddigos

D4 27° + (4,3,2) cédigo de umdigito de paridade
Dp 27° + (8,7,2) cédigo de umdigito de paridade
ESU 27° + (8,4,4) codigo de R-M de primeira ordem
D16 2z' + (16,15,2)| codigo de umdigito de pari dade
H16 2z + (16,11,4) | codigo de R-M de segunda ordem
) s 2z°* + (24,23,2)| codigo de umdigito de pari dade
x24 27 + (24,18, 4)

D32 2z°* + (32,31,2)| codigo de umdigito de pari dade
H32 2z°* + (32,26,4)| codigo de R-M de segunda ordem
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onde é unma palavra do codigo C Representamos isto pela

formula codigo [ 15]

A = 22"+ 2“'C + . + 2"C + 2C+ C.
n k-1 k-2 1 0

Tal construcdo € conhecida com construcdo D. No caso em que o0S
cO6digos acima ndo sao lineares ou C nao estd incluido em C», a
construcdo € conhecida como construcdo C. As enmbal agens geradas

neste caso sdo, geralmente, ndo reticul adas

2:7) RETICULOS E CODI FI CACAO.

Na i ntroducéo deste trabal ho, mostramos o
desenvolvimento historico das |igacdes entre a teoria de reticulos
e a teoria de codificacdo, e mostramos os ganhos de codificacao
obtidos no uso de reticul os conp cédi gos.

A fimde utilizar os reticulos cono c6digos de
canal, eles devem ser construidos de maneira a facilitar dois

processos principais:

1- um sistema simples de  mapeamento entre as
sequUénci as binarias e os pontos do reticulo, ou vice versa;, e

2- um processo simples, e o mais réapido possivel, de
decodificacdo. O decodificador é um sistema <p (x) que encontra o

pontoy = (y,,y ....... ,Y ) do reticulo A mais préxinmo no sentido
1 2 n n
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2:6:3) CONSTRUCAO CODI GO GENERALI ZADA
Suponha que C~ ov - . .., % cbdigos binarios

com a condi¢gcdo de que C Q C . Entdo o reticulo A inclui todos

0s pontos X, tal que

Tabela(2:2). Fornulas codigo de alguns reticulos construidos
pela construgcdo B (RM : REED - MILLER)

A formul a codigo nota sobre os cddigos

47°+2(16, 15,2)+(16,5, 8) (16,5,8) é um cddigo de RM
de primeira ordem

H 47°+2(24,23,2)+(24,12,8)|(24,12,8) é o codigo de Gol ay
24

A 47'+2(24,18,4)+(24,6,16)
24

H 47+2(32,31,2)+(32, 16, 8) (32,16,8) € um cédigo de RM
32 de segunda ordem

A 47°+2(32,26,4) +(32, 6, 16) (32,26,4) e (32,6,16) sdo
32 cédigos de RM de 3* e |°

ordem, respectivamente

ALGORI TMOS DE CODI FI CAGAO E DECODI FI CACAO PARA CODI GOS DE RETI CULOS



ATEF SHARPA DI SSERTACAO DE MESTRADO | CAP, 2] 47.

euclidiano de um ponto x = (X ,X ,.......X ) e R
1 2 n

Conb notamos no capitulo 1, varios sistemas foram
construidos nesta area considerando os reticulos conmo cédigos de
bl oco ou codigos de trelica. Forney et al . [2] apontaram que todos
0s sistemas conhecidos naquele tempo, incluindo os mais i mportantes
coédigos de reticulos, podem ser gerados pelos nesnmos elementos
basi cos:

1- um codificador convencional binario, de bloco ou
de trelica, que opera com um determi nado numero de bits de dados
para gerar um numero maior de bits codificados;

2- estes bits codificados escol hem um dos
subconjuntos de uma constelacdo particionada de sinais; e

3- um numero adicional de bits nédo codificados
escol hem um ponto i ndividual do subconjunto escol hido.

A particdo de wuma constelacdo de n dimensdes em
subconjuntos é um sistema estabelecido por Ungerboeck [8], o qual
a chamou "mapeanmento por particdo de conjuntos". Cnsidera-se
inicialmente uma constel acdo bidi mensional de pontos tirados de uma
grade retangul ar de duas dimensdes; t al <constelacdo pode ser
dividida emdois subconjuntos designando pontos alternativos a cada
subconjunto, i.e., de acordo com o modelo da figura (2:5)

Os dois subconjuntos resultantes (A e B) tem as seguintes
propriedades

a) 0s pontos em cada subconjunto formam uma grade

by

retangular (rotacionada 45° emrelacdo a grade original).
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W > w >
> W > w
® > w >
> W > w
w > w >
> w > w

Figura (2:5), Particdo de uma constel agcdo bidi men-
sional emdois subconjuntos.

b) 0 quadrado da distédncia minima entre o0s pontos de
cada subconjunto é o dobro da distancia minima ao quadrado d* entre
0os pontos da constelacdo original.

Al ém disso, por causa da primeira propriedade, a
particdo da grade infinita pode ser repetida para se obter 4, 8,
16,.... subconjuntos com propriedades similares, e em particular
com distdncia mnima ao quadrado entre cada subconjunto de 4, 8
,16,... vezes &\ A figura (2:6) mostra una constelacdo retangul ar
de 16 pontos dividida em dois subconjuntos de 8 pontos (a), 4
subconjuntos de 4 pontos (b), 8 subconjuntos de 2 pontos (c), e 16
subconjuntos de 1 ponto (d) [2]. A atribuicdo de indices é feita de

acordo com a Aarvore:
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constela-lo original

B B B B

00 11 10 o1 00 11 10 oi

A A A A A A A A B B B B B B B B
000 001 110 111 100 101 010 011 000 001 110 111 100 101 010 OU

Devenos ressaltar que esta nomeacdo de indices
facilita o calculo da distancia mnim ao quadrado entre os pontos
no segundo e terceiro nivel de particdo, onde esta distancia entre

dois pontos do subconjunto A ou B é 2d* vezes a distancia de

. . 2 2
Hamming entre seus indices: e.g., d (A AM) = 4d,.

Estes subconjuntos podem ser usados para implementar
um sistema de codificacdo relativamente simples e efetivo,
ilustrado na figura (2:7), empregando os elementos bésicos acima. O
ganho de codificacdo é determinado pel as propriedades da distancia
mnima dos subconjuntos combinados com aquelas dos cddigos
bi nari os, apesar do tamanho da constelacdo. Tal esquem pode ser
usado para se construir reticulos usando-se coOdigos de bloco nas

di mensbes 4, 8, 16, e 24 conp mostrado a seguir.
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B B
B A B A B
A B A B
B A B A B
(a)
B B
0o 00 1 b 000
B B B
10 o1 o1 io 101
B B
11 11 0o 00 111
B B B
o1 10 10 o1 011

(€)

t CAP. 2]
B
B
A/
|
(b)
R
000
oio
B
111
ifoo
(d)

50.

001

no

101

Figura (2:6) Constelacdo de 16 pontos particionada quatro vezes

codi f 1 cador se 1l ecionador
bits n o . bits de subconi
j.
fr| PINAT i o codi ficados
codifl cado s
sei. de ponto
restante y .
;| no subconj .
dos bits

Figura. (2:7) Esquema de codificacéo
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2:7:1) O RETI CULO D,

D contém todas as seqUéncias de n/2 pontos da

n

const el acdo, com a condicdao de que 2k pontos, onde k =
0,1,2,...n/4, sejam do subconjunto B. Isto é razoavel, sabendo-se
que D deve conter metade dos pontos do reticulo Z. Por exemplo D,
inclui todas as seqUéncias de dois pontos bidimensionais nas quais
0os doi s pontos sdo do nesnpb subconjunto, i.e., seqlUéncias da forma

(AA) ou (B, B).

2:7:2) O RETICULO E

E, consiste de todas as sequéncias de quatro pontos

bi di mensionais nas quais todos o0s pontos sdo ou do subconjunto A
ou do subconjunto B e ainda, nas quais os indices dos pontos (em b)
formam uma palavra do <cédigo Ilinear (4,3,2) de um digito de

pari dade.

2:7:3) O RETICULO A

16

A, consiste de todas as sequUéncias de oito pontos
bidi mensionais, nas quais todos os pontos sdo ou do subconjunto A
ou do subconjunto B e ainda, nas quais os indices dos 8 pontos (em
c) formam uma pal avra do cédigo (16,11,4), extensdo do codigo de

Hamming (15,11, 3).
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2:7:4? O RETI CULO A24

Este reticulo consiste de todas as seqléncias de 12
pontos bidi mensionais nas quais todos o0s pontos sd ou do
subconjunto A ou do subconjunto B, e os 24 (i, j ) indices (em d)
formam uma pal avra do cddigo de Golay estendido (24,12,8), e mais,
Oos terceiros indices formam uma palavra do cédigo (12,11,2) caso a
sequéncia seja do subconjunto A; e no caso da seqUéncia ser do
subconjunto B, formam uma pal avra do cddigo (12,11,2) com paridade

impar, i.e., £ k« 1 (md 2).

2:7:5)- PARAMETROS D05 RETI CULOS CONSTRUI DOS PELO

METODO FCRNEY.

1) Cardinalidade.

Definimos a cardinalidade do reticulo |A Il com o
namero de seus pontos existentes emuma regido IR Conb nOs usanos
uma constelacao finita, podemos definir |A|] conb o ndanmero dos
pontos do reticulo que podem ser obtidos wusando-se todas as
conbi nagbes possiveis de seus pontos. Esta cardinalidade é unm
funcdo do numero dos pontos da constelacdo e do co6digo usado para

construir A .

n

Para o reticulo ndo codificado Z , a cardinalidade &

0 numero de todas as conbinacBes de n/2 pontos da constelacéo,
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portanto,

(2:20) |z = |S|""

onde |S €é o numero de pontos da constelagdo bi di mensional .

O reticulo D inclui metade dos pontos do reticulo
n

Z' portanto sua cardinalidade ¢

(2:21) b3 = | S|/ 2.

O reticulo E € construido pel a divisdo da
8

constelacdo bidi mensional em a4 subconjuntos, cada um tendo | s|/4,
e pelo codigo (4,3,2). Considerando os dois tipos de sequéncias A e
B, o numero total de pontos é

2. (| S|14)* 2.

(2:22) | EJ

Da nmesma maneira a cardinalidade do reticulo A, e
16

do reticulo A sao
24
(2:23) A, | = 2 (| S|/8)* 2.
e
(2:24) A3 = 2'- (|S|/8)“,
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respectivamente.

2) Taxa de transm sséo R.

A taxa de transmi ssdo é definida comp o nunmero de
hits de informacdes por dinmensdo que podenos transmitir usando um
reticulo A, sendo dada por [ 14]

n

(2:25) R (A) = —1 og.| A\ .bits/dim

Usando as relacbes anteriores sobre a cardinalidade e o fato de que
na pratica o numero dos pontos da constelacdo é una poténcia de 4,
i.e., 4", onde m= 1,2,..., a taxa de transm ssdo dos reticulos Z,,

D. E. A e A é

4% 8* 16 24
n/ 2

(2:26) K(Z") =—-10g9,| S| = mbits/dim,

. A lr _ 1 . :
(2:27) K(D,) =*-Tog.(] S| [2)y=m-~ bits/dim,
(2:28) K(E,) =—Ll og.(2°- (|C|/4)* 2)=m--|- bits/dim,
(2:29) I ?2(A)=-,]-1og,(2".(|S|/8)* 2)=m --8 bits/dim,
(2:30) P(A,) = l0g.(2%« (| S|/8)”)=m - 1 bits/dim.
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3) Poténcia média do reticulo, P(A,).

Devido a simetria da constelacdo bidi mensional, a
pot éncia média de um ponto do reticulo € a nesma do Z ( veja a

prova no apéndice C), portanto

(2:31) P(A)=n ’

onde p(S) é a poténcia média da constelacdo bi di mensi onal S.

4) Distancia mnima.
A distancia mnim ao quadrado do reticulo (A") é a
menor disténcia Euclidiana entre dois pontos neste reticulo, a qual

pode ser calculada da maneira seguinte:

a) Oreticulo D .
! 4

Conmb observamos A distadncia ao quadrado entre dois
pontos A e B é no mnimo d,, conseqiuentenente a distancia m nim ao
quadrado entre duas sequéncias (A/A) e (BB é 2d:. Por outro |ado,
0 quadrado da distancia entre dois pontos do nesno subconjunto é
2d*, dando a distancia minima ao quadrado entre duas seqléncias de

pontos do nmesno subconjunto igual a 2d*. Concluims que,
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<2@S «I'JV:2 d 0 )

b) Os reticulos E , A e A
8 16 24
Nestes reticulos, os indices i ou (i , j ) dos pontos
que compbGem a seqléncia formam uma pal avra dos coddigos (4,3,2),
(16,11,4) e (24,12,8) respectivamente. Usando a relagdo entre a

di st Aancia de Hamm ng dos indices e a distéancia nos subconjuntos,

d* £ 2d,d?,, duas sequUéncias do nesnp tipo mas, com indices i ou
(i ,j) diferentes, diferenciam-se, no mnim, em 4d?, 8d* e 16d°:
\' g i ' i 0 0 0
respectivamente. Em A”, duas sequUéncias de pontos do nesno
subconjunto ( A ou B) e do nesnp (i,j) indices, mas k indices

diferentes, se diferenciam no mninm, por 8d? em pelo menos, dois
simbolos [ 2] . Concl uinos que

<> ‘L<®8>="0"
(2 34> d'A,6> = "o ©
<> Lo, <t, 3 7 o -
ml n 24 o
Estes valores podem ser confirmados se |embrarmos que para a
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construcdo A dos reticulos, i.e., A= 22+ C,, a distancia mnim

ao quadrado de A ¢é

(2:36) d =mn [4, d(C)] * d

min h u
e, para a construgdo B, i .e., A'=272+ 2C'+ C,,
(2:37) <,,- minlie.Ad"CJ.d"Cr] * d*,
[15].

5) Ganho assintético de codificacgéo.

O Ganho fundament al de codificacédo do reticulo ?(A )

n

é definido por dois parametros geométricos fundamentais: a

distdncia mnim ao quadrado do reticulo e o volume fundament al

V(A .,
(2:38) r(A)=d(A)IV(A)"",
[14] e [15]. Em [22], o volume fundamental é dado em termos da

redundancia do reticulo,

(2:39) (hx=o2iemr

onde para a construcdo A, onde A= 22+ C(n, k),
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(2: 40) r(A )= n-k,

e para a construcdo B, onde A= 2Z'+ 2C (n,k.)+ C,(n,j-k),

(2:41) r(A )= 2n-j

[ 22], Escrevemos o ganho emtermos da redundanci a,

-2r (A) /n
(2:42) ar(A)- 2 ‘ron’ o -
n mn n O

A redundancia dos reticulos D, E, A e A é 1, 4, 12 e 24

4 8 16 24
respectivamente. Usando estes valores e os valores da disténcia
mnima ao quadrado, o0 ganho de «codificacéo destes reticulos,

referido a uma constel acdo n-di mensional Z, & 1.5, 3.01, 4.5, 6.01
dB respectivamente, confirmando os valores em [ 2].
A tabela (2:3) mostra os parametros anteriores para

0s reticulos mai s densos nas di mensdes 4, 8, 16, e 24 e o reticulo

\

2:7:6) CONSTRUCAO CODI GO DE RETI CULOS OBTIDOS PELO

METODO DE FCRN\EY

Nos casos praticos, as coordenadas da constelacéo

bidi mensional usada para transmitir m bits/di mnsdo ndo codificados
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tém convencional mente, um dos valores +tl1, £3, 5 (2 -1)
[ 2] A poténcia media det al constel acdo é
(2:43) P(C)= 2(4-1)/3
Tabela (2:3) Par ametros dos reticulos construidos
usando-se uma constelacdo QWM quadrada de 4" pontos.
) . distancia ganho de
taxa de transmisao bl ts/ dim . . .
mi ni ma codi fi-
m 1 2 3 4 5 quit;)rad 0 casdo “®
1 2 3 4 5 2 0
D 0.75| 1.75| 2.75 3.75| 4.75 4 1.5
4
E 0.5 | 1.5 | 2.5 | 3.5 | 4.5 8 3.01
8
16
A 0. 25| 1.25| 2.25| 3.25| 4.25 4.5
16
A 0 1 2 3 4 32 6. 01
24
Os pontos desta constelacdo (fig (2:8)) podem ser escritos sob
a forma:
(2:44) p = 2Z2°+ c,
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onde ¢ € C = ((1,1), (-1,-1), (-1,1), (!, -1)> « Z =™ =>
S . . . %(2"-1)>. Podenps observar que o0os pontos A e o0s pontos B

obtidos a partir da primeira particdo tém a seguinte forma

(2:45) P=2Z+c, e
A I
(2:46) P=2Z+ c,
B 2
onde ¢ e C= {(1,-1), (-1,1)}, ec e C= { (1,1), (-1,-1)}
i 1
A B A B A B A B
X X X X 7 X X X X
B A B A B A B A
. X X X X 5 X X X X
A B A B A B A B
X X X X 3 X X X X .
B A B A B A B A
X X X X 1 X X X X
-7 -5 -3 -1 1 3 5 7
A B A B A B A B
X X X X -1 X X X X
B A B A B A B A
. X X X X -3 X X X X .
A B A B A B A B
X X X X -5 X X X X
B A B A B A B A
X X X X -7 X X X X
. . . . . . . . . .

Figura (2:8). Particdo de uma constelacdo em doi s
subconjuntos (A e B).
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Portant o, C e formam dois cdédigos de um digito de paridade

(2,1,2), tendo as palavras de C paridade impar. Conb o retieul
D, contém todas as sequéncias (A,A) ou (B,B), temos, entao, oito

tipos de seqliiéncias sob a forma

(2:47) D=2Z + ¢

onde ¢, e codigo C, o qual tem as seqléncias binarias apresentadas
na tabela (2:4). Estas seqUéncias formam o cddigo (4,3,2),
confirmando a construcédo cd6digo.

Concluims que o0os reticulos D, E,, A, e A,
construidos usando-se a constelacdo bidi mensional podem ser
obtidos aplicando-se a construcdo codi go, substituindo 1 por -1 e O
por 1 nas pal avras dos codigos binérios.

No proéximo capitulo vanos estudar os métodos de

codificacdo e decodificacdo e desenvolver um novo método util para

este tipo de construcdo (construcdo por particdo de conjuntos).

Tabela(2:4). Palavras do codigo
C., (equacao (2:47)).

(A A) (B, B)
(1,-1,1,-1) (1,1,-1,-1)
(-1,1,-1,1) (-1,-1,1,1)
(-1,1,1,-1) ( 1, 1,1,1)
(1,-1,-1,1) (-1,-1,-1,-1)
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r CAPITULO 3

INTRODUGCAO AOS METODOS DE CODIFICAGCAO
E DECODIFI CACAO PARA RETICULOS

Nos canais ruidosos.e |limitados em banda passante,
os reticulos sdo usados comp métodos de nmodul acdo codificada para
transmitir sequUéncias binarias coma finalidade de aumentar a taxa
de transm sséo. Nestes canai s, 0S pontos transmitidos serdo
perturbados por um vetor de ruido aleatério multidimensional, o
qual deslocard os pontos ao espaco R. Um sistema de codificagdo e
decodi ficacdo pode ser visto comp um conjunto de algoritmos que

realiza trés funcgdes:

1) a funcédo de codificacdo (mapeamento) £ ( x)

Esta funcdo mapeia unma seqUéncia binaria da fonte b

= (b, . ,b ) em um anico ponto y = (y ,...,y ) do reticulo A,
1 k [ n n

i.e.,

(3:1) y=C(b),
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2) a funcédo de decodificacdo <p ( x) .

Cono o ruido desloca o ponto transmitido para um

ponto do espaco IR, esta fungdo encontra o ponto y = (y *...,y )
mai s préoximo do reticulo a um ponto x = (x....,X ) do espaco R,
ou seja,

(3:3) y =< (X) .

3) a funcdo de mapeamento invertida (demapeamento)

X(x)
Esta fungdo mapeia um ponto y = tY8m»»iY ) a°
reticulo A na seqléncia binaria b = (b , . . ,b)correspondente,
n 1 k
(3:2) b=A(y) .

Esta funcdo deve ser o inverso da funcdo de mapeament o,

ACy) = ¢"(x).

O método trivial para a primeira e a terceira funcgdao
€ construir wuna tabela de correspondéncia entre os pontos do
reticulo e as seqléncias binarias (look up table). Cada vez que se

precisa transmitir wuma sequéncia binaria, wuma busca na tabela
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fornece o ponto correspondente. O contrario sera feito no caso de
se demapear um ponto a seqiéncia binaria adequada. Para a segunda
funcdo, a distancia Euclidiana entre cada ponto no reticulo e o
ponto x € calculada, e escolhemos conp ponto decodificado aquele
que minimiza esta distancia.

Tai s métodos sdo Uteis nos casos em que o numero de
pontos utilizados do reticulo é pequeno. Caso contrario, o sistema
de transm ssdo torna-se lento e requer muita memdria para armazenar
a tabel a de correspondéncia. Portanto, a busca por bons métodos de
codificacdo e decodificacdo é uma busca para diminuir a sua
compl exidade (aumentar sua velocidade) , diminuir o volume da
membria, e facilitar a sua inplementacdo, |evando-se em conta a
finalidade do uso do reticulo.

Menci onamos no capitulo 2 que a solucdo para o0s trés
problemas referidos, depende do método de construcdo do reticulo.
Uma boa construcdo ¢é aquela que facilita a solucdo dos trés
probl emas conjuntamente. Existem métodos gerais que consideram o0s
reticulos conmp uma questdo matematica. Tai s métodos dedicam-se em
resolver a funcdo de decodificacdo sem nenhuma preocupacdo com as
demai s, enquanto nos sistemas que utilizam os reticulos cono
mét odos de modul agcdo codificada, a preocupacdo do projetista & dar
unma solucdo global para as trés funcdes e procurar uma construcao
eficiente para esta finalidade

Vimos anteriormente, que existemduas estratégias de

utilizacdo dos reticulos em nodulacdo codificada: a primeira
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considera-os cono coOdigos de treligca, e a outra considera-o0s cono

codigos de bloco. Mencionamos que este trabalho €é dedicado ao
segundo método, portanto vamps estudar e desenvolver, se for
possivel, algoritmos de codificacdo e decodificacao.

3:1) METODOS GERAI'S DE DECODI FI CACAO

Muitos trabalhos tem sido realizados ap6s o artigo
pioneiro de J.H Conway e N.J. Sloane [16] o0s quais propuseram
al goritmos de decodificacdo dos reticulos D, E, E, E, e seus
duai s. A construcdo destes algoritmos depende da definicdao

primitiva destes reticulos, por exemplo,

(3:4) D={ ( X,, , X ] ,x,€Z [xépar},
(3:5) E={ D0 (1/ 2, ,1/2) +D}.
Tais algoritmos podem ser utilizados no processo de quantizacéo,

pois o0s autores ndo apresentaram um método de codificacdo no
intuito de utilizar estes reticulos conmp c6di gos.

Dependendo da construcdo cédigo dos reticulos, J.H
Conway e N. J. Sl oane [20] apresentaram um algoritmo de
decodi ficacdo dos reticulos obtidos pela construcdo A, onde A é um

reticulo desta construcdo se e somente se:
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(3:6) A= 272+ C (n,k,d) .

n o
Este algoritmo é baseado na divisdo do vetor recebido em duas
partes: a primeira corresponde a parte ndo codificada 2Z, e a
outra a parte codificada C,n,k,d). A decodificacdo é realizada da

maneira seguinte:

Al goritmo (3:1)

1) dado X = (x,. .. ... ,X,) e R , primeiro reduzimos
todos x, ao dominio -1 * *j° P°'* subtracdo de
um vetor 47

2) suponha que S denota o conjunto dos findices i

para o0s quais 1 s x< 3. Para i e S, troque x*
por 2 ~"j o

3) com x agora esta no cubo -1 x< 1 (i o
1,...,1), aplique o decodificador de C a X

obtendo um vetor Y= ( y ey 1y = %,
1 n i
4) Para cada i € S, troque por 2 - y*. Portanto Y

+ 472 é o ponto de A mais préximo ao vetor
D

original X

Par a reticulos obtidos através da aplicacdo da
construcdo B, onde A é umreticulo se e somente se A= 2Z'+ C+

n n 1

C , 0 problema ¢é mis complexo, pois existem dois cdédigos
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dependentes que devem ser tratados. Considerando A= 2z*+ C*

conmo unido de k classes laterais do reticulo Q = 2z"+ (n,n-|)+
n 0

[ 15] e [21], Forney [22] colocou umalgoritmo para decodifica-lo i

seguinte maneira:

Al goritmo (3:2)

1) dado X = (x ,. . . .. ,x) elIR, apliqgue oalgoritmo
1 -n

anterior para decodificar x ao ponto X, mais
proxim no reticulo A= 22" + C;

2) confira a paridade dos n componentes 2Z em X,,
se for par, aceite X, com ponto em fi~r= 2z"+
(n,n-1) . Se nédo for, entdo nude a coordenada

X, de X, por 2 de t al maneira que a nmudanca

q

aumente a distdncia ao quadrado ( x - x)*o

m ni mo possivel;

3) para todas as classes | aterais j = 1 até k-1,
aplique as etapas 1 e 2 aos vetores X * | '
obtendo k-1 pontos decodificados X\

4) entre todos X , X X escolha o mais
0 1 k-1
proxim ao vetor X conmo o ponto decodificado.
Claro que esta decodificacdo ndo é por maxi ma

verossi m | hanca, mas tem o nNesno expoente de erro. Tal

decodificacdo f o chamada pelo autor comp "decodificacdo da
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distdncia cotada". Nos vanmps usar este principio para propor um
algoritmo especifico para reticulos utilizados nos sistemas de

modul acdo codificada.

3:2) METODOS ESPECI Al S DE CODI FI CACAO E DECODI FI CACAO

Comb os reticulos podem ser usados cono codi gos de
bl oco para modul acdo codificada, existem algoritmos especiais para
codi ficacdo e decodificacdo. O método principal de se utilizar os

reticulos comp cédigos de bloco é o método de Forney, o qual &

baseado no <conceito de Ungerboeck. “"particdo de conjuntos". Forney
et al . [ 2] apresentou em |linhas gerais conpo seria a codificacdo e
decodi ficacdo dos reticul os Dt" E8' AlG' e 94 construidos

usando-se seu método. NOs vanpbs discutir estes algoritmos com a

finalidade de utiliza-los em conparacgbes futuras.

3:2:1) O RETICULO D4.

D, contém todas as sequéncias de dois pontos de um
constel acdo de 2°*" pontos divididos em dois grupos, A e B, com a
condi cdo de que os dois pontos pertencam ao mesnD grupo (veja
capitulo 2) . Nesta constelacdo dividida, cada ponto precisa de 2m
digitos binarios para ser identificado, umdeles identifica o grupo
ao qual o ponto pertence, A ou B, e os ultimes 2m- 1 identificamum

ponto particular neste grupo. lsto implica em wum tabela de
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correspondéncia entre os digitos binarios e os pontos de cada grupo
tal conp a tabela (3:1).

Em cada ponto é capaz de transmitir 4m | digitos
bi nari os. Portanto, e conmo mostra a figura (3:1), uma seqlUéncia

binaria b = ( b,  , b ) identifica um ponto em D da maneira
1 a4m | 4

seguinte:

Al goritmo (3:3)

1) o digito b* escolhe entre uma sequéncia de tipo
(A, A) ou de tipo (B,B). Portanto este digito sera
codificado pelo cédigo C = {(1,1),(0,0)} em
(b,b); e

2) dividimos os 4mdigitos obtidos apés (1) em duas

seqlénci as binéari as,

== ( b-
>= (b ... b )
2 1 4 m

Cada uma destas seqliéncias seleciona um ponto na
constelacdo. Claro que os dois pontos pertencem

ao Mesno grupo.

Para demapear um ponto de em uma seqiéncia
binaria, fazemos o0 contrario. Cada par de coordenadas do ponto
identifica sua representacao bi nari a usando a tabel a de

correspondéncia. Associamos um digito no inicio da seqUéncia ao
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tipo do ponto, (A/A ou (B,B).

Tabela (3:1). Tabela de correspondéncia entre sequénci as
e pontos de uma constel acdo de 16 pontos divididos emdois
grupos A/B. Por exemplo, a sequéncia binaria (1000)
corresponde ao ponto (-3,3), ponto A

sequencia bi - pontos do gru pontos do gru
nar |l a de 3 po A (1) po B (0)
bits
000 -3, 3 1, 3
001 1, 3 3, 3
010 -1, 1 3, 1
011 3, 1 1, 1
100 -3,-1 1,-1
101 1,-1 3,-1
110 -1,-3 "3,-3
111 3,-3 1,-3
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) seleclona-
(2,1) 2 bits
1 bit . dor entre
decodi - decod 1 ficados
1 de 2

flcidor Al B
grupos

em dois

Intervaios
2 bits

seleciona-

dor de 2 ANB pontos

2m2 bits
pontos |

slnaliza-

Figura (3:1). Codificador de D
4

Decodificar um vetor X = (x , x, X, X ) 6 RE emum

ponto mais proximo em D, pode ser realizado da seguinte maneira:

Al goritmo (3:4)

1) divida o vetor X em dois vetores bidimensionais
X=(x, x) eX
1 ! 2' 2
2) encontre o ponto do grupo A e o ponto do grupo B
mais proximps de cada um destes vetores da
constelagdo bidi mensional, formando duas
sequéncias de pontos (A,A) e (B,B); e

3) A seqUéncia mais préximm a X €é o0 ponto

decodificado.
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3:2:2) Oreticulo E.

Para construir o reticulo E dividimos os pontos da
8

constelacdo bidimensional em dois grupos, A e B, em seguida
dividi mos cada grupo em dois subgrupos, A, A, B, e B. Cada um
destes subgrupos tem 2*"* pontos, portanto precisa-se de 2m
digitos binarios para a identificacdo de cada ponto , um deles
indica o tipo de grupo ao qual este ponto pertence, A ou B, um
outro refere-se ao findice deste ponto , e os demais ?2m2 digitos
escol hem um ponto no grupo, conp mostra a tabela (3:2).

O reticulo E, contém todas as seqiéncias que tém
pontos bidimensionais do nesnb grupo, A ou B, e cujos indices
formam uma palavra do cédigo (4,3,2). Portanto, conp mostra a
figura (3:2), uma seqlUéncia binaria b = (b

yeoo., No..) seleciona

um ponto em E, da maneira seguinte:

Al goritmo (3:5)

1) o primeiro digito b seleciona entre um
seqiéncia de pontos do grupo A ou do grupo B, OQu
seja, este digito serd codificado pelo codigo

(4,1,4) em (b, b, b b);

2) os trés digitos (b, b, b ) serdo codificados
2 3 4
pelo coédigo (4, 3, 2) em (b, b, b, k = b+
2 3 4 2
b +b).
3 4
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A

Tabel a

(0110)

(3:2).

dividimos
seqUéncias binarias de 2m digitos cada,

b= (b

b =

2

b -

4

cada uma destas seqUénci as

DI SSERTACAO DE MESTRADO

(b,

b3= (b, V b

(b, k.,

1o <

V

constel acéo

0s

b,, ...

2m- 1

4m+ 1°

b

6m-1 "

., b

) .

2mr 27 !

4m

8m digitos

... b ),

6m 2" '

.. b ),

8ro-4' "

usando-se

correspondénci a,

identifica o tipo do ponto e 0O segundo

o indice.

B, e B,
corresponde ao ponto

Por

onde

exempl o,
(1,3),

identifica um ponto na

(0]

a sequéncia binaria
ponto A,.

[ CAP.

que

a

primeiro

Tabela de correspondéncia entre sequénci as

e pontos de um constel acdo de 16 pontos divididos emquatro
grupos A,,

sequencia b1l- pontos do pontos do gru-e

narla de 3 grupo A (1) ] po B (0)

bits 0O (O0)|AlI (1) |BO (0) |BI (1)
00 -3, 3|-1, 1 -1,3[-3 1
01 1,3 3,1 3, 3/ 1,1
10 -3,-11.1,-3 -1,-11-3,-3
11 1,-1] 3,-3 3,-1 | 1,-3
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seleclona-

(4,1) 4 bits
1 bit ) dor entre
decodl- decod 1 ficados
1 de 4
f 1 cador Al B
grupos
em dois
3 bits (4,3) 4 bits 1 ntervalos
decodlf 1
cador
8 blts

seleclona
dor de 4 A /B pontos
1 1
pontos

2m- 8 bl t s

slnal l1za-

sk

Figura (3:2). Codificador de E
8

Para demapear um ponto de E em uma seqléncia
binaria, cada par do ponto seleciona sua representacdao binaria
usando-se a tabela de correspondéncia. Da sequéncia binaria obtida,
elim namos os digitos de redundancia dos codigos (4,1,4) e (4,3,2).

Para decodificar umvetor X = (x ,. . . . . , X ) emum

1 8
ponto no reticulo, deve-se realizar o processo mostrado a seguir:

Al goritmo (3:6)

1) divida o vetor X em quatro vetores
bidi mensionais X= (x , x), X= ( x, X)), x=
1 1 2 2 3 4 3
(%0 X) €x=( X, x).;
2) encontre 0s pontos dos grupos A e B mais
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proxi mos de cada um destes vetores, formando
duas seqliéncias de pontos, (A A A A e (B,B,B,B);
3) para cada sequUéncia, confira se os indices dos
pontos formam uma palavra do cdédigo (4,3,2). Se
ndo o formam troque o ponto menos confidavel para
0o ponto mais proxino do nmesno grupo;
4) a sequéncia mais préoxima a X €é o0 ponto

decodificado.

Métodos similares e mais complexos podem ser
aplicados para codificar e decodificar o reticulo A , dependendo
dos cdédigos (8,1,8) e (16,11,4), e o reticulo A, dependendo dos
cbdi gos (12,1,12), (12,11,2), e (24,12,8). O processo de
decodi fi cacdo nestes dois casos utiliza mtodos de decodificacao
suave explorando as caracteristicas dos coédigos (16,11) e (24,12).
Este processo, ao contrario daquele do reticulo E, torna-se
compl exo para sua inplenmentacdo. Tal complexidade foi simplificada
para o reticulo A" por Be'ery et al [ 23], que propuseramum
um al goritmo rapido para decodificar o cédigo C24, 12)

Devido a inporténcia do reticulo 24-di mensional de
Leech , muitos algoritmos foram propostos para decodifica-lo, tais

como: o de J.H Conway e N.J. Sloane [20]. baseado no fato que A"

cont ém comp sub-reticulo; o de Forney [22], o qual considerou
A comp duas classes laterais de H ; o de Gorden R Lang e
24 24" z

Frederick M Longstaff [11], 0S quais propuseram um Sistema
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compl eto de codificacdo e decodificacdo deste reticulo, baseado na
construcdo codigo apresentada por Forney [21]. Este altimo, f oi
adotado em um MIDEM 19. 200 bits/seg da MOTCROLA [11].

No proximo capitulo, desenvolveremos umal goritmo de
codi ficacdo e decodificagdo baseado na construcdo de Forney e
utilizando a construcao codigo dos reticul os.

Devido a inportéancia dos <coOdigos binarios na
decodi ficacdo O\os reticulos, apresentamos neste texto métodos de
decodi fi cacdo suave de alguns tipos, de co6digos. Tais métodos podem
ser encontrados, também em [20]. Notamos que a "decodificacao"
nestes algoritmos significa "encontrar a palavra co6digo mais

proxima do vetor recebido no sentido Euclidiano".

3:3) METODOS DE DECODI FI CACAO SUAVE PARA CODI GOS BI NARI OS.

Suponha que tf é um codigo binario (n, k). E
conveniente escrever as palavras co6digos com vetores de +I's e

-1 ' s. Observe-seque, se

(3:7) W= U+ V em notacdo de 0 e 1,
ent 4o
(3:8) W= U?* V emnotacdo de +1 e - 1.

A notacdo de +1 e -1 permite trocar o calculo da distancia pelo
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calculo da produto escalar. Se x e R e u €tf, entao

(3:9) dist*(U, X) (U-X)  (U-X

X x -.2X.U+U y

X X - 2X .U + n.

Portanto, encontrar a palavra codigo mais préxima é equivalente a
encontrar a palavra cédigo (em notagcdo +1 e -1) a qual tem o maior

produto escalar com x.

OCs métodos de decodificacdo seguintes usam este fato

para encontrar a palavra codigo mais préxima de umvetor X.

3:3:1) COMPARACAO DI RETA

Para qualquer <cédigo (n, k), calculamos o produto
escal ar do vetor recebido com cada palavra do cédigo e escol hemos
cono palavra decodificada aquela que tem o maior produto escalar.
Tal método é | ongo e Util somente para cédigos de dimensdo pequena.

3:3:2) CODI GOS DE REED - MJULLER DE 1* CRDEM

Un cédigo RM com parametros (2°, k = ml), pode

ser decodificado usando-se a transformada rapida de Hadamard (a

gual ¢é chamada "Geen machine") [24].
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3:3:3) CODI GO UNI VERSAL

E o cédigo que contém todos os vetores binarios de
comprimento n. Para codificar X = (x , , X ), trocamos x por

n 1

sgn(x ), onde

(3:10) sgn(x) = +1, se x £ 0,

=-1, se x < 0.

Exi st em co6digos ou subcoOdi gos que podem ser tratados
comp coOdigo wuniversal. Especificamente, qualquer <cédigo (n, k)

gerado por um matriz da forma

a b .b b

b a b b
(3:11) * *

b b a b

b b b a
onde a = | " ' * (n/lk vezes), e b = 0" (n/k vezes), pode ser
decodificado da seguinte maneira . Dado X = (x , . . .

1 n

decodi fi camo-10 cono
(3:12) U= uMOyniioognto
onde wu'"'*" significa repeticdo de u n/ k vezes, e
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Ademais o produto escal ar

SHARI " A

(3:14) U. X

X

a qual pode ser representada

EXEMPLO

U= sgn ( X
1 *

DI SSERTAGAO DE MESTRADO

(1

=)o

+ X

)
Ik (1-1)nlk+2

maxi mo é

Considere o codigo (8,4) gerado pela matriz

11
00
00
00

coo+

oo~ o

00

00
00

o~ 0o

00
00
11
00

=000

00
00
00
11

pela matriz;

onde cada digito nesta matriz representa dois
original. Tal <co6digo é um cddigo universal.
(x , . ... ,X), decodificamo-1| oconp

digitos da matriz

Dado um vetor
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U = aabbccdd,
onde
a=sgn (x" x,),
b=sgn (x.,+ xj ,
c=sgn(x.,+x,),
d=sgn(x,+x,) .
3:3:4) CODI GOS DE UM DI Gl TO DE PARIDADE (n, k = n-1)
Tai s cédigos contém todas as seqiuéncias binarias de
comprimento n e de peso par (nunerode | ' s é par). Para decodificar
X = (x . ,X ), trocamos x por sgn(x ). Se o peso for par,

n | i

paramos. Se f or impar, trocamos o sinal de x, de menor magnitude.
Conb no caso do cédigo universal, existem cddi gos ou

subcdodi gos que podem ser tratados comp cédigos de um digito de

pari dade. Qualquer cédigo (n, k = n-1) gerado por um matriz da
forma,

b b b

a b b
(315) . . .

b a b

b b a
onde a = | " ' ¢ (n/lk vezes), e b = oY (n/k vezes) pode ser
decodi ficado da seguinte maneira; dado X = (x ,. ... .. , X ),

1 n

decodi fi canp-1 o conp
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(n/k) (nik)

(3:16) U* tlj U— U,

onde uj"'" significa repeticdo de u, n/k vezes, e

(3:17) u=sgn (s, ,

onde

(3:18) s= ( X + X +....+ X ).
' ' 1+ (1-1)n/ k (1-1)n/k*2 in/k’

Caso o nunero de u 's negativos for inmpar, trocamos o sinal de

para o qual | sj seja mnim, digamos u”. O produto escal ar mxim
(3=19) O. X = [C * e e o ) .1 i--""i, 1k
1=1

se o0 numero de U*B negativos for par, caso contrario teremos

(3=2°) U. X=£ |( x, G N I T
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3:3:5) SUPERCODI GOS

Se a € umdos codigos anteriores, etf contém a cono
subcdédigo de pequeno indice, entdo tf pode ser decodificado

facil mente. Escrevendo tf em termos de a

(3:21) tf = W O(P « ),

onde t := |tf|/]a] é o indice de a emtf, e p*> (j =0,....,t-1) séo
Oos representantes das classes laterais de a emtf. tf é& chamado
supercédigo de a. A equacdo (3:21) €é aplicada aos vetores com

notagcdo 0 e 1, enquanto para vetores de notacdo +1 e -1, temos
(3:22) tf = U, P * « e

Encontrar o produto escalar mxino de x com oS
vetores em p'”’* a. €é wequivalente a encontrar o produto escalar

maxima de p“’’* x com os vetores ema. Entdo podemos decodificar x

conop a seguir.

calcule
(3:23) y"> = p'U* X,
e use o decodificador de a para encontrar u“”’, o qual €é o vetor mais
proximo ema a y‘". Calcul e também o produto escal ar
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(3:24) ip’ = uty

Depois de fazer isso para j= 0,1, t-1, omxim i p'’’ é o

produto escalar final, e o u'’ correspondente sera usado para

produzir a saida do decodificador, p''* u'",
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r CAPITULO 4

NOVOS ALGORITMOS DE
CODIFICACAO E DECODIFICACAO PARA RETICULOS

4:1) | NTRODUCAO.

Na decodi ficacéao por maxi ma verossi m | hanca,
compara-se o0 ponto recebido com todos os pontos do reticulo’,
usando-se a distancia Euclidiana conp métrica. A complexidade deste
processo foi dimnuida por algoritmos mais simples, como aqueles
gue menci onamos no capitulo anterior. A maioria destes algoritmos
trata os reticulos ilimitados (sentido estrito) no espago infinito,
enquanto os demais tém complexidade relacionada com o numero de

pontos da constelacdo bidimensional, wusada para construir estes

'NOTA- Daqui por diante a palavra reticulo faz referéncia a um
"reticulo Ilimitado", i . e.., uma constelacdo multidimensional
extraida de pontos do reticulo contidos emuna regido limitada. Por
simplicidade, consideramos o método de FCRNEY [ 2] para construir os
reticulos (c.f. capitulo 2). Nesta constru¢do, o ponto (0,0,0,..,0)

¢ deslocado ao ponto (1,1,1,...,!).
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reticulos. Ademais, nenhum destes algoritmos dedica-se a reduzir a
compl exi dade do problema de mapeamento e demapeamento entre as
sequénci as bi nari as e 0s pontos do reticulo. Pretendemos
desenvolver um algoritmo que trate 0s dois probl emas
simultaneamente.

Voltando a idéia primaria da decodificacao por
maxi ma verossim | hanca (decodificacdo exaustiva), a conparacédo €
feita com todos os pontos do reticulo, de nmpdo que unma questao
conveniente aparece: "por que nao dividir o reticulo emdois grupos
com numero de pontos idénticos e comparar o ponto recebido com o

centro de massa de cada grupo ( vanpos denoté&-lo conb o centro de

gravidade ) ? ". Com esta acdo, elim namos metade dos pontos do
reticulo no processo de conparacao. Continuaremos O NMESND pProcesso
com os pontos restantes, eliminando metade deles, e assim por

diante, até chegarmos a um ponto que clamamos provavel mente ser 0
ponto mais préximo do vetor recebido.

As etapas envolvidas neste processo sdo as

seguintes:

1 - encontrar o centro de gravidade do
reticul o;

2 - passar um hi perplano L = a X +
a x + + a x através deste centro, o qual divide o reticulo
2 2 n n ' n

em dois grupos idénticos. Para simplificar (explorando a simetria

da constelacdo que usamps na construcdo do reticulo), est

(¢}

hiperplano pode ser paralelo a qual quer eixo do espaco R, i.e. L =
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X, i=l,2,...,n;, 0 que garante que nenhum ponto do reticulo cairé

nele . A escolha destes planos tem a vantagem de que a localizagdo
do ponto pode ser realizada através da conparagdo de sinais e
val ores das coordenadas dos pontos recebidos;

3 - em seguida encontramos o centro de gravidade de
cada grupo, e escolhemos o grupo para o qual seu centro € o mais
proximo ao vetor recebido. Da nesna maneira, este grupo escolhido
serd dividido em dois subgrupos menores ; e

4 - continuar o processo até chegar no final a um
grupo que contenha um dnico ponto, o qual sera, provavelmente, o
ponto permitido mais proximo ao vetor recebido.

Realizamos este processo para dividir um subespaco
do reticulo D4 e decodificar um vetor com ruido. A tabela no
apéndice A. mostra esta divisao, 0 centro de cada grupo e 0S

subgrupos apés a divisao.

EXEMPLO 4:1
Queremos decodificar O vetor com ruido R =

(1.25,-2.13,3.1,2.8)

SOLUCAO:
Partindo do centro (0 0 0 0),a decodificacdo segue o

seguinte caminho:
2 !
Ri gorosamente, ndo tratamos com reticulos, mas com uma classe

lateral (coset) do reticulo.
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(2000) - (2200) ( 2-2 2 0)
(0000)

(-2 00 0) ( 2-2 0 0) ( 2-2-20)
( 2-222) - ( 1-2 2 2) ( 1-122)
( 2-2 2-2) ( 3-2 2 2) ( 1-3 2 2)
-(1-311

( ) ( 1-3 3 3)

- ( 1-333)

Acontece, porém que em alguns casos, um coordenada
do vetor recebido cai em uma regido critica ao redor do plano da
di vi sdo, com a possibilidade que este ponto esteja mais préxim de
um ponto do subgrupo eliminado do que todos os pontos do grupo
escolhido. Isto é& wuma consequéncia da redundancia do reticulo.

Observe o0 seguinte exemplo:

EXEMPLO 4: 2

Considere o reticulo D e 0 vetor recebido R
4

(-0.1,-3.2,3.2,2.8). Este vetor sera decodificado em DI =
(-1,-3,3,1), com di stancia Euclidiana igual a 2,03 de R enquanto
a distadncia Euclidiana entre o vetor recebido e o ponto (1-3 3 3) ¢

igual 1,33, o0 qual deveria ser o ponto decodificado.
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Tal problema pode ser resolvido explorando a
construcdo codigo do reticulo.

Os centros de cada subgrupo podem ser calcul ados
comput aci onal mente e armazenados em una nmemdria para serem usados
na decodificagcdo dos vetores recebidos. Mas esta armazenagem
consome muita membria e o processo de decodificacdo torna-se lento
para Oos reticulos com nimero muito grande de pontos, o que implica
em um ndmero bastante grande de <centros a serem wusados na
decodi fi cacéo. Aproveitando a simetria do reticulo podenos
encontrar os centros diretamente a partir do vetor recebido. Para

simplicidade, vanmos considerar uma regido limtada do reticulo néo

codificado Z", onde 1 = 1, 3, .. ., £(2"™~1). E como os reticulos
codi ficados sdo obtidos atravéz da particdo dos pontos da
constel acao I em subgrupos i dénti cos, portanto 0s Mesnos

resultados podem ser generalizados para incluir tais reticulos.

LEMA (4:1)- O centro de gravidade do reticulo Z°
construido usando uma constelacdo bidi mensional de 2"' pontos com
coordenadas sob a forma; {1, 3, 5, . . ., £(2~1)} & 0 ponto

(0,0,0,0,0, . . .. ,0).
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PROVA: Conb os pontos do reticulo Z" sdo todas as

conbi nacdes das coordenadas Z, portanto o centro de Z' é

_ / z zZ»
R G N
onde ¢c*, i = 1,2...,n, é o centro de Z E facil verificar que
-1 +1 -3 3+ -(20-1) o+ (2-1)
(4:1) c; = o
c = 0.

Portanto, o centro de gravidade do reticulo Z' construido através

de uma constel agdo bi di mensional dest a forma é 0 ponto

QE. D.

Ap6s encontrar o centro de gravidade do reticulo

devemos passar um hiperplano que o divide em dois subgrupos

i dénticos e, conp notamos, este hiperplano pode ser umdos eixos do

espaco IR. Para simplificar, podemos escolher estes eixos em ordem
e ciclicamente. Por exempl o, em um espago n-di mensional,
(x ,x , ... ,X ), comec¢amps com o hiperplano L = x e em seguida
L = x, até L = e depois voltamos a L *» X, e assim por diante.
DEFI NI CAO 4:! - Vanmos denotar as n primeiras etapas

da divisdo cono a primeira fase, e a n+l-ésim até a 2n-ésim etapa

cono a segunda fase, e em geral denotamos a kn-ésimn até a
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(k+1l)n-ésima etapa da divisdo conop a k+l-ésima fase.

Conro o centro do reticulo é (0,0,0,0....,0), ¢é
suficiente examnar o sinal da primeira coordenada dos pontos do
reticulo para localizd-los no seu grupo correto na primeira etapa
da primeira fase da divisao.

Apés dividir o reticulo em dois grupos idénticos,
encontraremos o centro de cada um e-medimos a distédncia Euclidiana
entre o vetor recebido e cada centro. Em seguida, escolhemos o

grupo do centro mais proximo para ser submetido a proéxima etapa e,

como indicamos, € suficiente examinar o sinal da primeira
coordenada do ponto para localiza-lo no grupo do <centro mais
proxi mo. E facil observar que os dois centros sd& da forma
(¢, 0,0,0...,00 e (-¢,,0,0,0....,0), por causa da simetria da

const el agcéo.

Na segunda etapa da primeira fase, devemos desl ocar
0 novo centro escolhido digamos (¢ ,0,0,...,0), a origem
(0,0,0...,0), e em seguida deslocar o vetor recebido e todos os
pontos do grupo, mantendo as distancias entre eles, ou seja, O
pont o (X X ,X ,...,X) sera desl ocado ao ponto (x - c

1 2 3 n 1 1

X X ). Conb este deslocamento ndo afeta os eixos x ateée x
2' ' n' 2 n

podemos entdo continuar com a divisdo e a conparacao, sem qual quer
preocupacao de realizar t al deslocamento, wusando estes eix0s cono

planos de divisdo até o fimda primeira fase.
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Mas qual é a forma das coordenadas dos centros nesta
fase? Conbp a divisdo nesta fase €& relacionada com o sinal das
coordenadas dos pontos, ent do, ela representa a divisdo das

coordenadas da constelacdo, o que implica serem as coordenadas do

centro [CH ¥ fpo oot ,0,0,....,0) da forma:
1+3+5+ . . . . . . . +2"-|
c ==
2m~1
Cono:
1+3+5+ +(2n-3)+(2n-1)=n",
fazemos
2"-1 =2n-1
n =2
Ent do:
2(m-1)
c ==+ =4 2°'?

E facil concluir que os centros no final da primeira
fase sdo da forma: (x2™\ £2"\£2°\ [ £2™7).
Na segunda fase da divisdo e da decodificacgéo, 0

ponto recebido e todos os pontos do grupo escol hido, conb o grupo

cujo <centro €é o mis proximm do vetor recebido, devem ser
desl ocados em rela¢cdo ao novo centro (¢ ,¢ , . . . ,C ), €c =£2" , ou
sej a, 0 ponto (y vy .y ...,y ) deve ser deslocado ao ponto
1 2 3 n
(y -c ,y -c¢ y-c ). Em seguida, passamos um hiperplano no
1 1 2 2 n n
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