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RESUMO

Nesta tese sdo apresentadas e analisadas de forma

sistematica algumas aplicacdes e propriedades de codigos algébricos.
Tais propriedades permitem obter procedimentos para a construcdo de
coédigos, simplificacdo de alguns métodos para decodificacdo de cOdi”
gos BCH e melhora no desempenho dos sistemas de comunicacdo digital”
através das técnicas de decisdo suave aplicadas a decodificacdo por
armadilha de erros. Alguns tépicos®principalmente aqueles relaciona
dos com a geracdo e decodi flcacdo de cédigos muitiniveis pseudocicli,
cos sdo de grande interesse atual e certamente continuam a m&re?c&r a

atencdo daqueles que se dedicam a codificacdo algébrica.
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CAPITULO 1

1. | NTRODUCAO

O problema fundamental em um sistema de comunicagao é
o de reproduzir, de maneira confiavel, a mensagem transmitida de um
ponto a outro. Para solucionar este problema Claude Shannon criou em
1948 um novo ramo da matematica aplicada denominado de Teoria da
Informacédo. [13.

Um sistema de comunicagcdo e basicamente composto dos

seguintes elementos [13

Fonte : A fonte gera as mensagens que seréao transmiti,

das ao destinatario.

Codificador : O codificador transforma a mensagem rece

bi da da fonte em sinais aceitaveis pelo canal.

Canal : E o meio pelo qual a mensagem codificada e

transmi ti da.

Decodifi cador : Quando os sinais passam pelo canal

sofrem distor¢cdes devido a presenca de ruidos. O decodificador toma
uma decisdo de qual mensagem foi transmitida pela fonte a partir da

mensagem recebida.

Destinatario : O decodificador entrega a mensagem

estimada para o destinatéario.

A figura seguinte mostra em diagrama de blocos o siste

ma de comunicagdo acima descrito.

DESTC NATARIO

FONTE
CODI FI CADOR CANAL 44 DECODIFICADOR

N

RUIDO




Uma técnica empregada para resolver o problema descri,
to acima, faz uso de codigos corretores de erros. Sera mostrado que
0 acréscimo de simbolos adicionais Credundantes) aos simbolos produ
zidos pela fonte Cdigitos de informacdo} aumenta a probabilidade do
decodi fi cador estimar corretamente qual mensagem foi transmitida
pela fonte. Claude Shannon, em 1948 através do teorema de codifica
¢do para um canal com ruido, estabeleceu que todo canal tem uma
capacidade maxima de transmissdo C e que para qualquer taxa de
transmissdo R < C, existem codigos de taxa R, os quais, com decodifi_
cacdo de maxima verossimilhanca, tém uma probabilidade de decodifica
cdo errdbnea arbitrariamente pequena. Este teorema indica a existén
cia de codigos que tornam a probabilidade de decodi fi cacéao errénea.
arbitrariamente pequena, mas nado indica como construir tais codigos
[13 e [23.

A presenca de ruido sobre o canal provoca erros
durante a transmissdao das mensagens. Estes erros podem ser de dois

ti pos

Erros aleatérios : Quando os erros séao esporadicos e

independentes, ou seja, um erro num determinado digito de informacéao

ndo afeta digitos adjacentes.

Erros em surtos : Quando occrrem em surtos de varios

erros de cada vez, diz-se neste caso que o canal tem memébria.

Os codigos corretores de erros podem ser classificados

em dois grandes grupos

1} Cdbdigos Lineares : Possuem seus digitos redundantes
calculados como wuma combinacdo Ilinear médulo g dos digitos de
i nf or macgéo.

2) Cobdigos Nao-Lineares : Empregam ldégica nédo linear
tais como portas E, OU, NAO OU, etc, para o céalculo dos digitos de

redundancia.

Dependendo de como a redundadncia ¢é adicionada aos
digitos de informacdo, dois tipos diferentes de cé6digos lineares séao
obti dos



1> Cobdigos de Bloco : Sédo aqueles em que os digitos de

redundancia acrescentados a um bloco de digitos de informacéao

verifica a ocorréncia ou nao de erros, apenas naquele bloco.

2> Cbdigos de Arvore : Sdo aquelas em que os digitos

de redundancia em um bloco de digitos verifica a ocorréncia ou néao
de erros em mais de um bloco. A subclasse mais Iimportante destes

coédigos é a dos codigos convolucionais, 0s quais sdao mais simples e

de facil implementacdo com relacdo a outros tipos de coédigos de

arvore.

Os objetivos da teoria da codificacdo sdo basicamente:
[63

1} Encontrar cédigos longos e eficientes
2> Encontrar métodos de codificacdo e decodificacao

eflci entes
3> Estabelecer limites de desempenho.

O objetivo principal deste trabalho é de apresentar de
forma sistematica algumas propriedades e aplicagcdes de codigos
algébricos que permitem construir codigos algébricos e simplificar
sua decodifi cacdo. Nos capitulos 2 e 3 & feita uma revisdo dos
cédigos de blocos lineares e dos cdédigos ciclicos. No capitulo 4 a
construcdo de uma classe de co6digos multiniveis pseudociclicos bem
como sua decodificacdo algébrica sdo apresentadas. No capitulo 5 séo

mostradas as propriedades algébricas dos cédigos BCH que simplificam

0 processo de detecdo e carr&¢™ dos erros. No capitulo 6 o método
de decodificagcdo por armadilha para erros Cerror-trapping), é
estudado na versdo para decisdo abrupta e decisdo suave, finalmente

no capitulo 7. sdo feitos comentarios gerais, discutindo vantagens e
restricbes decorrentes do trabalho apresentado, bem como sugestfes

para futuras investigacdes.



CAPITULO 2

CODIGOS DE BLOCO LINEARES

Neste capitulo iremos apresentar uma introducdo aos
cdédigos de bloco lineares. Sdo definidos os conceitos de distancia
de Hamming, distancia minima, sindrome, arranjo padrdao e classes
laterais e apresentados os algoritmos de decodificacdo por maxi ma
verossimilhanca, busca sistematica e decodificacdo probabilistica.
No final do capitulo sdo mostrados o0s coédigos de repeticao, 0s

cédigos de um unico digito de paridade e o cédigo de Hamming.

2.1. CONCEITOS BASICOS

2.1.1. PESO DE HAMMING

Deflnicdo 2.1. O peso de Hamming WCv} de uma énupla

v = Cvo, iv s e e \ﬁ i}’ é o numero de posicdes vi nado nulas,

2.1.2. DISTANCIA DE HAMMING

Definicdo 2.2. A distancia de Hamming HCv.u} entre
duas énuplas v = C v , v, ...,V } e u=Cu.u . . . wu }, é
(@) | ri-|I (@] | ri-1

0 numero de posi¢cdes onde as duas diferem.

Devemos observar que a distdncia de Hamming constitui
uma métrica. Alem disto, como consequéncia direta das definicdes de
peso e distdncia de Hamming temos que

HCv.u) = WCv-u2> . . _ . . . . _ . Cc2. 1

2.1.3. CODIGO LINEAR

Definicdo 2.3 Um codigo linear C Cn.k.d) sobre GFCgD é

um subespaco. de dimensdo k. do espaco vetorial V de todas as
ri

énuplas (g-arias.



2.1.4. DISTANCIA MINIMA DO CODI GO

Dgfinicdo 2.4. A distdncia minima d de um cédigo C ¢é

a menor distancia de Hamming encontrada entre suas pai avras-codi go,

ou seja, HCv.u) > d. para todo v * u e C.
Podemos observar que

d = min WCvI> . _ _ _ _ : : . . C2.2}
v* OE£C

2.1.5. PALAVRAS-CODIGO

y
Os g vetores de C, sdo chamados de paiavras-codi go.

O processo de codificacdo <consiste em adicionar n-k digitos
redundantes a cada uma das q mensagens possiveis de k digitos, para

formar uma palavra-c6digo de comprimento n. Os digitos redundantes
sdo obtidos pela combinagcdo linear dos k digitos de informacdao. o
cddigo obtido & dito ter comprimento de bloco n e taxa R = k/n.

2. 2. MATRIZ GERADORA DE UM CODIGO LINEAR

Sendo um cédigo linear CCn.k.d) um subespaco, de

dimensédo k, do espaco vetorial V de todas as énuplas, e possivel

ri
encontrar k paiavras-cédigo linearmente independentes. g,, g~ . . .
em C. de forma que toda ©paiavra-cédigo v em C e uma combinacao
linear destas k paiavras-c6digo, ou seja.

v = moq +t mg, *« ™ g C2.3)
k-1 k-1
onde m e GFCq) para O < i < Kk. Podemos formar uma matriz com estas

k paiavras-cédigo linearmente independentes, ou seja, as k linhas da

matriz k x n.



onde g = Cg o I a 5 para g e GFCqg), O<1 < k e
[ o i X, T>-i t]

O < J < n.

Sem = Cm, m . . . m } éa mensagem a ser
o) 1 k-1

codificada, a palavra-cédigc correspondente pode ser obtida pela

multiplicacdo de m pela matriz G.

Como as linhas de G geram o co6digo linear C, a matriz

G é chamada de matriz geradora do cédigo C.

2.2.1. MATRIZ GERADORA NA FORMA SISTEMATICA

Quando um coédigo de bloco linear esta na forma
sistematica, as paiavras-codigo sdo divididas em duas partes, uma
parte correspondendo a mensagem e a outra a verificacdo de paridade
ou redundancia. A parte da mensagem consiste de k digitos de informa
cdo inalterados e a parte de verificacdo de paridade consiste de n-k
digitos, que sdo uma combinacdo linear dos digitos de informacdo i33.
Na figura abaixo mostramos o formato de uma paiavra-cédigo na fc>rma

si steméati ca.

VERIFICACAO DE

PARI DADE MENSAGEM

R -— N e

—r g — 1. .
n-K digitos K-digitos

FIG. 2.1. - PALAVRA CODIGO NA FORMA SISTEMATICA

Um cédigo linear CCn.k.dD na forma sitematica é compl e

tamente especificado por uma matriz G, k x n, da seguinte forma:
G=1[ P | I .,] C2.5}

onde P é uma matriz Cn-k} x k el é a matriz identidade de ordem k
k
[33.



2. 3. MATRIZ DE VERIFICACAO DE PARIDADE

Uma outra importante matriz associada com os coédigos
de blocos lineares é a matriz H de verificacdo de paridade. Dada uma
matriz G de um cdédigo linear, com k linhas e n colunas existe uma
matriz H com n-k linhas e n colunas, tal que qualquer vetor do

espaco das linhas de G é ortogonal as linhas de H e qualquer vetor

que &€ ortogonal as linhas de H estda no espaco das linhas de G.
Por tanto,

v.H = O v i CCn.k.d).

Se a matriz geradora de um <cédigo de bloco linear
CCn.k.d} esta na forma G = [ P j I, ] entdo a matriz de verificacéao

k
de paridade podera ser escrita na forma

H=o[1,_.:P1 . . . . . . . . . (26}

onde P' e a matriz transposta da matriz P e | ek é a matriz identida

de de ordem Cn-k). Um cédigo linear CCn.k.d) e completamente espec”

ficado pela sua matriz H.

2.4 CODIGO DUAL

As (q combinacdes lineares das linhas da matriz H

formam um cédigo linear C Cn, n-k, d'}. Este c6digo é o espaco nulo
d

do cédigo linear CCn,k,d} gerado pela matriz G, ou seja, para todo

v e C e qualquer w ¢ C , v.w = O. Ce chamado de cédigo dual de
d d

C. Desta forma a matriz de verificacdo de paridade do cédigo linear

C é a matriz geradora do seu cédigo dual C . [43.

2.5. SINDROME

Definlcdo 2. 5. Seja H a matriz de verificacdo de
paridade de um coédigo linear CCn.k.d). A sindrome da enupla
r = Cr_.r r > é o vetor

o1 n-1



Assim podemos observar que S €& um vetor com n-k

componentes, ou seja, S=Cs , s . . . s ,
O S n-k
componentes sdo todas nulas se e somente se r

D; alem disto estas
[
Cr , r . . N ¢ 2>
(o] | n-
€ uma paiavra-cédigo do cédigo definido por H. Desta forma, quando
s * O os erros saio detetados.

Sejam v = Cg, sVe o e Vn-|) a pai avra-codi go
transmitida, r =Cr, r. r ) a énupla recebida e
o 1 D-1
e = Ce,e,...,e ) o vetor erro provocado pelo efeito do ruido
(e} 1 n-1

sobre a palavra transmitida.

A relacdo entre estes trés vetores e dada por:

Assim temos

S =rH =Cv + e>H =ed4? . . . . . . . . . C2.9)

e a sindrome contem i nfcrmac&&s sobre o vetor erro.

Seja H = fg,ih, hnl onde hi sdo as colunas de H;

entdo, da equacdo C2.QO0 . temos que

S=£r h = E " . ondee ~O . . . . C2.10)
i

2 6. CAPACIDADE DE DETECAO E CORRECAO DE ERROS DE UM CODIGO DE
BLOCO LINEAR

2.6.1. CAPACIDADE DE DETECKO DE ERROS ALEATORIOS

Se a distancia minima de um cdédigo de bloco linear C é
d. entdo quaisquer duas pai avras-codigo distintas diferem em pelo

menos d posi¢cbdes. Portanto, para este cédigo, nenhum padrdo de erros

com d - 1 ou menos erros mudara uma paiavra-codigo em outra. Quando
uma paiavra-cédigo é transmitida, ocorrendo no maximo d - 1 erros, a
palavra recebida n&o serda uma paiavra-cédigo e sua sindrome
correspondente sera diferente de zero, sendo portanto 0s erros

detectados. i33



2.6.2. DISTRIBUICAO DE PESOS DE UM CODIGO CCn.k.d)

Seja um coédigo linear CCn.k.d). Seja A~ o numero de

paiavras-codigo de pesoi em C. Os numeros A A , R AY sao
O i n

chamados de distribuicdo de pesos do cdédigo C. .

Se o0 cédigo linear C ¢é usado apenas para detecdo de
erros num canal simétrico binario CBSO. a probabilidade de que o
decodificador falhe na detecdo de erros pode ser obtida da distribui,
¢do de pesos de cédigo C. Seja P~ACE) a probabilidade de falha na

detecdo de erros; entéao

PCE) = r A.pCl-p>~'" . . . . . . . . cz2.1)
u 1=1 I

onde p é a probabilidade de transicdo do canal simétrico binario

CBSO. [33

2. 6.3. CAPACIDADE DE CORREGCAO DE ERROS ALEATORIOS

TEOREMA 2.1 Um codigo linear CCn.k.d) corrige
qualquer padrdo de _j ou menos erros, onde |_tj denota 0 maior
inteiro menor ou igual atet = Cd - 1)/2. £53

PROVA : Assumiremos que c e r sao respectivamente, os

vetores transmitido e recebido. Da desigualdade triangular temos que
HCc.vD - HCc.r) < HCr.v) . . . . . . C2. 12)
Se v denota uma paiavra-codigo diferente de c, entéo
HCc.v) > d; também por hip6tese HCc.r) < |Cd-1)/2] entdo a equacgao

C2.12) torna-se

d-Cd-1)/2 < HCr, v)
Cd-1)/2+ 1 < HCr, v)

e portanto HCc, r) 5 HCr, v) para toda paiavra-cédigo v X c.

(O
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2.6.4. COTA SUPERIOR PARA A PROBABILIDADE DE CORRECAO DE ERROS
ALEATORIOS

Se um codigo de bloco corretor de t erros €& usado
estritamente para corr&clSo de erros sobre um canal simétrico
binario CBSO, com probabilidade de transicdo p, entdo a probabilida
de do decodificador cometer uma decodificacdo errada é limitada pela

seguinte cota superior £33

PCEZ> < £ c'> p- Cl-p~*>~ . . . . . €$2.13}

izt'»'i

2. 7. ARRANJO PADRAO

2.7.1. CLASSE LATERAL

Definicdo 2.6 Seja CCn.k.d} um cdédigo linear sobre um

corpo com q elementos. Para qualquer vetor e, o0 conjunto
e+ C=<e+v: veoOo . . . . .. . . C2.14>

é chamado de classe lateral de C. [43. Além disso, o vetor de peso
minimo em uma classe lateral ¢é chamado de Lider da Classe Lateral.
[ 43.

2.7.2. CONSTRUCAO DO ARRANJO PADRAO

Uma maneira apropriada de descrever a acdo do decodifi_
cador é por meio de uma tabela, chamada arranjo padrdo do cdédigo. O
arranjo padrdo produz uma particao do espaco vetorial de " énuplas

k . k . .
classes laterais, cada uma contendo ¢ énuplas. A primeira

em q"~
linha ¢é formada pelas paiavras-c6digo com a paiavra-cddigo nula na

primeira posi¢cdo a esquerda, ou seja.

v =0, v_ . v_ ., s o ¥

, 2 S k
| -
e as linhas seauintes sdo as outras <classes Ilaterais e + C.
i
arrumadas de mesma forma, e com o lider da classe lateral, ndo perten

cente as classes anteriormente construidas, na primeira posicdo a

esquerda, ou seja.



2.8. DECODIFICACAO DE CODIGOS LINEARES

Qualquer procedimento de decodificacdo usado no recep

tor e uma regra de particdo das Q" possiveis palavras recebidas em
v

q subconjuntos disjuntos D~ , D~ . . . D"k de forma que a palavra
cédigo v esta contida no subconjunto D” para 1 < i <qg“. Entado cada
conjunto D~ estd associado auma paiavra-codigo v . Se o vetor r esta

contido em D entdo ele é decodificado como v [33. O arranjo padrao
I [

é um método de particdo util como uma maneira de compreender a estru
tura de cédigos lineares porém nado é facil sua implementacao como
algoritmo de decodificacdo i63. Apresentamos a seguir alguns métodos

de decodificacao.
2.8.1. DECODI FI CACAO POR MAXIMA VEROSSI Ml LHANCA

Este método consiste em comparar a palavra recebida r
com todas as possiveis paiavras-cédigo, e aquela que possuir a
menor distdncia de Hamming com relagcdo a r ¢é considerada como sendo
a paiavra-cOdigo transmitida. O problema neste procedimento é que o
tempo necessario para decodificar uma énupla recebida torna-se
muito longo, mesmo para valores moderados de k. tornando este

processo de decodifi cacdo em geral inadequado. [63.

2. 8. 2. DECODIFICACAO POR TABELA DE SINDROME

Este procedimento consiste em associar a cada sindrome
ndo nula um padrdo de erros corrigivel. Como existe uma corresponder)
cia biunivoca entre as classes laterais e as sindromes, podemos esco
lher os lideres das Classes Laterais como padrdes de erros mais
provaveis, e aplicar o seguinte procedimento para decodi fi cacdo [63.



2.9. PRINCIPAIS CODIGOS DE BLOCO LINEARES
2.9.1. CODIGOS DE REPETICAO

Um codigo de repeticdo é caracterizado pelos seguintes

parametros
k =1
c =n-k >1
n =k +c¢c =1 +c
A distancia minima é d = n ea sua eficiéncia € R =1/n,
Neste cédigo os n-1 digitos de redundancia sao uma
repeticdo do uUnico digito de informacdo. [63.

2.9.2. cODIGO DE UM UNICO DiIGITO DE PARIDADE

Este cédigo possui um UuUnico digito de redundancia por
palavra e & obtido pela soma médulo p C p €é a caracteristica do

corp } dos n -1 digitos de informacdo [63.

Os parametros deste codigo sao

k > 1
c =1
k + ¢c = k + |

=]

A sua distancia minima é d = 2 e sua eficiéncia

R =k/n=k Ak + 1).

2.9.3. CODIGOS DE HAMMING

Os codigos de Hamming foram os primeiros c6digos nao
triviais desenvolvidos para corrigir erros [63. Para qualquer
inteiro m > 3. existe um c6digo de Hamming com o0s seguintes

paréametros



A matriz de verificacdo de paridade H do codigo de
Hamming consiste de todas as 2™ - 1 m-tuplas distintas e ndo nulas

como colunas. Na forma, sistematica a matriz H tem a seguinte forma

H=1"1 I Q3
m
onde | € uma matriz identidade de ordem m e a submatriz Q consiste
TTi
de 2" - m - 1 colunas que sdao as m-tuplas de peso maior ou igual a
dois T33.
EXEMPLO : Para m = 3 temos n = 2 - = 7 e entéo

10 0 10 11
H = 0 10 1110
0 0 10 111

CODIGOS PERFEITOS

Definicdo 1.8 Um co6digo CCn.k.d> com simbolos em

GFCg> corretor de t erros é perfeito se e somente se

£tg-1) C = q C2. 155

Os codigos de Hamming sdo especiais no sentido de que
é uma classe de codigos facilmente decodificada e também porque séao

perf ei tos.



\VA SRS —vO +|vx v2x - ... \6_1x

que é um elemento de R , o anel de polinédmios médulo x' - 1 [53.

Multiplicando vCx) por x obtemos

X.VCX)=vx + vx’' + .. + vV X"
(0] i 2 n-1 i
=V + VX + VX T/ X
n-|I o] 1 n-2
desde que a multiplicacdo & modulo x' - 1. Portanto, multiplicar por

x em R é equivalente a um deslocamento ciclico. Do resultado acima
n

podemos apresentar uma defini¢cdo alternativa para cdédigos ciclicos,
ou seja, um coédigo ciclico de comprimento n é um ideal de R . Quando
a representacao por polinédmios é usada nos referimos as

pai avras-codi go como polinémi os-c6di go. [53

3.2. O POLINOMIO GERADOR gCx)

TEOREMA 3.1 Um conjunto de polinbmios e um ideal se e

somente se ele consiste de todos os multiplos de algum polinémio.
[103.

O teorema acima nos diz que todo ideal de R € um
Tl

ideal principal; desta forma todo coédigo ciclico tem um polinémio
gerador, que denotaremos por gCx). As propriedades do polinémio
gerador gCxD podem ser determinadas a partir da teoria dos anéis de
polinbmios com coeficientes em um corpo de Galois GFCq). médulo
x" - 1. 133.

Apresentaremos a seguir as principais propriedades de

r
gCx) = E 9 *~e
i=i

Cl) gCx), o polinédmio ménico de menor grau em C, é Unico.
Cc2> g, =1

C3) oCx)ICx" - 1)



Se as k énuplas correspondendo aos k polinédmios cédigos sdo usadas
como linhas de uma matriz k x n, obtemos a seguinte matriz geradora
de C:

(o)
o 1 9 hye O 0O
. . o
0 ., az* -k O 0
o
0 0 g’ 92 . . : “n-k (0] .
0 0 . . 0 0 a, g g
| 2

Podemos obter a partir de hCx> a matriz de verificacao

de paridade do cédigo ciclico C.

h h h h 0 # « 0
k k-1 k-2 0
0 h h h h 0 - - 0
k k-1 k-2 0
o O h h h h 0
k k-1 k-2 0
H =
0 0 0 h h h * h
k k-1 k-2 (¢
k
Como T htvr-v-j =0 para 1 < j < n - k entdao toda
i=o '

palavra cédigo v de C é ortogonal as linhas de H. Portanto, H é a
matriz de verificacdo de paridade do cédigo C, e o espago-linha de H

e o0 cbédigo dual de C.

TEOREMA 3.2 Seja um coédigo ciclico CCn.k.d) com
polinédmio gerador gCx). O co6digo dual de C é também ciclico e &
gerado pelo polindbmio x* hCx *>, onde hCx2> = Cx" -1*/gCx) [33.

18



O circuito da figura 3.1. wutiliza n-k registradores de

deslocamento e pré-multiplica o polindbmio mCxD por Xx"* As
conexdes g X g o gn K- sdo pesos associados aos coeficientes
correspondentes em gCxX Inicialmente, o registrador contém apenas

zeros. A chave 1 é fechada e a chave 2 fica na posicdo 1; os digitos
de informacdo sdo entdo enviados simultaneamente & salda e ao
circuito de divisdo. Ap6s a transmissdo de k digitos de informacgao,
0s n-k digitos de verificacdo de paridade estdo no resgistrador e
entdo a chave 1 ¢é aberta e a chave 2 ¢é movida para a posicao 2.
Desta forma nos préoximos n-k intervalos de tempo, os digitos de veri.

ficacdo de paridade sdo transmitidos.

3.5.2. CODIFICACAO COM K ESTAGIOS DE REGISTRADORES DE
DESLOCAMENTOS

Podemos codificar as mensagens utilizando k estagios
de registradores de deslocamento, porém as conexdes de realimentacao
sdo obtidas a partir do polinébmio de verificacdo de paridade hCx>
i3).

O circuito é mostrado na figura abaixo:

© ©. ©.

CHAVE 2 h =1

CHAVE 1

ENTRADA

SAIDA PARA O CANAL

hCx) =1 +hx + ... +h, x°
i k-1
FIG. 3.2 - CODIFICADOR COM K ESTAGIOS DE
REGISTRADORES DE DESLOCAMENTO.
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corresponder a um padrdo de erros com e " O, o0 polinbmio recebido
rCx) Carmazenado em um registrador) e o registrador da sindrome sao
deslocados ciclicamente e simultaneamente uma vez. Desta forma sera
obtido o vetor r‘*> Cx> e 0 novo conteldo do registrador da sindrome
sera s Cx>. Agora o circuito decodificador verifica se s Cx5
corresponde a um padrdo de erros com um erro localizado na posicao
de ordem mais alta, ou seja, X’

Se a sindrome sCx) de rCx) corresponder a um padréao de

erros com um erro na posicdo x° , entdo o dlaito r de rCx>

devera ser corrigido. O efeito do erro e sobre a sindrome sCx> &
-1

entdo removido, isto deverd ser feito subtraindo eCx) = x' de sCxX

Quando corrigimos a palavra recebida rCx) obtemos

pCX)«r*r+ ... +7r + X + (r «* e > X
1 ) I r>-2 r.o-i r>-1
Agora deslocando ciclicamente r"Cx) e 0 registrador da sindrome

simultaneamente uma vez, obtemos

r Cx> = Cr e e > 4+ r X+ ... +7 X
1 n-1 n-l (o] n-2
A sindrome s'*'Cx> de r‘'> Cx) & o resto da divisao de
I I
X isCx5 + X 3 pelo polinébmio gerador gCx>. Como o resto da divisao
de x ¢ s(x) e x" por gCx2> sdo respectivamente s''Cx> e 1, entéo

temos que

s Cx2> = s Cx) «+ 1

Portanto, se 1 & adicionado os digitos mais & esquerda do conteldo

do registrador da sindrome obtemos s CxX
i

O circuito decodificador repete o procedimento acima,
digito por digito, durante n passos.

Se eCx) foi um padrdo de erros corrigivel 0 conteudo
do registrador da sindrome deverd ser zero no final do processo de
decodi fi cacdo e a palavra recebida ser& corretamente decodificada.
Se o conteudo do registrador da sindrome for diferente de zero, no
final do processo de decodificacgéao, 0s erros serao apenas
detectados. 133.
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PASSO 3: O primeiro simbolo recebido ¢é lido do registrador da
palavra recebida. Ao mesmo tempo o registrador da sidrorne €
delocado uma vez. Se o0 primeiro simbolo recebido esta
errado, ele é corrigido pela salda do detetor. A salda do
detetor também serve para modificar o conteddo do registra
dor da sindrome.

PASSO 4: A nova sindrome obtida no passo 3 é usada para detetar se o
ser_gundo simbolo recebido Cr ) esta correto. O decodifica

T,-2
dor repete os passos 2 e 3.

PASSO 5. O decodificador decodifica simbolo por simbolo da palavra
recebida, até que toda a palavra rCx) tenha sido lida do

registrador da palavra recebida.

3. 6. 2. DECODI FICACAO POR ARMADILHA PARA ERROS

A decodificagcdo por armadilha para erros Cerror
trapping) consiste numa variacdo do algoritmo de Meggitt, fazendo a
restricdo nos padrdes de erros que serdo corrigidos, ou seja, que o
padrao de erros se espalhe por um ndmero de digitos. ciclicamente
consecutivos em deslocar ciclicamente, bit por bit, a sindrome da pa
lavra recebida, observando sempre o seu peso CWs). Quando o peso da
sindrome torna-se menor ou igual a t Cnumero de erros corrigiveis),
0 padrdo de erros coincide com a sindrome. Para corrigir basta somar
0 conteludo do registrador da sindrome com o conteddo do registrador
da palavra recebida. Se apd6s n deslocamentos nédo ocorrer que Ws seja
menor ou igual a t, entdo os erros sao detetados. Este procedimento
€ restrito essencialmente a codigos de baixa eficiéncia, pois para
sua aplicacdo a condicdo n/k > t deve ser satisfeita. A decodifica
¢do por armadilha para erros foi inventada independentemente por
Kasami [113. MIthell. [123 e [133 e Rudol ph [93.

Uma explicacdo mais detalhada sobre esta técnica sera

dada em um capitulo subsequente.
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3. 6. 3. DECODIFICACAO POR LOGICA DE MAIORIA

Este algoritmo baseia-se na for/nacdo de 2J equacdes de

verificacdo de paridade ortogonais na posicdo x* ' da paiavra-codi go.
Isto permite a corregcdo de J erros por palavra. Quando 2J = d - 1 o]
cédigo é dito completamente ortogonalizavel . Este procedimento é

aplicavel a outros tipos de cédigos de bloco e também a codigos

convolucionais. [33 e [53.

3.7. CODIGOS BCH CBOSE. CHAUDHURI-HOCQUENGHEM}

Estes cédigos foram criados independentemente por
Hocquengbem C195SO e por Bose e Cbaudhuri t'1960}. Os cédigos BCH séo
ciclicos e representam a classe mais importante de cédigos de bloco
com algoritmos algébricos de decodificacéao. Para quaisquer inteiros
positivos m, t Ct < 2™ . 1) existe um cédigo BCH com o0s seguintes

paréametros

onde 6 é denominado distdncia projetada.

3.7.1. DEFINICAO DE CODIGOS BCH

Um cédigo BCH com distancia projetada 6 sobre GFCg> ¢é
um coédigo ciclico cujo polinédmio gerador gCx5 é o polindbmio modnico

de menor grau sobre GFCgD tendo

¢, b < i <b + 6- 2 como raizes; 1. e. |,

/o v r.<b> - . ..<b+1> s .<b+0-2) . ., - .
gCx2> = mmm IM Cx2>, M Cx}. ... M cx)3 .. . . . C38.5>

onde M‘*" CxD é o polinédmio minimo de a“.
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3.8. CODIGOS REED-SOLOMON

Um codigo Reed-Sol omon CRS) sobre GFCg) ¢é um cdédigo

BCH com comprimento do bloco gq-1 cujo polinémio geraor €

b*O-2
gCx) = n cx -ay . . . . . C3.6)
i =b

O grau de gCx) é 6 - 1, portanto

6 =n-k=+21 . . . . c37
e como, pela cota BCH, d > 6 , a distancia minima de um cdédigo RS
satisfaz

d >n -k + 1
Entdo, considerando a cota superior de Singleton, d 2?2 n — k + 1,

t emos que

d «n-k + 1 . . . . . . . . . . C3.e>

Portanto, podemos dizer que os cédigos RS sadao uma familia de cdédigos

MDS CCddigos de distdncia maxima separaveis) [33.



CAPITULO 4

CODIGOS MULTINIVEIS PSEUDOCI CL | COS

4.1. INTRODUCAO

Vimos anteriormente que o polindmio gerador gCx) de um

cédigo ciclico é fator de x" - 1. Desta forma, existem relativamente
poucos cédigos ciclicos para a maioria dos valores de n e k. Assim,
€ interessante procurar cédigos lineares que mesmo nao sendo

verdadeiramente ciclicos, compartilhem a estrutura matematica e a
facil implementacdo dos codigos ciclicos. Os cdédigos pseudoci cl i cos
[103 se enquadram nesta categoria. Neste capitulo descreveremos o0s
procedimentos para geracdo e decodificacdo algébrica de uma classe
de codigos mui ti niveis pseudoci cli cos, cujos polinédmios geradores
sdo fatores de x" - b, onde n = Cp" -iO/T é o comprimento do bloco,
b € um elemento ndo nulo de GFCp*) cuja ordem divide r, p sendo um
primo impar e s um inteiro [143.

A distancia minima destes c6digos é estabelecida num
caminho similar ao da prova da cota BCH [43, entretanto operando com
polindbmios médulo x'' - b. Os cédigos obtidos sdo constaciclicos [153.
Demonstraremos como o0s coédigos pseudociclicos podem ser decodificados
por um procedimento algébrico através do empr&go de uma
transformacao afim, que torna o co6digo pseudociclico um cddigo
ciclico, num campo de extensdo GFCqg"), sendo g = p° e m um inteiro
[163. Usaremos a decodificacdo algébrica no dominio da frequéncia,
por meio da transformada de Fourier de campo finito CTFCFD [53, [173
e usando o algoritmo de Euclides para determinagcdo do polinédmio

localizador de erros 1173.

4.2. GERACAO DE CODIGOS MULTINIVEIS PSEUDOCICLI1COS

Nesta secdo apresentaremos alguns lemas e um teorema
que proporcionam a estrutura necessaria para a construcado dos
codigos 1143.
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4.2.1. CODIGOS CONSTACICLICOS E NEGACI CLICOS

DEFINICAO 4.1 : Um c6digo constaciclico consiste de

palavras cédigo que sdo multiplas de um polindmio gerador gCx)
modulo x' - b, onde b & um elemento ndo nulo de GFCp> = GFCg>. Como

consequéncia desta definicdo estes «c6digos s&o preservados por

deslocamentos constaciclicos, ou seja; seCC , C , ... , C ) & uma
o i n -1
pai avra-c6digo entdo CbC , ,c ,...,C } também é uma
r . - 1 0 i n-2

pai avra-coédigo.
Quando b = -1 entdo obtemos o0s cd6digos negaciclicos

[103.

4.2.2. EXISTENCIA DE FATORES PRIMITIVOS EM X''-Db

LEMA 4.1 O polinbmio x" - b contém um fator primitivo
se e somente se a ordem de b ér, parar < q - 1. Em caso contréario,

nenhum dos seus fatores sd8o primitivos.

PROVA Vamos supor que ct € uma raiz de um polindmio
primitivo que & fator de x" - b. Entdo segue que c¢* = b, onde
n =0Ccg™ - , pP=q . Agora, se a ordem de b & |, onde
1 <, rig 1, entdo ct" = b =1, o que & uma contradicdo pois
ni < g -1 e por hipotese a ordem de a é g™ - 1. O caso em que

r > g -1 & mostrado assumindo que a, um elemento primitivo de

GFCq">, é uma raiz de x" - b. Portanto o»"°° = b =1 0 que

novamente é uma contradicao, pois nCqg-1} = Cq"-ID Cqg-15 < q - 1

r
Nos exemplos a seguir iremos considerar um alfabeto
com cinco niveis, ou seja, g=p°"=5 e m=2. Portanto o campo
original serad GFC5" e o campo de extensdo GFC25>.
Na tabela | s&o mostrados o0s elementos de GFC25),
gerados pelas poténcias de um elemento primitivo a que & raiz de

ntx) = x* + x + 2.



EXEMPLO 4.1 : Parar = 4 . n = 24X4 = 6

As raizes de

5 . n (@] 4 8 12 10 18
X -1 sao ct , c , a a , ct e a
5 P 13 17 21
X - 2 sao a a , a , ct , a e a
<5 Y 3 7 11 15 | P 23
X - 3 sao a , a a , ¢ ¢t e a
«5 n 2 5 I O 14 18 22
X - 4 sao g , ¢, c¢ , ct , e a

Como os elementos primitivos de GFC25) séao

5 7 11 13 17 I P 23
a c . ¢, a ,a *a .ct e ct
E as ordens de 1,2,3 e 4 (modulo 5) sé&o, respectivamen
te, 1, 4, 4 e 2, entdo apenas x - 2 e x* - 3 possuem fatores
primitivos.
EXEMPLO 4.2 Parar = 6, C portantor > q -1 =4)

temos n = 24/6 = 4.

Assim x* - 1, x* - 2, x* - 3 e x'" - 4 néd possuem

nenhum fator primitivo. Podemos observar que as raizes de

4 " . (@] 5 12 18

x -1 séo a , c , ct e o

X' - 2 ndo possui raizes em GFC25)

x* - 3 nado possui raizes em GFC25)

4 . 3 P 1T 21

X -4 sao a , c , ct e al

LEMA 4.2 : O polinédmio x" - b. onde n = Cg™ - D/r
e b & um elemento ndo nulo de GFCq), possui todas suas raizes em
GFC g"> se e somente se a ordem f de b divide r, ou seja; r = f.u
para algum inteiro u.

PROVA : Vamos supor que 0 e GFCg™) seja uma raiz de
X" - b, ou seja = b CI). Elevando ambos os membros de CI)

m

a r-iésima potencia temos (P* = b C2). Porém. /?" = "= 1 e
para a equacao C2) permanecer valida devemos ter b = 1 que sera

verdade apenas se a ordem f de b divide r.



EXEMPLO 4. 3 Parar =1 temos n =Cq - 1)/1 =24.

24 24 24 24

Os polinédmios da forma x - b em GFC5) séd&o x -1 ,x -2, x - 3 e
x** - 4. Como foi visto, a ordem de 1 é 1, logo apenas o polinémio
x*" -1 possui todas suas raizes em GFC252), ou seja, as raizes de
x*"* - 1 sédo todos os elementos ndo nulos de GFC25}.

EXEMPLO 4. 4 Para r = 2 temos n = 24/2 =12

Como as ordens de 1 e 4 sdo 1 e 2, respectivamente, e
ambas dividem r =2, assim x ' * - | e X'?-4 possuem todas suas
raizes em GFC25>. As raizes de x'* - 1 sdo todas as poténcias pares
de a e as raizes de x*'* - 4 sao todas as poténcias impares de a.

EXEMPLO 4.5 Para r = 3 temos n = 24/B = 8

Como a ordem de 1 divider =3, entdo x - 1 possui
todas suas raizes em GFC25} sao elas a°=l, a°*, a°, c** a'’, a"'. a'’
21
e a
EXEMPLO 4.6 Parar = 4 , n = 24/4 = 6
Neste caso como as ordens de 1, 2, 3 e 4 dividem r = 4
os polinébmios x° - 1, x* -2, x* - 3 e x* - 4 possuem todas suas

raizes em GFC25}. As raizes de

5 O 4 8 12 15 20
x -1 sao a=1|,a,a,a , ct ec«
o _ Z> P 13 17 21
X - 2 sao a, a , @© , a , a e a
5 _ 3 7 11 15 | P 23
X - 3 sao a a a , a a e a
5 2 S o) 14 18 22
X - 4 sao a , a ci ct c* e a
EXEMPLO 4.7 Para r = 6 temos n = 24/6 = 4
Neste caso as ordens de 1l e 4 dividem r = 6, assim os
polinbmios x* - 1 e x* - 4 possuem todas suas raizes em GFC2S). As
raizes de
4 o tf 12 18
X -1 sao a=1, a, a & a
4 3 P 15 21



4.2.3. DETERMINACAO DAS RAIZES DE X" - b

LEMA 4.3 As raizes de x - b = O sdao ct°""
O<i <n -1 contanto que c* = b. onde O < e <r - 1.
S . e+ir r>
PROVA Substituindo diretamente x por a em X - b
. . . m
Cetir)ri . en irr>, en irr> Cti (a -l _ 4
temos a -b = a a -b = a -b = O, pois -

EXEMPLO 4.8 Parar = 2 temos n = 12. Vamos determinar

as raizes de x* -1, para o que devemos incialmente encontrar o valor
de e, O <ei~r -1, tal que c*™ = b; ou seja; O < e <1, tal que
a e« 1, assim e = O. As raizes de x -1 sdo da forma a ,
O < i < n - 1, ou seja , a°"'?*, 0 <i < 11. que sao as poténcias

pares de a.

EXEMPLO 4.9 Parar = 4 temos n = 6

Para determinarmos as raizes de x°-3 devemos encontrar

um inteiroe, O < e 5 3, tal que a =3 Assim e = 3 e as raizes
(@] ~ ~ 9 + 4\ e N 3 7 11 15 | P 23
de x - 3 sdo a , O<i S5 ouseaa, a . a , a , Ci ea

4.2.4. DETERMINACAO DAS RAIZES DE X' -» b

LEMA 4. 4 As raizes de x° b «0 sd&b a°""'"*'".
O <i <n- 1. contanto que ct*- =b, O < e <r - 1.
PROVA Substituindo x por ax ‘"' em x' + b
temos a e+ b =a ea *a + b. C3X Entretanto, a = b,
i /2 m 1>/2
a’'" =1 ecomo aé primitivo, temos que a " = al% - = -1.
Sul bst11ui ndo estes valores em C3> temos -a + b = -b-»-b = 0.
EXEMPLO 4. 10 Para r = 2 temos n = 12. Vamos
determinar as raizes de x'°* - 4 = x'* + 1 e para tal precisamos
encontrar um e, O 2 e5 1 tal que c» * = 1, entao e = O. Assim
12 . eu/ 2+ri i+2i - N s
as raizes de x +1 sdo c« =0< , O5i < 11, sao elas
3 5 7 P 11 13 15 17 I P 21 23

c%, a, a, a, a, a ,a , a , a , a , a e ¢



EXEMPLO 4. 11 Para r = 6 temos n = 4, As raizes de

-1 = x* «* 4 serdo determinadas, para o que devemos inicialmente
encontrar um inteiro e, O < e < 5 tal que a*'* = 4, entdo e = 3.
Assim as raizes de x +» 4 sédo a = a . 051 i 3 ou
seja, ¢* . c» , a e a que sao respectivamente 2. 4, 3 e 1.

Os lemas anteriores indicam como e quando ¢é possivel
encontrar as raizes do polinémio x + b. O tearema a seguir nos dara
uma cota inferior para a distdncia minima dos <c6digos que seréo

construi dos.

4.2.5. UMA COTA INFERIOR PARA d

TEOREMA 4.1 Seja a um elemento primitivo do campo de
Galois GFCg™) no qual x" - b tem todas suas raizes. n = Cq” - |I)/r
e b & um elemento ndo nulo de GFCq) cuja ordem divide r. Supondo que
ci**'', 0 < 1 < d-2, sdo raizes de x''-b = 0 o0 cédigo cujo polindédmio

gerador € o minimo mualtiplo comum Cmmc> dos polinédmios minimos

correspondendo as raizes et acima, tem distdncia minima pelo

menos d

PROVA O cdédigo que estd sendo considerado estd no

espaco nulo da seguinte matriz, construida com um subconjunto das

raizes de x"' - b = 0.
-t'n-2)
a
Cetr)Cr.-2)
M = Ctt2r)Cn-1) CtCe+2r)Cn-2) e+ar
'"CetCd-2)l0Cn-i> '"CetCd-2)r)Cn-2) Cd-2)

a

Agora vamos considerar o determinante A formado com

quaisquer d-1 colunas de M.



a Ci a
Ceu) Cetr)
a o d-1
u =
tetrtd—Z))a1 te+er—2))a2 C «ee rCd-2)) d-1
& a a
Fatorando os a da fi-esima coluna para todo 1
a ot a 971
eia joa g agy? 2ra 2ra 2ra
A = c a
td-2)ro1 Cd-22)ro2 td-2) d-1
CA a a
©Cagta*.,, + a )
Portanto, h = c* 12 d-1x
onde A é o determinante de Vandermonde; entéo
I
or ar
a - B ¢ a - CA * )
a.b> a
Porém, O<a < n Implicaque O<ar < n =qg -1 e como, por
[ I
ar ar
hip6otese, ct tem ordem q"-1. entao ct *CA 'L o*i Entéo, * O

e portanto A * 0, garantindo que quaisquer d-1 ou menos colunas de M
sdo linearmente independentes. Conseqluentemente a distancia minima

do cédigo é pelo menos d.



4.2.6. CONSTRUCAO DE UMA CLASSE DE CODIGOS MULTITNi VEIS
PSEUDOCI CLICOS

Nos exemplos seguintes mostraremos como a teoria
desenvolvida acima pode ser aplicada na construcdo de <cédigos
corretores de erros. Vamos continuar utilizando um alfabeto com 5
niveis, q = po =5 e m = 2. Portanto o campo original é GFC5} e seu

campo de extensdo sera GFC253.

Na Tabela | sdo mostrados os elementos de GFC252), onde
0 polindbmio primitivo usado foi rjCx) = x + x + 2. Na Tabela Il séo
mostrados os fatores irredutiveis de x** - 1, com 0s expoentes de
suas respectivas raizes. Esta Tabela facilita a obtencéao do
polinédmio gerador gC>0, uma vez que suas raizes tenham sido

escol hi das.

EXEMPLO 4.12 Parar = 2 temos n = 12. Como vimos,

os elementos de GFC5> cuja ordem divide 2 sdo 1 e 4 portanto o0s

binbmios a serem fatorados sdo x'* -1 ex'? -4 = x*'* +1. Assim o0s
12 12

cédigos obtidos de x - 1 sédo ciclicos e os obtidos de x e+ 1 séo

negaciclicos.

Vamos supor que queremos obter um cédigo cujo
polinémio gerador gCxT' e fator de x'* - 1, e que tenha distancia
minima d =4. Assim, pelo teorema anterior, 0o polinébmio gerador

«- i 2k 2(Vel>

deverd possuir trés raizes consecutivas. Sejam a a e
c**'*"** estas raizes, para O < k < 11. Fazendo k =0, temos ar = 1,
c** e cu*. Devemos encontrar os polindmios minimos de a°, a e ct*, ou
seja,

M°Cx3 = x - 1

M-”Cx) = x* + 3x + 4

M=*"Cx} =X - x » 1
onde
' (i> \Y/

M Cx) é o polinédmio minimo de a
Assim

gC>0 = m.m.c IM°Cx}. M“°Cx). M**“"Cx}3
gCx} = Cx - I)Cx* * 3x + &&C x* - x * 1>

= x° -» x* - 3x* + 5x - 4



O co6digo obtido & um cédigo ciclico Cb = 1) com
parametros n = 12, k =7 ed =5 .

EXEMPLO 4. 13 Para r = 4 temos n = 24/4 = 6 e
os polinbmios geradores podem ser escolhidos como fatores de
X -1, x -2.x -3ex -4. No caso de x -4 = x + 1, suas

2 €5 o) 14 iB 22
raizes s&o a , a , a , a , ot ea . Para um cd6digo com
distdncia minima d = 2 o polinédmio gCx) basta ter uma raiz. Assim,
podemos escolher X - 3 ou x - 2 cujas raizes sdo c¢c<” e ci”.

respecti vamente.

Os <co6digos obtidos neste caso possuem parametros
C6.5.2) e portanto sdo MDS Cdistancia maxima separaveis), ou seja
d e n - k * 1.

Outros coédigos com distancia minima maior que 2 podem

ser obti dos
Cn.Jc.d) gtx) Raizes de gCx)
C6.3.4) X' + X + 3x 4 2 Ca’. a*\ a'’)
C6.1.6) X 4 3x" 4 4x° 4 2x* 4 «4 3 Ca .ct’,ct'’.e*",a"")

Cdédigos constaciclicos sao obtidos pela fatoracéao de

X - 2

Cn,)c,d) gCx) Raizes de gCx>

C6.4.3) X* 4 x 4 2 Ca, a’)

C6.2.9) X' 4 x* 4 4x° 4 2x 4 4 Ca,a’,c.",c«’")

EXEMPLO 4.14 Para r = 6 temos n = 24/6 = 4 . Como

n =2, temos n = Cqg® - 1)/Cqg 4 1) = q - 1, assim, para valores de
r- = qg 4 i, o comprimento do bloco sera q - 1. Os valores para b séo
1 e 4. Assim, 0os polinébmios geradores sao fatores de x' - 1
e X' - 4 = x4 i. Para x* - 1, suas raizes sdo a° - 2, a'* = 4,
a "=3ea’*" = | e x*" -1 =Cx - DCx - 2)Cx - 3)Cx - 4). Cdbdigos
Reed-Solomon sobre GFC5) sdo obtidos pela fatoragcdo de x* - 1.
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Para -4 = x* -+ 1 temos ot O < i < 3 como raizes,

ou seja c*, c*, a~ e et". Da Tabela Il podemos observar que
X -4 = Cx - a") Cx - a**} Cx - a’) Cx - a'’") = Cx* +2) Cx* » 3)
possui dois polinébmios irredutiveis em GFC52> de grau 2; codigos
corretores de um Cinico erro podem ser formados, porem apenas se 0S

simbolos do cédigo pertencerem ao campo de extensdo GFC25X

4.3. DECODIFICAGCAO ALGEBRICA DE CODIGOS MULTINIVEIS PSEUDOCI CL | COS

Nesta secdo demonstraremos como coOdigos pseudociclicos
podem ser decodificados por um procedimento algébrico. A ideia
basica é o emprego de uma transformacdo afim, que faz do codigo
pseudociclico um cédigo ciclico equivalente num campo de extensao
GCg™2> [163. Usaremos a decodificacdao algébrica no dominio da
frequéncia, por meio da transformada de Fourier de campo finito
CTFCF) [53 e [173 e o0 algoritmo de Euclides para determinacdo do
polinbmio localizador de erros [173.

Para poder empregar corretamente a TFCF para vetores
de comprimento n, faz-se necessaria a utilizacdo de um nilcleo que
tenha ordem n. Vimos na secdo anterior que as raizes de x - b so
contém fatores primitivos quando a ordem de b é r. Desta forma, com
com excecdo do caso em que b = 1. 0 calculo da sindrome né&o ccrrés
ponde a uma transformada com inversa. Dessa forma. foi necessario
utilizar uma transformacdo afim [103 para resolver esta dificuldade.
O lema a seguir estabelece as condi¢gfes que devem ser satisfeitas

pela transformacdo afim utilizada [163.

LEMA 4.5 Sendo c*lexre, a < i < a + d- 2.
O < a<n-1 as raizes consecutivas do polindmio gerador gCx), a
permutacdo afim x = ,‘“***"" y. 0 <u<d- 2 |, transforma o coédigo

pseudociclico em um codigo ciclico equivalente sendo cx primitivo em

PROVA A substituicdo de x = [‘**+ > " - b da

como resultado



a y - b = a y -b . <41->
como a"* =1 e a"* = b, temos de C4. 1}

byt -b«bcCcy -1 . C4.2>

Assim y"' - 1 da origem a codigos estritamente ciclicos
porem em GFCq™} e ndo em GFCg>. As raizes de vy - 1 tém ordens que
dividem n [103, sendo facilmente obtidas a partir das raizes de
X" - b e da transformacdo afim empregada, tendo como expoentes
Ci-LDr, onde u ¢é um parametro O < u < d - 2 e i é variavel,
abi <a *» d - 2. Obviamente, o codigo ciclico obtido por meio da

7

transformacdo afim é equivalente ao cédigo pseudoclclico original,
ambos tem portanto os mesmos parametros e também a mesma distancia
minima.

Q. E.D.

4.3.1. ALGORITMO DE DECODIFICACAOQ

Apresentaremos a seguir o algoritmo de decodificacao
algébrica e daremos um exemplo no final.

Seja fCx-> o0 polindmio que representa a soma do
polindmio mensagem vCx3 e do polindmio erro eCx2>. Devemos aplicar

inicialmente a transformacdao afim em fCxD. para transformar o cédigo

pseudociclico em ciclico. Assim temos: fCy) vCyD + eCy}. Os passos

para decodifi cacdo de fCxT> sao.

1. CALCULO DO POLINOMIO SINDROME SCZ3

d-2
SC2b = E S Z _ _ _ _ _ _ _ _ _ C4.3>
i =0 I
onde Si = fCc»":>. O <i <d - 2
como fCy) = vCy> * eCyD, entdo resulta

S =vCa ) + eta ) = eta ),
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visto que

vVCa'D = O

lembrando que

onde

E=CE , E E . . . E . E ;> representa
0 1 2 j n -1
a TFCF de eCyZ>. Nesta etapa determinamos o0s primeiros d-1 valores de
E.

2. CALCULO DO POLINOMIO LOCALIZADOR DE ERROS LCZ>

Aplicar o algoritmo de Euclides ao par de polinémios
Z*' e SCzZX Lembrar que SCZ> é do grau d -2 =2t + 1| -2=21-1
Parar quando o grau do polinédmio resto for menor que t [173. As
localizacdes dos erros, na palavra recebida, sdo indicadas pelos

expoentes dos valores reciprocos das raizes de LCZX

3. DETERMINACAO DO VETOR E ASSOCIADO AO POLINOMIO ECZ>

O vetor E, TFCF do vetor erro e, associado ao
polindmio eCx), é obtido por extensdo recursiva a partir de LCZ> e
SCz} [173.

4. CALCULO DA TFCF INVERSA DE ECZ}

A fim de determinar eCy> calcularemos a TFCF inversa
de ECZD
e=Ce_ .,e .6, |, e )

onde



T nCmo:JI p) | Ej a~"’
porém rCmod p) = Cp-I1Vr
e entdo resulta
n-1
e = r E c¢cT"™ YVFYICP-1). . . . . . . . C4.49

5. APLICACAO DA TRANSFORMACAO AFIM INVERSA PARA OBTER e(x)

Com o intuito de obter eCx) aplicamos a transformada

afim inversa.

6. CORRECAO DOS ERROS

Subtraindo eCx> de fCzO efetuamos a correcdo dos erros.

i . e,

vCx> « fCx> - eCx>. _ _ _ _ _ _ _ _ : _ C4.5)

EXEMPLO 4.15 Vamos considerar o cédigo pseudociclico
C6.2.50 com 5 niveis, ou seja p =5es =1, obtido a partir da
fatoracdo de x - 2. Como foi visto anteriormente as raizes de x° - 2
estdo contidas em GFC25) e possuem o0s seguintes expoentes : 1 + 4i ,
O <i < 5 Como a distancia minima é d =5 o0 polindbmio gCx) devera
possuir 4 raizes consecutivas. Vamos escolher et®, a, a e et como
raizes. Usando a Tabela |11, podemos determinar o0s polinémios

minimos de Ca. a2> e Ca’, a’')

ou seja

Cx - cOCx - a°) = x* + 4x + 2

Cx - a")Cx - a*') = x* * 2

Assim o polinébmio gerador gCx> e dado por
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gCx) = C x* + 4x 2 )C X' + 2) =x"*+ 4x° s 4X* + 3x + 4.

Seja fCx) = 3x « X 0 polinébmio recebido; a transforma

21
¢So afim a ser utilizada é x = a y. Assim as raizes de gCx) tem o0s
seguintes expoentes O, 4, 8 e 12. Substituindo x por c«*y em fCx)

obtemos

fCy) =3 Ca’ y)- a‘'y
n P 5 21
3ay +c vy

3C3a+ Dy’ « a’'y

Cd4a + 3)y*° + a*'y

3 5 21
=a y + ay
-s 3 5 21

fly) =a y < a vy

SSo 0s seguintes as passos para decodificar fCx)

1. CALCULO DO POLINOMIO SINDROME SC2D

SO=fCa°)=fCI)=a3 a’’* = 4a + 3 2a + 4 = a + 2 = a'’
Si = fCa') = a*(a‘')® + a**a* = a** + a = 2a-»-3 + a = 3a + 3 = a'"
S = fCa’) = a’(a’)" + a’'a® = a'* * a@ = 3a + 4a + 3 = 2a+l = &
2
S = fCa'¥) = a’Ca'’)’ + a’'a'* = a'®* + a = at2+3at+tl = 4a+3 = &
3
Assim
SCZ) = a* Zz®* - a" Z2* 4 a*** Z + a'~
2. CALCULO DO POLINOMIO LOCALIZADOR DE ERROS LCZ)
Antes de iniciarmos o calculo, vale lembrar que
LCZ) =0.LCz) =1
(] 1
r _C2z)
q1CZ) Tz:j) onde quZ) € 0 quociente da diviséao

de r CZ) por r C2z)
1-2 i

i-1

eLCZ) =L CZ)-qCZ)L CZ)
i | i-1



Assim temos

i L C2z2) r CZ> q C2)
0 0 z' —
1 1 azZ +< Z +a Z+ct —
n - -7, 14, 12~2~ 12, 17 21 _ 14
2 -Ca Z+a 5 a ZT+c* Z+a a Ztct
~ « ., 21, 14 4, 20 10 15 4
3 I+La Z+a 20 Z-"a a Z + c< a Z+ct
LCz2 =L CZ» =1 4 Ca**Z + a')Ca'"z * a'}
3
LCZ> = 4Z° 4 Z 4 4
Observe que os coeficientes de LCZ> séao
L =4, L =1 elL =4.
(o] I 2
3. CALCULO DO VETOR E
Temos que £ E L = O ou seja
t:0 1 1 1
E L 4 E L + EL =0
1-2 2 j-1 1 J o0
Como os E~, O<i id- 2 Ji sao conhecidos no
calculo da sindrome, ou seja, S. = E para O < j < 3, resta
o]
apenas calcular E e E CNeste caso m = 0O
4 5 O
sendo
L =4,L =1elL =4
o 1 2
temos
E 4 + E + E 4=0
J-2 ji-1 j
entao
E = E 4 4E
. J-2 j-1 j
assim
E =E 4 4 = a 4 4a° = a*
4 3 2
E = E 4 4 = a 4 4a® = c**°
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e portanto
_ . 15 1CS 8 3
E=Ca , a , a, a,

gue é a transformada CTFCF) de eCyX

4, CALCULO DA TFCF INVERSA DE E

A transformada inversa de E é dada por

r- |

i nCmod p2> i

onde a € um elemento de ordem n de GFC25>. Usaremos a = a* como

ndcleo da transformacéo.

Assim
.1=0 j=0
e = E + E + E -+ E + E + E =
(0] (@] 1 2 3 4 5
15 1S5 B 3 4 20
= d + a + a + a + a + ct =0
e = E + Ect-" 4 E a~ ¢ Eo '™ 4 Ea'* - Eo0o"'?°
1 (@] 1 2 3 4 5
15 12 4 -11 -12 (@] 21
De fomamna s¢ermelhante dabcul a+8& todosaos=ea*s.
i
Entao
e = CO. a**. O. O. O. a’}
ou seja
- 3 5 21
eCy) = ay == a y
5. APLICACAO DA TRANSFORMACAO AFIM INVERSA PARA OBTER eCx)
, 21 3
y = x/a = a X
entao
- 3,3 .5 21,. 3 .
eCx) = acCax) + a (ax)
18 5 24

I

w
X
X



6.

CORRECAO DOS ERROS

vCx) = fCx3 - eCx) = O

Tabela | - El eméritos de GFC25) usando o polindmio
primitivo nCx) = x* + x + 2.
ip
2a - 1a a = 3a
+ 3 a 3a ~ 1 a = a42 a® = 2a 4
+ 2 a 3a 4 4 a15 a + a’* = 2a 4
+ 2 10 - 45 4 a'* = 2a 4 a’’ = 4a 4
23 .
+ 4 3a N 3 037 a4 1 a = <a 4
|2 a :3 2 1
4 a =1

(@]

43



X

Tabela

POLINOMIO

2

*

+

+

X + 2

4x + 2

2

2X * 3

3x + 3

3x * 4

2X + 4

4

Fatores irredutiveis de X -1 e 0s

expoentes das raizes correspondentes

EXPOENTES DAS RAIZES
Cl .5)
Cl 3.17}

C9,21>

09.23}
C3.155
c18}
C2.10}
Ct»
Cl4,225
co}
C8.16)
Cc125

C4.20}

44



ct

ct’

O*

4a «+ 3

2a * 2

4a 4 1

Tabela

10

12

2a

2a

3a

4a

3a

Elementos de GFC25)

primitivo nCx)

13

a
1 14
+ 1 i 5
+ 4 10
4 2 al’
1B

a

2

X

4a

4a

3a

usando o polinémio

4 4x 4 2.

45



Assumindo que o peso de v é p < 6 - 1 Ficamos com

[ b i b
! o v, 0
i <o+l > i ib+1) 1
1 ct v 0
o
2| —
i"ib+p-i> i (b+p-1>
a a v, 0
p
onde i , i ..... i indicam as posic&es ndo nulas de vCxZ).
1 2 p

Agora vamos considerar o determinante A, formado pelas

colunas d H usadas acima.

i b i b
1 2
a a
i {b+i > t (b+1> i <b*-1>
1 2 p
h = a cl
i <bep-i> i b+p-1 i fbtp-i
b p-i I2( p o p-i)
ct ct
fatorando os ct da k-ésima coluna para todo k. 1 < k *' p obtemos
b(l +i . oy >
N 12 p
(0] = ct a ct ct
i -1 i - > | -1>
'1(p ) I2(p p{p
Ct Ct ct
Por tanto
b(tl.é +...+vV >
A
A = o LA

onde A é um determinante de Vandermonde que ¢é diferente de zero

v
[103.

Portanto vCx3 = O e d > 6.



5.2. DECODIFICACAO SIMPLIFICADA DE CODIGOS BCH

Apresentaremos lemas e teoremas que estabelecem as
propriedades dos cédigos BCH que permitem simplificar as operacdes
no processo de decodificacdo, quando desejarmos detetar ou corrigir
erros. O decodificador utiliza um conjunto de digitos da sindrome
com um comprimento que depende do numero maximo de erros a serem

detetados ou corrigidos EI 83.

5.2.1. MATRIZ DE VERIFICACAO DE PARIDADE DOS CODIGOS BCH

Uma énupla binaria v = Cv. v. . .V > é uma
o | n -1
pai avta-c6di go de um cédigo BCH de comprimento n = 2 -1 se e
somente se o polinémio vt"x) = v + v X + .. .+ Vv X" tem ct. a’,.. .,
o i r.o-i
ct como raizes, ou seja:
vCct D = v v ct’ e vV Ct* + ... + vV a~’" - =0 . ... C5.1>

o [ 2 Ti-1

para 1 < i < St.

Podemos escrever a equacdo C5.15 na forma matricial
mostrada abaixo:

[
fv v . . . v of? =0 C5. 2}
o 1 D-1J
(n-1>i
para 1 < i < 2t. A igualdade dada por C5.2> nos diz que o produto
interno de fv , v .. ... \Y "| por fl, a, a**, .... ¢ ***1 é nulo.

Podemos entdo formar a seguinte matriz.



a (A a
.2 . : 2.2 ~N-1
Ca5 Cas Ca 5 Cab
[H] = C5. 35
: , 2t. . 21.2 21.3 ., 2t.n-|
1 Ca ) Ca ) Ca 5 ... Ca 5
Portanto de C5. 3) seaue que se V =fv , v. . =V 3
(@] | »-1
€ uma palavra- cédigo em um coédigo BCH carretar de t erros, entao:

[V3.fH3 =0 C5. 45

O coédigo é o espaco-nulo da matriz H e H & a matriz de

verificacdo de paridade do cédigo [33.

5.2.2. MATRIZ REDUZIDA DOS CODIGOS BCH

orA o AR x> _
LEMA 5.1 : A matriz . 0O<i <t -1
o]
O< 1 <n-1, tem postot , onde X & um parédmetro, 1 < X < 6 -t
o] o]
e a €& um elemento de ordem n de um campo de Galois.

PROVA : A prova segue 0S mesmos passos usados para

provar o teorema da cota BCH. Temos que

imo+x> imO+X>2 (motx>(n-|>
a a
(it +X+1> (m_e*Xe1)2 <M +X+t-1><n-i>
O O
a © a a
[M] = C5. 55
(m +X+1 -1> im_-t-X+t -2> (m_+X+t _-J>In-1>
| a (6] (6] a (0} (0} (e} (0]

Considere um determinante D formado pela selecdo de

quaisquer t coluna de [M3, onde b = m + X.
o] o]



PROVA Seja £e3 a representacdo de um vetor erro
contendo no maximo t erros, i.e., um vetor de peso menor ou igual a

0,. L
to’ e fv3 o vetor cdodigo transmitido,

A énupla recebida £r3 é dada por
[r3 = [v3 + fe3 C5. 6)

Usando a matriz £M3 do Lema 5.1 como a matriz de

de verificacdo de paridade, entdo segue que
[M3.[r3" = [M3.[v3 + [M3.[e3" = [M3.fe3". desde que £M3.£v3'= O

Considerando que foi assumido que ie3 tem peso menor

ou igual a t~, o produto IM3.[e3" pode ser escrito como

X1
X1
a
i t-X > | (X*i>1 (P=X>1
Cl o] a Cs. 7>
. p . i -1+X>v
<i -i+X>I (t -i*X>1 o i
o 1 o) 2
a
onde e# , 1 < i < sdo as componentes ndo nulas do vetor erro fe3.

i
Na forma polinomial £e3 pode ser representado por eCx) como segue

I i
1

elx) = e x +e”™X C C5. 8)
1 2 1O

Fazendo-se x = a em eCx), onde O < i % t -1l e X é

0
um parémetro, 1 < X < 6 -t , o lado direito de C5.8) coincide com
o]

C5.7). Também, pelo Lema C5. 1D, a matriz produto dada por C5.7) pode

ser um vetor coluna ndo nulo se e somente se e O, para pelo menos
i

um valor de i, no intervalo, 1 5i < t,. Segue entdo o seguinte

teor ema.
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eCx) = £ e .x°
sS=p+i s
O polinébmio recebido rCx) é entdo dado por

rCx) = vCx5 + eCxz _ . : _ . : _ . C5.11)

ou

rcx) = cCx) - pCx) +eCx) . . . . . . . . Cbh 12)

5.3.1. POLINOMIO LOCALIZADOR DAS PERFURACOES L Cx)

O polinémio localizador das perfuracbes & dado pela

seguinte expresséo

P P
LCx) = nCa®x-1) = E L x ... .. C5. 13)
S=1 |

5.3.2. POLINOMIO SINDROME SCx)

O polinbmio sindrome sCx) é dado pela seguinte

expresséo 1173.

0-2
SCx) = £ S x! . : . : . . . . C5. 14)
J=o0 ’
onde
S =rCa ° ) = eCa °) - pCa °Y) C5. 15)

desde que

cCa °) =0, O<J<6 -2


http://C5.ll

5.3.3. POLINOMIO SINDROME MODIFICADO TC x>

Em seguida vamos considerar e

sindrome modificado TCx2> [173.
6-2
TCx» = £ T.X
i =0
6- i
TCx3 = SCxXLCx3 mod x
onde
LcxO = f] Ca x -1 = £ L x
s=i i =o

e o polinédmio localizador das perfuracdes.

definir 0

polinémio

C5. 16}

C5. 17}

seguinte

5.3.4. OS COEFICIENTES DE MAIS ALTA ORDEM DE TCx>
LEMA 5.2 Os 6 - 1 - p coeficientes de mais alta ordem
do polinbmio sindrome modificado TCx} sdo dados pela
expressao
VE ot
“ 0 Cm u)l -1
T = £ e, a ° * . LCa °} p<i < &6-2
S=pt1l s
PROVA Temos que
|
0-2
TCx3 = £ T.X = SCxXLCx” mod x ™

p

6-2
TCx> = C £ S x'X £L.x) mod x
o O’ i =0
TCx) = Cs +s X . +s

o |1 J-2 O

X°-*ANCL +L x+. ..

N

+L x")mod
I P
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Observando que

T =1L
o o
T = Sibo + 5S4
T =SL + S L + + S. L
i i o -1 i-JJ
m + 1
Como S = rCa ° 5. temos que
m +i w e - mo+v-i
Ti:r(a° )LO-»-r(a YL + T («
O< j < P
0s 6 - 1 - p coeficientes de ordem mais alta de TCx5 séo
P TT 41 -J
T = Er(ar- >L ..p<i<®6-2 - C5.185

expressao C5.185 pode ser simplificada utilizando a

equacédo C5. 145.

P m «i-j +i-1
T - E [eCo ° 5 " p(o. >L
1=0

Lembrando que

eCx5 = E e .xX° e pCx5 = E *° "

Temos



P4—1O P>
r - p o S
T. = E E E L
j=o0 S=p-1 J=0 s=1 S
o] Cm i)i o] il F Cm «i)i p i
T _ (@] S _ , S _ S _ , S
i E P C £
s=p+i s J=0 * s=1 S j=0
p -, -1,
mas J L et = L(ct ) e entao
e (m + - p (m +0OlI "
T £ e .a ° * o L(ct ) - E-," ° ‘L(ct ) C5. 19)
i s=pel s s=1 s
-1
como L(ct °) = O para 1 5: s < p, entao
lo-is)l -1
T = a L(ct p<i < 6 -2 C5. 20)
s=pe1l

5.3.5. DETECAO SIMPLIFICADA DE ERROS EM CODIGOS B.C.H
PERFURADOS

O teorema seguinte estabelece as condicdes para
simplificar o processo de decodificacdo dos codigos BCH perfurados

usados para detecdo de erros.

TEOREMA 5. 3 : Quando um cédigo BCH Cn.k.6) perfurado

em p digitos é usado para a detecdo de até t" erros, t < 6 — p, o]
vetor recebido é uma paiavra-cédigo valida se e somente se o0
polinédmio sindrome modificado TCx) tem um conjunto de 't <coeficien
tes iguais a zero, escolhidos entre seus 06-l-p coeficientes de mais

alta ordem.

PROVA : Um conjunto particular de t coeficientes
consecutivos de TCx) contidos em seus 6 - 1 - p coeficientes de mais
alta ordem podem ser escritos com ajuda da equagcdo C5.20) da

seguinte maneira
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5.3.6. CORRECAO SIMPLIFICADA DE ERROS EM CODIGOS B.C.H
PERFURADOS

TEOREMA 5. 4 : A correcédo de erros. num cédigo BCH
Cn,k,6) perfurado por p digitos, pode ser realizada com um conjunto
de 2t~ < 6-l1-p coeficientes consecutivos do polinbmio da  sindrome
modificada TCx), escolhidos entre seus 6 - 1 - p coeficientes de
ordem superior.

PROVA A prova segue exatamente 0S mesmos passos
usados para provar o teorema 3 com 2t =t [183.



CAPITULO 6

DECODIFICACAO POR ARMADILHA PARA ERROS EM CODIGOS CiCLICOS

O método de Meggitt para decodificacdo pode ser
aplicado para qualquer cédigo ciclico, porém algumas modificacdes
sdo necessarias para sua implementacdao £33. Apresentaremos uma

variacdo pratica do decodificador de Meggitt, chamada de decodicador

por armadilha para erros Cerror-trapping). A decodificacdo por
armadilha para erros foi inventada independentemente por Kasanu ,
[113. Mitcbell. [123 e [133 e Rudolph, [93. Este método ¢é mais

eficaz para a decodificacdo de codigos corretores de um Uudnico erro,
alguns coédigos corretores de dois erros e co6digos corretores de
erros em surtos. Quando este método é aplicado para cédigos longos,
com altas taxas e com larga capacidade de ~correcao, ele torna-se
muito ineficiente e a capacidade de correcdo de tais codi gos e

sacrificada. [33.

6. 1. DECODIFICACAO POR ARMADILHA PARA ERROS CDECISAO ABRUPTA)

6.1.1. CAPTURA DOS ERROS

Se colocarmos algumas restrigcbes sobre os padrfes de
erros que desejamos corrigir, o decodficador de Meggitt podera ser
implementado praticamente [33. Vamos restringir o0s erros que
desejamos corrigir aqueles que estdo confinados em Cn-k) posicdes
consecutivas, incluindo o caso em que as Cn-k) posi¢cdes ocupam o
inicio e o fim da palavra. Com esta restricao, mostraremos que a
corregcdo e detecdo de erros se resume praticamente em comparar o}
peso da sindrome com o valor de t, onde t é a capacidade de correcao
do cédigo.

Vamos considerar um coédigo ciclico Cn,k,d) com
polinbmio gerador gCx) e supor que a palavra vCx) foi transmitida e
corrompida por um padrdo de erros eCxX Entdo a palavra recebida

sera



rcx3 = vCx3 +eCx) . . . . . . . . (C6.13

Inicialmente vamos supor que 0S erros estejam cenfina

k k1
dos nas Cn-k) posic&es de mais alta ordem, ou seja, X , X.
x" ' de rCx>. Desta forma temos
eCxD = e x* + e X**t + ... F e x"-* . .. . . C6.2D
k k +1 n-1

Se rCx) €& ciclicamente deslocado Cn-k2 vezes o0s erros estardo
confinados nas Cn—JO posi¢cbées de mais baixa ordem, ou seja, nas

posicdes dos digitos de paridade x°, x', x> . . x" * ' der'" ""Cx5.
DiGITOS DE DIGITOS DE
PARI DADE INFORMACAO
n-k k

FIG. 6.1 - FORMATO DAS PALAVRAS-Co6DI GO

O padrédo de erros correspondente sera

e IX) = e « e X + ... e x . . . . £6.32
k kel r>-1
Desde que a sindrome s tx> de r XJ e igual ao
resto da divis& o de e''' °Cxi por gCx) e como o grau de e'" *Cx2 e

menor que Cn-k2, obtemos a seguinte igualdade

s (x> = e CXx) = e <« e X e e X ....(b. 4:
k kel n-i1
. , (n-k > k
multiplicando s por x , temos
x s (" Mloxs = ecx2 = c—%(xk + e Jxk'l .+ e _lxr»'.i .. CS.52

Isto que dizer que. se o0s erros estdo confinados em Cn-k2 posicdes

de mais alta ordem do polindbmio recebido rCx), 0 padrdo de erros
eCx) ¢é idéntico a x* s'" *Cx2 Quando este evento ocorra simples
mente computamos s'" “"Cx> e somamos x s'" *Cx) a rCx2>. O vetor

resultante e a palavra cédigo transmitida.



Se 0s erros nédo estao confinados nas Cn-JO posi¢cdes de
mais alta ordem, mas confinados em Cn-JO posi¢cdes consecutivas x',
X . X de rCx2>, entdo rtx) €& deslocado ciclicamente
n-i vezes para a direita, os erros poderdao ser confinados nas Cn-k)
posi¢cdes de mais baixa ordem de r'" " Cx5 e o padrdao de erros sera
idéntico a x .s Cx2>, onde s Cx> & a sindrome de r CXJ.

Portanto. se o0s erros estdo confinados nas Cn-k)
posicbes que ndo sdo as Cn-kO posi¢cbes de mais alta ordem de rCx),
apds todo o vetor rCx} ter sido deslocado no registrador da
sindrome, o conteddo do registrador da sindrome deverd ser deslocado
um certo numero de vezes até ficar idéntico aos digitos do vetor
erro. Este procedimento é chamado captura dos erros Cerror-trapping}.

Mostraremos a seguir como detetar que os erros foram

capturados no registrador da sindrome.

TEOREMA 6.1 Se 0 numero de erros em rCx5 & menor ou
igual ate se eles estdo confinados em Cn-k5 posi¢cdes consecutivas,
0S erros estardao capturados no registrador da sindrome apenas quando

0 peso da sindrome no registrador torna-se menor ou igual a t. £33

PROVA Um padrdo de erros eCx> com t ou menos erros os

quais estdo confinados em Cn-kO posi¢cdes consecutivas, deve ser da

fooma eCx5 = X° BCx2, onde BCx2> tem t ou menos termos ndo nulos e
tem grau igual ou menor que n -k - 1. Para o caso em que as
n - k posicdes ocupam o fim e o inicio da palavra. a forma acima

pode ser obtida com um certo numero de deslocamentos.

Dividindo eCsO pelo polindmi o gerador gCx>, temes

X" BCx> = aC>0 gCx> + sCx) . . . . . . . . (6. 65
onde sCx5 é a sindrome de X'BCx5. Desde que sCx5 + X'BCx5 €& um
multiplo de gCx5, ele é& um polindbmlo-cddigo. A sindrome sCx5 néao
pode ter peso menor ou igual a t sem que sCx5 = X'BCxX

Suponha que o peso de sCx5 é menor ou igual at e que
sCx5 * X’'BCx5. Entdo sCx5 + X'BCx5 & um vetor coédigo ndo nulo com
peso menor que 2t <* 1. |Isto é impossivel desde que o cédigo corretor

de t erros deve ter um peso minimo maior ou igual a 2t 1.



Portanto, concluimos que os erros estao capturados no
registrador da sindrome apenas gquando o peso da sindrome torna-se
menor ou igual a t [33.

Podemos agora apresentar o algoritmo de decodificacao

por armadilha para erros.

6. 1.2. ALGORITMO DE DECODIFI CACAO POR ARMADILHA PARA ERROS

1- PASSO: Calculo da sindrome sCx)

2- PASSO: Comparacdo do peso da sindrome W com t CW < t?)
S S

3- PASSO: Se W < t entdo os erros foram capturados e a sindrome e
S

igual aos erros nas Cn-KO posi ¢coes correspondentes; soma -

se a sindrome com rCx) e os erros sdo corrigidos.

4- PASSO: Se W > t desloca-se o conteddo do reaistrador da sindrome
com as realimentacées ligadas para obter a nova sindrome

S tx).

5- PASSO: Apb6s cada deslocamento compara-se o0 peso da sindrome

s Cxj con t.

6- PASSO. Se para algum i. 1 5 i £ n - 1 W £ t entac 0S erros
foram capturados; soma-se rCx) com X*s ' Cx) e O0S erros
sdo corrigidos.

7- PASSO: Se ap6s o0 enésimo deslocamento, sempre ocorre que W > t,
S

entdo o0os erros ndo podem ser capturados e sao apenas

detetados.

EXEMPLO 6.1 : Neste exemplo o decodificador sera

constituido basicamente de um registrador da palavra recebida CRX),
um circuito com realimentacdo linear e seu registrador da sindrome
CRS> e um circuito feito com lIégica combinacional para detecdo do
peso da sindrome Cse W < O. Serd apenas mostrado o conteuddo dos

registradores da palavra recebida e da sindrome. Sera considerado o

4 2
cédigo binario C7.3.4) com polinédmio gerador gCx> = * X % ox e+ 1

X
portanto, t = 1. A palavra recebida foi r =C0, O, 1, O, O, 0O, O).



Na figura seguinte é mostrado o circuito para calculo

da sindrome

O ENTRADA

FIO. 6.2 - CIRCUITO COM REALIMENTAGCAO LINEAR PARA CALCULO DA

SI NDROME

s30 mostrados o0s contetudos dos

Na pagina seguinte
de decodificagcdo da

registradores RS e RX durante todo o processo

palavra recebida.
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Conteldo do Conteudo do
Registrador da Registrador da Palavra
SIndrorne CRS) Recebida CRX)
Q
1)10\0\010\ | | 1° \010 51
r r
2) 010 [0 [0 070 [o [0 [0 [0°]0"]
r r r
o i 2
3)10 |O Ull\ | | !Ulololl\
r r r r
o i 2 3
4) 0 0] g0 (0o [ _qo0’l0o 10
r r r r
la) i 2 3 4
el ot b 10 [0] Lo [0 | 11 [0 [0 |
551 01 o
r r r r r
o i 2 3 4
6)11 [0 [0 [0 (o jo fo [1 Jo O[O |
s S S r r r r r
) 1 2 ) 0 i 2 3 4 tf
TO| 0O [1 [ 1 [1][sCx),w=3 0[] 0 | 0 [0 [0 ] oO
= 3
f.
8) 1 11 |1 [O0O[s (x),w=3 [0]1 ] o4 0 O |0 |
S -
0 1 1]s (x),Vv=31[1 101 140 [0 |0 [0 |
3 e e
royl gl O Of 1=t (s> . ev=1]0 [0 O [0 4 4071
J.U}.LU _ S L’:U = U i
o erro foi
capturado —!
Fia. 6.3 - Conteddo dos Reaistradcres RS e RX
No instante 10 o peso da sindrome é igual a um

erro é capturado

ada
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6. 2. DECODIFICACAO POR ARMADILHA PARA ERROS SUAVES EM CODIGOS
CICLICOS

Descreveremos um decodificador por armadilha para
erros que usa eficientemente os niveis de saida do demodulador
guantizados suavemente como parte integrante do processo de decodifi_
cacdo [193. Este decodifi cador opera com simbolos muitiniveis, que
sdo elementos de um corpo de Galois, usados para representar 0s

niveis de saida do demodulador do sistema de comunicacéao.

6.2.1. QUANTIZACAO DA SAIDA DO CANAL

Em sistemas de comunicacéao, por razbdes préaticas,
frequentemente a tensdo analdgica na saida do demodulador é
quantizada. E comum a escolha do niumero de niveis de quantizacio
como uma poténcia de 2, ou seja, g =2™ para simplificar futuros

processamentos digitais TI73.

Assumiremos que o0s niveis de guantizacéao estao
igualmente espacados e serdo atribuidos aos mesmos valores inteiros
de O a 2 - 1. Esta escolha provoca uma queda de desempenho porém
e . 3 v e atenuada quando oito ou e niveis de quantizacéao sao

usados 1173.

Os elementos do corpo de Galois GFCqg"} serdo usados
para representar o0s niveis de saida do demodulador Desta forma e
necessario avaliar as implicacdes que tal atribuicao tem sobre o]

conceito de distancia suave.

6. 2. 2. DISTANCIA SUAVE

DEFINICAO 6.1 A distancia suave Cd 2 entre dois
S

niveis é o valor absoluto da diferengca entre eles.

A diferenca entre dois elementos de GFC2"1> coincide
com sua distancia suave quando um deles é uma m-tupla toda nula ou
todas suas componentes sdo 1, ou seja, seus niveis sdao de maxima
confiabilidade. Em geral a diferenca entre um par de elementos do

campo pode ndo coincidir com sua respectiva distancia suave.



Entretanto, no processo de decodifi cacéao, as componen
tes da palavra recebida, que é quantizada suavemente, sao comparadas
com niveis de maxima confiabilidade das paiavras-céodigo validas.
Portanto ndo é necessario que 0Ss niveis atribuidos a saida do demodu
lador sejam separados por distancias de Hamming, que coincidam com
suas correspondentes distancias suaves.

A representacdo dos niveis de deci sdo-suave por el emen
tos do corpo de Galois, permite integrar as informacbes de decisdao -
suave no processo de decodificacdo por armadilha para erros, como
sera mostrado a seguir.

6.2.3. CODIGOS CICLICOS SUAVES

Considere um cédigo ciclico binario Cn.k.d), com

polinébmio gerador gCx) e comprimento n = 2" - 3

DEFINICAO 6.2 Um c6digo ciclico suave de caracteristi_

ca 2 é formado considerando como pai avras-codigo todas as énuplas
com simbolos em GFC2") que satisfazem as equacdes de verificacdao de
paridade do cédigo ciclico binaro Cn,k,d). Resultando desta forma um
ccnaiyt) c&uTyoS 2'-ario Cn.k.d).

Num sistema de decisdo - suave, com auséncia de ruido,
0s niveis da palavra-cdédigo recebida devem ser de <confiabilidade
maxima, ou seja, m-tupias com todas as componentes iguais a zero ou

7

um. Portanto a distancia minima entre paiavras-cédigo validas ¢é

agora
d =Cq-1)d . . . . . . . . . C6.7)
S
EXEMPLO 6.2 : Considere o cédigo de repeticdo C3.1.3)
cujo polinémio gerador é gCx) = x* + x + 1, entdo as paiavras-codi_

go sdo CO.0.0) e Cl.1.1).
Vamos formar um cédigo ciclico suave com caracterlsti_
ca 2. com simbolos em GFC40. Os elementos de GFC4) podem ser repre

sentados por O, 1, a e a®. Sendo a matriz de verificacao de paridade

-y
[
O
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Entdo o codigo ciclico suave seréa composto pelas pai avras-codigo
CO. O. 05. CI. 1. 1}. Ca. a. a5 e Ca*, a’. a’s.

Como as pai avras-co6di go validas sao aquelas de maxima
confiabilidade, ou sejam. CO, O, 05 e Ca’, a®, a5 entdo a distancia

minima entre as pai avras-cédi go validas é agora d = Cqg-15d = 9.

O conceito de codigo ciclico suave € muito interessan
te porque ele fornece a estrutura necessaria para o uso de
propriedades de cdédigos lineares no contexto de decisdo suave. Por
exemplo, a decomposicdo do espaco das énuplas quantizadas suavemente
em classes laterais pode ser feita com um arranjo padrdo suave,
sindromes podem ser calculadas, etc. Entretanto nosso principal
interesse &€ com a decodificacdo de cdédigos ciclicos usando armadilha
para erros com decisdo suave. Desta forma faremos o desenvolvimento

tedrico necessario através de lemas e teoremas.

LEMA 6.1 Uma sindrome nula corresponde a uma palavra-

c6édigo do codigo ciclico suave.

PROVA Pela definicdo todas as palavras - coédigo do
cédigo ciclico suave satisfazem as equagbes de verificacdo de parida
uc No.uigu o”néario e portanto sdo mualtiplas do polinémio gerador
gCx5.

LEMA 6.2 Os m - 1 elementos a',0<i<m-2. de
GFC2"5, séo linearmente independentes e por combinagdo linear apenas

geram elementos de peso suave < C2" - 15/2. [193

6. 2. 4. ARRANJO PARA CODIGOS CICLICOS SUAVES CACS5

O ACS é um arranjo retangular com Ilinhas e colunas.

A sua primeira linha é formada com palavras cédigo de confiabilidade

maxima, comecando com a énupla toda nula. Assim, : palavra com todas
as componentes iguais a zero e o lider Cda classe lateralb da
primeira linha Cclasse lateral5. O lider da segunda Ilinha é uma

paiavra-co6digo suave, ndo usada anteriormente, de menor peso suave e
0 restante da linha é formado somando-se o seu llder a pai avra-codi.
go de confiabilidade méaxima situada no topo da coluna correspondente,

ou seja. imediatamente acima.



A terceira e sucessivas linhas sdo formadas de manera
semelhante, comecando sempre com uma paiavra-cédigo suave de menor
peso suave que ndo tenha sido usada anteriormente.

TEOREMA 6.1 Os lideres do ACS tem peso suave w < t

9 S
e portanto representam erros suaves corrigiveis.
PROVA Vamos supor que um lider L tem peso suave
w >t +1. Como a primeira linha do ACS possui apenas palavras
S S
c6diao de peso suave d > St e+ 1, entdo existe pelo menos uma
S S
palavra-cédigo suave de peso suave < t na linha onde L é lider.

Porém isto contradiz a regra de construcdo do ACS.

TEOREMA 6.2 Qualquer paiavra-codigo suave pode ser

escrita como a soma, sobre GFC2"), de uma palavra cdo6digo suave de

confiabilidade maxima e uma palavra coédigo suave de peso < t"

PROVA Isto é uma imediata consequéncia da construcéo

do ACS combinado com o resultado do teorema C6.1).

' @*PREMA 6. 3 O ACS tem 2'"" *** lideres que sao comp0s
tos de elementos com peso suave < C2'"-1)/2.
PROVA Pela defini¢cdo, um cdédigo ciclico suave tem Kk

posicdes de informacdo que sao ocupadas pelos elementos de GFC2").

Entdo, temos um total de 2™° paiavras-cédigo suaves. O ACS possue 2°

colunas e portanto 2 /2 = 2 linhas, ou seja, 2 lideres.

A segunda parte deste teorema é uma consequéncia da aplicacdo do
Lema C6. 2) para cédigos lineares.

TEOREMA 6. 4 Uma versdo binaria de decisdao abrupta de

uma paiavra-codi go suave recebida leva a uma paiavra-cédigo correta

apenas quando o padrdao de erros suaves é corrigivel.

PROVA Conceituai mente, a decodificacéao de uma

pai avra-codi go suave Vv pode ser feita da seguinte manei r a.
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Primeiro localizamos a linha do ACS onde a palavra recebida v esta

localizada, entdo subtraimos o lider r, da linha, de v. O resultado
& uma paiavra-codigo suave de maxima confiabilidade ¢ Como
d > 2t & 1 e pelo teorema C6. 22 e lema CB. 22, o lider r, tem peso
S S

suave < t « € Unico e pode ser assumido como sendo padrdo de erros
S

suaves. Portanto, a paiavra-cddigo binaria mais préxima é uma versao

por decisao abrupta de c.

6. 2. 5. ALGORITMO DE DECODIFICACAO POR ARMADILHA PARA ERROS
SUAVES

1— PASSO: Calculo da sindrome suave sCx2

2— PASSO: Comparacdo do peso suave da sindrome W comt CW <t *2

S S S S
ondet < J d - 1/2 J e [ xj é a parte inteira de x.
3—PASSO: Se W <t entdo uma versado da decisdao abrupta da énupl a
S S
recebida é entregue ao destinatario, caso cada componente

da sindrome tenha peso suave menor que q/2.

4—PASSO: Se W >t desloca-se o reqgistrador da sindrome com as
£ S
realimentacfes ligadas para obter a nova sindrome s Cx2.

5— PASSO: Apo6s o i-ésimo deslocamento compara-se o peso da sindrome

obtida s“°Cx2 com t
S

B— PASSO: Se para alqum i , Il <i <n-1.W <t entao um erro
S S

suave foi capturado e subtrai-se x's''"Cx2 de rCx2

7— PASSO: Se lima palavra de maxima confiabilidade foi obtida, i.e.
uma paiavra-cédigo onde cada componente é toda nula ou

toda um. entdo os erros foram corrigidos.

8— PASSO: Caso contrario, continue o processo de deslocamento

comparando W com t

9— PASSO: Se ap6s o enésimo deslocamento, nunca ocorreu que W < t ,
S S

e se ocorreu a correcdo ndao levou a uma palavra coédigo de
maxima confiabilidade, entdo os erros nao podem ser captu

rado e sdo apenas detetados.
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EXEMPLO 6.2 : Considere o co6digo binario C7.3.45 com

polinédmio gerador gCx5 = x' + X’ e+ x * 1. A saida do demodul ador &
quantizada em 8 niveis de amplitude, sendo cada nivel representado

por um elemento de GFC85, como mostrado abaixo.

Nivel de maxima confiabilidade

5
111 C75 ,
110 co5 *
5
101 C55 ,

Niveis de mlnima

Transi cao 14 100 C45 confiabi 1i dade

011 C35 a’

010 C25 a

001 C15

000 Co5 r Nivel de maxima confiabilidade

FIG. 6.4 - Niveis de Decisdao Suave em GFC85

A distdncia suave do cédigo é dada por d = C8-154=28,

£

7

portanto t =13. Vamos supor que a énupla r = Ca ,0,0,a ,0,0,05 é
recebi da.
A figura a seguir mostra o0 circuito wusado neste

exemplo para calculo da sindrome suave.

91: 1 gS = 0 SZ = i 90 = !

] ]—<3> ENTRADA

FIG. 6.5 - Circuito com Realimentacdo Linear para Céalculo da

Sindrome Suave



O decodificador serd constituido basicamente de um
registrador da palavra recebida CRX) e um circuito para «calculo da
sindrome com seu registrador da sindrome CRS).

Mostraremos em seguida no processo de decodificacdo da
palavra recebida apenas o contelddo do registrador da palavra recebi,
da CRX) e do registrador da sindrome CRSO.

Inicialmente a palavra recebida é deslocada em RX e RS
para o calculo da sindrome com todas as realimentacdes ligadas
Cpassos 1 a 7 na figura abaixo); no passo 7, a palavra recebida estd

totalmente contida em RX e sua sindrome em RS, porém W = 15 > 13,
£

desta forma é feito um novo deslocamento em RX e em RS com as

realimentacdes ligadas. No passo 8, apesar de W =13, podemos
s

observar que o contelddo de RS ndo é igual ao erro, portanto se somar
mos o contelddo de RS com as 4 posicbes de mais alta ordem de
r** Cx) ndo obteremos uma palavra de confiabilidade maxima, portanto
€ necessario continuarmos a deslocar RX e RS

No passo 11, = 13 e os erros foram capturados. e
agora podemos corrigir a palavra recebida. Esta correcao é feita
somando-se o0 conteludo do registrador da sindrome com a palavra
recebida deslocada convenientemente como mostrado. Além disto
deveio ,ar que. erros deste tipo ndo sdo corrigidos na versao

de decodifi cacdo por armadilha para erros com decisdo abrupta.



Conteldo do
Registrador da
Sindrome CRS2

Conteudo do
Registrador da Palavra
Recebida CRX2

5
12| 0 0 0 ol 0 Y 0 0 0 0 O lEntrada
r r
0 i
220 |0 |« | O o 0|0 00| 4% 0
r r r
0 i 2
32| 0 (0] 0 0 0 0 0 0 a 0 0
r r r r
0 i 2 3
42« 0 |0 | 47 0o 0 |0 a0 0 o
r r r r
0 i 2 3 4
52/ 0 | a | 1 | o 0o 0 a0 0| ,% o0
r r r r r r
0 i 2 3 4
62 1 ®* o0 0 la |0 0 | g% 0o ]o0
S S S S PESO SUAVE r r r r r r r
0 i 2 3 o i 2 3 4
72/ 1 0 | a | o sCx2.w =15 v 0 |0 | g*lo 0 O rcx2
4 4 4
82 0 a ot 1 |s Cx2,w =13| 0 0 a 0 0 0 c |r tx2
S
4 4 2),. 4 15
92 J*l 4* 1 o0 S()sz,WS:13 0o o*lo 0 0| ®lo r cx2
a4 5 4 4| 5. _ “U>ron
102 s**’Cx2,w =25 0] o]
ol a a ct s a 0 0 r tx2
5 4| s _ ] (4> )
112 %10 0 Gfstrex2w =130 0 00 R0 0wt e
os erros foram catptu'rados
1221 0 | o>l 1 | o° s Cx2.w =15 o 0 0 4 O r Cx2
S
Ti cess _ (5>
132 a 1 a 0 |s Cx2.w =15 0 0 o] o C x2
FIG. 6.6 - Contelldo dos Registradores RS e RX



CAPITULO 7

CONCLUSOES

Este trabalho apresentou de forma sistematica algumas
propriedades dos cédigos algébricos. Tais propriedades permitiram
obter procedimentos para a construcdo de coédigos, simplificacdo de
alguns procedimentos de decodificacdo e melhoria no desempenho dos
‘'sistemas de comunicacdo digital através das técnicas de decisao
suave na decodificacdo por armadilha de erros.

Nos trés primeiros capitulos foi apresentada uma breve
revisdao dos coédigos de bloco lineares, dos cédigos ciclicos, com a
intencdo de dar o0 suporte necessario para a compreensdo das proprie
dades e aplicacbes dos codigos algébricos.

No capitulo 4, baseado nas propriedades algébricas dos
polinédmios sobre um corpo de Galois GFCq), foi mostrado um procedi
mento sistematico para a construcdo de uma classe de cédigos
muitini . _ 'pseudociclicos. Es' = capitulo & rico em exemplos que
facilitam a compreensio dos principais teoremas e lemas utilizados.
Na segunda parte deste capitulo foi mostrado como estes codigos
podem ser decodificados por um procedimento algébrico. Para este
fim, foi utilizada uma transformacdao afim que faz do cédigo
pseudociclico um cdédigo ciclico equivalente num campo de extensdo
GFCg'2>. Um aspecto interessante deste capitulo foi a geracao de
cédigos MDS Cdistancia maxima separaveis) pseudoci cli cos. Estes
cédigos tém a vantagem de possuir algumas propriedades dos coédigos

ciclicos adequadas para codificacdo e decodificacéao.

No capitulo 5 foram apresentadas as principais proprie
dades algébricas dos cédigos BCH. Os resultados obtidos mostram que
o trabalho de decodificacdo é funcdo do numero de erros a serem dete
tados ou corrigidos. Isto implica por exemplo na reducdo da complexi.
dade do processo de encontrar o polinédmio localizador de erros, quan
do a correcdo de erros é realizada, reduz-se o niumero de passos e

explora-se polindbmios de graus menores.



No capitulo 6 o método de decodificacdo por armadilha
para erros foi apresentado nas versdes por decisdo abrupta e por
decisdo suave. A segunda versdo utilizou eficientemente os niveis de
saida do demodulador, quantizados suavemente, como parte integrante
do processo de decodificacdo. Foi visto, por exemplo, que alguns
erros ndo corrigidos pela versdo por decisdo abrupta sdo corrigidos
pela versdo de decisdo suave.

Como sugestdo para pesquisas futuras seria interessan
te estudar as propriedades apresentadas, principalmente a decodifica
¢do por armadilha para erros, no dominio da frequéncia, com O uso
da transformada de Fourier de campo finito.

Vale a pena mencionar que o0s tépicos tratados no
capitulo 4 sdao de grande interesse atual [20-243 e certamente
continuam a merecer a atencdo daqueles que se dedicam a codificacao
algébri ca.
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APENDI CE

SINTESE DE REGISTRADORES DE DESLOCAMENTO

1. INTRODUCAO

Neste apéndice apresentamos um algoritmo e respectivo
programa em linguagem BASIC para sintese do menor registrador de
deslocamento com reali mentacdo linear CLFSR2) que pode gerar uma dada
sequéncia finita de digitos £253. O algoritmo apresentado coincide
com o algoritmo interativo introduzido por Berlekamp para decodifica
¢cdo de codigos BCH £153.

2. PROPRIEDADES DOS COMPRIMENTOS DOS LFSR's

Um registrador de deslocamento, com realimentacéao
linear CLFSR2> geral de comprimento L é mostrado na figura 1 e
consiste de uma ligacdo em série de L células de retardo, ou armaze
rjamerj/o-*, trom possibilidade c~ formar uma combinagdo linear dos seus

conteudos, que serve como entrada para seu primeiro estagio.

i | |
Hc.l HLZ "CL
I 1 [
S — |S s e 4 o s | — ,
.J J=4 =1 i1-L j-L-1%
FIGURA 1

A saida do LFSR é assumida como sendo o conteddo do

Ultimo estagio. O conteudo inicial S, S, .... S dos L estagios
0 i L—1

coincide com as L primeiras saidas e os digitos restantes da saida

sdo unicamente determinados pela seguinte féormula recursiva.



Os digitos de salda e os coeficientes de realimentacao
c , C , ... C sao considerados como pertencendo ao mesmo corpo F,
0o qual pode ser um corpo finito GFCg) ou um corpo infinito, tal como
0 corpo dos numeros reais. NO nosso caso. trabalharemos em GFC2).
N&o é necessario que * O Cou seja. o Ultimo estagio do LFSR néao
precisa ser conectado).

Um LFSR é dito gerar uma sequéncia finita S», S°
S quando esta sequéncia coincide com as primeiras n saidas do
LFSR para alguma condicdo inicial. Se L > N. o LFSR sempre gera a
sequéncia. Se L < N. segue de Cl) que o LFSR gera a sequéncia se
apenas se:

S r Cc S =0 i=L. L + 1..... N-1....C2)

TEOREMA 01 [253 Se algum LFSR de comprimento L

gera a sequéncia S , S ... .. S , mas ndo gera a sequéncia
O 1 n—i

S , S .... ,S , S , entdao qualquer LFSR que gera a udltima

(@) 1 N -1 N

sequéncia tem comprimento L* . satisfazendo

L' >N +1-L . . ... .. c3

LEMA 01 [253 Se algum LFSR de comprimento L~CS) gera

s.S .. . S mas ndo gera S . S ... .. S , S entao
(@) 1 N - | (@] | N -1 N

L Cs) >max L Cs). N +1 - L Cs)l
N + | "N N ’

3. ALGORITMO PARA SINTESE DE LFSR's

Nesta etapa, demonstraremos um teorema que estabelece
rA a validade do algoritmo de sintese.

TEOREMA Q2 . Se algum LFSR de comprimento L CS) que

gera a sequéncia s, s . . . S , também gera S.S.... S , S,
o) X N1 o 1 N—1 N
entdo: L Cs) = L Cs). Inversamente, se algum LFSR de comprimento
1 N
L Cs) que gera S, S ... .. S , hdo gera S, S . . . S , S
o | n -1 o | N - 1 N
entao

L Cs) = max fL Cs). N + 1 - L Cs)]
| " N N ’
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PROVA : Definiremos o Polindmio de Conexdo do LFSR da

figura 1, como sendo o polindédmio:

Ccb) =1+CD + CD*® + ... -« C D' C4)
1 2 L
que possui grau < L. Por convencdo tomaremos CCD) = 1, para o LFSR
de comprimento L = O.
Quando S , s . . . S sdo todos zeros, mas S * o,
o | N-1 N
entdo L Cs) = N + 1, desde que qualquer LFSR menor deve ser

carregado inicialmente com zeros e entdaodeve (gerar apenas zeros.

Além disso qualquer LFSR com L = N + 1 gera a sequéncia
s, S, ... , S , S neste caso.
(o] | N - | N

Para um dado S, seja

C"" CD> =1 «C" D+ ... « C " p N(S> C5)
1 L (s>

O polinébmio de conexdo para o LFSR de minimo comprimento L~CS) que

S . Por hipdtes«~ indutiva, vamos assumir que
N-1
L Cs) e C<N>CD) foram encontrados para N =1, 2 ... n , com a
igualdade obtida no Lema Ol para N =1 , 2, ... , n-l. Tentaremos

encontrar Ln+1Cs) e algum C‘"***"CD) e mostrar a igualdade obtida no
Lema Ol para N = n.
Pela hipo6tese indutiva, temos de C2) que

f O. j = L,Cs). .... n-I
L (S>
s + r. ¢S C6)
o= -t
d. j =n
»
Sed =0, entdo este LFSR também gera o0os primeiros
D
n + 1 digitos de S Entdo L Cs) = L Cs) e podemos escolher
n+l n

crAACD) = C''° CD).



Se d O, um novo LFSR deve ser encontrado para gerar
n

0s primeiros n + 1 digitos de S. Neste caso seja m o comprimento de
uma sequéncia antes da mudanca de comprimento do registrador de

comprimento minimo, ou seja:

L Cs} < L Cs)

m ti
L Cs) = L Cs)
rn+ 1 r»
Desde que uma mudanca de comprimento foi requerida, LFSR com
polinédmio de conexéo C{m> CD) e comprimento L Cs) ndo pode gerar a
sequéncia S,. S©, .. S Portanto de C2) temos:
m-1
O, j=LCs)..LCs) +1 . m-1
L. (3> m m
m ....C8)
S 4 £ cCrs.
J =1 d *0. J =m

Pela hipo6tese indutiva, o Lema Ol permanece valido com

a igualdade para N = m. E itéo

L Cs) =L Cs) =méx IL Cs), m+ 1 - L Cs)1l
m+1 n m m ’

Neste caso devido a equacdo C7) temos

L Cs)y =m+1-LCs) . . . . . . C9
m

n

podemos dizer agora que o polinédmio de conexéo

ccb) = c°Ccb) -d e d"* D"-"mC'"> CD) ... . . ... ClO)

<n+1>

€ valido para escolha de C CD). Podemos observar que o grau de

CCD) sera no maximo

max[L Cs), n-m4L Cs)] = mé&xJL"Cs), n + i - L Cs)]



Assim CCD) é um possivel polindmio de conexdao para o

LFSR de comprimento L onde

= max fLCs), n+ 1 -1L Cs) 1 CID

Além disso de CIO) temos que

| (s> "m(s>
c (n> _ -1
EC.s, «S. *» E Sj-t' O}>dm j-n+m E s
1=1 1=1 i=1
fO. J =L, L + 1, n-1
d - d d *d =0 J = n
Ti n m m

onde a dultima igualdade resulta de C6) e de C8)

Portanto, segue de C2) que o LFSR de comprimento L com

polinbmio de conexdo CCD) gera os n + 1 digitos S, S..... S , S.
o) 1 n—1 ri
Desde que L satisfaz o Lema 01 com a igualdade, concluimos que
L = Ln Cs) e portanto a igualdade do Lema Ol ¢é sempre obtida.
QED.

4. ALGORITMO PARA SINTESE DE LFSR

PASSO 1: CCD) =1 BCD) =1 x =1
L=0 b = 1N =0

PASSO 2: Se N = n, pare. Caso contréario

faca d =S + £ C S
N t m-v

PASSO 3: Se d = O. entédo faca x = x + 1 e va para C6)

PASSO 4: Sed* Oe?2L > N. entao faca
CCD) = CCD) - d b'D* BCD)
X ¢ x * 1 e va para C6)



PASSO S: Sed* Oe 2L < N, entéo
TCD) = CCD) [TCD) armazena temporiariamente CCD) 3
CCDh) = CCD) - d.b'D* BCD)
L =N=we1 -1L
b =4d

X =1

PASSO 6: N =N+ 1 volte para C2)

5. PROGRAMA EM BASIC

0 REM SINTESE DE REGISTRADORES DE DESLOCAMENTO
1 DIM CDC100).BDC100).TDC100),SC100)

2 FOR 1=0 TO OO

3 CDCI ) =0

4 BDCI )=0

5 TDCI)=0

6 SCI1)=0

7 NEXT |

e INPUT "SAIDA NA IMPRESSORA ? C1,0)"; PERG
10 INPUT "N";NP

i IF PERG>0 THEN LPRINT " N = *«:NP

15 FOR 1=0 TO NP-1

20 PRINT "SC"; 1 ;")=";

25 INPUT SCI)

26 IF PERG>0 THEN LPRINT "SC";I;")=":;SCD
30 NEXT |

99 REM

100 CDCO) =1

ol PRINT "ETAPA 1"

102 IF PERG>0 THEN LPRINT "ETAPA 1"

105 BDC O) =1

110 X=I

115 L=0

120 B=I

125 N=0

199 REM

200 IF N=NP THEN STOP



201
202
205
207
208
210
215
220
221
225
230
232
235
299
300
301
305
310
399
400

40b"

406
407
410
415
420
499
500
501
502
505
510
520
521
525
530
535
540

PRINT "ETAPA 2"

IF PERG>0 THEN LPRINT "ETAPA 2"
D=SC YD

PRINT "SCND =*'; SCN): PRINT "N=";N: PRINT
IF PERG>0 THEN LPRINT "SCN2=";SCN) ;"
FOR 1=1 TO L

B1=CDCI2*SCN-12

B2=D

PRINT "B1=";B1l; "B2=";B2

GOsuUB 1000

D=BO

PRINT "BO=0";BO

NEXT |

REM

IF NOT D=0 THEN GOTO 400

PRINT "ETAPA 3"

X=X+1

GOTO 600

REM

L2=2*L

IF L2<=N THEN GOTO £j0

PRINT "ETAPA 4"

IF PERG>0 THEN LPRINT "ETAPA 4"
DB=D/B

IF NOT DB=0 THEN GOSUB 2000
X=X+1: GOTO 600

REM

NI=NP

PRINT "ETAPA 5"

IF PERG>0 THEN LPRINT "ETAPA 5"
FOR 1=0 TO NI-1

TLX12=CDC12 = NEXT I

DB=D/B

PRINT "D/B=";DB

IF NOT DB=0 THEN GOSUB 2000
L=N+1-L

FOR 1=0 TO NI-1

BLXI2=TDCI2

"L=";L
N:ll;N;ll

L=";L

81



542
543
545
550
599
600
601
602
603
605
610
615
620
622
623
624
625
626
665
666

670

680

999

1000
1010
1015
1030
2000
2005
2010
2015
2020
2025
2030
2035
2040

J.K. Mitchell, R. Q. Coutinho, et al. 85

NEXT |

FOR 1=0 TO NI-1: PRINT "BDC";1;")=";BDCI): NEXT |

B=D
, P. (1962). The properties of decomposed granite.
Geotechnique, vol. 12, 226-243.

REM

Lutenegger, hJ and Saber, R.J. (1988). Determination of

collapse potential of soils. Geot. Testing Journal,
PRINTASEE'/; VO 5=TJCIK73*178.

K Sffar f, J.P. (1980). Classification geothechnigue des sols
PRINT" a propos de Ila classification LPC. Bulletin de
pr*j~Nis.soji des LPC, No. 105, 49-52.

HRrHalrB*pB (1973). Mechanical properties of rockfill,
PRI lent Dam Engineering, 110-199, John Wiley &
few York.
IF PERGX =0. GOTO. 665
LSevf. JAB~, Irfan, T.Y., Cipullo, A. (1989). The charac-
terfzatXon of granitic saprolitic soils. XII ICSMFE,
L PRI Ntfbl'CCfe,"; 3337543 CDC J)

PMQvioive, J. (1985). Stress paths for a compacted soil
LPRINS$ur*ing collapse due toLw*tt|.ng. PhD Thesis, University

" Rt«lo;E3'APANnd' Nishida, K. (1968). Physical and chemical

» /\<(/\<(?W(Vo_320" e s ol 9ralns _ s o ils

ir PERGX =0 THEN INPUT PARA

Matsuo, S. and Nishida, K. (1970). The properties of
decomposed granite soils and their influence on

GOTO jafiJCmeability. Soils and Foundation, vol. 10, No. 1,

REM 93 _ 105 _

B&t$as<-B2E. L. (1969). Engineering properties of sasumua
IF BOSI*AE?f'B°0="0" '"“=""°"' "*'g 143-152, Mexico City.

ffle WtkiIH, THSH ,B<Ff£fcnco Filho, J.M. and Alvise, C.R. (1988).
cerv,houting of caniculae in residual sois and behavior of

le foundations of Balbina dam. Proc. 2nd Int. Conf
NN=X on Geomechanics in Tropical Soils, Vol. 1, 385-390,

N2=NP°*-W*P°""-
COR MeFi&oTfO B2& L, Roase, M.M., and Porto, E.C. (1989).

Bl =-rfei«™T3"*" PIP* P''**" testing and piling in calcar-
eous sand. Proc. 21th Offshore Technology Conference.
B2=CDCI+NN)

QEGDB' 1§ UtV ave werer vl (1983). Eolian enviroment. In
(ea.) Carbonate Depositional Enviroments. American
CDCIl-**&6*HBlation of Petroleum geologists, Memoir 33, 132-

NEXT |"°¢
RETURN



ETAPA
SCN> =
ETAPA
CC= 0
CC=1

D=1
ETAPA

ETMTM '6

SCN) =
ETAPA
cC= 0
cc= 1
cC= 2

D=-
ETAPA
ETAPA
SCN> =
ETAPA
CC= 0
CC=1

EXEMPLO

o o B o B~

S

=10100



ETAPA 6
ETAPA 2
SCcro=0 N= 3 L
2
2

cc= 0 2=1
cc=12=0
cc= 2 >=--1
CO 32=

cc= 4)=0

O
1]
o
o
I
=
X
1
N

ETAPA e

ETAPA 2

SCN>= 0 N=4 L
ETAPA 5

cc=0 2=1
cc=12=0

CC= 22=0

CC= 3>=0

cc= 4 2=0

CC= 52=0

D=-1 B=-1 X=1

ETAPA 6

"LFSR"
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