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RESUMO

Apesar dos codigos de bloco lineares possuirem uma
estrutura matematica bem definida, ndo existe, em geral, um
procedi mento préatico para a determ nacdo da distancia mini-
ma e da distribui¢do de pesos das pal avras cdédigo.

0 objetivo deste.trabal ho e apresentar procedi mentos
sistemAti cos de construcdo de codigos lineares.

No primeiro capitulo e apresentada a estrutura basi-
ca de um sistema digital de comunicacdo e conceitos relati-.
vos aos cobdigos corretores de erros. A teoria fundament al
dos cdOdigos de bloco lineares e apresentada no segundo capi”
tulo. O capitulo 3 apresenta procedi mentos sistematicos de
construcdo de codigos lineares. O primeiro procedimento de-
termi na a distdncia mnima e a distribuicdo de pesos das pa
| avras codigo, através do programa apresentado no apéndice
A. 0 segundo procedimento estabelece uma cota inferior para

a distancia m ni m.
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CAPi TULO |

| NTRODUGCAO

O objetivo fundamental de um sistema de comuni cacéo
digital e fazer com que mensagens enviadas por unm determi-
nada fonte cheguem ao seu destinatario como menor numero
de erros possivel.

Para que isto aconteca s&o adicionados, & mensagem a
ser transmitida, digitos redundantes que permtem a detecdao
e/ ou a correcdo de possiveis erros ocorridos durante atrans
m ssdo. Esta operacdo € realizada pelo codificador através
da utilizacdo de um determinado codigo corretor de erros.

Atual mente na maioria dos sistemas digitais a infor-
macao e codificada emdigitos binarios "0" e "1".

Un di agrama de blocos de um sistema digital de conu-

ni cacdo tipico e mostrado na figura 1. 1. o o

1

COD FI CADCR .| OCDI FI CADCR
FONTE CE FONTE *l e o - MBLADR
TRANSM SSCR
RUI DO 1
CANAL
CEMIDULATCR IDEQCD) Fl GADCR DEgD' F1CADOR DESTI NO
_ REEPTAR

FIG 1.1 - DI AGRAMA DE BLOOOS DE UM SI STEMA DE COMUNI CAGAO



FONTE - local de origem da informacdo a ser transmitida. A
saida da fonte pode ser por exemplo uma forma de onda con-

tinua ou uma seqUéncia de sinmbolos discretos.

TRANSM SSOR - transforma a saida da fonte em uma forma de
onda adequada a transm ssdo através do canal . H composto

dos seguintes dispositivos:

1. CODIFICADOR DE FONTE - pode ser por exemplo um conversor
anal 6gico/digital que transforma a informagdo a ser trans

mtida em uma seqUéncia de digitos binarios.

2. CODIFICADOR DE CANAL - de acordo com determi nadas regras,
adiciona digitos redundantes & informacdo da fonte para
detetar e/ou corrigir erros produzidos pelo ruido do ca-

nal .

3. MODULADOR - a cada simbolo de saida do codificador, o no
dul ador produz uma forma de onda adequada para ser transmi -

tida através do canal.

CANAL - meio fisico através do qual a informagcdo é transmi -
tida. A sequéncia de saida do modul ador ao passar pelo ca-

nal é corrompida pelo ruido fazendo com que ela perca sua

forma original. Por exemplo, emuma fita magnética, defei-
tos na fita podem ser considerados conmo ruido.
RECEPTOR - estima a forma de onda transmitida a partir da

forma de onda recebida da saida do canal, provavelmente cor



rompi da pelo ruido. é composto dos seguintes dispositivos:

1. DEMODULADOR - estima, a partir da forma de onda recebida
do canal, a forma digital correspondente da informacéo

transmitida.

2. DECODI FI CADOR DE CANAL - a partir da sequéncia digital,
fornecida pelo demodulador, e .utilizando as regras do co
dificador de canal, tenta corrigir os erros causados pe-
lo ruido produzindo uma estimativa da informagdo transmi

tida.

3. DECODIFICADOR DE FONTE - transforma a estimativa da for-
ma digital da informacdo, na saida do decodificador de

canal, na forma original da saida da fonte.

DESTINATARIO - recebedor final da mensagem transmitida pode
ser por exemplo uma pessoa no extremo da unma linha telefdn_i

ca Oou um computador.

Em geral, qualquer sinal presente no canal que  ndo
seja o transmitido pela fonte e denom nado ruido. 0 ruido
mais comume o ruido aleatério do tipo mostrado na figura
1.2 (a). Se este ruido e do tipo aditivo, ele ird somar-se
a nmensagem e o sinal na saida do demodul ador pode ser repr£
sentado pela figura 1.2 (b). Sendo assim um nodo de recupe-
rar o sinal original seria através da amostragem ' do sinal
recebido comb na figura 1.2 (b). O sinal obtido pode ser re

presentado pela figura 1.2 (c).
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Um dos problemas principais nos sistemas de comunica
¢do e o projeto do par codificador/decodificador de canal
de tal nmbdo que a informagdo seja transmitida o mais rapido
possivel através do canal e uma reproducdo confiavel da i n -

formacdo possa ser obtida na saida do decodificador de ca-

«nal .

Se a sequéncia de saida da fonte for segmentada em
bl ocos de mensagem com k digitos de informacdo, teremos
umtotal de 2 mensagens distintas. O codificador trans-

forma cada bl oco de mensagem com Kk digitos em una seqién-
ciacom n digitos, denom nada pal avra cédigo. Os n-k A&i
gitos adicionados pelo codificador s&o denomi nados digitos
redundantes.

A razdo, R=k/n representa a taxa de informacdo em

bits por segundo.

1.1. Canais Discretos sem Mnoria

Uncanal semmemoria pode ser definido [1] conp aque



| e cuja saida durante cada intervalo de comprimento T, cor
respondente a transm ssdo de umsinal simples, & independen
te da entrada e da saida do canal durante os intervalos de
tempo precedentes.

Para que um canal seja completamente especificado pre

ci samos conhecer 0s seguintes itens:

(1) - 0 conjunto das possiveis entradas do canal
(2) - 0 conjunto das possiveis saidas do canal
(3) - As probabilidades de transicdo relacionando 0s conjun

tos aci ma.
Seja o conjunto M de possiveis entradas constituido
dos simbolos m\, m, ..., M e o conjunto R de possiveis sa

idas constituido dos simbolos r ,r ,...,r . Entédo este ca-
1 2 p

nal fica completamente definido a partir da especificacao
do conjunto de probabilidades de transigdo PCr™/ m). Par a
o canal discreto sem memoria a probabilidade condicional
P(r/m), onde m ¢é a palavra transmitida e r a palavra r£

cebida, pode ser calcul ada através da segui nte expressdo

n.
P(r/m)=_
i

=

PCr./m)
O 1 1

Este canal pode ser representado pela figura 1.3



FI G 1.3 - CANAL DI SCRETO SEM MEMORI A

Se M= R= {0,1} este canal discreto semnmemiria é
denomi nado canal binario simétrico (BSC) e esta represen-

tado na figura 1.4

FI G. 1.4 - CANAL BI NARI O SI METRI CO

Sendo q o a probabilidade de que um determi nado sim
bolo recebido e igual ao transmitido teremos a probabilida-
de, p =l-q , que o simbolo oposto tenha sido recebido. Lo-

0 0 "

go, se a palavra recebida difere da palavra transmitida em

d posicbBes teremos,



Em ger al qo>pO e P(r/m descresce monotonicamen-

te como aumento de d. Sendo assim P(r/m) sera maxi ma pa
ra a palavra codigo m que difere no menor numero de posi-
¢cOes da pal avra recebida r.

Se todas as palavras tém a nesna probabilidade de se
temtransmitidas entdo consideraremos a palavra transmitida
como sendo aquela que maximi za a probabilidade condicional
P(r/m)y. Este esquema de decodificacdo e denomi nado decodifi?®

cacao por maxim verossi m | hanca.
1.2 Capaci dade do Canal

Considere agora um canal discreto sem memoria com al
fabetos de entrada e saida representados respectivament e por
X e Y que possuem os sinmbolos particulares x e y com
um conjunto de probabilidade condicional P(ylx).

A informacdo fornecida por um simbolo particular da
saida, y, sobre umsinbolo particular na.entrada, x, € defi

nida conmo,

I (x;y) = 1 og PMti- ., PCzzxi . ., P(x,Yy)
P(x) P(y) P(x).p(y)
Observe que I(x;y) € uma funcdo simétrica de x e
y ou seja a informagdo fornecida por um y particular a
respeito de um x particular e a nmesma informacgdo forneci-
da por x sobre .
A media, ou valor esperado, da informagdo mitua en-

tre os simbholos de entrada e saida, e, entéo



Esta quantidade depende da distribuicdao de probabili

dade da entrada P(x) e das caracteristicas do canal repre

sentado pelas distribuicdes de probabilidade condicional
P(y/*)« Logo, seu valor para um determi nado canal depende
somente da distribuicdo de probabilidade P(x).

A capacidade do canal & definida conmb o valor maxi mo

de 1 (X;Y) com respeito a P(x), isto &,

C = Mx I(XY)

A capaci dade do canal, C, representa a informagdo m
xima fornecida por umdetermi nado sinmbolo na saida do ca-
nal, a respeito da entrada.

Sendo assimao transmitirmos digitos de i nformacao
com uma taxa RC ndo devenos esperar que essa transm ssdo
seja confidvel.

Entretanto o teorema fundamental de Shannon afirma
que [10, pp. 145] para um determ nado canal com uma capaci-
dade maxima C, que transmita digitos de informagcdo a um

taxa R<C, existem cddigos de taxa R, o0s quais, com decodi?”

ficacdo de maxima verossim | hanca, témuma probabili dade de
erro, Pe, |imitada por
Pe < e-"""*"W ' cr . 1)

onde n @& o comprimento da palavra cédigo e E(R) é uma



funcdo positiva de R para RC e € especificada pel as
probabilidades de transicdo do canal. A relagcdo entre E(R)

e R pode ser representada graficamente pela fig. 15

FIG. 1.5 - Relacdo entre o componente exponencial E(R) e a
taxa de transm ssdo de informagdo R

Da expressdo (1.1) podenns observar que, para R<C,
.quanto maior o comprimento da palavra cdédigo menor e a pro-
babilidade de erro. Por outro lado isto implica em um equi-
pamento terminal mais complexo. Portanto o problema béasico
da codificacdo consiste emencontrar codigos |longos e ef i
cientes que possuam métodos praticos de codificacdo e deco-
di ficacédo.

0 teorema de Shannon apenas prova a existéncia de co
digos com um probabilidade de erro arbitrariamente pequena

mas ndo indica conp estes coOdi gos podem ser construidos.

1.3, Tipos de Erros

Gs dois tipos de erros que podem ocorrer durante a

transm ssdo de uma determi nada nmensagem séo:
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1. Erros que afetam independentemente cada digito da mensa

gem transmitida, denomnados erros aleatorios.

2. Erros, que ocorremem "bursts" de varios erros de cada
vez, e, entdo diz-se que o canal temmemoria. Por exem
pl o um defeito em uma fita magnética em geral afetamais

de um digito.

1.4, Codigos Corretores de Erros

Atual mente podemos observar um crescente interesse
em relacdo a pesquisa de coédigos corretores de erros. Entre

os varios fatores que contribuiram para isto podemos citar:

Cl) - a dimnuicdo do custo de dispositivos eletrdnicos, o0

que estimulou o desenvolvimento da tecnologia digital.

(2) - a crescente demanda de sistemas que ideal mente ndo df

veriamt er erros cono por exemplo o sistema bancari o.

(3) - o proprio desenvolvimento da teoria de codigos com a
descoberta de novas técnicas de codificacdo e decodi -

ficacéao.

| deal mente um sistema de transmssdo deveria forne-
cer ao destinatario uma réplica da mensagem gerada pela fon
te. Emum sistema real precisamos proteger esta mensagem pa
ra que el a chegue ao destinatario com o menor numero de er -
ros possivel. Isto é feito através da adicdo de digitos re-

duntantes, cuja finalidade é a detecdo e/ou correcdo de er -



ros causados pelo ruido do canal. A adicdo destes digitos
redundantes e controlada pelo codificador e depende do cod_i
go utilizado.

Os digitos de informacdo de uma determi nada mensagem
podem ser transmitidos semo acréscim de digitos redundan-
tes, conmb por exemplo o seguinte conjunto de todas as poss_i

veis palavras de dois bits,

0 0
0 1
1 0
1 1
Consi derando as mensagens equiprovaveis, a informa-
¢cdo contida em cada um delas é, | = log i = log — = 2

2 F 2 1/4

hits e a maxima informacdo contida em dois digitos binéarios

é, I,,.,=1log —+ log—=10g-J—+ log -5—= 210g2=2 bits.
. P P 1/ 2 1/ 2
1 2
Por definicdo a eficiéncia de um mensagem R, é a re
lacdo entre a informacdo contida na nesma e a maxima informa

¢do possivel de ser transmitida. Para o exemplo visto tere-

nos ,

R =- =1 E iocn

e a redundanci a

1-R«0SO01
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Neste caso podenmos observar que ndo ha redundéanci a
no conjunto de mensagens e qualquer erro ocorrido durante a
transm ssdo de uma determi nada mensagem converte-a em uma
outra nmensagem igual mente valida. Portanto ndo had cono deté£
tar e/ou corrigir erros utilizando este conjunto de mensa-
gens.

Se adicionarmos um digito extra a este conjunto de

mensagens, um zero se o0 numero de |'s é par e um 1l se o nu-
mero de |'s é inmpar, obteremos o seguinte conjunto de pal a-
vras

0 0

0 1

1 0

1 1 0

Neste caso um erro 0Gnico em qualquer uma destas pa-
| avras pode ser detetado. Por exemplo se a palavra 0 11
for transmitida e ocorrer umerro de tal npdo que a palavra
recebida é 0 0 1, se recalcularmos o digito de paridade no
receptor baseados nos digitos de informacdo concl uiremos que
deveria ser um zero. Conp o digito reduntante recebido foi
um 1, detetamos a presenca de erro. Este digito reduntante
¢ denomi nado digito de paridade. Observe que erros dupl os
ndo podem ser detetados mas erros triplos podem

Enmbora esta redundancia proteja a mensagem reduz a

eficiéncia do cdédigo pois agora teremos
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)
1
1

- = 0,67 E 67c
3log° :

e a redundanci a

=
Py
|

0,33 E 330

Conb podenmos observar ha um compromi sso entre a efi-
ci éncia do codigo e a capaci dade de detecdo e/ ou correcéao
de erros, cuja solucdo 6tima & funcdo dos objetivos ou das
caracteristicas de cada sistema.

Existem basicamente dois tipos de cédigos corretores
de erros. Undeles e o codigo de bloco, cuja seqlUéncia de
digitos de informacdo e seccionada pelo codificador em blo-
cos com k digitos de informacdo fornecendo na sua saida uma
seqléncia com n sinmbolos, sendo n>k. Esta seqiléncia de
saida e denom nada pal avra c6digo e n e o comprimento da
pal avra cédigo. O outro tipo de cédigo e denomi nado cédigo
de arvore. 0O codificador deste codigo secciona a sequUéncia

de entrada em blocos com Kk digitos de informacdo e basea
(0]

do neste bloco de informacdo e nos simbolos de informacao

anteriores, fornece na sua saida uma palavra cédigo com n
(0]

si mbol os. Cono podenos observar neste tipo de cédigo os bi o
cos de informacdo ndo sdo independentes. A subclasse mais im
portanto destes cédigos e a dos cdédigos convolucionais.

Gs cOdigos de bloco possuem una estrutura matematica
bem definida o que permitiu um maior desenvolvimento da teo

riadeste tipo de cddigo emrelacdo aos coédi gos de arvore.
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Entre os fatores determinantes na escolha do tipo de
codi go adequado, tenmos:
- 0o formato dos dados
- 0 retardo na decodificacéo
- a complexidade requerida para um dado desenpenho

Gs cédigos corretores de erros sdo utilizados essen-
cialmente em sistemas cuja probabilidade de erro toleravel

¢ muito baixa. Apresentaremos a seguir alguns destes siste-

nas .

(1) - Transmissdo de Dados - de acordo com a CCITT a taxa
de erros em transm ssdo de dados na rede publica deve
ser inferior a 10 °, isto é, emmédia um bit errado
em O transmitidos. Para que esta taxa de erro seja
al cancada sem o uso de um sistema bastante complexo €
preciso utilizarmos cédigos corretores de erros.

(2) - Enlaces de HF - A faixa do espectro de HF 3a 30
MHz, € normal mente utilizada para transm ssdo de si -
nais de voz e sinais telegraficos vi a radio. Unsiste
nma de transm ssdo de dados utilizando a melhor fre-
quéncia disponivel apresenta taxas de erros da ordem

—3 —2 N
de 10— _10 por periodos de 5 a 10 minutos. Utili-
zando codigos corretores de erros esta taxa poderia
atingir o valor ideal de 10 °
(3) - Comunicacdo Via Satélite - algumas das razdes para a

utilizacdo de codigos corretores de erros em sistemas

de conunicacdo vi a satélite sao:
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limtacdes de largura de faixa e poténcia fazendo
com que seja importante a transm ssdo de informgdo
a uma taxa tdo proxima quanto possivel da capacida-
de do canal

nas condi¢Bes normais de operagdo o canal de comuni
cacdo por satélite pode ser modelado por um canal b_i
nario simétrico o qual €é um dos mais simples para

controle de erros.
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CAPTTULO 1| |

TECRI A DE OGS DE BLOCO  LINEARES

Un codigo de bloco linear é um conjunto de 2* pala
vras cédigo de compri mento n que formam um subspaco k-di -
mensi onal do espago de todas as n-upl as.

As palavras cédigo sdo formadas a partir da segmenta
c¢do da nensagem na saida da fonte em blocos de mensagem com
k digitos de informagdo que sao transformados pelo codifi-
cador em uma pal avra cédigo com n digitos. Os n-k digi-
tos redundantes acrescentados pelo codificador sdo calcul a-
dos por meio de somadores modul o-g. A funcdo desses digitos
€ permitir na*recepgdo a detecdo e/ou correcdo de possiveis

erros ocorridos durante a transm ssdo da mensagem

Exemplo 2.1 - Neste exemplo apresentamos um codificador que
segmenta a nensagem em bl ocos de trés digitos e fornece na

saida uma pal avra cédigo com seis digitos.

Mensagens Pal avras Codi go

0 0 O o 0 o o0 0 o0
0O 0 1 o o0 1 1 1 o0
0 1 0 o 1 0 o0 1 1
0 1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 O 1 0 0O 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0
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Observamos que temos 2 ou seja 2°=8 mensagens e
oito palavras codigo correspondentes que formam um codi go
linear pois esse conjunto é um subespaco tridimensional do

espaco de todas as 6-upl as.

2. 1. Matriz Geradora

Ua pal avra cddigo pode ser representada por um ve-

tor pois ela é& uma n-upla do espaco vetorial de todas as n-

upl as.

Cono um codigo linear & um subspago k-dimensional po
demps encontrar um conjunto de Kk vetores,' V V.., VN
que sd@o linearmente independentes ou seja que formam uma ba

se para esse subspaco. Sendo assim qual quer palavra codigo
podera ser obtida através de conbinacbes |ineares desses ve
tores.

A matriz construida de tal forma que cada |linha e um
determi nado vetor da base é denom nada matriz geradora. Es-

sa matriz poderd entdo ser representada na seguinte forma

r. Vv Vv VARE
1] 12 13 m
\% \% \% \ \%
2 21 22 23 211
L] L[] L] L ] L]
G =
L ] [ ] [ ] L] [ ]
[ ] L[] L] [ ] [ ]
v, . .
} k3 o o n
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Conhecendo a matriz G de um determinado coédigo po-
deremos obter qual quer palavra cddigo, u, correspondente a

um dado bloco de mensagem ne(nt, m, ..., n") através do pr o

duto desse vetor pela matriz G:

u=mG=(m,m,. .. ,m) v
i 2 k
mv +myv +. . . +m Vv
11 2 2 M x
A estrutura matematica associ ada aos cédigos linea-

res reduz consideravel mente a complexidade do codificador
"Que ndo precisa armazenar oS 2" vetores do cddigo mas ape_
nas as k linhas da matriz G.

Em geral os coOdigos lineares se apresentam em una
forma sistematica onde os digitos de informacdo tém uma po-
sicdo determinada na palavra cédigo bem comp os digitos re-

dundantes e nesse caso a matriz geradora tema seguinte for

1o 0 "ePi n-k
O 1 0 P21 .;len-k
G= 0 0 1 . P, N -k

"kl k2 'k, n-k
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ou G = [I"P], onde 1~ €& a matriz identidade k*k e P &

uma matriz  kx(n-k) tal que p*. e GF(q).

Exenplo 2.2 - Em relacdo ao codigo linear (6, 3) do Exemplo

2.1 temps a sequinte matriz geradora

Com a matriz geradora na forma sistematica podenos
observar através da multiplicacdo matricial do bloco de nen

sagem nmE(nt, n, ..., M), pela matriz geradora G que as

componentes das pal avras ceédigo u podem ser determi nadas

conpb segue

uh = nu para i=l,2,...,Kk

KPRV Ve Pk r Tk PR g

Desse nmobdo os k primeiros digitos da palavra cédi-
go u sdo os digitos de informacdo a serem transmitidos e
0os n-k digitos redundantes sdo obtidos pela equacdo aci-

na.

Exemplo 2.3 - Neste exemplo utilizaremos a matri z geradora
do Exemplo 2.2 para obtermos as equacdes das pal avras codi-

go u.
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10 0 10 1
u=mMG. . (Uuuuuuu)=(mmm) 0 10 O 11
1 2 3 4 5 6 1230 1 1 1 0
(Uuuuuuu) = (Mm,m,m,m+m m+m m+m)
12 3 456 1 2 3 1 3 2 3 1 2
Logo:
u=m , U=m , U =m
101 2 2 3 3

u =m+m ,u =m +m ,u =m +m
4 1 3 5 2 3 6 1 2
Observamos também que com a matriz geradora na forma
sistematica a compl exidade do codificador diminui mais ain-
da pois agora ele so precisa armazenar a matriz P de di -
mensdo kx(n-k) em vez de armazenar a matriz G de dimen-
*sdo kxn.

A partir da matriz G podenos obter a matriz de pa-
ridade ou matriz H que é uma matriz (n-k)xn construida

de tal forma que o produto interno de umvetor no espago | i

nha de G e uma linha de H é zero ou seja o espaco linha

de G é ortogonal a H

Sej a,
h fh h _ h.
i 11 12 l.n
h h h.
.2 W21 J22 .
H = . = (] ° o
. h .. h
n-k n-k, i k. 2 n-k.n
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Se u=(u”™,,...,u,) e umvetor do espaco linha

G entdo pela definicdo da matriz H teremos: -

u-H = (0 0...0)

Logo, u e uma palavra codigo se e somente se

u-H = (0 0...0).

de

A matriz de paridade, correspondente a matriz gerado

ra na forma sistematica, e representada do seg-uinte nodo:

P.. 10 0 O
11 o1
Pk, O i o o
12 22
H =
ion-kov,,n-k k,n-k 0 0 00
_ g . T .
ou H =1 [jj*) onde P e a transposta da matriz e
l ., _ " eamatriz identidade (n-k)x(n-k).
2.2. Distancia Mnim
A determ nacdo da-distancia mnim de um cdédigo e
muito importante pois e ela que especifica a capacidade de
correcdo e/ou detecdo de erros'. Definiremos a seguir alguns

conceitos necessarios.
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Definigdo 2.1-0 peso de um vetor v, w(v), e definido co-

m o numero de posic¢des ndo nul as de v.

Exemplo 2.4 - Seja v=(0,1,1,2), entdo w(v)=3.

Definicdo 2.2-0 numero de posicbes nas quais dois vetores
u e v diferemé denom nado distancia de Hamm ng.

Seja d(u,v) a distancia de Hamming entre dois veto”
res binarios, u e v, entdo pel a definicdo de adi ¢cdo modu-

| 0- 2 podenos observar que:

d(u,v) = w(u @ v)

Definigdo 2.3 - A distédncia mnima de um codigo é definida
comp a menor distancia de Hanm ng entre suas palavras coédi-
go.

Se um cddi go € linear entdao a som de duas pa
lavras quaisquer do codigo dara origem a una terceira pal a-
vra que tanmbém pertence ao cO6digo uma vez que 0o conjunto de
pal avras co6digo forma um subespaco. Logo, para determinar-
nos a distancia mnima de um codigo linear é necessario ape

nas que encontremos a pal avra cddigo de peso m ninmo.

2. 3. Capaci dade de Correcdo e/ou Detecdo de Erros

Durante a transm ssdo de uma determi nada mensagem a-
través de um canal, podem ocorrer dois tipos de erros. Um

deles é aquele em que cada sinbolo transmitido € afetado i n



-23-

dependentemente pelo ruido e é denom nado erro aleatério. O
outro tipo de erro e aquele que atinge varios sinbolos du-
rante um tempo indeterm nado e nesse caso dizemos que 0 ca-
nal tem memori a.

Deverrbs observar que um cddigo que possui unma distéan
ciamnim, d>2t + 1, temunma capacidade de corrigir at e
t erros ocorridos durante a transm ssdo pois com essa dis-
tancia mnima se a palavra cédigo recebida tiver nenos de
t erros ela estard mais proxima da pal avra coédigo real men-

te transmitida do que de qualquer outra palavra codigo.

Exenplo 2.5-0 cédigo do Exemplo 2.1 tem distancia mi ni ma
3, sendo assim sua capacidade de correcdo de erro e 1, sig-
nificando que todas as palavras co6digo com um erro podemser
corrigidas, ndo acontecendo o mesnmo no caso de ocorrerem
dois ou mais erros. Vanbps supor que ao transmitirmos a pala
vra cédigo (011101) ocorreram dois erros de tal nodo
que recebemos o vetor (0 1 0 0 0 1). O vetor mais proxino

do recebido e (010011) que difere deste emapenas um

posi cdo enquanto o vetor realmente transmitido difere em
duas posicdes. Entdo o decodificador iria determinar que o
vetor transmitido foli (010011) quando na realidade o
vetor transmitido f oi (011101), ocorrendo desse nodo

uma decodificacdo incorreta.
No caso da detecdo de erros podemos observar que um

cédigo com distancia mnima d, tem condicdes de det et ar ate
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d-1 erros pois a ocorréncia de d-1 ou menos erros ndo al

tera uma determinada palavra cd6digo em outra palavra codi-

go.

Un cdédi go pode ao nesnmo tempo corrigir t erros e
detetar I erros, |>t, necessitando para isso, ter um dis
tancia mnim, d>t+£+l. Desse nodo podemos |imitar a corre-

cdo de erros a umvalor menor que o maxi mo possivel para -po

dermos detetar um nUmero mai or de erros.

2.4, Al guns  Mtodos de  De codificagdo

2.4.1. Arranjo Padrédo

Cono ja foi visto anteriormente as palavras de um cé

T
digo linear satisfazem a seguinte equacdo, u*H =0., onde u e
T

uma palavra codigo e H a transposta da matriz de parida-
de.

Ocorrendo erros durante a transmssdo de uma determi
nada palavra u, o decodificador tera que decidir a partir

da palavra recebida r=ute, onde e e o0 vetor erro, qual o
T

vetor realmente transmitido. 0 produto r*H =s e denomi na-
do sindrome. Quando s=0 o decodificador decide que ndo hou
ve erros e que r foi a palavra codigo realmente transmiti?®
da. No caso de s ser diferente de zero. a palavra r néao
pertence ao conjunto de palavras codigo e o decodi ficador
fara a correcdao e/ou detecdo de erros utilizando a sindrome

de erros.



-25-

Considere um cédigo linear (n,k) que possui as se-

k

guintes 2 pal avras cédigo: %jvg,...,va. Cono o vetor

recebido pode ser qual quer um das 2" n-uplas iremos fa-
n k

zer umm particdo das 2 n-uplas em 2 subconjuntos dis-

juntos. Cada subconjunto conter& apenas uma palavra codigo

e se a palavra recebida, r, pertencer ao subconjunto da pa-

lavra transmitida, sera feita uma decodificacdo correta
Un nodo de fazer essa particdo e através da constru-

cdo de um arranjo padréo

A primeira linha desse arranjo e constituida dos 2

vetores pertencentes ao co6digo, com o vetor v =(0,0,...,0)
ocupando a primeira posicdo a partir da esquerda. Escol he-
ms um n-upla e que ainda ndo tenha sido utilizada e
col ocamos abaixo do vetor v , o resto da |inha e completa-
da somando cada vetor V. a e e colocando a soma e +v.

i i i i
abaixo de v~A. Depois de completarmos a segunda |inha esco-
[ hemos um vetor e que ainda ndo tenha sido utilizado e o
col ocamos abai xo dé e , 0 resto da terceira linha serd com

pletada adicionando o vetor e a cada um dos vetores v* e

colocando o resultado e +v. abai xo de v-. Esse procedi-
2 1 1

mento e repetido ate que todas as n-uplas tenham sido utili?

zadas.

O arranjo ficarda com a seguinte forma:
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\% \%
2
e e +v e . +v,
i 1 2 i i Lk
e e +v e +v
2 2 2 2 1 2 .k
[ ]
o
o
e- e. +tv . e.+v. . .... e.+v,
3 3 2 3 .k
o
[ ]
°
. +V
n- k n-k 2 n-k i n- k K
2 2 2 2 2
n- k
As 2 linhas desse arranjo sao denonmnados "cosets"”
e cada n-upla e. da coluna um é denom nada "coset | eader".
Devemos observar que qual quer unma das n-uplas do ar -
n-k
ranjo padrdo pode ser umvetor erro e que somente o0s 2
"coset |eaders" sdo padrdes de erro corrigiveis, logo para
n-k
minimizar a probabilidade de erro esses 2 "coset |eaders"”

devem ser escolhidos conb os vetores erro mais provaveis de

ocorrer em um dado canal .

Consi dere e.. um vetor erro de, peso w(?.) eje. um

vetor erro de peso Ww(‘j)« Para o canal bi nari os simétrico
comprobabilidade de transigdo menor que 0,5, sew(e”)<w(ee)

entdo e® é mais provavel de ocorrer que e”". Nesse caso

0s coset leaders devem ser escol hidos entre os vetores de
menor peso no conjunto de n-uplas disponiveis.
Esse método de decodificacdo ndo é muito pratico pois

precisamos |l ocalizar o coset ao qual o vetor recebido per -
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tence, o que emgeral ndo €& facil de implementar.
A seguir veremos dois métodos mais praticos de deco-

di ficacéo.

2.4.2. Decodi ' i cacdo por Busca Si stematica

Considere umcédigo linear (n,k) commatriz de pa-

ridade H
k
Teoremm 2.1 - (1) Todas as 2 n-uplas de um coset tem a
nmesma sindrome.
(I'l) As sindromes para diferentes cosets sao
diferentes
Prova: (1) Seja °j'j, *"*"~'pla pertencente ao coset cu
jo coset |eader & e. para algum i. A sindrome dessa n-u-

- T T T - -
piae, (e..+v)H=e..H +vA"H . Cono v~ e uma palavra cdédigo,

temos v"*HT:O, logo, (e..+v")HT»e. HT. lsto e, a sindrome de

qual quer n-upla pertencente ao coset cujo coset |eader ¢é e"

sera igual a sindrome desse coset |l eader. Conclui mos que t o-

das as n-uplas pertencentes a umnesno coset téma mesna sindrone.
(I'l') Suponha que as sindromes dos coset | eaders e. e

5 i i i - 7\ T T = A A I
e, sao iguais, isto e, e*H =eH . Entdo (e”+e”H =0, oque

implica que e_.+e® deve ser umvetor cédigo v~. Desse no-
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do e =e.+v., isto &, e estd no coset cujo coset |eader e

e. O que contraria a regra de construcdo do arranjo padréao

onde o coset |eader de cada |inha deve ser uma n-upla ndo u

tilizada anteriormente. Concluimos que para | "t devemos
T T

ter e.H7e H.

Sendo a sindrome umvetor com (n-k) componentes po_
n- k
demps t er 2 sindromes diferentes. Como vimos O arranjo
n- k
padrdo possui 2 coset | eaders. Observamos entdo que e-
xiste uma correspondéncia um a um entre os coset |eaders e
as sindromes.
Utilizando esse fato vamps construir uma tabela para
a decodificacdo do vetor recebido, r, que consiste das se-
guintes etapas:

- T
(1) Calcular a sindrome de r ou seja r*H

(2) Localizar o coset |eader e. que possui a nesma sindro
ne de r considerando-o entdao conmo O vetor erro causa-

do pelo canal.

(3)0 vetor v.=r+e. € identificado comp o vetor transmiti
i 3
do.

Exenplo 2.6 - A partir da matriz geradora do Exemplo 2.2 ob

temos a seguinte matriz de paridade
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Utilizando essa matriz calculamos as sindromes cor-
respondentes aos coset |eaders e obtemos assim a seguinte
tabel a:

Si NDROVE COSET LEADER

0O 0 O 0O 0 0 O 0 o
0 0 1 0O 0 0 0O 0 1
0 10 0O 0 0 0O 1 O
10 0 0O 0 0 1 0 O
110 0 0 1 0 0 O
0 11 0 1 0 0 0 O
10 1 1 0 0 0 0 O
111 1 0 0 0 1 O

Suponha que ao transmitirmos 0 vetor codi go

(10 0 10 1) ocorreu umerro de tal forma que recebemos o
vetor r - (1 00 0 0 1). A decodificacdo do vetor recebido
sera feita a partir da tabela construida. A sindrome do ve-

tor recebido é:
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s =(100001) Q 0 1

s = (10 0)

Na tabela observamos que o coset [eader <correspondei!
te a essa sindrome é (000100), logo, decidiremos que

esse f oi o vetor erro e entdo o vetor transmitido foi:

(100001 + (000100) =(10010 1)

Nesse caso a decodificacdo f oi correta pois o vetor
erro era um coset |eader.

Agora suponha que ao transmitirmos o mesmo vetor coO-
di go recebemos o seguinte vetor, r~ (1 0100 1). A sindro-
me desse vetor é, s=(0 1 0) que na tabela ~corresponde ao
coset |eader (000010) sendo este vetor considerado o
vetor erro. Desse nobdo o decodificador decidiria que o ve-

tor transmitido foli

(101001) + (000010) =(101011)

e nesse caso teriamps uma decodificacdo errdnea pois na rea
|idade o vetor erro foi (001100) que ndo €& um coset

| eader.
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Conbo os coset |leaders da tabela incluemtodos os pa-
drbes de erro de peso umeste é um codigo que corrige umer
ro por palavra.

Esse tipo de decodificacdo pode tornar-se bastante
complexo a medida que n cresce pois o decodificador preci
sa armazenar as 2" * sindromes correspondentes aos coset
| eaders.

Al ém di sso para um determinado cdédigo corrigir t er

ros por bloco é necessario gerar, C*+C+...+C" E C<2'~"*-1
: n n n n

configuracbes distintas de erros corrigiveis.

Desse nodo podemos concluir que o numero de configu-
racdes distintas de erros corrigiveis cresce rapidamente com
n e t tornando esta técnica de decodificacéao restrita

quanto a utilizacdo préatica.

2.4.3. Decodi fi cacdo por Maxi ma Ver ossim | hanga

Considere um codigo cujas palavras c6digo sdo equi -
provaveis e independentes. Nesse caso umprocedi mento Otino

de decodificacdo consiste na conparacdo da pal avra recebida
k

com cada uma das 2 pal avras cédigo. A palavra codigo que
diferir da palavra recebida no menor numero de posicdes ou
seja, que tiver a menor distancia de Hamming é <considerada
a palavra codigo transmitida.

Devenos observar que utilizando esse método o tempo
de decodificacdo pode tornar-se excessivamente |ongo nmesno

para valores razoaveis de k, uma vez que cada palavra rece
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bida precisa ser comparada com as 2 pal avras co6digo.
Essas observagfes fazem com que esse processo tenha

aplicacdo pratica limitada.

2.5. Codigos Simples

Mostraremos a seguir o mecanismo basico de formacao
de al guns codigos simples e especificaremos seus parametros

principais.

2.5.1. Codi gos de Repeti céo
Este tipo de co6digo possui 0S seguintes parametros

k =1
c > 1

n = k+c = 1l+c

Para transmitirmos o digito zero teremos entdo a pa-
| avra cdédigo correspondente com n zeros, sendo os n-1 di
gitos de paridade repeticdes do digito de informacdo. Analf
gamente, a transm ssdao do digito 1 implica em um pal avr a
coédigo com n 1's.

Nesse caso teremos apenas duas pal avras codigo, uma
com n zeros e outra com n |'s.

Un procedi mento si mples de decodificacdo, quando n
for inpar, consiste emdecidir que foi transmitido o digito
que ocupa a mai oria das posicdes da pal avra codigo. Quando

n for par, se ocorrer um empate na quantidade de zeros e
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| ' s apenas detetaremos a ocorréncia de erros.
Cono podemos observar qual quer padrdo de erros
t < [n/2], onde [n/ 2] indica a parte inteira de n/2, e

corrigivel.

A eficiéncia de um codigo de repeticdo é dada por,

R =1i, e a distancia de Hamm ng destes cédigos €é igual a n.

2.5.2. Codigos de um Onieo Digito de Paridade

A caracteristica basica destes cédigos e a presenca
de um Unico digito de pari dade em cada pal avra cédigo. 0 ai
gito redundante e acrescentado de tal forma a tornar par o
namero de | 's na palavra codigo. Sendo assimse a secgao

de informagcdo possuir umnamero inpar de | ' s, o digitore-

dundante é feito igual a 1, caso contrario ele e feito i -
gual a zero.

Os parametros destes coédigos sao

k > 1
c =1
n = k+c = k+1

A distancia de Hamming e a eficiéncia destes cdOdi gos

sdo respectivamente
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Conb podenos observar este tipo de coédigo temuna a.l
ta eficiéncia pois possui umdunico digito de paridade. Além
disso é capaz de detetar qualquer configuracdo que tenha um
namero inpar de erros. Apesar da sua capaci dade de detetar
apenas um numero inpar de erros, este cO6digo torna-se efi-
caz quendo o sistema de conunicacdo possui um canal de re-
torno permitindo que seja solicitada a retransm ssdo da nen

sagem

2.5.3. Codigos de  Hanming

A distancia mnima e o comprimento de bloco destes
codi gos séo

d =3

c
n<2 -1

onde ¢ é o numero de digitos de paridade.

Sendo d=3, este cbédigo pode corrigir umerro por pa.
lavra e conb o vetor sindrome possui Cc posicdes, existin-
do portanto 2°-1 sindrones diferentes de zero, o compri-
mento de bloco deste codigo é t al que permite a verificacdo
de ocorréncia de umerro numa palavra porque o numero de sin
dromes ndo nul as é sempre mai or que o numero de posic¢des on

de um erro pode ocorrer.

Exenplo 2.7 - Neste exemplo apresentaremos 0 codi go de

Hamming (7,4,3). Conb c=3 iremos escrever todos os nunme-
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ros binarios ndo nul os que possuemtrés digitos, formando

assim a seguinte tabel a

0o 1 1 k
10 O c
3
1 0 1 k
2
1 1 O k
3
1 11 k

Observe que a posicado dos digitos de verificacdo de
pari dade estd associada aos numeros da forma 2 , i=0,1,2,...
enquanto os digitos de informacdo foram associ ados aos numg
ros binarios restantes

Além disso se observarmos as colunas da tabela no

sentido descendente poderemos formar as seguintes equagles

de paridade
c =k + k + Kk
1 1 2 t
c =k + k + Kk
2 1 3 4
c =k + k + k
3 2 3 4

Cada digito de paridade é obtido através de somas no
dul o 2 das posicdes de informagcdo onde um 1 aparece na colu
na que esta sendo considerada.

A decodificacdo é feita recalculando os digitos de
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paridade utilizando os digitos de posicao de informacdo da

palavra recebida. Se ocorrer por exemplo umerro em k" o0s
digitos da sindrome nas posicbes de ¢ e vao falhar,
0 que ndo acontecera com porque ndo verifica k.

Essa situacdo particular pode ser representada por

c c c
3 2 1
1 0 1
Na tabela este numero bindrio corresponde a k 0
2
erro entdo foi localizado e portanto pode ser corrigido.
2.6. Codi gos Ciclicos

Gs cbédigos ciclicos tém se destacado entre os diver-
sos tipos de cdédigos de bloco devido as facilidades encon-
tradas com relacdo a codificacdo e decodificacao.

A codificacdao pode ser facilmente implementada utili
zando-se registradores de deslocamento. Alem disso a estru-
tura matemati ca associada a esses cOdigos permte que se ob

t enham vari os métodos si mpl es de decodificacao.

2.6. 1. Definicdo  dos Cadi gos Ciclicos

Definicdo 2.4 - Um cdédigo linear e um codigo ciclico se pa-
ra cada deslocamento ciclico da pal avra codigo

v=fv v copVyg ) obtemos uma palavra que pertence ao co0-

digo. Isto e, deslocando i vezes a palavra codigo v <ci -
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clicamente para a direita obtemos a palavra cddigo

M-t tn- 4 o0 n-io- i
] ml’

Nos iremos considerar as componentes da n-upla v co
no coeficientes de umpolindédm o de grau maximo (n-1) ou se
| a

viX) = v +v X+v X+, 1. +v X'
: 0 1 2

Esse poliném o e denom nado poliném o cddi go.

A seguir serdo citados alguns teoremas relativos a

cédigos ciclicos. [ 4, pp.60-63]

Teorema 2. 2: Em um cdédigo ciclico (n, k) existe ume so-
mente um polinémo g(X) de grau n-k denom nado poliném o

gerador que e um fator de X+1.

Teorema 2. 3: Se  g(X e um polindmo de grau n-k e e um

fator de X'+1 entdo g(X) gera umcédigo ciclico (n k) .

Teorema 2. 4: Todas as palavras codigo sao miltiplas de g(X)
e reciprocamente todo poliném o de grau igual ou menor que

n-1 que divide g(X) e umpolindom o cédigo.

Exenplo 2.8-0 polindmo X'+ pode ser fatorado da se-

guinte forma

X+l = (1+X+X) (| +x+X*¥*x*- ]
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0 polinébm o gerador (1+X+X*+X') gera o codigo ci-
clico (7,3) mostrado na tabela a seguir onde podemos ob-
servar que a distancia mnima deste codigo e quatro e ele

ndo se apresenta na forma sistematica.

MENSAGENS POLINOM G5 CCDI GO VETORES cdDl @0
(0 0 0 0- (1+X+X+X") =0 0000O0OO
(0 0 1) x o (I + X+XAX")=x"+x’+x '+x* 0 0 1 1 1 01
(0 1 0) X (1+X+X+X*) =x+x’+x°+x* 01 1 1 01O
(0 1 1) (X+X) e (L+X+X+X") =x+x'"*+x°+x° 01 00111
(1 0 0) I (L+X+X+X") =i #x+x7+x" 1110100
(1 0 1) (iax) . (1 4+ XeEXXH) e 8.0 1101001
(1 1 0 (1+4X). (14X+X4X") =1+X+X+X* 1 001 1 1 0

(11 1) (L+X+X) e (LX+X+X¥) =1+X+X+X° 1 01 0 0 1 1

A palavra cédigo v(X) pode ser colocada emumafor

ma sistematica, isto e, na forma (m  m  m,c ,c ,c ,C )on
1 2 3 1 2 3 4
de m, m, m sao os digitos de infornmacdo e ocupam una
1 2 3

posi ¢cdo bem definida na palavra cdédigo assim conp os digi-

tos de paridade ¢ , ¢ , ¢ , ¢
1 2 3 4

A palavra codigo Vv(X) pode ser obtida na formasis
tematica através do seguinte procedi mento

V(X) = C(X) + X" o« m(X)

n- k
onde C(X) e o resto da divisdo de X *mX) por g(X).
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2.6.2. Representacdo Matrici al

Pelo Teorema 2.4 podenos concluir que os polindém os
g( X), X'g(X), Xg(X), ... X *g(X) sao palavras codigo e co-
nm sdo linearmente independentes podem ser utilizados para
formar a matriz geratriz de um cdédigo ciclico cujo polino-
mo gerador e g(X) ou seja, a matriz G pode ser repre-

sentada da seguinte forma

X't g(X)
© X'g(X)
Xg( X)
g(X)
2.6.3. Codi fi cacéo de Codi gos Ciclicos

Pelo que foi visto no item 2.5.1 podenmos observar que

a codificacdo de uma mensagem e feita basicamente através
n-k

do calculo do resto da divisdo de X *mX) por g(X).
Esta operacdo pode ser feita através de um circuito
que utiliza n-k estagios de registradores de deslocamen-

to, como o circuito a seguir

g%l ggz g%n—k-l
c pP—>0—>| ¢ }—> >l ¢ >eee—>H—>1C . >

1 2 3 n-x

ENTRADA -

DE DADOS .
SAIDA " —2-
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L(x) =i.9g,x.g.X",. ...

Neste circuito se g*" |

chada e gn=0

I nicialmente a chave S
1

colocada na posicdo 1. Os k
t&o enviados

registradores de desl ocamento

rem todos transmitidos o0s

terdo os digitos de paridade da pal avra codigo.

chave é aberta, a chave S
2 e 0s digitos de paridade
Pel o Teorema 2.2 tenos
x"+ 1 ¢ g(X)
onde h(X) € da forma
h(X) =h +h X+h X +.
0 1 2
com h =1 e h,k =1
Pode ser
pletamente especificado por h( X)
Além di sso os n-k digitos
dos da seguinte forma
k-1
v ot = E h.»v

indica que a chave deve

digitos de

simultaneamente a saida do

registradores de

sdo enviados

mostrado que umcddigo ciclico

chave correspondente é f£

ficar aberta.

¢ fechada e a chave S é
2

i nformagcdo sé@o en-
circuito e aos seus

Quando os k digitos f o-

deslocamento con
A seguir a

¢ comutada para a posicéo

para o canal

* h(X)

. +h, X
K

(">k) é com
[4].

de paridade sdo determina

, | <j<n-k
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Un circuito codificador que realiza essa operacdao e

mostrado na figura a seguir

_@<_

/'S i g /- h

ENTRADA 5_

->0 SAIDA

I nicial mente a chave S ¢ fechada e a chave S e
1 2

aberta. Os k digitos de informacdo sdo entdo envi ados s i -
mul t aneamente para o canal e para os registradores de deslo_
camento. Apos os k digitos de informacdo terem sido todos

transmitidos,'a chave S e aberta, a chave S ¢ fechada
1 2

e 0 primeiro digito de paridade e entdo calculado e enviado
para o canal. Apos ocorrer um deslocamento no conteudo dos
regi stradores o segundo digito de paridade e calculado e ajs
sim sucessivamente ate que todos os digitos de paridade te-
nham sido enviados para o canal.

Cono vi mos a codificacdo de codigos ciclicos pode ser
feita wutilizando um circuito codificador com n-k registra
dores de deslocamento ou um circuito codificador com Kk re
gistradores de deslocamento. Obviamente se o cbédigo possuir
mais digitos de informacdo que de paridade o primeiro tipo
serd mais adequado, do ponto de vista econbm co, caso con-

trario devemps optar pelo segundo tipo.
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2.6.4. Decodi ficacdo  de Codi gos Ciclicos

A estrutura algébrica dos co6digos ciclicos permite
gue a detecdo de erros na palavra codigo seja feita de umm
maneira bastante simples através do calculo da sindrome. Ao
dividirmos a palavra recebida pelo polinémo g(X) estare-
ms calculando a sindrome que é o resto desta divisdo. Se a
sindrome for nula consideraremos que nao ocorreram erros du
rante a transm ssdao. No caso da sindrome ser diferente de ze
ro decidiremos que ocorreram erros.

Encontramos entretanto wum maior dificuldade no que
se refere & correcdo de erros na palavra codigo. Mostrare-
ms a seguir alguns procedimentos utilizados na decodifica-

cdo de codigos ciclicos:

I - Um dos métodos de decodificacdo de codigos ciclicos € o
algoritmo de Meggit que utiliza umcircuito composto de um
registrador para armazenar o vetor codigo recebido, outro
registrador que calcula a sindronme deste vetor e um detetor
de erros que fornece na sua saida um " 1" se o sinbolo que se
encontra na posicao mais a direita do vetor cdédigo estiver
errado, caso apareca um "0" o simbolo é considerado corre-
to. Se o sinmbolo estiver errado el e sera corrigido na saida
do detetor. O vetor recebido &€ entdo deslocado e 0 novo sim
bolo que ocupa a posi¢cdo mais a direita no registrador étes_
tado do mesno nobdo que o anterior. Desse npdo todos os dig.i
tos do vetor recebido sdo examnados pelo circuito cuja com

pl exi dade determi na a conveniéncia de sua utilizacdo.
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I I - O algoritmo conhecido conp "error-trapping" emprega um
circuito légico combinacional bastante simples para detetar
e corrigir erros.

Suponha que ao transmitirmos o vetor cddigo, v(X) ,
pertencente ao codigo ciclico (n,k) comcapacidade de cor
rigir t erros, recebemos o vetor r(X). Sendo assimtere-
nos umpadrédo de erro e (X) =r (X).+v(X) . Pode ser mostrado

que [ 4, pp. 78-79]

isto e, a sindrome s(X) é o resto da divisdo de e(X) por

9(X).

Se o0s erros de r( X) estdo confinados nas n-k po-

sicoes de paridade, 1,X,..,>p_k_i entdo e(X) @& umpolind
mo de grau n-k-1 ou menor.

Observando a equacdo aci ma podemps concluir que nes-
t e caso terianps q(X)=0 e e(X)=s(X) e a correcdo seria
feita simplesmente adicionando a sindrome aos n-k digitos
de paridade recebidos.

Se o0s erros ndo estiverem confinados nas n-k posi -

cbes de paridade de r(X) ms estiverem confinados a n-k
posi ¢6es consecutivas, ou seja, X*, X** .., XN i, de-
pois de deslocarmos n-i vezes o0 vetor recebido r(X), 0s

erros estardo |localizados nas n-k posicBes de paridade do

vetor r A" A(X). Nesse caso a sindrome de r A" A(X) €& i-
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gual aos erros nas posicdes X', X" ..., XN~ . des-
se nodo os erros podemser corrigidos.

Caso a sindrome ap6s ter sido deslocada n vezes ndo
apresentar um peso menor ou igual a t o decodificador i n-
dica a presenca de um padrdo de erros que se espal ha por um
namero de bits, ciclicamente consecutivos, maior que n-Kk.

Este tipo de decodificacdao e mais adequado para codi”

gos de baixa eficiéncia pois para sua aplicacdo a condicéo

N >t deve ser satisfeita.

' 1l - Asoma A=b e +b e +...+b e , onde b. e igual a
00 i | n-1 n-1 i !

0 ou 1 e denom nada soma de verificacdo de paridade ou sim
plesmente soma de verificacdo. 0O digito e e dito ser ve-

rificado por A se o coeficiente b* de e em A e 1

Definicdo 2.5 - Um conjunto de somas de verificacdo de pari
dade A A ,...,A e dito ser ortogonal no digito e, se
1 2 J *eo

e» e verificado por cada soma de verificacgéo A‘j no con-

junto e nenhum outro digito e verificado por mais que uma

soma de verificacéo.

Da definicdo acima podemps representar cada soma ofr -

togonal em e” por
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Se f or possivel formarmos umconjunto A A ... A
1 2 J

ortogonal no digito de mais alta ordem °,_ , pertencente ao

vetor, e=( e supondo que apenas J/2 ou ne

e .8 ) =

e
o]
nos digitos podem ser diferentes de zero teremos duas situa

cbes. Se e, =0 entdo os digitos ndo nul os podemestar dif

tribuidos no maximo em J/2 equacdes portanto pelos menos

J-[1J/2] equacbes sdo iguais a e,,»* Se e, ™~«1 entdo os

n

outros digitos ndo nul os podem estar distribuidos no maximo
em [J/2]-1 equacbes, portanto pelos nmenos J-[J/2]+]| ou

seja mais da metade das equacbes sao iguais a e"_ =I.

Conb podenos observar o valor do digito °, ! ®°° ~

sumdo pela mai oria das equacfes de verificacdo de paridade

ortogonais em e ., Caso ocorra um enpate nos resultados
das equacdes assumiremos que e, ,=0.
Sendo assim decidiremos que e =1 se a maiori adas
" n- i

somas de verificacao for igual a 1, caso contrario decidirg

nos que e ~0 e dessa forma podemos decodificar o digito
recebido r

n-i
Observe que através do deslocamento ciclico do vetor
€, una vez para a direita, obteremos somas de verificacéao

ortogonais em ‘£ | v *:Ja

Al = y e , + eg
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Dessa forma podemps repetir o procedimento utilizado
na decodificacdo de °, ., para decodificar os outros digi-
tos.

0 algoritmo que acabamps de descrever € denomi nado

decodi ficacdo por |o6gica de maioria. A eficiéncia deste al -
goritmo emrelagdo a um determi nado cdédigo esta diretamente
ligada ao fato de [J/2] ser ou nao igual ou préxim & ca-
paci dade de correcdo de erro E(d-1)/2] deste co6digo ou seja

J deve ser igual ou aproxi madamente igual a (d-1).

Definigdo 2.6.- Um codigo ciclico com distancia mnima d e
dito ser completamente ortogonalizavel em um passo se e SoO-
mente se e possivel formar J=d-1 somas de verificacdo or -

togonais em todo digito de informacdo.

2. 7. Cédigos B.CH (Bose Chaudhuri - Hocquenghen)

Os codigos ciclicos descobertos independentemente por
Hocquenghem ( 1. 959) e por Bose e Chaudhuri ( 1.960) , sdo de-
nom nados cédigos B.CH

Estes co6digos possuem 0s segui ntes paranmetros

d>2t + 1

onde m e 't sdo quaisquer inteiros positivos, (t<2m")
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Cono podenmos observar, este coédigo temunma capaci dade de
correcdo de erros igual a t
O teorema fundamental dos cédigos B.CH é a seguir

enunci ado.

Teoremm 2.5 - 0 cédigo B.CH cujo poliném o gerador tem
d-1 raizes consecutivas a,a*,a’*,...," tem di st anci a

mnim de pel o nmenos d.

2.8. Codi gos de Seqiiénci as-m

Para qual quer inteiro np2 podemos obter um cdédigo

ciclico com 2" palavras co6digo que sao as 2"- | versoes
desl ocadas de uma seqléncia-me mais a sequUéncia de 2"- 1
Zeros.

Os paranmetros que caracterizam estes cddigos sdo o0s

seguintes
n=3d"_1
k = m
d_|TM1

A distancia de Hamm ng destes cdédigos e derivada do
fato que o numero de digitos que qual quer par de pal avras
codigo difere e 2 *, pois o numero de "1's" da palavra

coédigo resultante da adi¢cdo de duas palavras cédigo e

2° . [6]
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CAPTTULO 1

ALGUNS  PROCEDI MENTOS  SISTEMATICOS DE  CONSTRUCAO

Neste capitulo apresentaremos procedi mentos sistem-
ticos para a construcdo de cédigos de bloco lineares. Un
destes procedi mentos explora as propriedade de grupamentos
combinatorios bindrios e estabel ece expressGes para o calcu
lo da distancia minim e da distribuicdo de pesos. Outropro
cedi mento apresentado d& origem a codigos de bloco |ineares
a partir de una técnica de utilizagdo de sub-espagos cicli-
cos. Estes codigos tem sua distancia mnima avaliada indire

tamente pela cota BCH apesar de ndo serem ciclicos.

3. 1. G upanent 0s Conbi nat 6ri os

Seja um grupamento de numeros binarios onde as col u-

nas sdo as conbinacdes de k elementos tomados i de cada
vez. Observe que este grupamento tem k |I|inhas e colu
nas. 0 peso de umvetor |linha resultante da adicdo middulo 2
de quaisquer s |inhas deste grupamento e dado por
Ws) = J ZznJ . C , I<s<k ; j<i
j inpar

A expressdo obtida acima e resultante da observacéo

de que Ws) representa o numero de colunas cujas s pos_i
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¢Ges envolvidas na adicdo das |inhas contém um namero inpar
de !l 's.
Estes cédigos tém k digitos de informagcdo. 0O com

primento e a distdncia mnim sdo dados respectivamente por

s |
n = Ck
d = Mn Ws) , [I<;s<k
S
A distribuicdo dos pesos €& dada por Ws), Il <s<k, e-
xistindo para cada valor de s, pal avras de peso Ws).
k k
Cono (-)"Cv ) existemdois valores de i . gque ddo o nes-

no compri mento de bloco, entretanto de umnodo geral as dis_
tancias mnimas resultantes s&o diferentes.

Se construirmos um matriz de verificacdo de parida-
de de t al nmobdo que as k primeiras colunas desta matriz s£
jamas Kk Ilinhas do grupamento combinatério e cujas posi-
cbes vazias restantes sdo preenchidas com um matriz unita-
ri a de dimensdo n, obteremos cédigos com k digitos de in
formagdo cujo comprimento e disténcia mnima sdo dados res-

pectivamente por

“k

d = Min(W(s)+s)

Exemplo 3.1 - Este exemplo mostra a construcdo do cdédigo BCH
de parametros (15,5,7), a partir de um grupamento combinato

rio. Seja k=5 e i =3, entéao
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dp= Min[s(z)+(2)+s] =7

n =k+(") =S+(]) =15

Este codigo tem a seguinte matriz de verificacdo de

paridade:
0
0 o
o o
o o
H = o o
10
onde I'o € uma matriz unitaria 10x10. Para cada valor de
|

s existem ( ) palavras de peso Ws)+s coma seguinte

di stribuicdo de pesos

W(s) +s 7 8 7 8 15

numer o de
pal avras gs

A tabel a acima pode ser resumi da da seguinte forma
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Peso 0 7 8 |15

numero de
pai avr as 1|15 |15 L
Quando i é par a distancia mnima do cédigo e K.

Porem apagando uma |inha do grupamento conmbinatério a dis-
tancia mnima e aumentada. Por exemplo, para k=9 e i=6 o
codigo (92,9,9) apés o apagamento.menci onado torna-se (92,
8,41). No apéndice A e apresentado um programa que forne-
ce o comprimento e a distancia mnim destes codigos. Mui -
tos destes codigos sdo oOtinobs ou pel o menos excedem a cota
inferior publicada por Helgert & Stinaff [5].Como exempl o de
cédi gos que excedem as cotas inferiores mencionadas temos o
(92,8,41) obtido com k=9, i=6 e o (120,8,56) para k=9,

i «7.

3.2. 1. Sequénci as- Tu

Un circuito composto de m registradores de desloca
mento pode t er somente 2" estados distintos. A sequéncia
de saida de comprimento maximo, n=2"-1, e denom nada seqlén
cia-m Devido & realinmentacdo do circuito, o estado zero de_
ve ser excluido pois ele' ndo leva o circuito a nenhum outro
estado.

De um nodo geral as seqUéncias-m sdo geradas por um

circuito do seguinte tipo:
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EXCLUSI VE - (R
o
=Y
IH ml m2 - 2 ‘_”’ 1
CLOCK o-
Para a sequencia-m a ,a. ,az,...,a , este circui
o' i m
2 -2
to implementa a seguinte relacgéo,
m mkj o o+j i i+'j+"'+cm|’ «am-i+j » 0<j <271

onde o sinbolo, +, representa a som modulo-2 e os indices
de a sado reduzidos modulo 2-1.

Como c”N-CM*1, a relacdo acima pode ser expressa por

B T R M Ay T G By
0 polindém o,

h(x)=c xM+c . ex™+... . x+c =x*'+¢c _ ~x'"BL 4 x+1
m m i | o m i

especifica os valores dos c¢”, e as poténcia de x indicam

oregistrador de deslocamento correspondente a cada c”.
Para o caso binario, os coeficientes do polinom o per_

tencem ao canpo de dois elementos (0 e 1), GF(2).
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Se h(X) gera unma seqUéncia-mentdo el e e um polind
m o primtivo, ou seja, h(x) e um poliném o irredutivel
[2, pp. 161] e o expoente ao qual ele pertence e 2"-1, on-

de m e o grau de h(x).

Exenplo 3.1 - Para nmr4, n=15, a sequéncia repetitiva,

...01 111 1000100121210101121211000n1.
< periodo 15- = >

¢ gerada pelo seguinte circuito

EX R

*>sai da

onde ¢ =c =c =1, ¢ =¢c =0 e h(x)=x +x+l
0 14 2 3

Os estados sucessivos deste circuito sd os seguin-

tes:
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4 3 2 1 (sai da)

estado inicial arbitrario 0 0 0 1

0 0 1

1 0 0 1
1 1 0 O
0 1 1 Q

._\
—
—
—

0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

Cono podenos observar esta seqUéncia-mtem um perio-
do, n=15.
Qual quer outra condicao inicial resultaria na mesna

seqlUéncia deslocada ciclicamente.

Propriedades

1. Wma sequéncia-mcontém (2"°) |'s e (2" *-1) zeros.
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2. Se um "janela" de largura m ¢é deslocada <ciclicamente
ao longo de uma seqiéncia-m entdo cada uma das 2"-1 m

uplas ndo nulas €& vista somente um vez.

3. A adicdo mddul 0-2 de duas versdes desl ocadas de uma se-

quiéncia-m é outra versdo deslocada desta sequéncia-m

4. Se uma sequéncia-mé* "dizimada", selecionando todo k-ési
mo digito, onde k e 2"-1 sdo primos entre si , entéo
obtemos uma versdo deslocada da nmesma seqlUéncia-m ou de

outra.

3.2.2. Sub- Espacos Ciclicos

Considere a matriz de verificacdo de paridade cons-

truida comb segue:

a) As primeiras k colunas sd k versfes consecutivamen-
k

te deslocadas de una seqlencia-mde comprimento 2 -1, is_
to é, k colunas linearmente independentes.
b) As n-k colunas seguintes sao escritas de nmodo a formar

umm matriz identidade (ri-k) *(n-k)

0 cbédigo resultante tem os seguintes paranmetros:

k
Comprimento do bloco: n =k + 2 - 1

Numero de digitos de informacdo: k

- k - i
Di stancia Mnima;: d =1 + 2



-56-

A distancia mnima €& calculada a partir da observa-

cdo dé que qualquer combinacdo linear das k primeiras co-

k- i
lunas resulta numvetor coluna de peso 2 e portanto o

namero mnim de colunas da matriz de verificacdo de parida
k-1

de que adicionadas dao uma coluna toda nula e 1+2

Em rel acdo aos cdédigos de seqiuéncias-m estes coOdi-
gos possuem k digitos de verificagcdo de pari dade a mais,
para um aumento de 1 na distancia m nim. Embora isto possa
parecer desfavoréavel, é o mel hor que pode ser feito com co-
digos lineares tendo os parametros acima [5] e que portanto
sdo Oti nos.

Estes codigos sdo facil ment e decodificaveis por |4gica
de maioria, pelo fato de suas matrizes de verificacdo de pa
ridade poderem ser vistas conmp matrizes de verificacao de
pari dade de codigos de seqléncias-mcom A Ar » | ~ i Ak di-
gitos de verificacdo de paridade adicionais. GCono codi gos

deseqlUénci as-m sdo decodificaveis por |0gica de mai ori a
[2, pp. 310-317] os cébédigos resultantes permtem a formacéo
k-1
de 2 equacdes de verificacdo de paridade ortogonais em
cada uma das k posicdes de informagdo. Portanto estes co-
di gos sédo decodificaveis em um passo por |o6gica de maiori a.
Considere agora a seguinte matriz de verificacéo de
pari dade:
a) As k primeiras colunas sdo k versbes deslocadas con-

k
secutivamente de uma seqliencia-m de comprimento 2 -1.

b) As k colunas seguintes sdo k versdes deslocadas con-
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secutivamente de um outra seqliéncia-m de compri mento

2°~1.

c) As colunas restantes sdo preenchidas de nmodo a formar

Kk k
uma matriz unitaria (2 -1)x(2 -1).

Afimde determinar a distédncia mnima deste c6digo
determi naremos inicialmente a distancia mnim entre os sub
espacos gerados pel as duas seqlUéncias-m dos passos a e b
acima. Cono estes dois conjuntos de Kk sequéncias-mdeslo-
cadas sdo |inearmente independentes, tomados em conjunto

el es formam um sub-espaco ciclico de dinmensdao 2k, i . e, um
k

coédigo ciclico de comprimento 2 -1 com 2k digitos de in
formagcdo. A disténcia mnima d» deste cbdédigo ciclico e co
tada inferiormente pela cota BCH [2, pp. 269-291] e e a mes
ma que a distancia mnim entre os dois sub-espagos origi-
nai s de dimensdo k. Esta cota & calculada contando o nlme-
ro maxi mo de raizes consecutivas de umpolinémo que e 0o ma
ximo divisor comum dos poliném os geradores dos dois codi-
gos de seqUéncia-mdistintos.

Conb podemos observar a distéancia mnim sera dada
por d=2+d

Este procedimento e expandido considerando matrizes
de wverificacdo de paridade contendo conjuntos de colunas que
sdo bases de sub-espacos ciclicos independentes. A distéan-
ci a do cédigo resultante e pelo nenos i° > onde i e o]

namero de sub-espacos ciclicos independentes e d e adi s
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tancia do cd6digo cujo polinébm o gerador e o maior divisor
comum dos polinomos geradores destes sub-espagos indepen-
dentes.

Exenmplo 3.2 - Fazendo uso da sequUéncia linear de comprimen-

to maximo igual a 7 obtemse a seguinte matriz de verifica-

cdo de paridade onde | representa um matriz unitéaria

X7,

0 codigo resultante tem paréametros

n = 10
k = 3
d =5

Um ponto importante & a escolha dos diferentes Sub-
espagcos usados na formacdo da matriz de verificacdo de pari
dade, com o objetivo de maximizar a distancia m nim para

val ores fixados de n e k.
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CAPTTULO 1V

CONCLUSOES

A principal caracteristica dos coOdigos apresentados
neste trabalho, é a forma sistematica cono eles foram cons-
truidos.

Gs codigos lineares construidos a partir de sub-es-
pacos ciclicos possuempropriedades de distancia conheci -
das. A selecdo dos diferentes sub-espacos que formam a na-
triz de paridade deve ser feita comcuidado-a fi mde que se
obtenha o mel hor co6digo permitido por esta construcao. Una

referéncia para t al selecdo e a cota BCH

Embora os codigos construidos atraves da utilizacéo
do primeiro método apresentado neste trabal ho tenham baixa

eficiéncia, e preciso observar que:

1. Apresentam expressdes bem defini das para a determ nacéo
da distribuicdo de peso das pal avras codigo e da distéan-

ci amnim do cddigo.

2. Através de um programa bastante simples, conb o apresen-
tado no apéndice A, podenos obter todos os par ametr os

destes codigos em fungcdo de k e i.

3. Muitos destes cddigos sdo oOtimos ou pel o menos excedem a

cota inferior publicada por Helgcrt & Stinaff [5], cono
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por exemplo o (92, 8, 41) obtido com K=9 e i=6.
A Tabela | do Apéndice C apresenta alguns cadi gos
construidos com k e i variando de 1 a 33. O sinal, *

desta tabela indica que, para um determi nado codigo (n,k,d)
ao apagarmos uma linha do grupamento conbinatdério obtivemos

um coédigo (n,k-1,d") com d'>d.

Seria interessante encontrarmos métodos praticos que
permiti ssema codificacdo bemconp a decodificacdo dos cod.i
gos apresentados neste trabal ho.

Em rel acdo aos cdédigos derivados de sub-espacos ci-
clicos observamos que embora seja possivel a determ nacdao
da distancia mnim destes codigos indiretamente, atraveés
da cota B.C H, poderianos tentar encontrar uma forma mais

exata para o calculo desta distancia.
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APENDI CE A
PROGRAMA DE COVPUTADOR

OONSTRUCAO DE (0D GBS LI NEARES A PARTI R DE GRUPAVENTCS
COMVBI NATCR OS5

| NTEGER WS

DI MENS| ONW( 50) , GOMB( 50, 50) , NL( 50, 50) , N3( 50, 50) , N2C50, 50)
DI MENS| ONFAT( 0: 50) , | COM 50, 50) , AST( 50, 50)

FAT(0) =1

DO 5 JC=1, 33

MEJC

FAT( M) =FAT( M 1) *M

QONT NLE

DO 600 L=I,33
DO 600 JI=1, 33
K=L

7
T(K)/ FAT(1))/FAT(K-1)+.5
127.) 30, 10, 10

| COM K, ') =COVB(K, |)
QOVPR MENTO DAS PALAVRAS OCDI QO QMK DI G TGS DE | NFORVAGAO
NI (1, K) =K+l COM K, 1)

DO 300 FS=1,K

S=FS

WS) =0

DO 220 FJ=1,1,2

J=FJ

| F(S-J) 250, 50, 50

| F((K-S)-(1-J))220, 200,200

COMB( S, J) =(FAT(S)/ FAT(J))/ FAT(S-J) +.5

| QM S, J) =0QVB( S, J) .

COVB(K-S, | -J) =( FAT(K-S)/ FAT(1-J))/FAT((K-S)- (1 -J)) +. 5
| OMKS | -J) =GB (K-S, | -J)
WS)=100M S, | ) *| COM K-S, | - J) +W( S)

QONT NLE

Dl STR BU CAODE PESODAS PALAVRAS OCDI GO
W(S)=WS) +S

QONTI NLE

M N=W 1)

DD500 S=1, K

| F (MNWS))500, 500, 400

NNV S)

QONTI NLE
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DI STANOA M N MA DO 00Dl QO AM K Di G TGS DE | NFORVAGAO
N2(1, K)=M N

AST(1,K) ="

JD=I1/2

IME2*JD

| F(1-JM 1000, 510, 600

N MEW( 1)

DO 550 S=1, K-1

| F(NI M- W(S)) 550, 550, 520

N MW S)

QGONTI NLE

DI STANCCA M NI MA DO O0Di GO GMK- | Di G TGS DE | NFORVAGAO
N3(1, K)=NI'M

I F(N2(1, K)-N3(I,K))560, 600,600

GOMPR MENTO DAS PALAVRAS OCDI GOGMK- | DI G TGS DE | NFCRVACAO
NL( 1, K)=N1(1,K)-1

N2(1, K)=N3(1, K)

AST(I, K)="*'

QGONTI NLE

DO 900 |NI=0,22,11

DO 900 KSO=INI, 22,11

JI=INI+1

JF=INI +11

WRI TE(3, 650) (II,11=J1,JF)

FORVATA * ,9X 11(' 1=",12,6X))

DO 900 K=I, Il

KK=K+KS0

WRI TE( 3, 700) KK

FORMAT(//,1 X, 'K ,12)

WRI TE(3,800) (NL(1,KK) ,N2(1,KK) ,AST(I,KK) ,1=J1,JF)
FORMAT( '+, 5X, 11(2X, 13,",", 13, AL))

GONTI NLE

STCP

END
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APENDI CE B

ALGEBRA BASI CA

Sistemas al gebricos satisfazem determinadas regras
que, em sua maioria, podem ser aplicadas ao nosso sistema
numer al comum

Codi gos que apresentam uma estrutura al-gébrica bem
definida, podem ser implementados através de métodos mais
praticos e suas propriedades sdo mais facilmente estabeleci
das.

Apresentaremos a seguir os conceitos fundamentais ne
cessarios a conpreensdo da teoria de codigos de grupo, apre

sentados neste trabal ho.

B.1 -  Gupos

Um grupo G €é um conjunto de elementos a,b,c,...,
para o qual uma operacdo esta definida, e que satisfaz os
axiomas 1 a 4 abaixo. Esta operacao é denotada por a+b=c ou
ab=c, e chamada adicdo ou nmultiplicacdo embora possanédoser
a adicdo ou nmultiplicacdo da aritmética de numeros ordina-

rios.

Axiomm 1 - Para quaisquer elementos a e b £ G o elemen-

to atb=c E G

Axiomm 2 - Para quaisquer trés elementos a, b e ¢ e G tem
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se, (ath)+c = a+(b+tc).

Axioma 3 - Existe um elemento identidade.

Se a operacao €& denom nada adi¢cdo, o0 elemento identi
dade (ou elemento neutro) é chamado zero e representado por

0, e é definido pela equagdo, O+a = a+0=0 para todo a e G

Se a operacdo €& denom nada multiplicacdo, a identida
de é chamada um e representada por 1, e é definida pela e-

quag¢ao, | a=al =a.
Axiomm 4 - Todo elemento do grupo tem um inverso.

Se a operacdo é adicdo, o elemento inverso correspon
dente do elemento a ¢é denotado -a, e é definido pela e-
quacdo, a+(-a*) = (-a)+a = 0.

Se a operagdo é multiplicagdo, o inverso de a ¢€* de_
notado a‘' e € definido pela equacdo, a«a '"a '‘*a=l.

Un grupo que além de satisfazer os axiomas 1 a 4, sa
tisfaz a propriedade comutativa, isto é, a+b=b+a ou ab=ba,

é denom nado grupo Abeliano ou Comutativo.

Teorema B.|l - 0 elemento identidade em um grupo €é Unico, e

o inverso de cada elemento do grupo €& dUnico.

Prova: Suponha que exi stemdois elementos i dentidade, | e |

entdo, (1) (1')=1=1*. Se umelemento do grupo, g, tiver dois

inversos g"*' e g~\ entdo g~=1esg"'=g~'sgeg"=gM"el|=g~,

logo, eles sd iguais.
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Observe que o inverso de um produto e o produto dos
inversos na ordem trocada, pois (ab)(b *a *)=a(bb '")a "

acl«a* "1, e portanto b *a‘'"(ab)

Exemplo 1-0 conjunto de todos oS numeros reais €& um grupo

em rel acdo a operacdo de adicéao.

Exenmplo 2-0 conjunto de todos oS numeros reais excluindo

0 zero é um grupo em relacdo & operacdo de nmultiplicacdo.

Exenplo 3-0 conjunto de todas as matrizes nao- si ngul ares
n*n é um grupo ndo-Abeliano em relacdo a operacdo de multjlL

plicacdo matricial.

Existe um grupo com somente um elemento que pelo Ax_i
orna 3 deve ser o0 elemento neutro.
Podenmos também f ormar um grupo com doi s el ementos.

Un deles deve ser o elemento identidade, 0. Se a for o ou

tro elemento do grupo entdo a deve ter uminverso, -a. TE
nos
at0 = a/0
ent o
-at O
logo
-a = a

Este grupo apresenta entdo a seguinte tabela de adi-
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+ 0 a
0 0 a
a a 0

Podenpns observar que este grupo satisfaz os Axiomas
1 a 4 e & propriedade comutativa sendo portanto um grupo A-

beliano.

B2 - Anéis

Un anel R €é um conjunto de elementos para o qual
duas operacdes sao definidas. Um é denom nada adicdo e de-
notada, atb, e a outra é denom nada nultiplicacdo e denota-
da, ab, embora essas operacdes possamndo ser a adicdo ou
mul tiplicacdo de nuameros ordinarios.

Para R ser um anel, o0s seguintes axiomas devem ser

satisfeitos.

Axiom 1-0 conjunto R € um grupo Abeliano em relacdo a

adi ¢do.

Axiom 2 - Para quaisquer dois elementos a e b e R 0

produto ab é definido e é umelemento de R

Axiomm 3 - Para quaisquer trés elementos ab e ¢ e R

a(b+c) = ab + ac

(btc)a = ba + ca
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Se a operagdo multiplicacdo, de um determi nado anel,
¢ comutativa, isto é,6 para quaisquer elementos a e b,

ab=ba, entdo este anel é denom nado anel comutativo.

Exenplo 4-0 conjunto de todos o0s nuaneros reais €& um anel
comutativo em rel acdo as operacOes de adicdo e multiplica-

cao.

Exenplo 5-0 conjunto de todas as matrizes n*n ¢ um anel
ndo-comutativo emrelacdo as operacbes de adicao e multipli?

cacdo matricial.

Um conjunto consistindo somente do elemento zero é
um anel com as regras, 0+0=0, (0)(0)=0.

Pode-se formar dois anéis diferentes com dois el emen
tos. Um elemento deve ser a identidade aditiva O e o ou-
tro elemento deve satisfazer, a+a=0. Tenos, (0)(0)=0a=a0=0
e comob, aa=0 ou aa=a, satisfazemas leis associativa e
distributiva, podemps formar dois anéis de estruturas dife-

rentes.

B.Z - Canpos

Un canpo é um anel comutativo, com um elemento unit;a
rio (identidade multiplicativa), no qual cada elemento né&o-

nulo temuminversomultiplicativo.

Exenplo 6-0 conjunto de todos os numeros reais forma um

canpo em rel acdo as operacdes de adicdo e nultiplicacdo da
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al gebra comum

Exemplo 7-0 conjunto {0,1} forma um canpo em relacéo as
operacbes de adicdo modulo 2 e nultiplicacdo modulo 2, apre

sentando as seguintes tabelas

+ 0 1 « 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1
Adi cdo Mddul o-2 : Mul ti plicacdo Mddul o-2

Este canpo e denom nado campo de Galois de dois ele-
mentos e representado por GF(2).

Pode ser mostrado [ 2, pp.155] que para todo numer o
g que € una poténcia de um numero primo existe umcanpo com

q el ement os.

Definicdo B.|l - Sejam F e F doi s canpos e suponhamos
1 2
que F esta contido em F', isto & F* e um subconjunto

de F,. Entédo diz-se que F* e um subcanmpo de F".

Pela definicdo B.l, o conjunto dos numeros reais é

um subcampo do conjunto dos numeros compl exos.

B4 - Espagos Vetoriais

Un conjunto V de elementos e um espago vetorial so

bre umcanmpo F, se el e satisfaz 0os seguintes axiomas:
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Axiomm 1-0 conjunto V. é um grupo Abeliano em relacdo &

adi ¢cao.

Axiomm 2 - Para todo vetor v e para todo elemento do cam
po, a, esta definida uma operacdo denom nada produto e r e-

presentada por av.

Axiomm 3 - Se u e v sd vetores em V e a e F
a(utv) = autav
Axiomm 4 - Se v é umvetor e c e d pertencem a F,
(c+d)v = cv+dv
Axiomm 5 - Se v é umvetor e ¢ e d pertencem a F,
(cd)v = c(dv), e lv=v

Os elementos do canpo sdo denomi nados escal ares e o0s

el ementos do conjunto V sdo denom nados vetores.

Exenplo 8 - Seja V, o0 conjunto de todas as n-uplas,
[V]:[VI’VZ""'VH] onde vi.:O,I, =, 2,...,n, isto e,
V. E GF(2).

A soma de duas n-uplas [u] e [v] €& definidaconpsen

do

[u] +[Vv] = C_uL +1v 2u2+v ,...,un+vn]
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onde u.|,+\|/- representa a sonma mbdul 0-2 entre u. eI Vi

Conmo i 'i“i'i" ® claro que, [u]+[v]=[v]+[u]

A multiplicacdo de uma n-upla [ V] por um elemento

do canmpo, a, ¢é definida conpb sendo

al v] =[av|,,av .,avnl

2’

Pode ser facilmente verificado que as operacOes def i
nidas, satisfazem os axiomas que definem um espaco vetorial
sobre um canpo F. Sendo assim podenos dizer que o conjunto
V', de todas as n-uplas binarias, juntamente com as opera-
¢cO0es de adicdo e multiplicagdo mddul o-2, constitui um espa-

¢o vetorial sobre o campo GF(2).

Definicdo B.2 - Um subconjunto V, do espaco vetorial V,
que satisfaz a todos os axiomas que definem um espago veto-

rial, & denom nado um subspaco do espaco vetorial V.

Definicdo B.3 - Um vetor u €é uma combinacdo |inear dos ve_

tores v ,v ,...,v,, pertencentes a um espaco vetorial V
1 2 ‘

sobre um campo F, se existemescal ares aI,a"z,...,a,k e F

ndo todos nulos, tais que

U=aydayvir. .. +a,v,

onde a. ¢ denomnado o coeficiente de v.
1 i
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Exenplo 9-0 conjunto Vv de todas as combinacgdes linea-
res de um conjunto de vetores *,'* *'*  Ac:" espaco veto

rial V€& um subspaco de V.

Dizemos que V €& o0 subspago gerado pel os vetores

petetorpm A V' =V, ou seja, se todo elemento de V€ umm

conmbi nacdo linear dos v, entdo dizemos que estes vetores

geram o espago V-

Definicdo B.4 - Um conjunto de vetores Voo, o,V é linear
mente dependente se e somente se existemescalares a , , a
i n
ndo todos nulos tal que
+ + . + =
ayv ! azv2 anv " 0
Se um conjunto de vetores nao é linearmente dependen
te entdo ele & dito linearmente independente.
Exenplo 10 - Considere a matriz H de elementos em GF(2).

Observe que as trés linhas desta matriz sdo linear-
mente independentes. 0 conjunto formado por todas as possi-
veis conmbinacbes |ineares das linhas desta matriz, consti-

tui um subespago do espaco vetorial de todas as 6-uplas. Es
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t e subspaco é chamado o espaco linha de H

Definicdo B.5 - Todo espaco vetorial V  possui pelo menos
um conjunto de vetores linearmente independente que gera V.
Este conjunto é denom nado uma base de V e o numero de e-

| ement os da base e a dinensdao de V.

Exenplo 11 - Considere o seguinte conjunto de vetores

[vl [1 0 0 0]

[v] [0 10 0]

v, [0 0 10]
v 1 [0 O O 1]
|

Podenpns verificar que estes vetores sdao linearmente

independentes. Qual quer vetor em V é uma conbinagdao | i -
near deste conjunto de vetores e portanto este conjunto

constitui uma base para este subespaco de dimensdo quatro.

Definicdo B.6 - Um produto escalar de duas n-uplas, u e v,
pertencentes a um espaco vetorial V sobre um canmpo F, e

um regra que associa a cada par u, v, um escalar em F r£

presentado por u*v.
Para [u]=[u1,2u ,...,un] e [v] [vl,zv ""’Vn]’ te-
mos [u] [v] =uv +uv +...+U vV
P2 2 non
Da definicdo B.6 podenos observar que [u>[v]=[v]'[u].
Se o0 produto escalar de dois vetores e igual a zero, eles

sdo ditos ortogonais.
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Pode-se provar [4, pp. 29-30] que para toda matriz
G, Kxn, com K linhas linearmente independentes, existe um
matriz H, (n-K)xn, com n-K linhas I|inearmente independen
tes, tal que todo vetor, v, no espaco linha de G ¢é ortogo_
nal a todos os vetores linha, h., de H isto é o produto

interno

vh. =0 , para 1<j<n-K

Qual quer vetor 'y no espag¢o linha de G ¢é ortogo-
nal a qualquer vetor u no espag¢o linha de H, isto e,
u»v=0. 0 espaco linha de G ¢é denom nado o espac¢o nulo de

H ou o espago linha de H é o espaco nulo de G
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