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A finalidade deste trabalho é uma aplicacdo do estima -
dor linear dos mninbs quadrados extensivo as vari aveis al eatorias
em R, no contexto de processamento de inmagem A idéia principal
€ aplicar esse ferramental na predi cdo da posicado do baricentro de
objeto sobre uma regido dado que f oi observado, como auxilio de
una camara, a parte central desta regi do. A notivacao principal

foi usar tais idéias no problema industrial.



RESUNE

L' objectif de ce travail est |"application de
| "estimateur linéaire des moindres carres étendu aux vecteurs '
al éatoires dans R, dans | e domaine du traitement d'images
L'idée principale est d" appliquer cet outil a |l a prédiction de. | a
position du barycentre d' un objet placé sur un plan de travail sa
chant qu'une partie seulement de ce plan a été observée au moyen*

d' une canéra de tél évision. La principale motivation a été | a ré-

solution de problenes industriels.



ABSTRACT

The purpose of this work is an application of the |east
squares estimation for rondonvectores ineuclidian space R, in
the context of image processing. The principal idea i s apply this
tool to find on a region th* center of mass of on object with the
aid of a TV camara, |ooking at the center of this region. The

principal motivation is the use of these ideas in industrial problems
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CAPI TULO - 1

| NTRODUCAO



1 - | NTRODUCAO

tiste trabalho busca associar alguns fundamentos materna
ticos, particularmente na area de estatistica usando o conceito
de estimacdo, a aplicacdo' emum problema de engenharia, dando una
visdo ao leitor de conp atacar um problema pratico através da na-
tematica, alémde mostrar as principais dificuldades do probl ema:
de estimacao.

Obvi amente, cada problema encontrado era diversos cara -
pos temdiferentes necessidades e podemser tratadas distintamen-
te. Isto permte, wuma anpla |iberdade na escolha dos ferramentais
destinados & solucdo do problema. De fato, no nosso caso a ser es

tudado propomos cono solucdo o estimador |inear dos mninos qua -
2

drados extensivo as variaveis aleatérias era R , enbora se possa*
contorna-lo de outra maneira, cono verenos mais adirnte.

Tal ferramental natematico serd desti nado a estimcéao’
da posicao do baricentro de objetos planos parcial mente observa -
dos. Isto &, dado que observado através de uma canmara uma regi ao
que serd designada cono regi do ativa, aonde se encontra o baricen
tro desse objeto sobre ura plano indicado cono plano de acao, cono
mostra a Figura 1.1,

Este € 0 nosso principal interesse, isto é, tentar de-
duzir o baricentro de umobjeto sobre o plano através da observa-
cdo da camara, usando o estimador |inear dos m ninmos quadrados ex
tensivo as variaveis aleatérias em R.

Cono menci onado anteriormente, existem outras maneiras
de se determinar o baricentro, por exenplo, a camara podera var -
rer o plano de acdo até encontrar inteiramente o objeto, conse-

quentemente, isto poderia acarretar emura grande esforco conputa-

cional, alémdo tenpo perdido na busca do objeto. Natural mente, €
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regiao ativa

Fig.1.1 - REPRESENTACAO DAS CONDI COES DO EXPER MENTO

L. pl ano de acéo

umtanto brutal esta solucdo. Por outro | ado, a proposicédo de se

n

usar um estimador cono descrito anteriormente possivelmente "atin-

girda" o baricentro de maneira mai s rapida, usando nmenos recursos
comput aci onai s.

Todo este trabal ho sera realizado por sinulacdo era um
conmput ador- aonde teremos um nmodel o para o experimento de forma a
obter umal goritmo simples de estinacdo da posi ¢cdo do baricentro.

Atual mente, nas industrias conecama surgir, 0osS mecanis
nos capazes de imitar os movi mentos humanos, conhecidos conb aut 6-
mat os. A rapida enersdo desses mecani snos € conb consequéncia do
grande desenvol vimento na indiustria de comput adores, m crocomput a-
dores e mi croprocessadores. E neste canpo da robdtica destinados a
fins industriais que estéd a principal notivacdo desse trabalho, i s
t o €, usanps umautonmato na realizacdo de una tarefa que se limita

a pegar pecas ou objetos sobre uma esteira, e dentro deste contex-

t ointroduzimos a idéia da estimacdo da posi ¢cdo do baricentro de



objetos plano parcial mente observados.

Os capitulos que seguem sdo una sequéncia de todo mate
rial necessario ao problema, e serdo apresentados numa sequénci a'
até atingir o terramental bésico usado na estinmacdo de vari avei s’
al eat ori as.

No capitulo IIl, n6s colocamos o problema industrial ®
consi derando um caso geral, descrevendo todo o processo ate intro
duzir a idéia da estimacdo do baricentro. BEm seguida inponos algu
mas restricdes ao problema, principal mente devido as limtacbes
comput acionais. Introduzimos o conceito de variaveis aleatoérias '
associ adas ao problema, e uma distribuicdo de probabilidade sobre
o conjunto de posic¢bes, possibilitando a aplicacdo do esti mador *
linear dos nininbs quadrados.

Discutiremos o problema re.t acionado cora a escol ha do
vetor observacdo |ocalizando as principais dificuldades quanto a
esta escol ha.

Levarenmos em consi deracdo o valor médi o das grandezas'
envol vidas no problema, conbo sendo uma informacdo a mais na esti-
macao do baricentro

No paragrafo seguinte, consociams o0 problema de esti -
magdo com o ruido, isto é, admtimos que os sinais de video sédo
transmtidos por um canal comruido aditivo supondo conhecida '
suas propriedades estatisticas

No capitulo |V, serdo mostrados os resultados de esti -
macao, para figuras diferentes evidenciando os resultados comf |
guras de dupla limetria e figuras ndo sinetricas.'

E final mente no capitulo V, apresentamos a concluséo
do trabalho.

Gs apéndices servem cono conplemento para o esclareci-

mento de al guns resultados ODtidos nos capitulos anteriores.



CAPI TULO - 2

ESTI MACAO LI NEAR DE VARI AVEI S ALEATORI AS



2 - ESTIMACAO LINEAR DE VARI AVEI S ALEATCRI AS

HA al gum tenpo devi do ao grande desenvol vi mento tecnol 6
gico dos circuitos digitais, e a grande versatilidade dos sistemas
digitais, vemse dando énfase ao estudo da matematica estatistica*
quanto a aplicacao em problemas de engenharia. Nos mais diversifi-
cados problemas encontrado em diversas areas de interesse, notanos
emparticular que as pesquisas se voltamao estudo de decisao e
inferéncia estatistica e estimcdo, cono exenpl o de aplicacdo des-
te ferramental, e de grande inportéancia pratica, tenos a utiliza -
cdo de autb6matos, principalmente na industria. Evidentemente exis-
te diversos problemas associ ados a criagdo de um aut dnat o, que
podem ser abordados através de um procedi mento estatistico, tais
cono o estudo da mobilidade ou estudos de aparel hos sensitivos da
Maqui na, aonde se encai xam pesqui sas sobre a visdo do autdémato que
por sua vez estéa diretamente |ligado a analise de cenas e reconhec
ment o de padrbes, etc. Dentro de cada una destas areas de estudo’
existe uma vasta gama de variacdo do ferramental natenmatico que po
de ser wusado em um determi nado problema, vejamos, por exenplo, as
aplicacdes relacionadas ao reconheci mento de formas, donde o ferra
ment al basico envolvido do ponto de vista estatistico trata-se da
teoria da decisdo e inferéncia estatistica, logo & possivel a abor
dagem deste determi nado problema por diversas técnicas de decisao.
E i mportante notar que ndo existe apenas unma Unica maneira de se
tratar um dado problema, sendo, portanto, necesséario apresenta.' e
que reara ou critério estdo sendo propostos para resolver o proble
ma em questdo. Em todos os casos, a escolha de uma regra ou crité-
rio para solucionar um problema, natural mente deve ter uma razédo |,
gue senpre, nestes casos, estdo voltados ao ponto de vista de oti-

m zacdo, e por outro lado a facilidade de se obter umalgoritmo °*



siraples e eficiente.
Particul armente no nosso estudo, estimcdo da posicao
do baricentro de objetos planos parcial mente observados; o ferra -

s

mental que sera usado € relativo ao estimador linear dos nininos
2

quadrados extensivo as variaveis aleatérias em R . Evidentemente'
existe razbes pelas quais o estimador |inear dos nininmos quadrados
f oi usado neste tipo de aplicacédo. Inicialmente a classe dos esti-
madores |ineares ndo envolve o conhecimento completo da | ei conjun
ta de X e Y, mas apenas o0s nonentos de primeira e segunda ordem ,
e dai a construcdo de um al goritmo de estimgcdo baseado simplesmen
t e sobre a classe dos lineares tornamse simples e faceis de serem
aplicados.

Por outro lado, nds estamps interessados no melhor pre-
ditor ou estimador possivel. Quando falamos em mel hor possivel es-
tanos di ante do problema fundamental da predic¢cdo ou estinacdo, i s -
t o e, cono podenps determi nar uma possivel forma funcional para um
preditor, tal que nos dé o melhor preditor da variével de interes-
se? Para resolvermos t al problema é necessario definir o que signo,
fica o melhor preditor possivel. De fato, na solucao deste proble-
ma é preciso ignorar as inplicagdes filosoficas de "o mel hor poss_i
vel " e dai esp3cificar o preditor ou estimador que tenha certas °
propriedades, tanto comrelagcdo a sua inmportancia por razdes intui,
tivas, ou quanto a sua conprovada utilidade dentro de diversas '
apl i cacoes.

Eni virtude desses fatos, nds usanps cono medi da de "0
mel hor possivel" a media quadratica da diferenca entre a variavel'
aleatéria X e o0 seu estimador X, pois o melhor estimador neste
caso serd aquele que mnimze esta diferenca. Logo, as razbes pe -
| as quai s nos escol hemos o critério dos nmininobs quadrados deve-se

ao fato de ser umcritério j& bemestudado em véarias situacbes, ve



ja por exemplo, Optimization by Vector Space Methods de David G
Lucnberger.e além di sso os erros grande de estimgcdo sdo severamen
t e penalizados, e o0s pequenos erros.de estimacdo serdao insignifi -
cantes.

Desde que o trabalho aqui a ser apresentado, trata-se *
da aplicacdo do estimador |inear dos mninbs quadrados extensivo '
as variaveis aleatorias em R a umproblema industrial na area
da robotica, apresentaremos a seguir todo o desenvolvimento teori-

co ao estudo desse esti mador.

2.1. - AVariavel Aleatoéria Funcdo de Y

Sendo o nosso problema de predig¢do, ou seja, umcaso °
particular de estimcado de variaveis aleatorias, €& importante i n -
troduzir algumas propriedades e conceitos matematicos, tais conb
a caracterizacdao de uma variavel aleatoria funcdo de Y, pois, do
problema relativo a estinmacdo, tenos que do resultado de umexperi
ment o que associa umvalor x a variave*L aleatdoria X e umvalor
y a variavel aleatoria Y. Entretanto, apenas cs valores de Y
sdo possiveis de ser observados, e na realidade o que nos interes-
sa sdo os valores de X, entdo é necessario que passanps a caracte
rizar umconjunto de vari aveis al eatorias apenas funcao de Y, e
dal escolher os estimadores de X dentro desse conjunto.

O problema de estinacdo € col ocado matemati camente da
seqguinte forma:

Sejam Q e S conjuntos quaisquer, e X £HS e '
Y: , duas aplicacdes conhecidas. Se a realizagcdo do experi mento
for 1w e o valor observado de Y for Y@ =y, entdo, o que
podenos dizer comrelacdo a X(u), ou seja, nos estanos interessa-

dos emprocurar a mel hor avaliacido possivel de X(LU) a partir da
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observacdo Y(co), segundo umcritério a ser definido. Desse resul-
tado da avaliacao é associado umvalor X que sera visto cono o]
val or assum do pela variavel aleatoria X funcdo de Y, designado

conb esti mador de X dado que a observacdo f oi Y.
y
Denotaremos U conmb sendo o conjunto de todas as va -

riaveis aleatdrias que sdo funcbes de Y, e dai final mente carac-

terizaremos as variaveis aleatorias fungcbes de Y para o caso par

y

ticular de U finito.

As variaveis aleatodrias funcbes de Y deve satisfazer:
a pelo nenos uma das seguintes propriedades, pois elas sdo equiva-
lentes:

i) 0 EUV

i) U= g(Y) com probabilidade um aonde g € uma fun-

cdo nmensuravel .

iii) U=1 wu 1 A comprobabilidade um aonde:
1A: QY{0, ¥}
1 se weA
1A (B =
y 0O se nao

e u, €& uma aplicacdo nensuravel de S em S.

As propriedadesdositens™ i "e" i i " s&@o bemevidentes,
no entanto o item "iii' é umtanto obscuro, sendo féacil de ser en-
tendido pelo diagrama abaixo:

" wr
a4 b u

vl




do di agrama nos observanos queé:

uy, se u-e Ay?

UWco) =19, se ©EAY

vy se ®eAy

ou seja, YAQ) = uy(co), que emunma representacdo mais conpacta te
nos:

U co) = uy 1Ay(co)
2.2. - Estimador dos Mninps Quadrados

Nest e paragrafo faremos umbreve estudo sobre o esti ma

dor dos mininbs quadrados.

Considerando X e Y variaveis aleatoérias reais e de

segunda ordem Danos a seguinte definicdo para o estimador.

Definicdo: X* € o estimador dos minim” quadrados de X dado Y

se, e somente se, € o estimador de Bayes de' X dado Y rela

tivo a funcdo custo:
2
C R =+ R

(urv) C(u,v) = (u-v)

Desde que X é o estimador de Bayes relativo a fun -
¢do custo G , entédo deve satisfazer as seguintes condi ¢bes:
i) X euw

i i) EC (X, X) <EC (XU tfUe U

Gono U representa o conjunto de toda6 as vari avei s’



al eatorias funcdes de Y, entdo a condicdo (i) é satisfeita desde’
que pel a propria colocacdo do probl ema de estinmacdo, apenas a va -
ridvel aleatéria Y ¢é observada, ou seja, dedui-se X a partir '
de Y. Por outro lado a condi¢do em (i i) nos garante que X €& a
variavel aleatoria que |eva ao nenor custo envolvido na estinacdo,
dai o nome de mininmo quadrado.

Un fato altamente importante, é que X, e o estimador'

dos mininmps quadrados de X e ndo "um dos estimadores dos mninos

quadrados”.
A razdo da unicidade vemdo fato que X satisfaz a
condi ¢ao:
BEXU=EXU Y Ue U
que é uma condicdo equivalente da propriedade i do estimador de
Bayes quando a funcdo custe for .

A seguir estudaremos uma classe particul ar de estimado-
res dos nininms quadrados que designanos conb a cl asse dos "estima
dores lineares". Esta classe de estimadores tem uma vantagem sob
O ponto de vista pratico, nao envolve o conhecimento completo da
| ei conjunta de X e Y nms, somente oS nomentos de primeira e se-

gunda ordem cono verenos maj s adi ante.

2.3. - Estimador Linear dos Mninos Quadrados

Agora ndo precisamos mais supor que X e Y assumem um
nimero finito de valores reais (X(ft) e ¥i2 finitos)/ basta ape -

nas fazer as hipdéteses que X e Y sao variaveis reais de segunda’
2 2

ordem ou seja, os monmentos EX e EY sao finitos. Natural mente'
pel a desigual dade de Schuwarz, podenps garantir a existéncia do va

| or esperado do produto XY, ou seja, a correlacao entre duas va -
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riavei S/ ;'sto e:

EXY < .EX EY*

Seja H um subconjunto particular de U que possui'
todas as variaveis aleatoérias dependendo de Y linearmente, isto'

I , numa notacdo mai s compacta tenos:

H = L(Y) ={ayY, aeR

Definicdo: X € o estimador linear dos mninbs quadrados de X da
do que a observacdo € Y se, e somente, X € a solucdo do seguin-

te problema:

1) XeH
i i) E(X-X)* < E(X-U’*VUeH

Not emos que este estimador tanbém & Unico, pois o sub -
conjunto L(Y) estd contido em U.

Logi camente, da definicdo de X e das propriedades an-
teriormente citadas, podenps enunciar outra definigao para o esti-
mador, ou seja:

(Definicado Equivalente de X) : X & o estimador linear dos nininos
quadrados de X dado Y <P, e somente se, X & a solucdo do se -
guinte problema:

i) r. GH

UJ BEXU = EXi Vu e H.

Gom essa nova definicdo conseguimos mostrar facil mente’

a unicidade do estimador, pois se considerarmos que existem duas
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sol ucbes possiveis e e H, chegarenons ao inevitavel resulta-
do que:
EU-27 2 = E( X- Z,) 2
E(22~Zl)2 = [
Donde garanti mos que = %°°"Probabilidade 1.

Darenbos agora uma rapi da explanacdo do ponto de vista °

geonmétrico, pois o mesno ajuda na interpretacdo do estimador.
2

Consideremos H = L(X,Y) = {aXx+3Y; (a,B)e.R}, com esta
definicdo de H o nmesno representard um espaco vetorial, e portanto,
una vari avel aleatéria, UH seréd vista cono umvetor de H Sendo
H um espaco vetorial, daremps al gumas definicbes relativas a este*
espaco, por exemplo, cono a medi da de di stéancia, dando umsentido’
geonetrico aos nonment os de segunda ordem a correlacdo e a covari-
ancia entre variaveis aleatorias.

Defini mos:

a) O produto escalar: U VsH <UV> = BEW
02 2

b) Anorma de umvetor: UeH | jU|] | = <UW =EU

c) Adistancia entre vetores: | |U- v]| |
cono podenos perceber o produto escalar, representa a correlacédo '
entre as duas variaveis Ue V; no itemb, venos que a norma de um
vetor nos da cono resultado o desvio padrdo de uma vari avel aleatd
ria se EX e EY for zero, e finalmente o item ¢, que da um medida'

de distancia entre as variaveis aleatérias U e V.

Not a-se que neste contexto o estimador X elemento de H

aparece conb sendo o vetor mais proximo de X dentic da classe Hy,

poi s da primeira definicdo tenos:
I \2 < 1 I"="11°” UEH

ou seja: E(X-X)U = 0 U e H.

sto nos indica que XX é umvetor perpendicular ao
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espagco H, pela proéopria definicdo ae produto interno.

Com este novo tratamento, podenps encontrar uma defini-
cado explicita de X
t Defini cdo Equivalente de X): X i o estimador linear dos nininos

quadrados Ue X dado Y se, e somente se.

kX Y>
X=—_ '"-_p—Y com probabilidade um
Y11

Através desta definicdo e dos conentarios anteriores, nds podenos'
dd uma interpretacdo geométrica, mostrada” na Figura 2.3.1, desse
estimador. Observando a figura notanos entdo que para algum vptor
X em H existe umuinico vetor X em H, tal que XXJ H, ou

seja, X €& o estimador linear que mnimza a distancia entre X e

Y.
X
« X - 2
Ll AR
y R Y
H
Fig.2.3.1. - REPRESENTAQAO GEOVETRI CA DO FSTI MADCR

LI NFAR D5 M NI MOS QUADRADCS.

2.4 - Estimador Linear dos Mninps Quadrados Extensivo as Variaveis
Aleatorias em R

Agora neste ponto darenos particular énfase a este paréa
grafo, pois sera constituido do material odsico usado no algoritmo
de estinmacdo da posicdo do baricentro de objetos planos parcialraen

te observados.
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Expressao Geral do Estimador:

Em geral, do ponto de vista pratico, quando €& realizado
um experimento, a observacdo pode se apresentar cono resultado de
diversas medi das. Alémdisso, emmuitas aplicacBes, conb no nosso’
caso, estamps interessados em mais de uma grandeza a ser estimada.
Dai, existe a necessidade de se estender o conceito da estinmgcao '
linear dos mninbs quadrados ao caso das variaveis aleatérias em
R, ou seja, 0 que se pode dizer ou predizer a respeito de uma va
riavel aleatdéria X em R dado que observampbs Y em K e

Cono no capitulo anterior, basta apenas supor que 0S nho
ment os de segunda ordemsejamfinitos (E| Xj <«> , HY] < °° aon-
de| X| =X'X e Y =Y'Y, emque o indice "'" representa o ve-
tor transposto) para garantir a existéncia do estimador.

O estimador |inear dos mninos quadrados do vetor X

dado que observamps umvetor Y, apresenta-se conb uma vari avel

aleatéria da form.

*

X = 2 aonde paia cada i

1
[EEY
>

X; €& o estimador linear dos m ninobs quadrados de X dado o vetor'
observacdo Y. Desta-forma 2 torna-se umelemento de (H')', aon

de:

(K*) "= Hx ... . XH*Y—_I'GY:GERnxm}
n vezes
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¢ H—L(Y, {Y%,...,Y) ={Y:. aeR}

Agora daremos uma definicdo do estimador linear dos '

mqg. extensivo as v.a. em R, baseado em algumas propriedades de
y n

um dado vetor do cojunto (H )

Definicdo: X é o estimador |inear dos mininos quadrados de umve-

tor X dado o vetor observagcdo Y se, e somente se, X é solu -

cdao de um dos seguintes problemas.

i) E | XX <EBEIX-U ~Ue (H")"
0) exu=exuV ue (H")"
i) XU = BEXU V Ue (H)"

Os problemas emi , i i e i i i sdo todos equivalentes (veja
(2) mas a condicdo em i €& a que nos da uma mel hor visdo do pon-
t o de vista de mnino quadrado.

Nat ural mente, quando usanpbs o estimador |inear dos mini
nos quadrados, é necessario coloca-lo de forma mais compacta, ou*
seja, estabelecer uma expressao explicifa para o estimador, permi-
tindo que seja possivel a construcdo do algoritmo.- De fato uma ex-
pressdo explicita do estimador, isto & colocar X em funcao de
Y, nada mais é do que encontrar uma matriz Ge R"™™, tal que :
N = @Y, satisfazendo as condi ¢des encontradas na definic¢do anteri-
or .

CDefinicdo Equivalente de X): X é o estimador linear dos mnininos

quadrados de X dado Y se, e somente se:

X = EXY'(EYY')-'Y com probabilidade um se '
(EYY) * for ndo singular.
Cono resultado acima € de extrema inportéancia para nos

entdo apresentaremos a validade dessa definicdo equival ente no °*
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no Apéndice A

Se EYY for singular isto significa dizer que H é
de di nensdo nmenor que m emoutras palavras podenos dizer que pe-
| o nenos una |inha ou coluna da matriz de correlacdo de Y séao | i
nearmente dependentes. Ainda que X seja Unico, a expressao ex -
plicita de X funcdo de Y ndo serd uUnica, pois neste caso subs-
titui-se (EYY) ~ por uma matriz pseudo-inversa de EYY .

Nos falamos anteriormente da unicidade do estimador, en
tretanto, ndo fizemos nenhum conentario comrelacdo a este fato
Do ponto de vista de estimacdo, a unicidade € uma propriedade ex -
tremamente forte, pois, isto garante que dentro da classe destes’
estimadores, existe apenas um capaz de mnim zar o erro nédio qua-
drado, ou seja, para cada observacdo teremos a certeza de estarmos
trabal hando com una condi¢do 6tima, caso contrério, terianos de
averiguar dentro de um subconjunto desta classe, aquele ou aqueles
que fornesce a melhor estimagdo para cada caso particular de obser
vacdo. Isto do ponto de vista computacional seria extremamente i n-
viavel, devi do ao esforcocomput aci onal *solicitado a mquina.

Dada a inportancia da existéncia de umunico esti mador,
no apéndice A apresentaremos a prova da unici dade.

- No tocante ao estimador |inear dos mninbs quadrados
extensivo as variaveis aleatérias em R, existe una série de pro-
priedades, bem definidas, que vem facilitar o seu us6 em diversas'
aplicacbes que por sua vez o torna mais acessivel quanto a sua ana
| i se dentro do problema estudaao.

No proxinmo paragrafo, nos deteremos ao estudo, de al gu-
mas das principais propriedades, nas quais algums delas serdo usa
das no problema de estimacao da posicdo do baricentro.

- Se EYA"Y* = O entdo o estimador |inear dos nini_

nos quadrados de X dado x, e Y (vetores aleatérios) verifica:
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E(X/YY,) - E(XY ) + EXY) aonde O repre
senta a matriz nula e E{X Y\ 0 estimador linear.

Suponha que realizamos um dado experimento e fa
zenbs a observacdo Y = (YA YAMLYA L oL, YMLUYMN, YN YN) e
utilizamos o estimador |inear dos mg para predizer sobre una
grandeza X, ou seja

X = BXY' (EYY' )~"~ Y com probabilidade um

Not e-se entdo, que se a observacao satisfaz a
P, nos poderianps tratar o problema independentemente, semcons-

siderar toda a observacdo, dividindo a observagcdo emdois vetores

distintos.

P~ - Se. £ ¢ ndo singul ar entao:

E(X'Y,Y) =X+ E,, £~ (Y-Y) comprobabilidade
um

Aonde X representa a nédia da variéavel aleaté
ri a a ser estimada E.. a matriz de covariancia cruzada e S,

a matriz de autocovariancia.

Do ponto de vista de aplicacdo, a estimcdo da-
do que a média é tanbém | evada em consi deracdo, apresentara QJ WO
resultado um mel hor esti mador, desde que EX / 0 e EY / 0, pois '
nestes casos a média é uma infornmacdo a mais. Entretanto, emal -
guns casos o uso de P* ® justificados, pois E(X YY) pode
ser bastante préoxino a E(X'Y) significando ummaior esforgco com
putacional.

Fi nal mente, no6s apresentaremos uma Gltima pro -
piiedade aonde é possivel estabel ecer uma maneira mais facil de
computar o erro de estimgcdao.

P - Se £Y € nao singular entdao a covari an-

ci adoerrode estinmgcédo é dada por:



X X Xy 'y Xy

Este resultado é extremamente (til, desde que permite'’
o calculo do erro médi o quadrado, dado pelo traco de E- apenas
através do conhecimento das matri zes de correlacdo e autocorrela -
¢do envolvidas no problema.

Observe que o calculo do erro pode..ser feito por outro'
cam nho, isto é, para cada u e Q fazenos a observacdo YQ) , com

essa observacdo determ namos o valor X(0J), se XW) for conheci-
2

do, entdo podenos facil mente determi nar ( X-%) para toda posicéo
particular @ se finito. Logo desta forma, poderenos determi-
nar E(X-X). No entanto, podera acontecer que a cad=> posicado parti,
cular de u e a variavel aleatdéria X(w) assuma um anico valor
mas a observacao Y (Q) poder& assumr alguns valores distintos
que por sua vez, do ponto de vista computacional o calculo do erro
através de E é muito mais coerente, que o célculo do erro para

cada posicao particular comestes vetores observagcdo, ou seja, 0

calculo dado pel o traco E~ resul tara num menor esfor¢o comput a-

cional .



CAPI TULO - 3

PROPQOSI CAO DO EXPER MENTO
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3 - PROPOSI CAO DO EXPER MENTO

Serd4 abordado neste capitulo, a aplicacdo do ferramen-
t al nmatematica emumprobl ema especifico desti nado a aplicacdes *
industriais.

Toda nossa idéia de estinmacdo da posicao do baricentro
de objetos planos parcial mente observado é motivado pelo atual de
senvol vimento na industria de aut 6bmatos destinados a realizar cer
tas tarefas.

O primeiro paragrafo deste capitulo se restringe a i n-
troduzir o problema principal comegcando pela utilizacdo do autonm
t o na realizacdo da tarefa de retirar pecas de uma esteira.

Usarenos para o nmedei o de autdébmato uma méo nmecanica
acopl ado por uma unidade de controle a umsensor Optico, unma cama
ra de televisédo que focaliza a regiao central da esteira, isto e,
do plano de acdo que divide a esteira emregi des idénticas. A
preocupacdo a principio sera a localizacdo da peca sobre o plano'
pel a observacdo da regi do central, e cano solucdo para este pro -
blema, €& proposto a |ocalizacdo do baricentro da peca, ou objeto’
sobre a esteira. A partir deste ponto, todo nosso trabalho é con-
centrado em cono determi nar a posic¢cao do baricentro sobre o plano
de acdo, de qual quer objeto sem mais a preocupacdo do procedi men-
t o de cono realizara a tarefa.

A seguir introduzi mos o problema do ponto de vista ge-
ral tratando de certas dificuldades praticas associ ador coma no-
del acdo do experi mento.

Final mente, aprpsentamos o nodelo adaptado, para a '
aplicacao dos resultados teoricos obtidos no capitulo anterior

A partir do paragrafo 3.1, formalizaremos matematica -

mente o problema definindo as varidveis aleatérias, no sentido de
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possihilitar a aplicacdo da definicdo do estimador |inear dos m -
ni mos quadrados, tanto sem |evar em consideracdo o valor médio

das variaveis, quanto a consideracdo do valor médio destas varia-"
veis aleatodrias que define o vetor observacdo, cono fonte de i n -
formagcdo para. predi¢cdo do baricentro.

No ultino paréagrafo, apresentaremos o problema de est i
macao, na qual consideramos que oS sinais de video sdo transmiti-
dos por um canal ruidoso, aonde o nodelo para ruido € gaussiano e
branco.

Nest e paragrafo, trataremos apenas da estimacdo consi -
derando o valor médi o das vari aveis associados ao problema, e men
cionanos al guns conentéarios a respeito da escol ha das grandezas

ohservadas.

3.1. - Mdelacdo do Experi mento

Para a estimacdo, é natural que haja uma observacdo, é
necessari o que antes de inferir ou predizer sobre alguma coisa °
preci samos de alguma informagcdo auxiliar. Evidentemente, a infor-
macdo desejada dependera do tipo de problema estudado, e alémdi s
so, o0 mecanismo pelo qual colhems estas infromagbes, tanmbém esta
ra intimamente |igado ao problema, isto é, qual mecanismo que se-
rd usado para col her as informagbdes, por outro lado, quais as i n-
formagbes. Vejanps al guns exempl os, col ocando estas idéias. o)
préprio homem em si, é capaz d? usar a intuicdo tentando predizer
sobre algum evento, tal com, se vai chover ou se ndo vai chover.
0O senso intuitivo comalgumcritério de estinmacdo na inferéncia
do evento serd baseada a principio sobre as observacGes |igadas *
ao verdadeiro estado da natureza. Naturalmente as observagdes, aon

de estdo contidas as informacdes desejadas deve ter alguma corre-
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| acdo com o que se quer predizer, sendo assim o honemusando do
seu bom senso, usara conb mecani sno de observacdo o0 seu sensor 0g
tico, ou seja, a visdo na observacdo das nuvens, tendo cono infor
macao principal a sua cor e dinmensdo. Outra maneira de se col her*
as informacbes seria atravées dos sensores de temperatura, em que
por meio da temperatura ambiente, se esta quente ou frio, poder -
se-ia inferir sobre a possivel ocorréncia do evento. G mecanis -
nos usados podem ser os mais diversificados possiveis, sendo ra -
zoadvei s aquel es que nos déma ruaior quanti dade de informagéo na
extracdo de grandezas pertinentes, que neste caso, seria a utili-
zacdo dos sensores oOpticos, pois haveria uma maior correlacdo en-
tre o evento e a grandeza observada. Vejampbs emoutro tipo de pro
bl ema, associado a uma aplicacdo industrial. BEmuna indistria no
setor de estocagem ou enbalagem temse uma esteira que conduz pe
cas idénticas a este setor. Unoperéario é destinado a executar a
tarefa de embal ar ou estocar as pecas, isto é, o operario retira’
as pecas da esteira, coloca-os na enbal agem ou simplesmente con-
duz as pecas ao estoque. Tal tarefa podara ser realizada por um
mecani sno, ou seja, através de um autdonmato. Natural mente, existe'

diversas razdes quanto ao enprego desse mecanisnmo, entre estas ra
z0es podenpbs citar particularmente a eficiéncia e consisténcia no
trabalho. Por outro lado, a mAquina ndo ter& problemas de fadiga

nem tao pouco a perda de interesse pelo trabalho. El e podera tra-
bal har vinte e quatro horas por di a se necesséario, tendo-se o]
cui dado de reservar algumas semanas por ano, tendo emvista a ma-

nut encdo do mecani sno.

De fato, o problema prcposto, envolve areas de estudos
i ndependentes, tais comp, o problema do controle do autdémato, as
partes nmecanicas, as partes elétricas, etc. Aqui neste trabal ho

nos i magi nanos que a tarefa de retirar as pecas da esteira é rea-



|izada por una nao nmecanica e o0 nosso problema se restringe a se-
guinte questao: Cono fazer a nmAo pegar a peca sobre a esteira? Na
tural mente, se é possivel predizer a posicdo do objeto sobre a es
teira através da observacdo da camara, entdo a tarefa de pegar o
objeto torna-se mais fécil.

Evidentemente neste ponto, fica claro o tipo de proble
ma que querenmos abordar, tendo cono, ferramental principal o em-
prego de umesti mador, que no caso sera o esti mador linear dos m_
ni ms quadrados extensivo as variaveis aleatérias em R. Com a
utilizacdo da camara para a observagdo, resta-nos agora modelar o
problema e col her as informagbes necesséarias da observacdo e dai

predizer ou inferir sobre a posicdo do objeto na esteira.

Descri ¢cdo do Experi mento:

Vol tando ao problema em questdo, consideramos que SO r
bre unma esteira emnmovi mento, comuna velocidade constante, peca
i dénticas sejam colocadas de forma aleatéria. A esteira é dividi-
da em sem planos, designados "planos de acdo", e através de um de

.termnado mecani sno a camara passa a observar una regiao central,

denom nada regi do ativa de cada sem plano conforme mostra a Fi g

3. 1.

|
z:" unldac? de %‘
contrule
l}:»
/— mao mecanica deslocamento
/ p
- YA D
A/ :J "/ /: / ':.b//
FI ‘r / 7
¥ _,\4/ / (‘..-' /
/ /
ativa Plano”de acao esteira
Fig.3.1. - REPRESENTACAO DO EXPERI MENTO A UMA APLI -

CACAO | NDUSTRI AL,
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Feita a observacdo uma instrucéo,- através da unidade *
de controle é enviada a mAo necani ca para agarrar a peca, supondo’
executada a tarefa, a camara é desligada voltando a observar so -
bre a regido ativa, sonente no proxinmo plano de acdo, e assimsu -
cessivamente.

O que interessa é a questdo de cono enviar a nBo neca-
nica uma indicacdo da posicao do objeto, apenas observando uma par
te do objeto, conbo mostra a Fig.3.1. Entre diversas possibilidades
de enviar esta informagdo, a maneira mis adequada que encontramos
f oi através das coordenadas do baricentro do objeto, ou seja, dado
que observamps uma parte do objeto, aonde se encontra o baricen -
tro? Conhecendo a posicao do baricentro dentro do plano é possivel
executar a tarefa pois a forma é conhecida, isto é, as dinmensbes '
do objeto e o contorno geonétrico tanto cono a orientacdo sdo da -
dos cono informagdo a priori

Quanto, cono indicar a posicao do objeto sobre o plano
de acado, o problema estéa resolvido, basta conhecer as coordenadas’
do baricentro do objeto comrelacao a a*lguma referéncia. Agora sur
ge outra questao, a saber, conop encontrar estas coordenadas apenas
pel a observacdo da regi do central do plano de acdo? A propdésito ,
este € o nosso principal objetivo, donde faremos uso do ferramen -
t al do capitulo anterior no desenvolvimento de umal goritmo, nmas

preci samente, o estimador linear dos nininmos quadrados extensivo '
2

as variaveis aleatorias em R

Eara usarnos aquele ferramental & necessario definir '
as grandezas envolvidas no problema ajustando-as aos resultados ma
temiticos obtidos anteriormente. Neste caso, no6s consideraremos
primeiramente o conjunto de todas as posicdes do objeto sobre 0
pl ano de acdo. designado ft, e sobre este cojunto, definimos una

densi dade de probabilidade uniforme. Poder-se-ia imaginar umoutro
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tipo de densi dade sobre o conjunto em questdo, conp por exemplo
una do tipo piramidal bidimensional, dando maior probabilidade de’
ocoiréncia aos eventos que se encontram proximo do centro do plano
de acao, isto por sua vez garantia que a fonte destinada a colocar
as pecas sobre este plano dava uma mai or concentracdo em torno da
regi do ativa. Entretanto, n&o fizemos nennura |evantamento experi -
mental afim de determ narmos uma distribuicdo de probabilidade pa-
ra este conjunto, sendo, portanto, perfeitamente aceitéavel a repre
sentacao da ignorancia que temps comrelacdo a fonte, supor uma °
densi dade de probabilidade uniforme, equivalendo a dizer que o ob-
jeto podera cair em qual quer posicao sobre o plano. Alem disso, es
t a suposicao tras al gumas vantagens, pelo |ado da facilidade de im
pl ementacdo do al goritmo destinado a estinacdo.

Gono resultado da observacdo feita pela camera teremos
uma i magem que sera fundamental mente umconjunto de pequenas &reas
escuras e lumi nosas, aonde cada uma dessas pequenas areas contém '
alguma informacdo visual da cena. Essa imagem é explorada pela ca-
mera nunma serie sequencial de linhas horizontais, tal exploracéo
faz cora que umsinal de video tenha possibilidade de incluir todos
0os el ementos da inmagem Desde que, nos”a imagem é ura tanto simples,
ou seja, apenas constituida de una parte da peca, ou toda peca SoO-
bre a regi do ativa, ndo interessando os niveis de cinza, nas ape -
nas, a area coberta pela peca sobre ¢ plano,isto porque o importan
t e &€ a posicao ao baricentro, cuja |localizacdo depende da forma da
peca, cu objeto, isto é, do contorno tracado pela peca, ent&do neste
tipo de aplicacdo basta que o sinal de video seja constituido de
doi s niveis de tensdo, umindicando a presenca do objeto represen-
tando pontos de massa unitaria, e o outro indicando a auséncia do
objeto, representando pontos de massa nul a naquel a regido, confor-

me mostra a tigura 3.2
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ni vel i nformacdo de i nmagem

100% b ~
__;_le::- - r_L[____ apenas uma

linha horizon

sinal de video
compos to

/J/-‘

-

i-ésima linha de
exploragao

Fig.3.2. - EXPLORACAO HORI ZONTAL.

Geral mente o nunmero de |inhas de exploracédo para uma '
imgem completa é grande afim de fornecer detal hes da imgem en-
tretanto, nNno nosso caso é necessario, que a quantidade de pontos'
amostrados no sinal de video, e o nunero de linnas horizontais aolb
tidos na exploracao da i nagem sejamreduzi dos ao ninino apenas pa
ra da detal hes do contorno aa pecga, pois isto, permte na recons-
tituicdo da imagema formacdo do perfil da peca era qual quer angu-
| o pela rotacdo da peca emtorno do baricentro. Por exenplo, a
quanti dade de linhas e as «unostras Fig.J.3a e 3.3b séo suficiente
para representar o contorno da pega emqual quer una das posicoes'
mesno navendo una rotacdo de 90° emtorno do Baricentro. O nesno'
ocorre coma figura 3.4a e 3.4b, enbora o nunero de linhas e pon-

tos amostrados em cada |inha sejam menores.
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| X) U)

Fig.3.3 - PONTGS AMOSTRADCS SALI ENTANDO O GONTARNO DA
PECA PARA UMA POSI CAO PARTI CULAR co(b) MESWA
QUANTI DADE DE PONTGS, SALI ENTANDO O GONTARNO

APOS UWA ROTACAO DE 90° EM TGRND DO BARI CEN-
TRO NO SENTI DO ANTI - HORARI O.

Fig.3.4 - (a) UVA MENOR TAXA DE AMOSTRAGEM SUFI Cl ENTE
PARA SALI ENTAR O GONTARNO DA PECA. (b) ROA

CAO DA PECA DE 90 EM TARNO DO BAR CENTRO.

Percebenmps que nossa imagem € constituida por pontos

el ementares, e portanto, forma umconjunto finito de pontos, por

outro lado o namero de posicGes da peca forma umconjunto ndo enu-

nmer avel , desde que podenps desl ocar o objeto sobre o plano conti

nuamente, ou sej a podenos da um desl ocamento tdo pequeno quanto se

pode i maginar, isto do ponto de vista teérico, significa que para*

um nesno bharicentro observado existe uma quanti dade ndo enuneravel
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de posicbes. Diante deste fato sera conveniente imaginar o plano'
de acédo conb umconjunto de pontos finitos formado por uma mal ha*
de linhas verticais e horizontais de tal forma que a quanti dade '
de pontos por linha ou coluna na regi do ativa seja inpar cono nos
traa figura 3.5, donde podenps perceber que o plano de acédo cor -
responde a una area nove vezes mai or que a area correspondente a
regi do ativa, e isto independentemente da escol ha do namero de
pontos n da regido ativa que no caso € igual a 21. Alémdisso ,

forcanos a anostragemdo sinal de video ser feita emintervalos'®

correspondentes com a divisao do pl ano de acao.
X,

—_— -

o

PLANO DE ACAO 7 ~'

21 Regido Ativa
Fig,3.5 - DI SCRETI ZACAO DD PLANO CE ACAQ.

Com est a representacdo do plano de acdo sob a forma de
ura matriz, inpomos a primeira restringdo ao problema. 0 desloca-
mento do objeto sobre o plano de acdo sera discreto numnmovi mento
de translacdo correspondendo a una separacdo entre linhas verti -
cais ->u horizontais e a rotacdo emtorno do baricentro de grau em
grau, comisto limitaremos o nunero de posi ¢des, conp a peca deve
ra cair sobre o plano, a umconjunto finito, em consequéncia tam
bém teremos para um Uni co baricentro umnumero finito de posic¢des,

isto devido a rotacdo. Natural mente sobre este conjunto discreto,
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existird uma di stribuicdo de probabilidade discreta.

As coordenadas do baricentro dc objeto sobre o plano
tera cono referéncia o ponto central do plano de acdo, por onde
passam 0S ei x0S e / e cada divisao entre linhas representa’
uma uni dade de conmpri mento.

A partir deste ponto nds poderianos dar continuidade °*
como tratamento natemati co necessario, no entanto, perceberenos *
que nesno trabal hando com conjuntos discretos e finitos a quantida
de de pontos ainda € muito grande e exigiria na construcdo das na-
trizes de correlacédo e autocorrelacdo relacionado como problema '
de estimacdo uma area de nenmdria rel ati vament e grande e um enorme*
esforco comput aci onal. Este problema podera ser contornado inpondo
outra restricdo, que por sua vez tanbém facilitard na construcao '
do al goritmo. Tal restricdo esta rel acionada coma rotagdo do obj e
toem torno do baricentro, ou seja, nao seré permitido rota-
cionar o objeto, apdés una posicao pré-estabelecida. Alémdisso for
canbs que o objeto esteja contido inteiramente dentro de uma area
correspondente a regido ativa. *

Quando nos referimos a una posicao pré-estabel ecida que
rianmos dizer que na construcdo do algoritmo, O nosso sistema conpu
tacional contém todos os pontos da figura nuna posicdo determ nada,
cono consequéncia a col ocacdo da figura sobre o plano da acéao so
podera ser naquel a posi cdo pré-estabel ecida, vejafig.3.6. Isto *
acarretara na impossibilidade de se rotacional a figura permitindo
apenas que haja deslocamento no sentido vertical ou horizontal.

fi importante ainda frisar que dentro dos recursos compu
tacionais disponiveis (4rea de nmentria) teremos que |limitar o nume
ro de linhas e colunas do plano de acado, isto nos permte apresen-

tar alguns resultados nmesno trabal hando com nossas restringcdes com
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Al ocacdo no arquivo
éBS oBP8E8S amostrados
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Fig.3.6. - |ND CACAO DAS POSI COES PERM TI DAS E NAO
PERM TI DAS.
putacionais. Este |imte de linhas e colunas ndo tira a validade '

do al goritmo para outros casos, podendo estendi-| o de conform dade,
com 0os recursos disponiveis.

Di ante dessas |imtacbes, faz-se necessario introduzir'
no mecani smo do autdémato, umoutro mecanism de aj uste da pega, ou
objeto, as posicbes permitidas, ou seja, imaginems que emumar -
quivo a peca é colocada conforme a figura 3.7a. Naturalmente a pe-
¢ca ndo poderia seguir diretamente para a area de visdo da canera '
cono colocado ao |ado direito das pal hetas de ajuste, pois alemde
nao se ter mais ideia do contorno, devido ao nunmero |imitado de | _i
nhds e col unas do plano de agdo, essa posicdo ndo f oi consi derada’
na determ nacdo das matrizes, tornando necessario a colocacdo da

peca para una posicdo permitida conforme mostra a figura 3.7b.
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Fig.3.7. - REPRESENTACAO DD EXPER MENTO SUJEI TO A
RESTRI CCES.

Observe que com n ponto por |linha ou coluna na regi
do ativa com n inpar, o plano de acdo € formado por umconjunto*
de pontos, aonde o numero de el ementos desete conjunto é dado por

2
T = (3n-2) pontos, e o cojunto ti de posicdo possiveis & finito

e aprobabilidade de ocorréncia de umevento {cu} seréa dada por:

P({u>}) =11k
donde k representa o nunero de el ementos do cojunto ti dado por:

k = (4n -4n+tl).
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3.2.- Fornmalizacdo .Matendética

3.2.1. - Definicdo dos Vetores Aleatérios

Para introduzirmos o resultado da estinmacdo |inear pre-
cisamos do conceito de varidveis aleatérias, no caso vetores alea-
torios definidos emnosso probl ema.

Observanos que as coordenadas do baricentro do objeto ,
nunma base |igada ao plano de acdo sdo funcbes da posicao do objeto,
dai podenos definir o vetor aleatorio X = (X* X*), aonde X e Xt
sdo duas variaveis aleatorias cujas realizacdes X'(to) e X2(to) re
presentam a abscissa e ordena do baricentro do objeto quando o mes
mo se encontra na posicdo u.

Consi deremos agora umvetor Y, designado cono vetor ob
servacgéao.

Do resul tado da observagcdo da céanera, obtems uma m
triz de pontes binarios, u de dinmensdo nxn para una posicao par
ticular weft. Seja U a matriz aleato6ria binaria cuja realiza -

cao  Uw € a matriz u.

Dessa observacdo formanos umvetor Y = (YMYM ..., YN)
cujas as m conmponentes Y. sdo funcbes de matriz aleatoria U,
ou seia, Y. = f.l(U) donde os fl. sdo funcbes de {0, 1n}2 em R,
em que {0, 1}”2 designa o espaco das matrizes binéarias de dimen -
S80 nxn.
3.222. - O Estimador Linear dos Mninos Quadrados

Neste ponto estamos em condi ¢cdes de aplicar os resulta-
dos obtidos no desenvolvimento de estinacdo |inear estensivo as va

riaveis aleatéorias em R.
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A colocacdo aleatdoria do objeto sobre o plano de acédo *
i

na posicdo @ faz o vetor aleatorio X = ( XAX~ assumr o valor
(x,/ X ) A observacdo de camara nos da cono resultado uma matriz*
U que esta associada a uma matriz aleat6ria U, e através'das fun
coes de transformacdo f. associamos ao vetor aleatério Y o0 ve-
tor (ywSAfeeso#Y' )" e 2" podenns perceber apenas os val ores de
Y sdo accessiveis e dal tentaremos deduzir os val ores de X Para
este propésito, isto &, deduzir X pelo vetor observagcdo Y usa-

remos a definicdo explicita do estimador linear, isto €,

X = EXY' (EYY')"'Y (comprobabilidade 1).

Com este resultado o problema estd praticamente resolvi
do, desde que possanps determ nar as raatrizes de correlacédo cruza-
da EXY* e a matriz de aulLo-correlacdo EYY, sendo necessario
que  EYY admte inversa

Das hi péteses feitas anteriormente sobre o espaco de

probabilidade, as expressbes para os nomentos sdo dados por:
EXY = E Xco) Y (ad)P{u} = 1/k E XM Y (B
e
EYY = E Y(u») Yy (0)pP{uy} =17k Z Y(w) Y (co)

Un detal he que podenps observar, & que devido a distri-
bui cdo de probabilidade uniforme, isto &, igual para todo tu , po-~
denos col ocar emevidencia a probabilidade de ocorréncia do evento
que em consequéncia representa uma dimnui¢cdo do esforgco conputa -
cional.

Em al gumas aplicacbes € mais sensato usarmps 0 estima -

dor linear dos nininpbs quadrados considerando os valores nédi o das
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grandezas observadas, desde que a matriz de covariancia seja nao
singular , isto porque a média das grandezas envolvidas € mais uma
i nformagdo, podendo representar ummel hor resultado na estimgcéo

Neste caso a expressdo para o esti mador sera dada por:

E(Y/Y,Y) = X + EE (Y-Y) comprobabilidade um

Aonde:
X = EX
%yzﬂ%ﬂ(%ﬂl
Zyy' = E(Y-Y) (Y-Y)°
Além de fornecer esta vantagem o enprego do esti mador
consi derando a média, facilita do ponto de vista computacional 0
calculo do erro de estinmacdo dado por tracgo *

Agora, neste ponto, surge o problema mais significativo
relacionado coma estimcédo, que se refere quanto a escolha do ve-
t or observacao, isto & que classe de fungbes " f " devenps esco -
| her, t?] que com um subconjunto dessa classe o nmenor possivel, o
erro de estimacdo esteja dentro de limtes especificado no proble-
m. Em outras palavras, estamps interessados nas funcbes que em me
di a dé cono resultado da ejtimgcédo o valor mais proxinm possivel *
da grandeza estimada permitindo que a ndo necanica possa pegar a ‘'
peca no pl ano de acdo.

Para termos uma idéia da gravi dade do probl ema, vejanmos
0 seguinte exenmplo. Seja U a variavel aleat6ria binaria que re-

1

presenta o i-ésino elemento da matriz U Seja @ o0 conjunto

das posicdes tais que:
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seja Y, a variavel aleatéria definida por

"ok 2 n2
Yo Q- R E U (to) X/ I U (to) se ) efi~*
w->Y( (o 171 1=1
0 seto"ft'

com aeR e x* representando a abscissa do i-ésinm ponto da regido °
ativa.

Logo, observe a existéncia de uma quanti dade ndo enume-
ravel de funcbBes desse tipc, pois podenps atribuir a a qual quer va
lor no real.

No caso geral ndo dispomos de um nétodo que ajude na es
col ha dessas funcbes, isto &, nos dé as mel hores possiveis dentro
de uma classe segundo algum critério. Diante disso nds procuramos’
contornar o problema como auxilio da sinulacdo, ou seja, atraveés
da simulacdo identificaremos fungdes que quando associ adas para
formar o vetor observacdo nos dé o menor erro entre aquelas fun
cOes escolhidas a priori. Quanto a escol ha da classe de fungbes a
mesna € feita heuristicamente utilizando apenas o bom sendo, pois,
€ de se perceber, que a cada aplicacao«nas ams diversificadas a -
reas, tal escolha estd relacionada como problema em questdo. En -
tretanto/ vale recordarmos que uma vez escolhido o vetor observa -
cdo o algoritmo é 6tino no sentido do erro quadrado médi o.

Quanto a aplicacédo industrial, sob as condi¢cdes anterio
res, ndo se faz necessario o enprego de umcomput ador de grande '
porte no comando do autbémato. Com sistemas baratos € possivel rea-
lizar t al mecani smo, pois basta apenas o conhecimento da matriz re
sultante do produto (EXY') (EYY) "'.Logicamente conhv-:cida a matri z,
0 problema ndo passa de wuma nultiplicacdo de uma matriz por um ve-
tor. Evidentemente € importante fazermos o mel hor uso possivel da

i nformacdo de forma que a camara "atinja" o baricentro da
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manei ra mai s rapida possivel usando o nmininp .de recursos conputa -
cionais, implicando num menor custo de operacao.

Evidentemente, em outros setores de uma industria, por
exenpl o numa |inha de nontagem podenos utilizar autématos. G sis-
temas de controle das diversas maqui nas podem ser independentes
um para cada aut 6mato, ou apenas una uni dade central de controle*
responséavel pelo comando desses autdmatos. A estacao central de
controle podera se situar a una certa distancia das instal agcdes
dos aut 6matos, sendo entdo necessario al gum nmei o de conuni cacdo
atraveés, do qual as informacbes s&@o transmitidas.

A medida que os sinais sdo transmitidos por este meio *
ou canal mais frequentemente chamado, podem sofrer distorcdes devi
do a presenca de ruidos e interferéncias que serdao somados ao si -
nal. 0 canal estabelecido entre a unidade central de controle e as
i nst al acbes aonde se encontram os autdmatos podem ser por cabos
fios telefénicos ou o préprio espagco para a transm ssado de sinais’
de radio.

No paragrafo seguinte introduziremos ruido no canal des_

tinado a transmissdo de informacdes e estudaremos o problema da es

ti magdo com os nesnos critérios adotados anteriormente.

3.3. - Pertubacdo no Canal de Transm ssao

A partir de agora, consideraremos que 0S sinais sdo '
transmitidos por ummeio ruidos). Na qual a nmensagem é transmitida
sob a forma de dados digitias, tendo emvista que esta maneira de
transm ssdo de sinais, ja aparece na forma digital, conob os dados®
de um conmputador.

A figura 3.8 mostra basicamente o sistema usado na conu

ni cdcdo de um auténmato e a unidade central de controle.
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Observando a figura, a pertubacdo. no canal introduz rui
do somando-se ao sinal, se for de magnitude comparada como sinal
tende a mascaré este sinal. Finalmente a reproducdo da inmagemori -
ginal se faz mediante a ampstragem e unma tonmada de decisdo sobre a
amostra, decidindo se foi enviado um "zero" ou um "umi. Cono pode-
mos perceber houve equivocos na decisdo, pois o0 ruido mascarou com
pl etamente o sinmbolo correto. Estes equivocos na decisédo trard co-
nb consequéncia erros na predi cdo da posicdo do baricentro, e dai
nés através de sinulacdo procuraremos investigar o desenmpenho do
estimador linear, |levando em consideracdo a relacdo entre a potén-
ci a do sinal e a poténcia do ruido, ou seja, tentaremos averiguar’
se sob as condi¢Bes mais simples, é possivel col ocar emoperagcdo o

mecani sno destinado a pegar a peca sobre o plano.

Emvirtude do que- foi dito, imaginems que a matriz U
resultantes da observacao, é transmitida através do canal ruidoso
por linhas horizontais consecutivas e reconstruida na recepcao °*
afimde que possamps formar o vetor observacdo usado na estimacgao.

A idéia €& mostrada basicamente na figura 3.10.

k ualo) V(o = Uty + z(W) V(a>)
Z-ruidn ' '
ll l I { | i | J; ;

e I ‘
- 1 ;
I I | | l
] F £ - [ . P,
Ui() A/2 = V, (w)=1
U. (w) < A/2 = V, (w)=0
1
Fig.3.10 - TRANSMISSAO DA MATRIZ OBSERVADA ATRAVES DE UM CANAI

RUIDOSO.
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Aonde suponps que a matriz Uco) €é transmitida de uma sd vez pelo
canal, donde cada ponto indicado na mal ha é atacado por ruido adi-
tivo em consequéncia teremos na saida do canal uma matriz de pon -
tos Mco) = Uco) + Z(io) , que no caso é fortemente atacada pelo rui®
do. Ocritério de decisédo na reconstrucdo da matriz é particular -
mente simples, pois considera cono 1 as tensbes maiores que A2 '
volts e zero as tensbes nenores que A/2 volts. Evidentemente nes-
t e ponto surge a seguinte questdo: que tipo de ruido seré conside-
rado no problema? Nos admitiremos que o ruido seja Gaussiano de me
di a nula, ECz) = 0. Isto significa dizer que se amostrarmos O rui-
do emuminstante de tenpo t

, a funcédo de densidade de probabili-

dade dessa vari avel aleatéria serda da forma.

o (2) e’* °

/12 n a

Esse model o estatistico para o ruido parece ser intuiti-
vamente bom pois indica que o ruido ocorre commis frequéncia pa
ra valores pequenos, tema nesna probabilidade de ser positivo ou
negativo e alémdisso a probabilidade decresce rapi damente, a nedi.

da que em nédul o ou seu val or aumenta.

7

Qutro detalhe é g*ianto ao nivel de tensdo em que a deci -
sdo é tomada. Por que A2 e ndo outro valor? De fato a decisao '
esta baseada apenas nas amplitudes das amostras do sinal de video,
transmitidos por linhas horizontais, mais o ruido, logo é natural'
gue devenos escol her umnivel de tensdo "6tinm" para tomar a deci -
sdo. A maneira de se fazer isto é pelo ajuste da probabilidade de

erro P . Da figura 3.11.
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Fig.3.11. - DENSI DADES CE PROBABI LI DADES GAuSSI ANA
CENTRADAS EM O e A

Verificamos que a probabilidade total de erro do sistema é dado

por:

P =P P + P P *
e 0O eo 1 el

donde PO e F>,1 sdo as probabilidades a priori da -ocorréncia de

um zero e de um 1 respectivamente.
A mel hor escol ha para umnivel de decisdo "d" ¢é aque-
le que mnimze a probabilidade de erro do sistema, e o resultado’

para este valor 6tim~ é& dado por:

—+ zn -1 2 _
A P,

N

donde podenp”™ perceber da equacdo que este valor Otinmo depende das
probabilidades a priori da ocorréncia de zeros e de uns.

O nivel escolhido em A2 aparentemente nao 'eria sen-



-39-

tido, mas a parcela responsavel peio deslocamento desse nivel, ou
2

seja, o /A Zn ~"n~- c*"* quantidade pequena nmesno em condi ¢cdes’
extremas, tal combo P, = 3/4 e = 1/4, desde que a relacédo si -'
nal ruido na conunicacdo sej a confiavel por exemplo Aa = 5.

A suposicdo do ruido gaussiano alem de estar apropria-
do ao problema emquestdo, temsua inportancia quando nos referi-
ms ao problema da amostragem Pois, de fato se considerarmos 0
ruido atacando independentemente cada amostra, isto acarretara nu
ma simplicidade quanto ao desenvolvimento do al goritmo de esti ma-
cao. Agora o problema é contornar esta situacdo, isto &, como no
del o estatistico de ruido no problema qual a condi¢do que nos ga-
rante esta independéncia.

Se exam narnmos a onda de ruido verificamos que, a medi
da que o instante tomado para a amostra em se aproxima do e
instante t ~ a variavel aleatéria "), torna-se mais proxim*
de z(t") intuitivamente podenos sentir uma dependéncia entre es
t as vari aveis aleatérias, istoé, ‘(2" conmeca a ser previsivel*
por z(tjj. No entanto, se as amostras coremtomadas eminterva -
| os de tenpo AT maior que |/B, donde B representa a largura
de banda do ruido isto nos garantia essencial mente a ndao correla-
¢cao entre as amostras e conb o nodelo de ruido € gaussiano O nos-
so problema estaria praticamente resolvido, pois duas variaveis '
aleatdorias gaussianas ndo correlacionadas sdo independentes.

Por outro lado, na pratica a largura de banda do ruido
€ relativamente grande e o ruic"o aparecerd cono sendo branco, pois
as frequéncias mais significativas do sistema € beminferior que
a largura de banda do ruido. Dai noOs poderenos modelar o ruido co
mo sendo branco. Isto significa dizer que a densidade espectral *
de poténcia GCf) é constante, diganos igual a ",/ 2 sobret o-

da» as frequéncias. Cono consequéncia dessa suposi ¢cao a funcdo de
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autocorrelacdo é um i mpul so nd origem Logo as amostras tomadas
sdo senpre ndo correlacionadas por nmenor que seja o intervalo de
tempo entre elas. Finalmente supondo umruido gaussiano branco ga-
ranti mos a independéncia entre as amostras do ruido.

Agora retornaremos ao problema de estinmacdo da posic¢ao’
do baricentro, considerando a presenca do ruido. Isto & dado que
observamobs Y, cujas conponentes agora sdo funcbes da matriz al ea-
téoria V e ndo de U desejamos deduzir o vetor aleatério Xco) '
através do estimador |inear dos nininbs quadrados extensivo as va-
riaveis aleatorias em R

Inicial mente vanbs considerar o enprego da expressao ex

plicita para o estimador sem considerar o valor médio,ou sejal

afimde fazermos al guns conmentéarios sobre as conponentes do vetor'
observagdo, e posteriormente estender o algoritmo, |evando em con-
sideracdo o val or médio das grandezas definidas no probl ema.

| mgi nembs 0 nosso vetor observacdo constituido apenas®

* * —~

por duas conmponentes Y/ e naqudsaotransformagcdesnacl i1 -
neares da matriz V(w), por exenplo representando as coordenadas '
do baricentro da figura formada na matriz V(QJ)

Definido o vetor resta agora determmnar as matrizes de
autocorrelacdo e correlagdo cruzada, EYY e EXY. Para a constru -

cdo da matriz EXY, temos que cal cular cada elemento da matriz

ou seja, os valores EX*Y? , pois:

x DY) By

X EX.Y*  EXY*
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por definicdo sabenos que:

EXY* =Z S X Y p*X =X , Y =y* |[[i,]

Para cada @ e Q existird umvalor de “~," entretanto a quantida
de de val ores assum do por Y. dependerd da dinensdo da matriz °

correspondente a regido ativa, isto é, para uma .matriz de dinmenséo
2
n , existira um quantidade L de possiveis resultados dado por:

nz v 2

L= C, =2

gue por sua vez representa a quanti dade de possiveis figuras form
das por esta matriz.

Nat ural mente, a cada objeto formado teremos um par de
nameros representando o baricentro podendo haver ou ndo coi nci dén-
cia entre algumas abscissa ou ordenadas para objetos em posicdes *
distintas. Logo, além de calcular as coordenadas do baricentro pa-
ra os possiveis objetos formados preci samos tanbém de cal cul ar a
probabilidade conjunta de ocorréncia de X e Y. e isto para todo
I, j . Pelo que parece o algoritmo de estimacdo | evando emconta ve-
tores observacdo desse tipo, torna-se mais complicado, e o esforco
comput aci onal solicitado a maquina no célculo das matrizes, nédo se
justifica a nossa aplicacdo. Portanto, desde que estanos enpenhado
na construcdo de um algoritmo simples, inevitavel mente desprezamos
a idéia de usarmps funcdes ndo lineares da matriz V(cu) . Nesto ca
SO 0 que nos resta a fazer é tomar cono vetor observacdo, a pro
priamatriz Mco) ou pontos dessa matriz.

Sendo o ruido do tipo gaussiano branco, e o vetor obser
vacdo os proprios elementos da matriz V(LO basta estabel ecer as

equacbes destinados ao calculo das matri zes de correlacdo e auto -
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correlacdo. Emvez de nos |imitarmos ao calculo dessas matri zes |,
estenderemos o probl ema de estinmacdo consi derando a média das .

grandezas, isto €&, usaremps O seguinte resultado

X = X + %(V 6'” (V-v) com, probabilidade um

Pois € um caso mais geral.

Final mente apresentaremos a forma computacional das
equacdes destinada ao célculo das di versas grandezas da expressao
anterior.

O valor médio da grandeza a ser estimada, corresponde’
exatamente as coordenadas do baricentro do objeto, comrelacdo *
aos eixos de referéncia. Qando o objeto estd no centro do plano

de acdo. Representadas por X,, e Y, ou seja:

9

Xl XBA
X =
*D ‘BA
G elementos da matriz de covariancia ~,,i °*°“'lcu

laJos separadamente pelas sequintes expressoes:

EXWVI = o1 £ X.(0)){CK +(1-2CK)P[Z > A/2]}
I3 k 1 CR
aonde:
se UD(a)) =1
&K =
se u3(W) =0
para todo i =12 e j = 1,2,...,m

EVi ={ m+P[Z > AN2] (k-2n) Yk j =1,....m
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Aonde n representa a quantidade de pontos de nmmssa unitaria que

formou o objeto.
Note-se que E, , = E(XX) (V-V) = EXV - X V.

Os elementos da matriz de autocovariancia ", « *°°°*

cal cul ados como auxilio da sequi nte expressao:

-—{[zU ()i (o) ta+ ZU (WU (@) Dy +
c- :

| 12
£ Z U(to) U (W)JJX P 2 ur) U (@) p )
J

aonde:
p=P[z>A2] eq-=1p
U. representa o complementar binario do i-ésino
ponto da matriz U (w).
2
Se i =j, entdo; EV. = EBEV i=1,...,m

Todas est as equacdes serdo demonstradas no Apéndice B.
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4 - RESULTADOS DA SI MULACAO

Apresentaremos neste capitulo os resultados obtidos na
simul acdo. Inicialmente faremos al guns conentarios com rel acédo a

observacao, ou seja, 0 que se pode observar da matriz resultante’

do experimento. Introduziremos varias funcbes dessa matriz para
conpor o vetor observacdo e dentro dessas funcdes escol hidas a
priori, classificaremos por sinulacdo aquelas que dao os mel hores'

resultados quanto ao erro de estimcdo. Mostraremos alguns exem -
pios, tudo isto ndo considerando o valor nédio das grandezas obser
vadas. Em seguida comentaremos sobre os exemplos, quando aplicamos
o estimador linear, dado que a nmeédia das grandezas s&o |evadas em
consideracdo, e finalmente apresentaremos o resultado da sinulacéo

abordando o probl ema com ruido.

4.1. - 0O Vetor Observacao

Do capitulo anterior, verificamos que o resultado do ex
perimento é uma matriz binaria U constituida de zeros e uns. O
que se faz necessario € justamente a definicdo das conmponentes do
vetor observacdo funcbes dessa matriz, isto é, escolher cada conpo
nente do vetor observacdo. As conmponentes desse vetor podem ser

0S proprios elementos da matriz, transformando a matriz observada'
2

num vetor de dimensac n , aonde n e o nunero de linhas ou col u-

nas de regido ativa, ou outro vetor cuja dinmensdo seja nenor que'‘
2

n , representando uma transformacdo |inear da matriz U expressa'

mat emat i camente da seguinte forma:
2
fo{oft} -v {0,101}

U f(u) = (u, . U) com m<n
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donde cada conponente e um elemento da matriz U

Outra maneira de definir é através de transformacdes
ndo lineares que associa a matriz um namero real.

Quanto as transfornacbes |ineares, podenpbs perceber, de
i medi ato, alguns incovenientes, pois sendo a matriz U, bindria cor
remps ummaior risco de obter uma matriz de autocorrelacdo EYY
singular. Por outro lado, a quantidade de conponentes constituindo
o vetor observacdo ndo pode ser pequena, isto porque para muitas '
observacfes o vetor assumira o valor zero, nesnmo que a interseccdo
do objeto coma regiao ativa seja nao vazia.

As transformacdes nédo |ineares, dimnui o risco de sin-
gul aridade e a quantidade de conponentes poder ser muito nenor que
n2.

Devido as limtacGes computaci onai s nao € possivel usar
as funcdes lineares de U cono conponentes do vetor observacado ,
sendo inevitavel o problema de singul aridade. Neste caso, nosso ve
t or observacdo seréd formado por funcdes ndo lineares de U

O resultado da sinulacdo mosffrou que do conjunto das

funcbes escol hidas heuristicamente, o0s que apresentam os mel hores'

resultados, para diversos objetos, foramas sequéncias abai xo:

2 2
a2p-1-d VAN

i =1,2,3,...
nZ ) J i nZ
Y, =1 0U.X¥(i)/ 1 u
e =1 "~ i=1 -
sobre {2, tal que £ful ¥ 0
aonde X*ii) e X~Ad) ceerccecrdercdacde joédgsimp ponto da regi-

a0 ativa.

Observe que o resultado da estimgdo com essas componen
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tes apresentam o menor erro de estimacdo entre aquelas funcbes es-
colhidas a priori, entretanto ndo € possivel garantir que represen
tam as mel hores escol has.

As figuras 4.11 a 4.12 nostram al guns exenplos da esti -
macao quando ndo consideramos o valor nédio das grandezas envolvi -
das no problema. Para todos estes casos usamps para as primeiras '
oito funcbes das sequéncias anteriores/™ as restantes funcdes das
mesmas sequéncias multiplicadas por umvalor constante por razdes'

numéricas, ou sej a:

2 2
Y * ul xl(\;/‘]lul
2 2
Y, =t U X (i, 20
1=1 1=1
n2 ~ n2
Yoo b U xi (i) Z_U
3 iz | 1 1=1 '
2 2
n j n
Y =2 U X. (i)l Z U
AR T i=l"
3 2
YS-ZUI,X1(|)/_Ziu|,
1=1
2
n
Y =2 U XM(i)l Z ]
6 i 2 v
A 2
Y-7=ZUEX£|)/.Z1Ui
1=1
n2 \ n2
Y. =2 U X/ Z U
o=l =l
n2 ; n2
Y, = 1A( @ UXM(i)l Z '\
I =1 | =
S n:
3¢ (i)l Z u.)
-
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E importante notar que as duas primeiras fungdes repre-
sentamo baricentro da figura formada em U Qual quer fungdo conbi
nada com estas duas apresentam mel hores resultado que qual quer ou-
tra conbinacao.

Aument ar as conmponentes do vetor estimagdo senpre da um
mel hor resultado comrelacdo ao erro médi o quadrado. E conveniente
notar na fig.4.1.1 que o nmesno nao ocorre comfigura de dupla sime
tria comrelacdo aos erros, o erro de estinmagcao permanece o0 nesno'
para as conmponentes de indice par. A conbinacdo dessas conmponentes
comas outras de indice inpares tanbém ndo acrescentam nenhuma i n -
formagcdo sobre a posicdo do baricentro. Quando a figura ndo é sime
trica tanto comrelacdo a apenas umeixo, quanto aos dois eixos ,
veiificamos que as conponentes de indices pares ja nao se tornam:
mais irrelevantes, sendo mais significativas que os de indices im
pares, quando combi nados com Y- e YA a medida que o baricentro '
se afasta mais da origem com relacdo aos eixos X e Y, veja as 4.12,
4.13 e 4. 14.

Nestas figuras tanbémsao mostrados exenpl os do resulta
do da estinmacdo para um W particular, usando apenas as conmponen-
tes mais significativas Y, e Y,. Observe que sao feitas duas ob -
servacdes, sendo que a segunda objervagdo toma conmo base as coor -
denadas da pri mei ra estimcdo, deslocando a camara para uma posi -

¢cdo permitida dentro do plano de acdo e dai fazenmps uma segunda es

ti magao.
4.2. - Estimacdo Considerando o Val or Mdio

As figuras 4.21, 4.22, 4.23 e 4.24, nmostram o resultado
da estimcdo para um to particular quando o vetor observacéao é

fcrmado pel as conmponentes Y, e Y , e o erro médi o quadrado para‘
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as conponentes ']/ '2 "3°*"4* Q=cnh°tfigrt & de dupla simetria,
fig.4.21, percebenos que o erro nédi o quadrado coincide com aque -
| es da fig.4.11, indicando que o conheci mento da média ndo tras ne
nhuma i nformacdo neste caso. Quanto as figuras ndo simétricas, a
média ndo mais representa una quantidade irrelevante.

Do ponto de vista de aplicacdo, o conhecimento da média
na maioria das figuras, da cono resultado valores proxinm aquel es*
qu.ar.do a nédia ndo é considerada, portanto € mais viavel ndo consi
derar a média"no desenvolvimento do algoritmo, isto acarreta um ne

nor esforco computacional.

4.3. - O Ruido

Quando consi deramos a presenca do ruido no canal de
transm ssdo, o algoritmo de estimacdo considera a media das grande
zas envolvidas no problema, e alémdisso o vetor observagdo é for -
mado por fungbes lineares da matrizes U

As figuras 4.31 a 4.34 nostratn os graficos da rel acéao
sinal ruido em dB versos o erro da estinmc¢do dado pelo trago E~,
para os vetores observacdo de dinmensdo 9,17,29 e 37. Nestes exem -
pi os o nunero de linhas ou colunas da regidao ativa é igual a nove.

As conponentes sd@o escol hidas de t al maneira a permitir
que se tenha uma mel hor distribuicdo sobre os pontos observados na
regi ao ativa conforme mostra a figura 4.31.

G resultados indicamque o aunento da relacdo sinal °*
ruido acima de 6dB ndo acarreta um melhor desenpenho da estinacao'
para um mesno vetor observacgdo, isto €, O erro permanece quase 0
nmesno, enbora, acrescentar componentes ao vetor observacdo nos dé

um mel hor resultado para o erro nmédi o quadrado.

O nosso vetor observacdo seria constituido de no maxinmo
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81 conponentes, ms, devido as limtagdes dos recursos computacio-
nais sO foi possivel realizar a estinmacdo com 37 conmponentes. -
serve que a partir de seis dB comesse numero de conponentes, pa-
ra estas figuras, houve problema de singularidade da matriz de co

variancia Z ,.
yy

Aparentemente se o0 vetor observacdo fosse constituido
de todos os elementos do resultado da observacdo, poder-se-ia im
glntr que o erro de estimcado seria o nenor possivel, tal resulta
do é inpossivel de ser obtido, pois a medida que a relacado sinal
ruido aumenta, dimnui a possibilidade de ocorréncia de erro, par
ticularmente umzero podera passar a ser um "umi na deci sdo, cono
consequéncia a matriz de covariancia “yy« sera singular

As figuras 4.36a e 4.37a sao exenplos do resultado da
estimacdo para um to particular, comos conponentes e YV nps_
trando tanbém o erro médi o quadrado com diversas conmponentes para
0 vetor observacdo, quando a media ndo € | evada em consideracao |,
em b a nédia & consi derada

O nunero de linhas e colunas *3a regi do ativa para es -
tas figuras sdo reduzidas a 7 linhas ou colunas.

Tal reducdo permitiu que o vetor observacdo fosse cons
tituido por todos os elementos da matriz resultante da observacéo.
A:rckvfés das figuras 4.38 e 4.39 podenps perceber que é inevitavel
0 problema de singularidade da matriz de covariancia "yyse *

A figura 4.39 mostra quais sdo as conponentes usadas

na esti magéao.
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Obj et o 1- Cbservacéao
VALCRES ESTI MADCS
xxx xxxx  XBA = (.000 (CBIETO) 0000O0OO0OO0OO0DO
TRk ik 000000000
Sk YBA = 0.000 (03JETO) 0O000O0O0OO0OO0O0OO
0O0O0O0O0OO0OOOO XCHL = -6 367
00000000c ygp =_-6.194
0O0OO0OO0OO0OO0OOOO
0O000O0O0O0OO0OO0OO
1000000O00O
Pl ano p/acgéo 100000000
3
2- (pservacao
OooouoO0OO0O
111111100
111111100 yoq = .7 50
001110000 ywap =-6.000
KA 001/ 10cO00O
o KEK 001110000
Kk 111111100
11111110u
0O000O00O0CcOO
Coordenadas do baricentro sobre o plano (*"'*2
X, = -7.000 , x~ = -6.000
2
- GOMPONENTES
V.V, 19. 4074
12576 19. 2195
1256 Yo Y10 19.1168
1v2v374 19. 4074
v s34 ‘6 19.2195
12 Y.Y. o v6'77870’ 10 19.1168
374 48. 0000
374 7 48. 0000
48. 0000

Yol v 11 *12

Fig.4.11 - RESULTADO DA FSTI MACAO QM VETCR y=(yi /y,) / NAO CONSI DERAN

[I:)OVALO?I\/EDIODASG?AI\EEAS. NEDI O QUADRADO PARA
D VERSCS VETCRES OBSERVACAO.
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1- Observacao
VALCFES ESTI VADCS
000000011
000000011
000000000
*1 000000000
_ Ly 000000000 XxXOH1L =5. 821
pEsstarre XBA=-0. 071( OBJETO) 888888888 Xk =5.911

_ 000000000
YBA=- 0. 095( OBJETO) 000000000

X, 2- (Qbservagao

001111111
0011111112
001100000
KoKk 001101111 XCOL  7.473
* Kk Kk koK 001101111 XCk2 7.433
R, 001111111
Kok Kok kK k 001111111
000000000
000000000

*kkk*kk*

Coordenadas do baricentro sobre o planc® (x" X,>

X = 5.929 X, = 5.905
QOMPONENTES ERRO MEDI O QUADRADO
o2 19. 1433
oo 6 19. 1328
| %2576 '91 0 19. 1260
A2 3o 19. 1391
vy i3 4 506 19. 1287
| 23 "4 '5'67'7 "8'9 ‘10 19.1183
3 47.9931
304 07 g 47.9814
374 17 '8 1712 47. 9723
Fig.4.12 - RESULTADO DA ESTIMACAO QMO VETCRy = (y, #y,), NAO QN
SI DERANDO O VALCR MEDI O DAS GRANDEZAS. ERRO MEDI O QUA -

Dk ADO PARA DI VERSCS VETCRES OBSERVACAO.
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% *krlkkkkvlfﬂ

k k Kk k k k X
... 1 X xBA= 0,000
%1 yBA= 0.333

PLANO P/ ACAO

1- Observagao

111100000
113100000
111100000
110000000
110000000
110000000
110000000
110000000
000000000

000000000
000000000
011111110
011111110
011111110
000111000
000111000
000111000
000111000
000111000

Coordenadas do baricentro sobre o plano (x"/ X*

X-, =-4.000

COVPONENTES
g

| 2’5 "6

| 72 5 76 10
273 4

72 73 4 5
o2 03 4

'3 74

'3 74 V7 8

34 7 "8 1112

7879710

x,=1.333

BRRO MEDI O
21.813
21.701
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VALCRES ESTI MADCS

XCHL -4.308
XL = 1. 981

XCHL -4.000
xXa 1.876

QUADRADO
4

2

21.6983

21.610

1

21.4978

21.476

9

47.9421
47.8023
47.8893

Fig.4.13 - RESULTADO DA ESTI MACAO GM VETCR y = (YT/YOQ)' “*°cor
Sl DERANDO VALCR MEDI O.  ERRO MEDI O QUADRADO PARA DI VER -

SC5 VETCRES OBSERVACAQ.
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"Iff YBA

O 811( CBJETO)
0. 324 (CBJETO

PLANO P/ ACAO
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1- Qbservacgao

000000011
000000011
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000

VALCRES ESTI MADGCS

XCHL = 4.6 32
X2 =5. 117

2- (Qbservacao

111111000
L L111110U0
forr ko 001111000 XCHL  3.379
* ft* x 000111000
rA 000111000 <G€  8.159
4 xrx ood | | Quo
ok 000111000
000000000
000000000
Coordenadas do baricentro sobre o plano ix.,x")
x, = 2.811 X,=1:324
QOMPONENTES ERRO MEDI O QUADRADO
O 21. 7055
- 21. 6416
) 2 o e 21. 6413
i 2 5 76 YOY10 '
L i3 g 21.6031
| 21.5358
2 03 4 YTY,
"2 '3 4 "6°7'8"9710 21.5307
| ‘4 48. 4495
3 2 g 48. 3777
34 48. 3746
Y. vqg Y. g 1212
Fig.4.14 - RESULTADO DA ESTIMAGAO QM VETCR y = '.'J'Y) ' =r#°

MEDI O QUADRADO PARA DI VERSCS VETCRES OBSERVACAO. NAO
QONSI DERANDO VALCR NVEDI O.



PLANO P/ ACAO

GOMPONENTES

Yn Y.
N3

1- Observacgéao

000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
100000000
100000000

2* (Cbservacao

000000000
111111100
111111100
001110000
001110000
001110000
111111100
111111100

0000000COo
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VALCRES ESTI MADCS

XCHL = -6.367
XL = -6.194

XCHL -7.592
xXa2 -6. 000

ERRO MEDI O QUADRADO

19. 4074
48. 0000

Fig.4.21 - RESULTADO DA ESTI MAGAO QM AS QMPONENTES y = (y y.)
RESULTADO DO ERRO MEDI O GM CB VETCRES (y, . Yg) | (y./VY.).

QONS| DERANDO O VALCR MEDI O DO VETCR OBSERVACAO.

PLANO P/ ACAO |

P
o

b5
s
> T

po g

==

=3

3

GOMPONFNTES
Y. Y.

1- Observacao
111100000
111100000
111100000
110000000
110000000
110000000
110000000
110000000
000000000

2- (Observacao
000000000
000000000
011111110
011111110
011111110
000111C00
000111000
000111000
000111000

VALCRES ESTI MADGCS

XCHL =-4.308
XL = 2. 312

XCHL = -4.000
XL = 2.210

ERRO MEDI O QUADRADO

21. 8107
47.9278

Fig.4.22 - RESULTADO DA ESTI MACAO QM AS COVPONENTES(Y, *Y.) . RESULTADO
DO ERRQ MEDI O M G5 VETCRES (Vi FY?) ,(yr>y) . OONS| DERANDO O

VALCR MEDI O DO VETGR OBSERVA

O.



Pl ano p/acgéo

QOMPONENTES
2 -

1- Observacéo

000000011
000000011
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000

2- Qbservacéo

111111000
111111000
001111000
000111000
000111000
000111000
000111000
000000000
000000000

21.2950
47.5462
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VALCRES ESTI NADGCS

XCHL 5. 342
xXar 5.422

XCHL
Xa2

4.073
8. 407

ERRO MEDI O QUADRADO

Fi g-4.23 -"RESULTADO DA ESTI MAGAO QM AS CCOMPCNENTES y-, , v, . RESULTADO
DO BERRO MEDI O QMO8 VETORES( Y., v.) , (Y., y) CONSI DERANDO A

VEDI A.
PLANO B>/ ACAO

GOMPONENTES
y+ Y2
Y.Y.

1- Observacgéo

000000011
000000011
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000

000000000
000000000

2- (Observacéo

001111111
001111111
001100000
001101111
001101111
001111111
001111111
000000000
000000000

VALCRES ESTI MADCS

XCHL 5. 748
xXaL 5.814

XCHL =7. 401
Xa2 = 7.337

ERRO MEDI O QUADRADO

19. 1369
47.9875

Fig.4.24 - RESULTADO DA ESTI MAGAO QM AS GCOMPONENTES vy ., Y.- RESULTADO
DO ERRO MEDI O GM C8 VETORES( Y., V.) , (Y., YA) CONSI DERANDO A

VEDI A.
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° - 9 Conponentes
f(a) - (u.u,u,, ...,u,)
©. ..
. ©., .
. ©.
©
€ o © 17 Conponent es
* 0% 50 F(0) = (V.. Ul ... UL)
. 0 .
.0 .0
© .. .0 ..
« © © .
0 . ©
o ....0 .. . ©
.0 .0© .0 .0 . ** Conponentes
e e e f(u =(a4a,. . VvVI O-1'7" W
0 0 0
0O .0.0.0.0
* ©. ©e+ ©°+ ©O- 37 Conponentes
© o © o o o © o ©
* ©e ©c ©¢ O f(u =(u,-..uu ...U U ...U
©. ., ©. .. O v
0©. ©0 ©. ©0
©. ©. .. ©0. ©

o
o
o -
o
o

Fig.4.31 - GOMPONENTES DO VETCR OBSERVACAO n = 9.
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CBJETO
1- Qobservacgéao
. 0. 0. o0, oO. 1. 1.
L. XBA=0. 000( Obj et o) 0. 0. 0. 0. 0. 0. o0
« « ««  YBA=0.000(Obj et 0) 6. 0. 0 0. 0 0 O
. 0. 0. 0. 0. 0. 0 0

Pl ano p/ Acéo
0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.

0. 0. 0. 0. 0 0. O
VALCRES ESTI MADGCS

**k X X
ERE R R
R B
E R R
E R R T

XCHL =3. 111
| X2 = 4. 667

_ X 2- (Observacéo
oo 00 O 0 0 o0 O
o 1. 1, 1. 1. 1. O
0. 1 1 1 1 0.
0, 1, 1, | 1 0.
, 0, 1 1, 1, 1, 1 0,
Coordenadas do baricentro(0.000.0000)
. .0, 1 1, 1, 1« 1 0.
Conponent es Erro Médio Quadrado «
Q 0 o 0 O 0, O,
2 13.8251 VALCRES ESTI MADCS
‘1727576 13. 7717 XCHL = 3.000
3747778 28. 0000 X2 = 5. 000
| vovgva 13. 8251
Do 28. 0000
Conponent es Erro Médio Quadrado
] vo 13. 8251

Val ores Estimados
XH=3. 111
Xa 4. 667

1- Observacao

XCH 3.000

(b) Xa® = 5.000 ]
Fi g. 4. 36- EXEMPLO DA ESTI MACAQ, VETOR Y=(Y,,Y,) SEM CONSI DERAR A MEDI A
(b) - CONSI DERANDO A MEDI A, n=7

£ Observac8o



CBJETO
y
\ - -
| * * * x| XBA = -0. 130(CBJETC))
|. * * * % |
:** I”x YBA = 0.000(OBJETO
* * ok *

T
1
\

|

\

|

Coordenadas do baricentro =

GOMPONENTES

Y. Y.
172576
Y. Y.
374778
Y.Y:Y3'4

GOMPONENTES

y+ 2
1- Observacéo

2- Cbservacao

(b)

Fi g. 4.37-(a)- EXEMPLO DA ESTI MACAO, VETCR Y=( Y- ., Y.) SEMOONSI DERAR A VEDI A

(b) - CONSI DERANDO A MEDI A, n=7
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1- Observacéao

0000111
0000000
0000000
0000000
0000000
0000000
0000000

VALCRES ESTI NADGS

XCH = 3.096
X2 = 4.758

2- Qbservacgao

0000000
0011111
0011111
0011100
0011111
0011111
0000000

VALCRES ESTI NADGCS
XCH = 4.216
Xa+L2 = 5. 000

(2 870, 5.000)

ERRO MEDI O QUADRADO
13. 8473
13. 8127
27.99u8
27.9873
13. 8437

ERRO MEDI O QUADRADO
13. 8416

VALCRES ESTI MADGS

XCH = 2.954
XOL2 = 4.758
XCH = 4.084
X2 = 5.000
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7 Conponentes

fluy "W s WeV

13 eonronentes

f(uy = (u,——u,u,,...,u,,)

49 Conponent es

(> " <V,'7%8---°13---v20-%-"19"

Fig.4,30 - QOMPONENTES DO VETCR OBSERVAGAO, n = 7.
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5 - CONCLUSAO

Natural mente o al goritmo de estinacdo apresentado nes-'
te trabal ho, ainda ndo é operacional sob o ponto de vista de apl _i
cacbes em processos industriais que envolveria uma maior conplexi_
dade, entretanto, nos da uma boa idéia das dificuldades envolvii-
das neste tipo de problema, fornecendo subsideos servindo conmo um
ponto de partida na obtencdo de algoritmos de estimacdo mais so -
fisticados.

Alémdas dificuldades comrelacdo aos cal cul os numeéri -
cos existentes e limtacdo dos recursos computacionais, fica evi-
denci ado que a grande dificul dade associada coma estimcédo |ine-
ar é justamente quanto as escol has das conponentes que formam o
vetor observacdo no sentido de extrair informacbes da matriz pro-
veni ente da observacéo.

A conposicado dos vetores observacdo por componentes
que sdo funcdes lineares da matriz G(0>) ¢é descartada, quando °*
tratarmos do problema na auséncia do ruido em consequéncia da si n
gul ari dade das matrizes de autocorrelagdo ou autocovariancia do *
vetor observacdo, principalmente por serem estes vetores consti
tuidos por apenas, zeros e uns. Logo, neste caso é conveniente
usarnos cono conmponentes funcdes ndo |ineares da matriz U(to) e
a ocorréncia da singularidade pode ser elim nada por uma escol ha'
apropriada desses vetores apenas isolando os conponentes redundan

tes.

Na presenca do ruido o problema é umtanto diferente |,
poi s passanbs a trabal har com uma matriz resultante de uma deci -
sdo sobre a ocorréncia de zeros ou de uns. As conponentes usadas'
nestes casos sdo apenas. As funcbes |ineares da matriz V(to) , i s-

to porque associado ao nodel o do ruido permite uma facil conputa-
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cao dos elementos da matriz de autocovariancia, o0 que ndo ocorre -
ri ase as fungbes das conponentes fossemnéo |ineares. Percebenos’
dos resultados obtidos a impossibilidade de se dizer algo com rela
¢cdo ao desenpenho do al goritmo neste caso, pois cainos no proble-
na de singularidade quando a relacédo sinal ruido aumenta.
Decorrente desse fato, ficaria mais simples se em vez
de usarnos funcbBes |ineares passarianps a conpor o vetor observa -
cdo por funcdes nédo lineares, e a transm ssdo dos dac”os seriamco-
dificados através de codigos corretores de erro e o procedi mento
da estinacdo do baricentro permaneceria o nesno conb se ndo houves

se ruido.
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APENDI CE - A

Al - DEFI Nl CAO EQU VALENTE DE X

X = EXY(EYY)s Y com probabilidade um

Denonst r agao:

Sejam X e U duas variaveis aleatérias pertencentes ao

espaco (H")", entdo X e U podemser escritos na form:

Da definicdo do esti mador vem

EX(GY)" = E(GY) (GY)

ou seja
EXY'G = EGYY'G
isto é:
(EXY-CGEYY) G'=0 G R,
Logo:

EXY' - CGEYY = O= G = EXY* (EYY)""
se det EYY' + 0.

Portanto:

X = BXY' (EYY')~'Y

A2 - UN Cl DADE DO ESTI NADCR

Sej am e dois estimadores |ineares dos mninos'

quadr ados, entao:



E| X-Z, |

E| X-Z+Z,- Z.1

E{ |XZ 1+ 2(X-2)"(Z.-2) +|Z.-2.| *}

E|XZ|*+ 2E(X-2)'(Z~2) + E|Z -Z |®

Logo:

Elx-z-jj* = E| X-Z,]* + E| Z,-Z.,]* (%)
Poi s E(X-2Z,)'(Z,-Z,) =0 aonde (Z"-zZ~.(H)"
Da definicao sabenos que:

E|><-A% < E|XL% UE (H") "

E| X-Z,]* < E|X-V|]* v e (H)"

Bn particul ar para U= 2 e V=2, tenos

E\x-112<E|['X2Z 1?2

E[XZ1%2 <E|%Z 12

logo a igualdade se verifica, ou seja

2 2

EIXZM 1T = E|XZ |

Consequentenmente de (*) tenos:

Elz," ", =0 logo Z, = [,
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APEXDI CZ - B
- Expressdes usadas no calculo das matrizes de covariéncia e auto-
covari anci a.

Bl - O VALCR ESPERADO DE X

Consi deremos um objeto cujas coordenadas do baricentro’

sao representada por X e Y conob mostra a figara abai xo.

Para todo ueft existe umpar (x""x") que fornece a po
sicdo do baricentro no plano de acgéo.

Por definicdo temos:

EX
— = | =
EX = e BX. = 2%y PEF g
EX
ou simplesmente
EX = z x. () P|{UB>1
! n 1

Observe que X*(w) representa una ordenada ou abscissa
do baricentro do objeto na posicdo u nc sistema de eixos |igado*

ac centro do plano de acédo, entéo:

EXi .1/k|Xi(u):XBA ou YBA
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B2 - CORRELACAO ENTRE Xe V

Por defi ni ¢éo:

EX V, _EXV

EX\VE = 11 1m
EX, V. EXV
21 2m

O que nos interessa e estabelecer uma expressdo que nos

dé o val or esperado do produto X* e V. para todo i /[ |

Sabenos que

EXV. = EZX v.Pfx =X _/V.=V., 1=z Zx. (U))V., PL, V. =V. ,
Lk “* .*'v:®* 23 ClKk * L 3 3+J

Expandi ndo a expressdo sobre todos os valores em ti, e

temos:

T X () ple V=X ()Pl L

= X, (V3JaPiiU , U =A, Z>- A2l+x, (uj p[o , U=0, Z>A2"] +
I 1 L 3 Pt . 3

+ X (0J,)P jo3,uU_. =A, z>- A/2j+x, (0).) P rco, Ur.=0, Z>A/2 |+

+. .+ X, (M) Piw, U\ =A, z> - A/2J+X (co,) P Jw,, Uj =0, Z>A/2|

Aocorrénciade X (Q) =x. (co) e U assunm o val or
i i n i

ou A independe do ruido, entéo:

P|-X=. () ,U =A Z>-A2"=Pix. =x. () , U =A"P | Z>- A/2"

P|X=x(0)) , =0, z>A/2*| =p X,=Xx,(aj) ,Uj=0 Pi2z>Al2

Ent &0 para todo coefi tenos:

K

o)
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EX V. =Z X (to){P 0),U-AP|Z>-A2 -fp ©1.5>V2]}

EXV. =Z X (®{P o, U=A(1-P[z>A 2] )+Pfco,V.=0"] P | Z2A 2"J
v cocfi '

U (co)
ja que P JW, U =A ck
Ent do:

EXV. =qgA Z X (co)U (co)+gA £ X (co)U (co) aonde p=p Z>A 2

q-1-p
ou ainda
EXV. = 1A " X (o) {Ck+(1-2Ck)P[z>Al2]} Vi, |
coeft
aonde
1 se 0 evento U (co =1
3
&k =°
0 se o evento U (co =0
3
B3 - O VALCR ESPERADO DE V, «
Por defi ni ¢éo:
EV. = QP|V. =0*1+1.p [v=i |=Pp|V.
1 L * J 1 1

= Pj"U=A Z>-A 2~ +P| U=0, Z>AN 2'

Cono o ruido, pela prépria natureza do problema é inde

pendente da ocorréncia de um A ou um zero tenos:

V., = PfU=A"|P|Z>-A 2" J+P | UNONP [ Z>A 2%

= P|W=A|H{P|"W=Q-PJ" U\ =AJ} P | Z>A/ 2
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A probabilidade de \=A  corresponde a probabilidade
gque o objeto caia nas posices wefi tais que U."A. Onunero de po
si ¢cbes aonde se verifica a ocorréncia de U\=A corresponde exata-

nment e ao nuinero de pontos n de massa unitéaria. Logo

Prb=A] = nA
BV, =n/k+ kn _n/k Plz>A2
Ent do: EV.1 =1/ k {n+(k-2n)p[z > A2"J}

ou ainda:

EV. =p/k EU (o) +qgAZ U (co)
1 n 1 n 1

B4 - AUTOCORRELACAO EVV.. PARA TADO i ~ |

O val or esperado do produto é& dado por:

1

EV.V. = PiV. =1,V. =11 pois V assume apenas os valores 0 ou 1.
D L i 3 J

A ocorrénciade V. =1, eV. - 1 inclui quatro possi-

bilidades mutual mente exclusivas, cono mostra a tabela abaixo:

u Z u.

1 1 D
A >AN2 | A >-A2
0 >A/ 2 A |>-A2
A >-h/2| O >A/ 2
0 >A/ 2 0] >A 2

Ent do:
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V.=, V.=l | =P U=AZ >-A20.=A2Z > -A2 |

+ p U=0,Z. > A2, . =AZ. > -A/2"J+ PU=AZ. > - A/2, U=0, Z. >, Al2'

+ plU=0,2Z. > A/2,U.=0,Z. > Al2]
[ 3 - 3 3 - J
Conmo o ruido ataca cada ponto da matriz independente -

mente entre si tenos:

Pl|G=A0.=A"|p|Z> -Al2~| p|V> -A/I2] + P (.,=0,0\-A\Y

plv.=IV_.=l"] =
Pfc.>"|"[% ~~*/2j+ PJU=A U=0"JPjrz> - A/I2JPj'zi > A/2J+ PJU=0
, O\ =0 jPNZ > A2IPYZ . > Al2]
Sem perda da generalidade fazendo-se A=l, tenos:
Plu. = A, U =A] =1/k Z U (to) U (wW
. Plu =AU =6].=1/k1 U ((w U (to)
Li o 3
ent ao:

EV.V. =’/ k ZU (o)us (W +d.p/k[EU(a) U (to) +2U (@) (u)l +

+p AE U (u) U (u) [
(2
Quando i =j tenos:
Evivi :ev? _ p[v :1]
ou seia:

EV =pA£ U (W +ag/kl U (w

n n



