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RESUMO

Nos udltims anos tem havido ura cres-
cente interesse na decodificacao probabilistica de codigos |1
neares, isto £, na utilizacdo de sistemas para detecdo e cor-
recdo de erros que usam decisdo suave. O que se pretende, e
evitar a degradacdo em desenpenho que resulta quando se enpre
gam det et ores de apenas duas regi des de quantizacdo antes da
decodi fi cagcao, em conparacdo com os procedi ment os Otinos de

det ecéo.

Neste trabalho e feita uma descricéo
geral da decodificacdo probabilistica de codigos de bloco |i -
neares. Nos trés primeiros capitulos sdo apresentados o0s con-
ceitos basicos relativos a este tipo de cdédigo. No capitulo 4
introduzi mos a nogcdo de decisdo suave e analisamos o desenpe-
nho de alguns algoritmos de decodificagcdo subdtims. Um al go-
ritmo 6timo € entdo apresentado e seu desenpenho e obtido
através de” sinmulacdo em computador. No capitulo 5, o0s resulta
dos obtidos por sinmulacdo sdo analisados, em conparacéao com
procedi ment os que ndo enpregam deci sdo suave, e algumas suges

toes para futuras investigacOes sé&o feitas



ABSTRACT

| nthe last fewyears there has been a
growing interest inthe probabilisticdecodingof |inear codes,
i.e, in the utilization of error detecting and correcting sys
terns that use soft decision. The intention is to avoid the degra
dation i n performance that results when hard decision quantisa -
tion precedes decoding, in comparison with optimum detection :

procedures.

This work presents a general description
of probabilistic decoding for linear block codes. I nthe first
theree chapters the basic concepts of such codes are presented
In chapter 4 we introduce the idea of soft decision and analyse’
t he performance of some suboptimum decoding al gorithms. An opti-
mm al gorithmis then discussed in detail and i ts performance is
obtained by computer simulation. In chapter 5 the computer sim -
ulated results are analysed, conpared with procedures that do °
not use soft decision, and suggestions for : future research are

made.
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LI STA DE Si MBOLOS E ABREVI ACOES
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>
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E — Eficiéncia
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CAPI TULO |

ALANS ASPECTCS DA TEORI A MATEMATI CA DA COMUNI CACAO

A teoriada Conunicacdo deu seus primeiros pas
sos em 1924 quando Nyqui st " mostrou que a taxa de transm ssao
de pulsos em um canal de banda |imitada é proporcional & largu
ra de faixa do canal. Apartir dal, comexcecao de alguns pou-

cos trabal hos, as contribui¢cbes mais i mportantes surgiram cora
(21

Norbert W ener e Claude Shannon nos anos 40. W ener em 1942,
conseguiu resolver o problema da filtragem |inear 6tima, isto’
€, determnou o filtro linear cuja saldara(t) € a melhor esti-
mativa para m(t), no sentido de m nimzar o erro médi o quadra-
tico. O diagrama seguinte mostra a configuracédo analisada por

W ener, .

RUI DO
m(t) FILTRO m(t)
FONTE —t LINEAR [ >
OTIMO -
Shannon ,Sei s anos mais tarde, mostrou que

sob certas condi¢cbes, as limtacbes em desenpenho i mpostas pelo
ruido podi-amser superadas. Desde entdo, a teoria da comunica-
cdo teve um grande desenvolvi mento,chegando ao estado avancado
em que se encontra hoje-Neste, capitulo faremos unma descric¢éo '

geral dos problemas que afetam o desenmpenho dos sistemas de co



muni cagao e i ntroduziremos o conceito de codificacdo de canal,

bem como os principais tipos de cdédigos e algumas de suas apl

cagoes.

1.1 SISTEMAS DE COMUNI CACAO DI Gl TAI S

A teoria da conmunicacao trata dos sistemas des-

tinados & transm ssdo de informagdo. O diagrama de blocos da fi

gura 1.1 representa, de uma maneira geral, um sistema desse '
tipo.
RUI DO
TRANS- f———— . DESTINA-
FONTE M SSOR * CANAL * RECEPTCR TARI O

FIG 1.1 - D AGRAVA DE BLOOOS DE UM SI STEMA DE COMUNI CACAO

A fonte de informagcdo pode ser, por exemplo, a voz humana, ou

um comput ador que gera -dados binarios, ou ainda um mssil era

um sistema de detecdo por radar. O bloco transmi ssor representa,
na verdade, o0 conjunto de dispositivos e/ou circuitos destinados
a producdo de um sinal ~elétrico correspondente a nensagem da f on
te de informacdo, adequado para transm ssdao sobre o canal. Em ura
sistema telefdnico

, esta operacao consistiria basicamente em

se ter sinais el étricos proporcionais as ondas de



pressdo produzidas pela voz humana. Em um sistema de multiple
xagempor divisao de tenpo CIDM que utiliza modul agcdo por cé
digo de pulso CPQM/ cada sinal elétrico associado a uma dada
mensagem deve ser sucessivamente amostrado, comprim do, quan-

tizado e codificado; em seguida o conjunto de nmensagens é gru

4
pado adequadamente de nobdo a construir o sinal F(IATIIA()

O canal é o meio fisico usado para se en-
viar o sinal do transmi ssor ao receptor. El e pode ser, por
exenplo., umpar de fios, um cabo coaxial, ou mesno o espaco '
livre, comb i o caso de um enlace de radio frequéncia. Duran-
te atransm ssao através do canal, o sinal sofre diversas per
turbacdes(desvaneci nento seletivo, ruido, distorcdo, etc} de
nodo que a forma de onda que alcanca o receptor ndo € a nesna
enviada pelo transmi ssor. Sendo assim o0 bloco receptor repre
senta o conjunto de dispositivos e/ou circuitos destinados a
processar o sinal recebido de nbdo a entregar ao destinatario

uma reéplica da nmensagem gerada pela fonte de informacéo.

Nos ultims anos tem havi do um répido :
crescimento na utilizacdo de sistemas de conunicacao digitais,
isto é, sistemas onde a nensagem j& esta em forma digital ou
€ convertida para este formato, conb no caso dos sistemas PCM
TDM Un di agrama de blocos tipico, representativo de umsiste

nma de conunicacdo digital esta mostrado na figura 1.2.



CONVERSCOR
FONTE MODULADCR
A D
RUI DO CANAL
DESTI NA- CONVERSOR DETETCOR DEMODULADCR
TARI O DA FI LTRO

FI G. 1. 2-Bl AGRAMA DE BLOOOS DE UM SI STEMA DE COMUNI CACAO DI GI -
TAL.

Para compreendermos mel hor os problemas pertinentes a um siste
ma desse tipo, passemos a analisar detidamente as formas de on
da presentes emal guns estégi os do diagrama de bl ocos da figu-
ra 1.2- Consideremos que a salda do conversor anal dgico/digi
tal, isto &, a formadigital da nensagemf(t) €& a que esta nos
trada na figura 1.3a. Gs bits de informagcao ocorrema cada i n -
tervalo de R segundos de nbdo que R representa a taxa de
transm ssdo, embits por segundo. Durante a filtragem do sinal,
seja por necessidade ou pela propria resposta em frequéncia do
canal , a energiade cada pulso tende a se espal har, de nodo*

que pul sos adjacentes tendem a se superpor. | sto provoca o que



¢ denom nado interferéncia entre sinmbolos (FIG 1.3b), a qual

deve ser

11 1 0 1 0 , 0 (a)

s

b

(b)

ARV

FI G 1- 3- FORVAS DE ONDA PRESENTES NO D AGRAVA DA FI G. 1. 2( TRANSM S

—t—

SR .

mantida a um nivel minim, de nodo a evitar interpretacdes erro-
neas dos bits na recepcdo, Na figura 1.3c estéa representada a
forma de onda que teria o sinal se o nesnb sofresse uma modul a -
cdo de fase, antes de ser transmitido””. Dependendo da natureza
do meio transmi ssor esta operacao (nodul acdo) pode se tornar fun
damental para o desenmpenho do sistema, conb € o caso de umenla-
ce de HF, onde os sinais sao enviados através de antenas para o

espaco livre.



Durante sua passagem pelo canal o sinal *
sofre perturbacbdes de diversos tipos. Otermo ruido represen-
ta, emum sentido amplo, qualquer sinal presente no canal que
nao seja o0 desejado. Na maioria dos casos sua ocorréncia €& um
fendbmeno do tipo aleatdério, conmo mostra a figura 1.4a. Se o]
mesnb soma-se a nensagem entdo a salda do bloco demodul ador*
€ conb a da figura 1.4b e o ruido é dito aditivo. Uma maneira
de recuperar a informacdo na sua forma digital original, se -
ri a amostrar o sinal recebido conb se vé na figura 1.4b. O s

nal recuperado estd na figura 1. 4c.

4

1 "1 1 0 1 1 -0 (c)

FI G 1. 4- FORVAS DE ONDA PRESENTES NO DI AGRAMA DA FI G. 1. 2( RECEP
TOR) .



Para que a decisdo sobre a ocorréncia de um
pul so seja confiavel €& preciso que a relacdo sinal/ruido no de
tetor permaneca acima de umcerto nivel. Por outro |ado, devi -
do a limtacédo existente na relacédo sinal/ruido (a poténcia do
transmi ssor ndo pode ser arbitrariamente grande) .é um tarefa:
bastante dificil eliminar completamente a ocorréncia de erros"
no sistema, de nobdo que estes senpre tenderdo a ocorrer, em
mai or ou menor quantidade- Na figura, observe que o sexto dlgi

t o detetado nl o esta correto.

O objetivo de qualquer sistema de comunica-
cao é transmitir "informacdo de um ponto a outro, de maneira °
eficiente, simples e barata. O compromsso inerente a esta '
afirmacdo €& obvio de nodo que é preciso definir-se umcritério
para gxie se possa afirmar--que um dado-sistema e 6tinmo. Conside
rando apenas o0 aspecto da eficiéncia, a questdo que surge natu
ral mente é se, para um dado canal de conunicacdo, é possivel *
transmitir informagdo com uma ocorréncia de erros tao baixa °*
quanto se queira. Esta € uma questdo fundamental, uma vez que
se a resposta f or negativa, nao havera sentido emse tentar
construir sistemas mais complexos. Apresentada de forma mai s

precisa, 0 que se quer saber exatamente é: Sendo fixadas a po-

téncia disponivel (P , emwatts)e a taxa de transm ssdo(R, em
av

bits/seg), €& possivel, para um dado canal, reduzir a taxa de
erros a umvalor arbitrariamente pequeno? A resposta a esta
pergunta f oi dada por Claude Shannon, em 1948, emumtrabal ho*
que representa ummarco no estudo das Conunicagdes™"” . Shannon
desenvolveu unma teoria matemati ca da conmuni cacdo, depois cham

da Teoria da Informacdo, destinada "a |idar com o0s aspectos



mai s fundamentais dos sistemas de conmunicacdo. As caracterlsti
cas principais desta teoria sdao (1) a abordagemestatistica da
transm ssdo da informacdo (os fendmenos que afetam o desenpe -
nho de um sistema de conunicacdo sdo essencial mente desta natu
reza) e (2) um grande destaque ao problema da existéncia de
técnicas de codificacédo capazes de reduzir a probabilidade de*
erros na recepgdo. Entre outros resultados, Shannon mostrou
que, para mensagens de duracdo T segundos, envi adas atraves
de um canal binario simétrico gaussi ano, -a probabilib6ade de er

ro esta limtada superiormente atravées de

Pe < e-~"J (1.1)

onde E(R) , uma funcdo chamada expoente de erro, tema forma ge
ral mostrada na figura 1.5 e Crepresenta a mais alta taxa de

transm ssdo para a .qual E(R) é ndo negativo.

C = CAPACIDADE DE CANAL

v/

FJG. 1-5 - FUNCAO EXPCENTE DE ERRO



Da expressao venos <jue P pode ser feita tdo pequena '
guanto se queira, para umdado K t al que E(R)>Q aumentan-

do a duracdo T do sinal.

Neste trabalho ndo trataremos da Teoria
da Informagcdo e o leitor particularmente interessado no assun
t o deve dirigir-se as referéncias (3], (6), (7} e (8). O que
queremos enfatizar todavia, €& a existéncia de resultados cono
o da expressdo (1.1), baseados emunma teoria matematica bem
estabelecida, e a possibilidade de se vislumbrar algoritmos |,
passiveis de inplenmentacdo pratica, para obtencdo de tais r e-
sultados. Os codigos corretores de erros representamunma ten-
tativa extremamente importante neste sentido e a abordagem

proposta neste trabalho representa, em muitos casos, um me —

| hora emrelacdo aos resultados obtidos até agora.

1.2 CANAI S DI SCRETCS SEM MEMZRI A

Para que se possa antecipar o desenmpenho’
de um sistema de conmunicagcdo e encontrar técnicas que permi -
tam aument ar' sua eficiéncia é de fundamental inportancia que
se tenha informacdo precisa sobre o canal de transm ssdo. Sen
do assim, & necessario se estabel ecer um model o matematico
gue simule as caracteristicas do canal, o que implica na espe

cificacao dos seguintes el ementos:
(1) - O conjunto das possiveis entradas do canal .

(2) - Oconjunto das possiveis saidas do canal .
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(3) - As probabilidades de transicdo relacionando oS conjun-
tos aci ma.

Model os das mais diversas complexidades exis

(9)
tem para diferentes tipos de canais , porem a realidade f1
sica nunca é tao simples de nodo que possa ser exatamente re
presentada por um model o matemati camente tratdvel. Entre os

model os de canais largamente utilizados no estudo das comun

cacbes estd o chamado Canal Discreto sem Memoria (DMC), 0

qual sera considerado neste trabalho. Para este tipo de ca -
nal, as possiveis entradas e saidas pertencem a um alfabeto’

finito de simbolos e cada par de entrada e saida esta esta -
tisticamente rel aci onado através de uma probabilidade de °

transi cdo. Consideremos, por exemplo, um canal discreto sem
memdria cujo' alfabeto de entrada A <consista dos L intei -
ros 0,1....L-1 e cujo alfabeto de saida B consista dos M
inteiros 0,1,....MI|. O canal é entdo caracterizado por um '

conjunto de probabilidades de transicdo {P(m.£)}, 0 < £ <I>~1
e 0 <m< M- I|. Por definicdo, P(mM£) significa a probabilida
de de se ter, na salda do canal, o inteiro m , dado que 0
inteiro £ & a entrada do canal. Um canal discreto sem menmd
ria é representado esquemati camente cono mostra a figura 1.6

FIG.1.6-
CANAL DIS
CRETO SEM
MEMORIA.
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A denom nacdo sem memdria significa que as saidas no instante

t0 dependem apenas das entradas naquele instante, sendo inde

pendentes de entradas e saidas anteriores. Dito de outra for-

m, se 7",=(a,,a,, . —— ‘N "0""["**""'N-|* ""presentam |,
respectivamente, sequéncias-de entrada e saida do canal, en -
tdo a probabilidade de set er B” dado A é dada por
p(BNI'V n f f P(bJanJ Uukx 2)
i Uo

Um dos model os de canai s | argamente usado’
na avaliacdo do desenpenho dos sistemas de comunicacdo e que

satisfaz as condi ¢cBes acima, é aquele emque se tem
A=B-={0,1} - (1.3)

Hsquematicamente, este canal, denominado ca

nal binario simétrico (BSC), esta representado na figura 1.7.

FIG.1. 7—CANAL BINARIO SIMETRICO.
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Gs nUneros g,€e p, sao aa probabilidades de recepcédo respecti
vamente correta e errénea, emrelacdo ao sinmbolo transmitido

A probabilidade de se tomar una decisdo errada na recepcdo de-
pende das propriedades estatisticas do ruidoi que ocorre na °
transm ssdo. Em um canal binario simétrico, se as sequencias ®
aN e I?\I diferemem d posicOes , a probabilidade de erro na

recepcao sera dada por

N- |
Pe o M N n 1 N (1_ 3)
n=0
N- d ,
pe:1 n % PO 1 1 _ 4)
onde
q , se hz=a
Pb. (a. ) - ° _ (1.5)
11 n Po' s e bl'/\ai

Cono emgeral p <q , entdo P cresce monotonicamente com d

de nmodo que escol her A~ no sentido de maxim zar PIBAI A*) &
equivalente a escolher aquel a sequéncia que difira de B , no ne
nor nunero de posic¢cdes. Se A™ € uma pal avra de um dado cdodi go,
este processo de decodificacao é chamado decodificacdo por se-

mel hanca maxima. Esta e outras técnicas de decodificacdo serao

discutidas no Capitulo 3.

1. 3 CcODI GOS QORRETCRES DE ERRCS .

Desde o surgi mento dos trabal hos de Shannon,
umgrande esfor¢co temsido feito nas pesquisas dedi cadas ao *

problema de projetar esquemas eficientes que permtama trans-
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m ssdo de informacdo, de maneira confidvel, através de canai s
de conunicacdo reais,i.ecanais sujeitos aos problemas de
ruido, distorgdo, interferéncia entre sinbolos, etc. Nest e
sentido, a codificacdo de canal representa, até agora, um dos
esforcos mai s bem sucedi dos. Por codificacdo de canal, enten-
de-se a adicdo control ada de redundancia a uma nmensagem no
sentido de protegé-la de eventuais distarbios provenientes do
canal . A redundancia adicionada permite, em muitos casos, a

protecdo e nesnb a correcdo dos erros gue ocorreram na mensa-

gem Cddigos que se destinama realizar tais objetivos sao
chamados codigos corretores de erros. De um ponto de vista
pratico, a principal limtacdo destes tipos de codigos tem s

do a complexidade dos circuitos decodificadores, o que tem

orientado as pesquisas no assunto para a obtencdo de esquemas
de facil inplementacdo. Entretanto alguns fatores temcontri-
buido de forma significativa para a utilizacdo cada véz maior
de codigos corretores de erros em sistemas de conunicacdo. En
tre eles poderiams citar:

(1) - Ogrande desenvolvimento na tecnologia de circuitos in
tegrados digitais, o que tornou possivel a inplenmentacéao de
esquemas codificadores/decodificadores que seriamproibitivos
hd al guns anos atraés.

(2) - Orapido crescimento de sistemas de conunicacdo cuja ta
xa de erros toleravel €é muito baixa (computadores-e satélites,
p.ex.).

(3) - 0 desenvolvimento da proépria teoria de co6digos cora a
descoberta de técnicas de codificacdo e~decodificacdo eficien

tes conb. por exemplo, a decodificacdo de |imiar”.i*,o0 algorit
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no para decodificar codigos BCH de Berl ekamp , adecodifica
(12)

cao sequencial de Wozencraft , 0 procedimento de Viterbi pa
racddigosconvolucionais” ", etc.

(4) - Acomprovacao, atraveés de, sinmulacdo emcomput ador e de
testes emcanais reais, de que sistemas que utilizam cddi gos*
apresentam una sensivel mel hori a em desenpenho, com uma menor’
probabilidade de erro para uma dada relacdo sinal/ruido. Valo-

res tipicos da reducdo obti da sobre P, sdo da ordem de 10 ~.

A idéia da utilizacdo de redundéancia no com
bate aos efeitos produzidos pelo ruido pode ser entendida de
forma simples atravées do exemplo dado a seguir. Consideremos o
seguinte texto recebido, emlingua portuguesa, correspondente’

a uma nensagem envi ada por telegrama:

"VOCE FOI ACEETO PARA O PROA_AVA DE
DOUJTORAMEL L O DA NG5SO UNEBI RSI DADE

VG QE SE IMCIA EM 25 DE SETELDRO
PROXI RO. "

Percebe-se que os erros existentes na nensagemrecebi da podem
ser facil mente detetados e corrigidos, tornando i medi ata a com
preensdo do texto. Isto se deve & alta redundancia presente na
lingua portuguesa, no sentido de que muitas conbinacdes de | e-
.,as simplesmente ndo ocorrem, tornando possivel sua identifi-
cacdo e consequente correcao. Surge, porém una duvida emrela
¢cao ao numero 25. Estaria o nmesno correto? Qu a data original-
mente transmitida foi 15?7 Ou 24? Claro que ndo poderia ser 35,

entretanto a duvida ndo pode ser prontamente esclarecida, una
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vez que conbi nacdes numericas do tipo aci ma usam pouca ou ne-
nhuma redundancia e assim qualquer nuamero inteiro 1 < M < 30
poderial/ter ocorrido. Se, emvez de apenas 25 tivéssemns, por

exempl o, SEGUNDA- FEI RA 25 DE SETEMBRO, entédo a redundancia °

acrescentada permitiria a detecao de erros e talvez a corre —

¢cdo dos nesnos.

Em um sistema de conmunicacdo digital, as
sequénci as binarias de informgédo nao possuem por Si propri-
as, nenhuma redundéancia, de nopdo que € inpossivel detetar a
presenca de erros que possamter ocorrido durante a transmis-
sdo. Para que isto seja conseguido, € necessario acrescentar-
se a nensagembits extras que, embora nao conduzindo- nenhuma '
i nformacdo nova, permitem a detecdo e/ou |localizacdo dos er -
ros. Para escl arecer mel hor as afirmacdes acima consi dere, por

exemplo, o0 seguinte conjunto de mensagens binarias:

0O 0 O 1 0 O
0O 0 1 1 0 1
0O 1 O 1 1 0
0O 1 1 1 1 1

Vé—se que o mesno nao contém redundancia desde que estéao pre-
sentes todas as pal avras formadas por trés caracteres binari-
0s. Se definirmos a eficiéncia de uma nensagem conb sendo a
relacdo entre a informagcdo contida na mesma e a maxim infor-
macao possivel de ser transmitida e consideranos que as 8

mensagens sao i gual mente provaveis, entdo teremos:

| og 8
E = ? = 100% (1-6)
310g9.,2
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e a redundanci a

1 - E= 0% (1.7)

Oresultado G-7) significa cjue ndo ha nenhuma possibilidade:’
de detecao/correcdo de erros para as 8 mensagens. De fato, a
ocorréncia de qual quer configuracdo de erros sobre alguma pa-
lavra, converte-a em outra palavra igualmente valida. Conside
re agora que umbit extra é adicionado a cada nensagem de
acordo com a seguinte regra: Se o nunero de | *s da palavra ¢
par, entdo o bit extra & O(zero) e emcaso contrario € 1; ou
seja, o0 quarto bit i calculado através da soma nbdul o 2 dos

caracteres da palavra. Procedendo assim, formariams o seguin

te conjunto de mensagens:

0O 0 O o 1 o o0 1
0O o 1 1 1 o 1 o
O 1 0 1 1 1 0 o
0O 1 1 o 1 1 1 1

Adm tamos que a palavra 0 0 11, tendo sido transmitida, so-
freu uma alteracdo na segunda posicdo e foi recebida conp *
O 111. Recalculando o bit redundante vé-se que o mesno deve
riaser 0 enao l , de nodo que assi mdetetamos a presenca

de umerro. Observe que senpre que ocorrer umnunmero par de
erros, estes ndo poderdo ser detetados. Por outro lado, a néo
verificacdo do bit de paridade acrescentado implica apenas na
ocorréncia de um nunero i mpar de erros. O preco pago por esta
capaci dade de detecdo esta na dimnuicdo da eficiéncia, poi s

agora



..Iogz.8
E =" % =75% Cl - 10)
4109%

1 - —-25% (1-11)

Hd entdo um compromi sso entre eficiéncia de transm ssdo e ca-
paci dade de controle sobre os erros, cuj a solucédo o6tima & fun
cao das caracteristicas particulares de cada problema. O cd&di
go descrito acima e um-cédigo de umbi t de paridade (redundan
cia) e pertence a classe dos codigos de bloco Iineares, des -

critos no capitulo 3.

O diagrama de blocos da figura 1.8 °*
descreve umsistema de comunicacdo digital que faz uso da co-

dificacdo de canal .

FONTE INVERSOR CODI FI - N MODULADCR
A D CADCR
RUl DO
DESTI NA- CONVERSORU- DECODI FI - DETETOR ¢ pEMODULADCR
TARI O oA CADCR FI LTRO

>Z>O

FIG.1-S - SISTEMA DE COMUNI CACAO DI GI TAL QOM CODI FI CACAO DE CANAL,
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A escolha do tipo de cédigo a ser usado é funcao
de muitos fatores e nem senmpre é unma decisédo facil de ser
tomada. De una maneira geral, entretanto, codigos de apli —
cacao pratica devemt er una boa capaci dade de detecao e '
correcado de erros, ser eficientes (i.e. usar pouca redun -
dancia) e de facil inplenmentacdo. A obtencdo destas carac-
teristicas temsido a meta dos pesqui sadores nesta area, '

cujo trabal ho teve inicio ha quase trés décadas. Em 1950
(14)

Ri chard Hanm ng, em um artigo pioneiro da teoria da co-
di ficacdo, encontrou um cbédigo capaz de corrigir um erro
ou detetar dois erros por palavra. Durante esta década ou-
tros cédigos foram construidos, porém quase senmpre para °
propésitos especificos. Wa classe i mportante de codigos
capazes de corrigir mais de umerro por palavra f oi desco-
berta em 1959/60 de maneira independente, por Bose/Chaud -
huri "~"nos Estados Unidos da América do Norte e Hocquen -
ghem*” | na Franca. O surgimento de outras classes de co-
di gos capazes de corrigir t erros por palavra seguiu-se’
i medi atamente, o0 que representou um grande i mpulso na a —
bordagem al gébrica da teoria da codificacdo. Nesse aspecto
os trabalhos de Reed e Solomon (1960), Bose e Chaudhuri '
(1960), Hocquenghem (1959), Gorenstein e Zierler (1961), *
Peterson (1961) e Berlekamp (1963) , desenpenharam um papel
extremamente i mportante. Desde entdo a teoria da codifica-
cdao de canal desenvolveu-se bastante sendo atual mente res-
ponsavel por uma vasta area de pesquisa. A literatura no'
assunto é bastante anpla e artigos atuais sobre cédigos

podem ser encontrados nas referencias citadas no presente’

trabal ho.
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1.4 TXPCS DE CODI GOS

Dependendo da maneira conb se adicionare -
dundéancia a una nensagem dois tipos basicos de cddigos corre
tores de erros podemresultar. Se o;codificador processa a i n
formacdo em bl ocos, isto &, secciona a sequéncia de digitos*
de informacdo em pal avras de um dado compri mento e opera de*
nodo i ndependente comestas palavras, o codigo resultante e
chamado cddigo de bl oco. Neste caso, a redundancia acrescenta
da a cada bloco serve para corrigir e/ ou detetar erros apenas
naquel e bloco. A operagcdo de umcodificador de bloco estéd nos

trada na Figura 1.9

...1001110101011010
...100110010101 CODI Fl CADOR -
DE BLOOO
(a)
ENTRADA
| S
DADCS
REDUNDANCI A )
SAI DA
< -0 CODI FI CADA

FIG. 1.9-(a) Procedimento de um codificador de bloco

-(b) Versédo simplificada de umcircuito codificador.
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A outra classe, de codigos, denom nada cddigos®
de arvore, € aquela onde a redundancia adicionada a cada bl oco
€ funcédo -de mais de umbloco de informcdo, de nobdo que estes'
ndo sdo tratados de forma independente. A subclasse mais impor
tante destes codigos € a dos "coédigos convolucionais, que sao
mais simples e de mais facil inplenmentacdo que outros tipos de
codi gos de arvore. A operacdo de umcodificador convolucional’

esta mostrada na figura 1.10

. ..11101 | FICA 01111011

GONVALUCI ONAL S

Ca)

ENTRADA X i
e 4 REDUNDANCI A SAI DA
DA CODI FI CADA

(b)

FIG 1-10- (a) Procedimento de um codificador convolucional.

- (b) Verséao simplificada de umcircuito codificador.

Destes dois tipos de codi gos, os codi gos de
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bloco tem uma teoria mais bem desenvolvida e a razao para isto
€ a existéncia de estruturas matemati cas bem compreendi das as-
soei adas a eles. Dessa forma, os mesnps tem sido responsaveis*
por ummai or volume de" |literatura que os co6digos de arvore. En
tretanto, anbos tem capaci dade de correcdo e detecao de erros’
semel hantes e apresentamcertas |limtacdes béasicas, de nodo
gue a decisdo em favor de um deles é funcdo de fatores cono o
formato dos dados, o retardo permitido na decodificagdo, ot i -

po de canal, a complexidade requeri da para um dado desenpenho,

etc.

Neste trabal ho |Iidaremos apenas com codigos de
bloco, de nmpbdo que ndo consideraremos os codigos de arvore °
al em das definicdes acima. O leitor interessado neste tipo de

codi gos deve dirigir-se as referéncias (13) e (17) .

1.5 APLI CACCES

Técnicas de codificacdo de canal, usando codi-
gos convolucionais ou de bloco, vem sendo aplicadas com suces-
so a sistemas de conunicacdo ja ha varios anos. Em situacbes *
onde a probabilidade de erro toleravel pelo sistema € bastante
bai xa, a transm ssdao de informacdo de forma confiavel muitas
vezes s6 é econom camente viavel quando se utilizam codigos *
corretores de erros. A partir de 1970, experiéncias com canais
de HF, canais telefénicos e enlaces de m croondas, vieram com
provar a viabilidade da utilizacdo dos coOdigos corretores de

erros emmuitas situagcbes de i nteresse pratico. Nest a secdo
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apresentaremos algumas de suas principais aplicacbes.

1.5.1 -+ TRANSM SSAO DE DADCS

Segundo as reconendacdes do CCITT, a
taxa de erros em transm ssdao de dados na rede publica deve
ser inferior a 10 ~*, isto & emmédia umbit errado em 10N
transmitidos. Em sistemas que utilizam nodens de alta veloci-
dade, com taxas de transm ssdao superiores a 9600 bits/seg,téc
ni cas de detecdo e retransm ssdo (ARQ dos digitos errados
tornam se inpraticaveis, de nodo que as taxas de erros adm s-
siveis sO podem ser alcancadas, sem que o custo e a compl exi -
dade do si stema aumentem em demasi ado, através do uso de cdadi
gos corretores de erros. Cbédigos para correcdo de erros alea-
torios e erros emblocos ("bursts") ..tem-sido usados emsiste-
mas de comuni cagdo por telegrafia, telex e computadores. Exem
pios tipicos de cédigos utilizados sdao ASCII, o co6digo de Ham

m ng e cdédigos ciclicos.

1.5.2 - ENLACES DE HF

A faixa do espectro correspondente
as altas frequéncias de 3 a 30 MEZ é normalmente utilizada
para transm ssdo de sinais de voz e sinais telegréficos Vi a
radi o. Estas transm ssdes sofrem os efeitos de ruido feito pe
| o homem de pertubac¢cdes atnosféricas(variacdo nas condi ¢des’
de propagacdo) e de interferéncia produzi da pel os usuarios da

fai xa, normalmente radi oamadores.
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Devido a esta diversidade de fontes de erros, um sistema de
transm ssdo de dados nmesno bem projetado e trabal hando na ne-
| hor frequéncia disponivel apresentataxas de erro da ordem'

-3 —2
de 10 - 10 por periodos de 5 a 10 mi nutos. Resultados teo

(9)
ricos e experimentais mostram que a diferenca entre estas
taxas e a desejada(da ordem de 10 "*) pode ser superada sem
que se perca muito emeficiéncia, com a utilizacdo de codigos
corretores de erros.

1.5.3 COMUNI CACAO VI A SATELI TE

Diversas razdes justificam a necessidade da
utilizacdo de c6di gos emsi st emas de conmunicacdo vi a satélite
- Quando uma chamada telefénica atinge o destino errado, ha
uma grande diferenca se isto ocorre emunma rede urbana ou em
um si stema de comunicacdo vi a satélite.
- Devido 4s limtacbes de largura de faixa e poténcia, ié de
extrema importéancia que se transmita informagdo a ummtaxa
tdo proxima quant o possivel da capacidade de canal . Codigos *
de alta eficiéncia e complexidade de inplementacdo medi a per-
mtemuma transm ssdo"livre de erros e sdo uma solucdo econo-
mca para 0 problema.
- Nas condic¢cdes nci mai s de operacdo o canal de comunicacdo
por satélite pode ser inodel 6do.por um canal binario simétrico
0 qual é o mais simples ¢ para controle de erros

Codi gos tipicos para este tipo de enlace '

sdo codigos ciclicos, BCHe convolucionais.
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CAPI TULO XI

CODr GOS LI NEARES

Neste capitulo, serdo apresentados os
conceitos basicos que definema estrutura dos codigos linea —
res binarios de bl oco. Estes codigos possuem uma fornulagdo
mat emati ca bem estabel eci da, o que torna sua inplenmentacdo
mai s facil, na. mai ori a dos casos, em conparagcdo com os cOdi -
gos do tipo n&o linear. Exam naremos alguns tipcssimples de
cbédi gos de bl oco, bem cono sua subclasse mais i mportante, que

sdo os codigos ciclicos.

2.1 CcODlI GOS DE BLOOO

Um codigo C(n,k,d) & umconjunto de 2
n-upl as binarias, chamadas pal avras codigo, as quais diferem
entre si pelo menos emd posic¢cdes e formam um subespaco do es
paco vetorial-V de todas as n-uplas. O processo de codifica-
cdo consiste basicamente de duas etapas:

(1) - Os digitos de informacdo sd0 segmentados em bl ocos de
comprimento K.

(2) - Cada bloco de informacdo € transformado em outro bloco
de comprimento n(n>k). Os (n-k) digitos acrescentados
ao bl oco de comprimento k sdo chamados digitos de tes
te de paridade e representam a redundancia que vai per
mtir a detecdo e/ou correcdo de erros que venham a

ocorrer no sistema de conunicagéo.

Para os coOdigos lineares g-arios,sen

do ¢ uma poténcia de um primo, os digitos de pari dade sao
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cal cul ados a partir da soma modulo q dos digitos de informa
¢ado.. Isto é equivalente a dizer que. umcodigo (n,k,d) & line-
ar se e somente se o conjunto das 2 palavras coédigo é um

subespaco do espaco vetorial de todas as n-uplas
A seguir apresentamos um exempl o que esclarecera mel hor 0s

conceitos até aqui definidos.
EXEMPLO 2.1 -

Consi dere o codigo 0(7,3,4), cujas equa-

cOes de teste de paridade séao

‘ =< | + K2
c2 = Kz K3
03 =F | K3
cq = |+ )

Assim, cada bl oco de informacdo de 3 digitos € codificado em

uma palavra cédigo de 7 digitos, conp mostra a tabela abaixo.

MENSAGEM PALAVRA - CODI GO
) 3 2 *3 2 -3 ‘4
0 0 0 .0 0 0O 0 0 o 0
0 0 1 o o0 1 o0 1 1 1
0 1 0 o 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1
0 1 1 o 1 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0o 1 1 1 O 0
1 1 0 1 1 0 o0 1 1 0
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Desde que K=3, existem 8 mensagens diferentes que s&o codifi-
cadas emoito sextuplas, formando um subespaco de di nensdao 3

sobre o espaco vetorial das sextuplas.

2.2 FORMULACAO NATRI CI AL

Sabenps da &l gebra linear (apéndice A) *
que se S representa um subespaco do espaco vetorial de to
das as n-uplas, é possivel encontrar K n-uplas linearmente*

i ndependentes em S, que formam uma base para este subespaco.
- k

SN tem dinensdo:" K e possui 2 n-uplas. Este resultado suge-

re una maneira de descrever um coédigo linear C(n, k, d) através

de uma matriz (k x n), cujas K linhas linearmente indepen

dentes formam uma base para o subespaco formado pelas 2 pala

vras do co6digo. Esta matriz é chamada matri z geradora do cddi

go e tem a forma

Dessa forma, as 2 pal avras do codigo pertencemao espago | i -
nha de [G3,isto é se [m = (n , . . -Mm) representa um bloco’
de informacdo, entdo a pal avra codigo correspondente é dada*

por

(u)y =i (@ =tm,m, .. .M ~ £2.2)



ou (u) - MG + M, '"2° = Vi) (2.3)

Vé-se entdo que as palavras de C sao obtidas por conmbina
cdes lineares das linhas de[G)e é dito que as |inhas detG‘'ge-

rara um codigo linear C(n,k,d).

EXEMPLO 2. 2 -
Vanos descrever o codigo definido no exem -
pio 1 pela sua matriz geradorafG). De acordo com as equagdes

de teste de paridade, cada palavra do codigo é da forma

Q) = ik k, k, k-j+fcr A+k, N, v 720030
cuja representacao matricial é
10 O 10 11
Q) =(k,k,k,) o 10 1 1 0 1
O 0 10 1 1 1

sendo assim, o codigo do exemplo 1 & umcddigo C(7, 3, 4) cu

ja matriz geradora é

De maneira geral, um cddigo linear C(n,k,d )
pode ser descrito por uma matriz geradora, a qual tem ase

guinte forma:
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I Q Q—o0 ., Poas ek
0 1 0— O P21 P22 _..921n_k
@) - —
) 0 0 1 O 31 32" e3,n-k
1 1
101t 1 ( 1
1 1 1 1 ‘ 1 % (2.4)
1
0 0 0—1 K2 ~~"k, n-k
ou
cq= ti P) (2.5)
onde |, representa a matriz identidade de ordem Ke P i um
K

matriz do tipo K x (n-k).

Ura segunda descricdo matricial para '
0os codigos embloco lineares e a que faz uso da matriz (H}, cha
mada matriz de teste de paridade. A matriz °H) e construida de
nmodo que o produto escalar de qual quer combinacdo |inear das

linhas de (G) por uma linha de (H) e nulo, isto é iIH)i ortogo-

(19) -
nal ao espago-linha de (G . Assim se
11 12 -~ I'n
21 22 h2n
) = (2.6)
h h h

Qu)

1]
—
c
c
c:
w
N
\I
SN—
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representam respectivamente a matriz de teste de paridade e

umvetor do espaco-UTiha de [G entdo devenos ter

Q) (H)'=(0 0 O . . | 0) . (2.8)

Dessa forma, @ )é unma pal avra cddigo do codigo linear C(n,k,d)

gerado por (G)se e s6 se (2.8) se verificar.

De maneira semel hante a expressao (2.5) a

matriz H C(n-k) x n) pode ser colocada na forma

EH= CP; 1, .3 (2.9)

T
ondeP el . _ ,representamrespectivamenteatransposta da ma

triz P e a matriz identidade de ordem (n-k).

2.3 CAPACI DADE DE CORRECAO

Dois tipos distintos de erros podem ocorrer

em sistemas 'de comnuni cacao:

(1) Os sinmbolos transmitidos podem ser afetados de maneira in

dependente. Sdo os chamados erros aleatorios.

(2) Em alguns canais ocorrem pextubacbes cuja duracdo é maior
que o tempo al ocado para cada simbol o, de nodo que varios
del es podem ser afetados consecutivamente. Sio os chama -

dos erros em bloco("burst")

Neste trabal ho trataremos apenas do pri mei -
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rotipo de erro. Para estabelecermos a capaci dade de correcéo
de erros aleatorios de um codigo linear de bloco C(n,k,d), pre

cisamos introduzir algumas definicdes.

DEFINICAO 2.1 - Seja v wuma n-upla binaria. O peso de v :
que denotaremos por w(v], e o nunmero de posicdes ndo nul as de

V.

DEFINICAO 2.2 - Sejam u e v duas n-uplas binarias. A dis-
tancia de Hanming entre u e v, que denotaremos por d(u,v)

€ 0 nunero de posicdes emque as nesnas diferem.

De acordo com as definic¢cbes aci ma, Vvé- se
que

d(u,v) = w(u ©v) (2.10)

uma vez que a operagcdo © representa adicdo mbdul o 2.

As 2 palavras de um cédigo de bloco i —
near C(n,k,d) formamumgrupo, de nodo que a soma de duas pa-
| avras codigo quaisquer & uma palavra codigo. Este fato, jun-
tamente com a expressao (2.10), nos permite concluir que a ne
nor disténcia entre duas pal avras, chamada distancia mnim '
do codigo, € dada pela n-upla de nenor peso, ”“excetuando-se a

n-upla toda nula, isto é,

d = w (vh) (2.11)

onde v representa a n—upla de nenor peso de C. Baseado neste
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conceito de distancia mnim vanos agora determi nar a capaci -
dade de correcao/ detecdo de um dado codigo. Observanos que a
ocorréncia de umerro emuma palavra transmitida resultara em
uma di stancia de Hamm ng igual a 1 entre esta e a palavra r e-

cebida. Sendo assim, a ocorréncia de uma quantidade <(d-1) de
n k

erros emuma palavra transmitida resultara emuma das (2 - 2 )
n-uplas que ndo sao palavras cédigo, o que possibilita a dete
cao de uma dada configuracao de erros. Portanto, um cédigo *

comdi stancia mnima d e capaz de detetar (d-1) erros. Sua

capaci dade de correcdo pode ser entendida como auxilio da
k

figura 2.1, onde d*. (i,j=l,2,...,2 , comi / j ) representa’

a distancia de Hamm ng entre as p_alavras codigo i e j .S d

representa 4 - ' !

1
d. . . -
J.
. g :
L - g }}
o :

FIG 2.1 - DISTANCIA M NI MA DE UM CODI GO DE BLOOO LI NEAR -

di stancia mnima, vi-se que a ocorréncia de d/2 ou mis er -

ros transformard a palavra transmitida emunma n-upla que es-
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td mais proxima, em termos de disténcia de Hamming, de outra
palavra co6di go. Dessa forma, cono o decodificador decide pela
pal avra que mais se aproxima da n-upla recebida, resultara °
uma decodificacdo errada. Para”que a palavra transmitida seja

decodificada corretamente deverns ter, entao:

t o< (2.12)

onde t representa o numero de erros que podem ser corrigi -

dos e [%] aquer dizer o maior inteiro < X.

Assim o problema de encontrar um codigo
com uma determi nada capaci dade de correcdo, consiste basica -
mente em achar um cddigo que tenha uma dada distéancia m ninma.
Na verdade, sendo, conhecidos n e k, existeml|imites que esta

(18)
bel ecem os valores extremos para d . Um dos problemas que
ainda permanece sem solucdo na teoria dos coOdigos corretores’
de erros & cono formar as equacbOes de teste de paridade para

garantir um dado d, sendo dados n e k

2.4 CODI GOS DE BLOX LI NEARES S| MPLES

2.4.1 - CODl GOS DE REPETI CAO

Dentre os exemplos mais simples de codi -
gos bi narios encontram-se os chamados codi gos de repeti ¢ao

Para este tipo de cédigo temse
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k « 1
*c qual quer

n = k+c¢c=1 +

de nbdo que existem apenas duas palavras, que sdo as sequén -
cias de n 0s enl'"s. Os digitos de paridade sdo todos ]

iguais ao digito de nmensagem Devido a ocorréncia de erros no
canal, alguns digitos sdo alterados e o decodificador avalia'

o numero de O0's e de 1's da palavra recebida, decidindo pelo
bit que apareceu mais vezes. Em caso de igual dade (n-par) ne-
nhuma deci sdo é tomada. A distancia mnima e a eficiéncia de

um cédi go de repeticdo valem, respectivamente

d n
R = 1
Il

de nodo que qual quer configuracdo de erros que atinja Menos

que a metade de uma pal avra pode ser detetada e corrigida.

2.4.2 - CODI GOS DE UM UNI CO DI GI TO DE PARI DADE

Estes codigos sdo caracterizados por:

1c qual quer

c =1

n = k+'c¢c=k+]|

Devido ao fato de usarem mi ni ma redundanci a, sdo cédi gos de
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alta eficiéncia, a qual é tanto maior quanto for o valor de
n, pois
-1
R = =1 -
n n

Seu unico digito de paridade é gerado pela soma modulo 2 dos
n-1 digitos de informacdo, de nobdo que suas palavras sdo t o-
das de peso par. Sendo assim um cédigo de umdigito de pari-
dade (SPC) temdistancia mnim igual a 2 e & capaz de dete
t ar qual quer configuracdo de umnumero inpar de erros. Entre-
tanto, apesar desta baixa capaci dade de controlar erros, sao
| argamente usados na pratica . 08 codigos descritos nesta
secdo e na anterior representam as solucdes extremas para o]
compromi sso capaci dade de detecdo/correcao versus eficiéncia,
de nopdo que a maioria dos cédigos de bloco |lineares situa- se

numa posi ¢cdo intermedi a&ria em relacdo aos mesnos.

2.4.3 - CcODI GOS DE MATRI Z

Estes cddigos, em sua forma mais simples, sdo

obtidos através da extensdo, para duas dinmensdes, dos codigos '
de umdigito de paridade. Dessa forma digitos de paridade hori -

zontais e verticais sdo acrescentados a uma matriz retangular

de digitos de informacdo, conforme esta ilustrado na figura 2.2

E}ASI LiEEDE MATRIZ c.-X £ DE EL(;: ;iSDEDE
VERTI CAI S Dl G TOS DE HORI ZONTAI S
| NFORMACAO
FIG 2.2
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Devido a dupla verificacdo de paridade existente, qualquer er
roisolado pode ser corrigido, enquanto que todas as configu-
racbes de doi s erros podem ser detetadas. A eficiéncia e a

distancia minima de um coédigo de matri z valem, respectivamen-

te

U+l ) (c+l)

2.5 CcODI GOS Ci CLI COos

Grande parte da pesquisa dedicada aos codi-
gos corretores de-erros temsido orientada no sentido de se
obter co6digos que estejam associados a alguma estrutura mate-
matica bem definida. A razdo para isto e que, devido a esta’*
associ acdao, procedi mentos para codificacdo e decodificacdo
bem conb a estratégia a ser seguida para se conseguir certas

caracteristicas desej aveis, podemser obtidos comrelativa

facilidade. UWwm subclasse dos cdédigos |ineares binarios em

bl oco que preenche as condicdes acima, é a dos chamados cOdi -
(21)

gos ciclicos, introduzidos em 1957 por Prange . Estes codi.

gos sao bastante usados em aplicacdes praticas e foram respon

saveis por grande parte das investigacdes feitas em codi gos *

de bl oco, durante a década de 60. Nesta secdo faremos unma des

cricao sumaria dos codigos -ciclicos, -apresentando al gumas de

suas principaispropriedades.
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2.5.1 - DESCRI CAO GERAL

U\ coédigo ciclico emgeral é um codigo de
bloco |inear C(n,k,d) que possui a propriedade de que qua
quer versdo desl ocada, de maneira ciclica, de uma palavra coé-

digo é também uma pal avra codigo. Dessa forma se

ent ao

tu 1 :Cun_ilUn_i+|Un_||U0|U|___Un_i_|\E [l

onde(u”™), por definicdo representa a n-upla (U ) deslocada ci -

clicamente para a direita, de i posi cObes. Para descrever oS
il&

o procedimento que faz uso da correspondéncia existente entre

n-uplas binarias e polinédm os racionais com coeficientes em
(18)
GF(2), o canpo de Gal ois de dois elementos (0.1) . Assim a

pal avra cddigo

[u) =tu-,ux...u,
€ representada por

U(x) = UQ + u-x + u-x™ + ... ~Nxm " (213

sendo que u(x) €& usual mente chamado polinoém o codigo. A cons-

trucdo de _mcodigo ciclico é baseada na existéncia de um po-
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lindmo 9(x) chamado polindém o gerador, para o qual sao vali-
(23)

dos 0s seguintes teoremas’

TECRENMA 2.1 - BEmumcddigo ciclicoC{n,k,d) existe ume apenas

um pol i ném o cdodigo g(x) de grau (n-k) , do tipo

n-k-1.,

g %) o . g.X 2+gx+1 (20 H4)

de nodo que qual quer poliném o codigo u(x) emC e ummiltiplo
de g(x) e todo polinémo de grau n-1 ou menor, que & miltiplo

de g(x), € umpolinom o cadi go.

TECRENMA 2.2 - O polinom o gerador de um codigo ciclico(n,k,d)

¢ um fator de x" +1.

TECRENA 2.3 - Se g (x) temgrau (n-k) e € umfator de x"+l, en

tao g(x) gera umcédigo ciclico (n,k,d).

Vej amos um exenpl o para ilustrar a constru-

¢do de um cédigo ciclico.

EXEMPLO 2.3 - O cdédigo ciclico (7,4,3) cujo polinom o gerador

A

e

¢ aquele para o qual as palavras codigos sao da forma

u(x) =mx) (1+x+x°)
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onde jnCxJ representa o polindém o mensagem Assim a nensagem*

1100 em forma codificada é

u(x) - (1'"+x) (1 +x+x?°)
u(x\) = & o+ + x4
ou Qa3=(101110 0

As 16 pal avras deste codigo estdo natabel a

abai xo:

MENSAGEM PALAVRA CODIGO
0O 0 0 O 0O 0 0 0 0 0 O
1 0 0 O 1 1 0 1 0 O O
O 1 0 O 0o 1 1 0 1 O O
1 1 0 O 1 01 1 1 0 O
o 0 1 O 0O 0 1 1 O 1 O
1 0 1 O 1 1.1 O O 1 O
0 1 1 O 0o 1 o 1 1 1 O
1 1 1 O 1 0 0 O 1 1 O
0O 0 0 1 0O 0 01 1 0 1
1 0 0 1 1 1 0 O 1 o 1
0O 1 0 1 o 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 01 0 o o 1
0O 0 1 1 O o1 0 1 1 1
1 o 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 1 1 0O 1 0 0 o0 1 1
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Estas palavras apresentam os digitos de"
i nf or macao. k-, 3t j* ot paridade (.ci"°,"C-] misturados
Para col océd-1os emforma sistematica, isto €&, fazer com que '
cada pal avra sejadotipotk”,k, ,k./kr, , ,G,) €& suficien-

te(23) fazermos:

v(x) = C(x) + x" " m» (2.15)
— n—k
onde C(x) e resto da divisao de x m(x) por g(x):
n- k
C(x) =rem—_ "t% (2.16)
g(x)

Nesse caso C(x) representa a se¢do de digitos de paridade de
cada pal avra cddigo. Este resultado permte a fornulacgéo de
mét odos préaticos para codificacdo, os quais utilizam apenas

circuitos registradores a deslocamento -com real i mentacdo e so
(22)

raadores modul o -2 . Esta caracteristica de simplicidade dos
circuitos codificadores € umdos aspectos extremamente i mpor-

tantes dos codigos ciclicos.

2.5.2 - DETECAO E CORRECAO DE ERRCS

1

A detecdo de erros em pal avras codigo.
conb as do tipo (2.15) pode ser feita de maneira .simples. Des
de que as 2kpal avras codigo - de. C(n, k,d) sao todas nultiplas
do polinémo" gerador g (x)uma mssdo do decodificador -consiste

emverificar este fato. De umnodo geral "a~palavra"recebida é
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rcxJ = uCx] + e(x) (2.17)

onde e(x) €& o polinom o erro introduzido no canal. Sua divi-

sdo por g(x) resulta

r(x) _ uCGx) . _e(x) .m(x] + e(x)
g{ x) g(x) g(x) g(x)

Entdo, se o resultado (2.18) ndo for exato, a ocorréncia de
erros durante a transmssdo sera detetada. Portanto o polino-
mi o gerador.. g(x) deve ser escolhidodet al nbdo que as confi
guracCes de erros .(x) que se quer detetar nao sejam divisi -
veis por ele. Os teoremas enunciados a seguir mostram al gumas
el agcBes entre a capaci dade de detegao de um cddigo ciclico e

seu polinémo gerador.

TECREMNA 2,-4 —O numero de termos do polindém o-gerador de um

codigo ciclico (n,k,2) é > 2.

DEFINICAO 2.3 - Umpolinémo f (x) pertence ao expoente n se

n i o menor inteiro positivo para o qual f (x) divide x'-1.

TECRENVA 2.5 - O comprimento de umcédigo ciclico (n,k,3) nao

¢ maior que o expoente ao qual pertence seu polinomo gerador.

De uma maneira geral, entretanto, ndo ha
uma relacdo si mples entre g.(x) e d ,--a distancia mnim do
coédigo. Na tabela a seguir apresentamos as principais caracte

risticas de al guns cédigos ciclicosde comprimento. i 5.
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LK . d

14 2 | (0,1)

11 3 (0,1,4)

10 4 | (0,1) (0,1,4)*

7 5 | (0,1,4) (0,1,2, 3,4)

6 6 | (0,1) (0,1,4) (0,1,2,3,4)

5 7 | (0,1,4) (0,1,2,3,4) (0,1,2)

4 8 | (0,1) (0,1,4) (0,1,2,3,4) (0,1,2)
2 110 | (0,1) (0,1,4) (0,1,2,3,4) (0,3, 4)
1 |+ | (0,1,4) (0,1,2,3,4) (0,3,4) (0,1,2)

TABELA — Al guns codigos ciclicos de compri mento 15.

* Osinmbolo (0,1) (0,1,4) representa o polinom o:

(1 +x) (1 +x +x') =1+ x" +x" +x° (0,2,4,5) .

Um dos-aspectos mais positivos dos codigos*
ciclicos é a,existéncia de diversos algoritmos de decodifica-
cdo eficientes, que podem ser implementados comrelativa faci

|idade. Dentre estes, citamos conb mais importantes a decodi -

(24)
ficacao de Meggi tt (1960) , a decodificacao por |0gica ma-
(25)
joritaria (Rudol ph, 1967) , e- o mtodo conheci do por "er -
ror-trapping .(Rudol ph e Mitchell, 1964). Estas técnicas '’

fazemuso essencial mente do conceito de sindronme para locali-
zacdo de erros e a escolha por uma delas € iuncdo de fatores

cono o tipo de erro presente no canal, a classe de codigos ci
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clicos usada, a capacidade de nemdria disponivel, o retardo*

na decodi ficacédo, et c.

Dentre os codigos ciclicos conheci dos sao
particularmente importantes os coédigos de Bose-Chaudhuri e *
Hocquenghem Para qual quer escolha de m e t existe um codi-
go BCH de comprimento 2" - 1 que é capaz de corrigir t er -
ros ou detetar 2t erros por palavra e que requer um polinémo

gerador de grau < mt""" . Oprimeiro algoritmo de decodifica
(27)

cao para este tipo de cédigo foi devido a Peterson . Al

guns anos mais tarde outros procedimentos mais eficientes fo-
ram estabelecidos por Chien'® (1963), Berlekamp“" (1965 )
e Massey (1969) , de npdo que os co6digos BCH sdo de grande
aplicacdo pratica e bastante usados nos sistemas de comunica-

¢do atuais.
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CAPITULO | I |

- - PECODI FI CACAO DE CODI GOS LI NEARES

A decodificacdo frequentemente represen
ta um sério obstaculo & utilizacdo préatica dos cddigos corre-
tores de erros. Isto se deve ao fato de que os algoritmos de

decodificacdo exi stentes apresentam uma compl exidade que cres
(22)

ce exponencial mente com o comprimento dos blocos , tornan-
do sua inplenmentacdo proibitiva. Neste capitulo apresentamos’
al guns dos principais métodos existentes para decodificacédo*

de codigos lineares, conparando e discutindo a complexidade

dos nesnos.

3.1 PECODI FI CACAO PCR SEMELHANCA MAXI MA

O método descrito nesta secdo raramente
€ usado na pratica devido as dificuldades de inplenmentacdo
gue apresenta. Sua inportéancia reside no fato de ser |argamen
t e usado cono um padr do, senpre que se deseja comparar dife -
rentes técnicas de decodificacdo. Esta técnica, quando se
usampal avras cédigo equi provaveis, € 6tima no senti do de que

a probabilidade de erro na saida do decodificador é minimza-

da

Em um canal binario simétrico, a proba-
bilidade de nao ocorrer erros emunma n-upla binaria transmiti

da é gq“. A probabilidade .de que a palavra recebida seja dife-
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rente da palavra transmitida em i posicdes e p, (, . Des-
de que g*> p,, qualquer palavra comumerro & mais provavel *
de ser recebida que uma palavra com dois erros e assim por di
ante. Baseado neste resultado é possivel decodificar codi gos*
em bloco |ineares conmb a seqguir é descrito. Na recepcdo o de-
codificador conpara a n—upla recebida Cr) com as 2 palavras'
codigo exi stentes e escol he aquela que mais se aproxima de[r3
em termos de distancia de Hanmng, isto €, decide por aquela

palavra que difere de Cr) no menor numero de posic¢oes.

Em sistemas operando "on line" esta com
paracdo deve ser feita durante o intervalo de tempo correspon
dente & duracdo de n digitos no canal, o que eventual mente’
vem a |imitar a aplicabilidade deste processo quarido o codi go
utilizado tem um grande numero de palavras. Este método de de
codificacdo por senel hanca maxi ma pode ser aplicado a canais

sem mendria que ndo sejam binarios.

3.2 O ARRANJO PADRAO

O processo de decodificacdo envolve um

deci sdo sobre qual palavra cédigo foi transmitida. Isto pode
n Kk

ser feito distribuindo as 2 n-uplas em 2 conjuntos disjun -
t os de nodo que cada umdeles contenha apenas -uma pal avra co-
di go. Desta maneira a decodificacdo é feita corretamente se
..,—upla recebida Cr) estiver no subconjunto da palavra trans
mitida. Escrevemos as 2 n-uplas em uma |inha e abaixo da n-

upla nula colocamos uma n-upla Ce-) que ndo esta na primeira’
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linha. A segunda linha & formada somando-se os el ementos da

primeira a Ce,_, conp mostrado abai xo:
Co, 0, 0) Cv-] "1V.) . o/, )
2
Ce,) Ce,] + CV,) te, + Cv) te, + O/ _
As linhas subsequentes sdo formadas de maneira semel hante

1

sendo que cada nova |inha comega com um el emento ndo usado an

teriormente™” Resulta assima seguinte tabel a, denom nada ar -

ranj o padréo.

(0,0,...03 V) o-J 2
CEZ] CEZ] + cv23 Ce23 + c v 3 * c e 2 1 + cv k]
Ce.) Ce,] + C,) te.) + (V-3 . . . | [e.3 + O/ _J
Ce ) Ce }+C-] Ce R I VN O - dr(v,)
,n-k 20 2"~H 2"t 2"
As linhas.obtidas sdo chamadas "cosets" e o elemento mais a
esquerda emcada | inha € o "coset | eader". Oprocesso descri -
to acima é chamado deconposi cdo,do codigo em "cosets". Basica
mente, a utilizacdo do arranjo padrao para decodificacdo en -

volve doi s passos:

1) Determinacdo do "coset"” Ce portanto do"coset |eader" asso -

ciado) ao qual an-uplarecebida pertence.
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2) Subtrair da n-upla recebida o "coset |eader" encontrado '

aci ma.

O resultado obtidp no segundo passo é a estima-
tiva da palavra transmitida. Isto, emgeral, ndo é facil de
i mpl ementar, de nodo que o conceito de arranjo padrdao € mais
atil conmo uma maneira de compreender a estrutura dos cédi gos’
lineares, do que cono umal goritmo de decodificacao pratica
Entretanto, o arranjo padrédo apresenta algumas propriedades
que nos permitem estabel ecer um método de decodificacdo poten
cialmente pratico, o qual sera descrito na secdo seguinte. Es
tas propriedades estdo contidas nos dois teoremas que apresen

tamos a seguir:

TECREMA 3.1 - Seja C(n,k) um cdédigo de bloco binario linear.
Entdo o arranjo “padrdo obtido pela deconposi cdo de C em cosets

ndo apresenta n-uplas repetidas.

PROVA: Consideremos que na j-ésinma linha existem duas n-uplas

i dénticas. Entdo devenpbs t er

i*j)yc.)=rj}y[".> onde e * m (3.1)

e portanto

(ve) :Ivm)

O que é inpossivel pela propria construcdo da tabela. Resta '

ent 3o mostrar que unma nmesma n-upla nao aparece emdiferentes’
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linhas. Considerando que uma n-upla aparece nas linhas i e |
(icj), entdo devenos ter:

tel,)+gv)1=<l=3¢1p/) (3.2)
ent ao:

) (3.3)

desde que v e €V 520 vetores codigos, entao (v +eVn'? t ambém

¢ umvetor cddigo, que vamos representar por v . Dessa forma
- = +

(e33 (eX) (vX3 (3.4)

da equacao (3.4) concluinps que(e_.3esta na i-ésim linha, o]

que contradiz o fato de que o primeiro elemento de um l'inha

do arranjo padrdo € um elemento ndo usado anteriormente. Des-

sa forma a prova estd completa.

* Antes de apresentarmos o teorema 2 vanmps concei-
tuar o que chamanos de sindrome -de uma palavra. Consideremos'
um coédigo linear embloco C(n,k,d) cuja matriz de paridade ¢&

H 0 vetor de (n-k) componentes definido por

(9 '= ) CH' (3.5)

é denom nado a sindrome da palavrafri.Da definicao de(u) ve -

nmos que ir) € uma pal avra-do cédigo se e sO se sua sindrone '
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for nula. Na recepcdo, o decodificador tenta extrair a nensa-

gem enviada a partir de (3.5)- Em geral

tr) =Qu) + C) . (3.6)
onde

te) = (e, e, e.) (sr)
representa o vetor erro introduzido pelo ruido no canal, de
nodo que

O, se o ruido ndo afeta o i-ésinp digito

© = 1, emcaso contrario. (3.8)
Fi camos entdao com

CS = Qi CH'™ + (e) (H)T (3.9

QS = G (H)" (3.10)

0 que mostra que a sindrone associada a uma pal avra codigo de

pende apenas da configuracdo de erros que atingiu a nesna.
TECREVA 3.2 - No arranjo padrdo de umcodigo |linear C(n,k,d )
as 2 n-uplas de umdado "coset" tema nesna sindrone e as *

sindrones de cosets diferentes sao diferentes.

PROVA: Consideremos inicialmente que o mésino e o £-esino
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coset tem sindromes iguais, isto é.

te,d [K}" = G (H)’ (3.11)
ou

{lem) + CeZ)) in)T = 0 (312)
Sendo assim, a n-upla {te”) + ¢ uma pal avra codigo, a

qual vamps representar por(u”) Entao

P eV (3.13)

ou seja, o vetor (e”) pertence & i-ésima |linha do arranjo pa-
drdo, o que nao é possivel devido & forma conb o mesno é cons
truido. Para concluir vanos mostrar que os vetores de um nmes-
no coset tema nmesnma sindrone. Consideremos o j-ésinmo "coset",
cujo "coset |l eader" é& fe..}. A sindrome associada a una n-upla

iur) pertencente a este coset e dada por

IS) - iter) + Cu.n tH)’ (3.14)

Cono tu”N) v "* palavra de C entdo (3.14) reduz-se a

(S) = te..) CH’ (3. 15)

que é a sindrome para qual quer menbro do coset, conforme f oi

visto em (3.10).
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3.3 PECODI FI CACAO PCR BUSCA SI STEMATI CA

Vimos - "° secdo anterior gue a sindrone asso
ciada a uma n-upla C) € um vetor de (n-k) componentes,de no-
do que o nunero total de sindromes distintas é [ "~ . Este fa
to,juntamente com as propriedades do arranjo padrédo de um co-
digo linear (Teoremas 3.1 e 3.2) nos leva a concluir que exis
te uma correspondéncia biunivoca entresindromes e "cosets".
Escol hendo para "coset |eaders" as configuracbes de erros '
mai s provaveis, i.e.,as de menor peso, para um canal binario
simetrico, & possivel estabelecer umprocedi mento para decodi-

ficar coédigos |ineares binarios embloco que consiste em

T
19 -"Calcular a sindrome Cr] - associada & n-upla [r) rece-
bi da.

29 Encontrar o "coset |eader"” correspondente a esta sindro-
me, ou seja, o vetor erro introduzido no canal

39 - Somar o vetor erro & palavra recebida a fi mde corrigi -

| a.

O procedimento descrito acima, denom nado deco-
clificagdo por busca sistematica, é de aplicabilidade bastante
limtada se o codigo usado ndo apresenta outras propriedades’
a ndo ser a de linearidade. Isto porque sua inplenentacado r e-
quer operacado de geracdo e conparacao envolvendo 2*" N (n-k)-
upl as binarias (gerador -de sindrones) , uma vez que se 0 codi-

go corrige t erros por blocos, devenns ter



o1

Cn+Cn+ _+(F;_<2~-1 (3-16)

Portanto, nesno para codi gos de comprimento moderado (i .e. n =

= 100, k = 70) esta técnica de decodificacdo apresenta uma

(22)
compl exi dade que a torna proibitiva

3.4 O CcODI GO DE HAWM NG

7z

Un cédigo binario perfeito € aquele para

0o qual a seguinte condicao se verifica:
1 2 c — (n _ kI -
c'. c’, .+ (% = 2 1 (3.17)

Gs Unicos coOdigos binarios perfeitos nao triviais existentes,

sao o0 c6digo de Hanmming e o cédigo de Gol ay(32)

Exam nemos mai s detidamente a expressao

(3.10) gue pode ser reescrita cono

T T

S =) ie) (3.18)
isto e,
h
11 12 hIn
i (3.19)
21 S\ 22 e, + . 2n !
S
h h h
(n-k) | (n-k)?2 (n-k) n
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De (3.19) vé-se que umcodigo |linear binario embloco & capaz
de corrigir todas as configuracbes de umerro, se as colunas
de sua matriz de teste de paridade sdo todas distintas e nao
nul as. Nesse caso, una palavra recebida comumdigito afetado
resultara emunma sindrone ndo nula igual & i~esima coluna da
matriz EHP indicando que O erro se encontra na i esima posi ¢cao
Sendo assim, a matriz (H) de um codigo cuja distancia mnim'
€ d deve ter (d-1) colunas linearmente independentes

Cono CH) tem (n-k) linhas, para que seja possivel a correcao*

de qual quer-erro- i sol ado, -o. nunero de colunas deve ser igual

a 2 - 1, o0 que da origema um codigo C(n, k,d), onde
n - 2°-1 C3, 20. al
k =n-c =2°- ¢ - 1 C3. 2Q bl
d =3 (.3.20.cl

O cddigo descrito acima foi introduzido em 1950 por Richard
Hamming emum artigo pioneiro sobre codigos corretores de er-
ros””. Hamming propds que a i-ésima coluna correspondesse a
representacdo binaria do decimal . Dessa forma a converséao*
para decimal da (n-k)-upla correspondente & sindrome indicava

a posicao emque se encontrava o erro. Vejamos umexempl o.

EXEMPLO 3. 1- 0 cédigo (7,4,3) de Hamming -& aquele cuja ma

triz (H ¢
000 1 1 1 1
{H) = 01100 1 1
10 10 10 1


http://C3.2Q.bl
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Para uma pal avra codigo Cct k-, c, ¢c_ c.,l as equacdes de

paridade, sao

Assim, se a palavra cédigo transmitida (10 10 10 I]é rece-
bida conb (10 10 10 0], isto é, comumerro na sétim posi.

cao ( C,)/ entéao:

(S) =Cr] £H]

0 0 1
0 1 0
0 1 1
S = (1010100} 1 0 0=(11 1]
1 0 1
1 1 0
111

indicando portanto ura erro na sétinm posi ¢ao.

A eficiéncia do co6digo de Hamm ng é dada por

2" - ¢ -1 (3.21)
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ou

n- K C3-22)

de nodo que os codi gos de Hanming | ongos temuma eficiéncia'’

que se aproxima da ideal .

Enbora o codigo descrito acima tenha surgido pe
| a primeira vez na literatura no classico artigo de Shannon |,
em 1948, a orientacdodada por Hanming f oi inteiramente origi
nal . Portanto, é a el e que se deve a criacdo de varios concei
tos e de uma terminol ogia propria aos codigos corretores de
erros. Gostarianmos de mencionar, porém que muitos dos resul -
tados da teoria da codificagcdo foram descobertos primeiramen-
te emcontextos bastantes diferentes cono, por exemplo, ema _

gebra moderna e estatistica. Nesse aspecto, 0 espago de tempo

existente entre as descobertas dos codigos de Hanm ng e dos *

*

cbédi gos capazes de corrigir t erros por bloco representa
segundo al guns autores , mais do que uma década de pesqui -
sa.

Estanos nos referindo a cdédigos de estrutura semel hante *

aos coOdi gos de Hammi ng conp, por exempl o, os codi gos BCH
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CAPI TULO XV

' PECOPI FI CACAO. PROBABTLTST1CA

Desde o surgi mento dos trabal hos de Ehan
non sobre a teoria da informagcdo tem havido umcrescente inte
resse no desenvolvimento de sistemas de conunicagfes eficien-
tes, confidaveis e de facil inplenmentacao. Sendo uma abordagem
eficaz para o problema da confiabilidade, os coOdigos correto-
res de erros tém sido responsaveis por um grande quantidade’
de pesqui sa nas duas ultims décadas. Teoremas e técnicas de
i mpl enment agcdo sofisticadas temsido desenvolvidas para este’®
tipo de cédi gos, as quais,emgeral, assunem a existéncia de
canais com saida binaria. Assim a maioria dos detetores exis
tentes consiste basicamente de um:demodul ador analdgico segui
do por- umdecodificador digital que opera sobre os digitos bi

narios produzidos pelo demodulador (FIG 4.1).

m(t)
DEMODUL ADOR DECODI Fl CADOR

FI G. 4.1 - OPERACAO DE UM DETETCR- BI NARI O
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Obl oco demodul ador atua conb umquanti zador de apenas uml i -
miar de referéncia. Isto significa que de acordo com o valor
da amostra que & colhido (acima ou abaixo do limiar) um digi-
to binario correspondente (0 ou 1) é entregue ao decodifica -
dor. Dessa forma a infornmagdo probabilistica, potencial mente*
atil, entregue ao demodul ador e i nteiramente destruida, o que
reduz substanci al mente a eficiéncia do sistema de comunica —

ca0(31)

O processo de detecao (denodul acéo e
decodi ficacdo) que utiliza a informacdo probabilistica asso -
ciada & nensagem recebida, de nodo a obter uma mel hor estima-
tiva da mesma, é chamado DECI SAO SUAVE. A idéia é fornecer ao
decodi ficador informagcdo. sobre-a”“confiabilidadedos digitos®
recebidos, evitando assim a degradacdo dos sistemas de comuni
cacdo que utilizamuma quantizacdo de apenas duas regi 6es, an
t es da decodificacdo. As duas técnicas de decodificacdo mais
conheci das, que usam decisdo suave e sdo 0timas no senti do de
minimzar a probabilidade de erro por palavra, quando as pala
vras codi go sao equi provaveis, sao a decodificacdo por corre-
| acdo de codigos em bloco e o metodo de Viterbi para decodifi
cacdo de cddigos convolucionais. Entretanto, estes sistemas '
apresentam certa complexidade de inplementacdo, a qual sO per
mite sua utilizacdo para cédigos 'de comprimento pequeno, devi
do as dificuldades de realizacdo das operacdes de correl agéo’
e armazenamento. Por este motivo, tem havido um crescente in-
teresse nos ultinos anos em esquemas de decodificacgéo que
usam deci sdo suave, que possamser aplicados a codigos de al -

ta eficiéncia.
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Neste capitulo faremos una descricao ge
ral da decodificacédo probabilistica de codigos |lineares. Um
algoritnp 6tim e apresentado, sendo estudado seu desempenho’
guando de sua utilizacdo com codigos ciclicos. Alguns algorit
nos mai s simples sao tanbémdiscutidos, os quais, enmbora sub-
O0timos, representam uma consideravel mel hori a em desenpenho *

emrelacdo aos sistemas que utilizamquantizacdo binari a.

4.1 DECI SAO SUAVE

O conceito do que chamanps deci sdo sua-

ve pode ser entendido como auxilio da figura 4.2 abai xo.

e C ,
FONTE % CODI FI CADOR | MODULADCR
] C
] A
puTnn
A
e T L
2 n
DESTI NATARI O-H DECODI FI CADOR DRMDDULADOR ! - ()
4 ¢ |2 = _ . *

FI G. 4.2 - SISTEMA DE COMUNI CACAO QM DECI SAO SUAVE

Cada sequéncia de k digitos binarios®
de informacéo (m m. .. . m) & codificada emum bloco de n
di gitos (mt - - .M ™. . ., y3r o qual é entregue a um modula
dor que dai gera una forma de onda m(t) a ser transmitida.
Na recepcdo quando o processo de decisdo envolve apenas dois

niveis de quantizacdo ("hard &decision"), o demodul ador entre-
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ga una sequéncia de n digitos ao decodificador. O método
chamado DECI SAO SUAVE consiste emse ter, na saida do demodu-
| ador, além da sequéncia binaria de comprimento n uma se- -
quéncia de n naneros positivos (a”*a2---a,) 0os quais forne
cerdo informagbBes sobre a confiabilidade relativa dos digitos
r.- Dessa forma, se "+ > decodificador considerard que r

temmais chances de estar correto que r . Isto pode ser fei-
t o se a saida do demodul ador da figura 4.2 & quantizada em Q

niveis de nobdo que a estimativa do digito binario recebido é

dada pelo "byte" de decisédo- suave

Cr. a.] =C. a.. a._.. . a. ] (4.1)

conde Q=2 . Aconfiabilidade do digito r ”~ pode ser defi-

nida através do "byte" de comprimento (J - 1)

Ca ] = Ca.,. . ' . 1 =

Portanto, a confiabilidade de um dado digito pode variar des-

de C) = @ 0...03, que representa a mais baixa confiabili-

dade até Ca ) = (11.-.13, que representa a confiabilidade m-
i

Xi ma.
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Para escl arecer mel hor os conceitos '
I ntroduzidos nesta segdo, vamps considerar umexemplo de um
demodul ador que quantiza a regiao GCGA 2, + A/2) em 8 ni -

veis distintos, de nodo que 2°' =8 e J = 3 (FIG. 4.3)

Al 2
101
" 1 0 1 0
1 0 1
1 0 0 0 1
(a) O O (b
0 1- 1 0 O
0 1 0] 0 1
0 0 1 1 0
A2 O 0 0 11
-
N J N
N ..
\
1 + \\; — (C)
\
\ )
, ~

FIG 4.3 - DEMIDULADCR DE DECI SAO SUAVE
a- REG OES DE QUANTI ZACAO
b- Ni VEI' S DE CONFI ABI LI DADE
c- SI NAL RECEBI DO -
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Sendo assim, a salda do demodul ador correspondente & forma
de onda de entrada da figura (4-3c] seria a sequéncia bhinaria
1(10)1(11)1(00)0(21}. Os "bytes" de comprimento dois entre pa
rentesqs representam as confiabilidades dos digitos de
(1110). Note que o terceiro 1, a partir da esquerda, € 0
digito de mais baixa confiabilidade, de nbdo que se neste bi o
co de comprimento 4 o decodificador deteta a presenca de um
erro, este digito de mais baixa confiabilidade & o que mai s
chances tem de estar errado. Na verdade, este resultado se ba
seia nas propriedades estatisticas do ruido e no comportamen-
to monotonicamente decrescente com t da probabilidade de

ocorréncia de t erros por bloco, emum canal bindrio sim —
f 18)

trico . Neste caso, isto quer dizer que nao se pode afir -
mar se o terceiro digito era 1 ou O originalmente, com a
mesma seguranca que se pode fazé-lo para os outros trés. Este
fato € indicado pelo "byte" de confiabilidade, o qual locali -

Za assim a posicao mai s-provavel em que se encontra o erro.

Através do exenplo aci ma pode-se ver
que, se este esquema de decisdo suave é usado juntamente com
um codi go detetor de erros capaz de detetar 1 erro por bl o-
.0 (d = 2), ele permite estender esta capacidade tornando °
possivel a correcdo de 1 erro por bloco. Em média, a capa -

ci dade de correcdo de um codigo pode ser duplicada quando se
- (33)

utilizam demodul adores de deci sdo .suave . Isto se deve ao

fato de que os (d —1) erros detetados podem agora ser loca-

lizados através de suas informacbes de confiabilidade. Esta‘®

afi rmacdo pode ser mel hor visualizada como conceito de di s —
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tancia suave. I ntroduzido a seguir-

DEFI NI CAO 4:1 -

A distancia suave entre duas n-uplas bina
rias u e v € a sonm das distancias, expressas emniveis |,

entre seus digitos. Considerando que a distancia entre niveis

adjacentes & igual a 1, temse

d. = doQ - 1) (4.2)

onde d representa a distadncia de Hamming entre u e V.

A capaci dade de correcdo e/ou.detecdo de
erros de -nivel de um cddigo, pode -agora ser estabelecida de
maneira analoga & que foi feita no capitulo 2. Se d repre -
senta a distancia.nmnim de um codigo linear entdo, emtermos
de decisdo suave,as palavras cédigo distamentre si de no mi-

ni mo

d.=d(Q- 1), (4.3)

0 que permite a correcdao de t erros de nivel por bloco

onde

Para fixar idéias consideremos o cédigo de Hamming (7,4, 3}



62

capaz de corrigir 1 erro por bloco, e uma quantizacado de 8

niveis. Neste caso

d -d (Q- 1) =21

Cono a quantidade de erros de niveis de quantizacdo m nim ne
cessaria para provocar unma interpretacdo errbnea no demodul a-
dor é Q@2 , venos que as configuracdes mai s provaveis de A
erros, que correspondema 8 erros de nivel, podem ser corrigi-

das, o que duplica a capacidade de correcdo do cadigo.

A utilizacdo de mai s de duas regi0es de
quanti zacdo é uma tentativa de se dimnuir a perda de informa
¢do que resulta quando Q & igual a 2. Portanto o detetor '
Otimo, isto é, aquele gque no processo de decisdo retémtoda a
i nformacdo contida no sinal recebido, seria aquele que entre-
garia ao decodificador o valor exato das amostras col hidas :
preci sando portanto de um numero infinito de niveis de quanti-

zacdo. Este limite de desenmpenho quando comparado com o siste

ma que ndo usa decisdo suave, representa um ganho em potén -
(31)

cia de aproxi mdamente 2db . Entretanto, este ganho que
se pode conseguir com o aumento do numero de niveis, signifi-
ca um crescimento na conplexidade- dos circuitos detetores

Observa-se entretanto que, a medida que o valor de Q aunen-
ta, o ganho incremental emrelagcdo sinal/ruido para-se obter

uma dada probabilidade de erro, é cada vez nenor, de nbdo que
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grande parte da degradacdo que ocorre quando Q vale 2 pode®
ser superada sem que a compl exidade do sistema se torne proi -

hitiva.

4.2 - DETECAO PCR ZONA NULA

A forma mais simples de decisdo suave'
€ aquela que utiliza apenas trés regi des de deci sdo, conforme

mostra a f i g 4.4.

e K . [
A2
:‘i_
J t
0
t
-J
-A 2 R
. (0]
1

FIG 4.4 - DETECATO PCR ZONA NULA - REG OES DE QUANTI ZACAO

Dessa forma o sinal recebido

y(t) =m(t) +*n(t)

€ detetado, no instante t-Q , conp sendo
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1, se Y(t.,) ER (4.5a)
X, se y(t,) cl~n (4.5b)
0, se y(t,) ER (4.5¢c)

onde as regides R, R* e R* séao definidas por

R ={y eRI1 vy >17) (4 .6a)
o]

R, ={y ER|] - J<y<]]) (4.6b)

R =iy ER I y < - 3} (4.6¢)

Em (4.5b) X €& umvalor proxinmo & linha de decisédo binaria e

portanto de valor duvidoso uma vez que as probabilidades de
transicdo P(X | 0) e P(X | 1) temval ores proéxinos-Assim
guando o valor da amostra colhida situa-se na regido R, 0

detetor nada decide sobre el e. Nesse caso., diz-se que umnulo
foi detetado. Este esquema de decisdo suave e conheci do cono
detecao por zona nula e representa um consideravel ganho em

termos de probabilidade de erro (ou da taxa de informcado °

transmitida) sobre o sistema de decisdo de apenas duas regi -

— (31) ~
oes - Odiagrama das probabilidades de transic¢do de umsi s_
tema que utiliza detegcdo por zona nula € mostrado na fig. 4.5,
onde é supostoque P(I1 | 1)> P(0]| 1)

1 < : —r 1

FI G 4.5 - DETECAO PCR ZONA NULA - PROBABI LI DADES DE TRANSI CAO
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Neste trabalho vamos considerar que o ruido existente no ca -
nal se comporta conmo uma vari avel aleatdria Gaussi ana, de va-
| or médio zero e variancia o , conhecida. Isto quer dizer'*

gue, se amostrarmos o ruido n(t) emuminstante de tempo t

0
qual quer, a probabilidade de que o valor medido esteja entre
(34)
n e (n + dn) e dada por f(n) dn , onde
9 2
-n’ 20
f (n) = - (4.7)

o/ 2n
Este model o do ruido aditivo é, emmuitas aplicacbes, uma r e -
presentacdo valida das perturbacdes reais em sistemas de co -
muni cacgao.

Devido & simetria das regi 6es de quantiza
¢cdo (estamos supondo que 0" s e 1's sao transmitidos com
-igual probabilidade), sé&o'validas as seguintes relacdes entre
as probabilidades de transi¢ao:

P(O]I) = P(l]0) (4.8a)

P(X] 1) - P(X]0) (4.8b)

P(111) = P(01 0) (4.8c)

" Os simbolos X que sdo gerados numrecep
tor aue utiliza esta técnica de deci sdao suave, representam a
informacdo de confiabilidade fornecida pelo canal. Para utili

za—1o0s no senti do de produzir uma mel hor estimativa da pala -
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vra recebida, devenos considerar se o sistema em questao uti-
liza, ou nao, codificacdo de canal. Na proxim secao explora-

remos estas duas possi bilidades.

4.2.1 - SISTEMAS SEM CODI FI CACAO -

A probabilidade de erro em um sistema que

emprega duas regi 0es de deci sdo pode ser determ nada cono a

seguir €& descrito. Assum ndo que pulsos binarios de amplitu
des + A/2 sao transmitidos empresenca de ruido Gaussi ano, a

forma de onda v(t) sobre a qual o detetor'opera & um varia

vel aleatéria cuja funcdo densi dade de probabilidadeedot i -
po:
- Cv+A/ 2) V?20°
f.(v) = ~~¢ Sseum 0 foi trans
0 o /2H
mitido (4.9)
-Cv-Al2) 20°
e
f(v) = , em - caso contra —
rio (4.10)
O detetor incorrerda em erros senpre que
acontecer
v(t) - +n(t) <0 (4.11a)
ou

v(t) =- -4- -f n(t) >0 (4.11b)
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As probabilidades de ocorréncia de .4.11a) e (4.11b] denom na
das respectivamentes P, e P", podem ser calcul adas por
0
,,=Prob (v(t)<0)= f (v) dv (4.12)
PQ=Pr0b (V(t)>0)= fQ(V)dV
0
e, "e0 c°°'*° indicados na figura 4.6
Af . (V
(V) AQCS

<

FIG. 4.6 PROBABILIDADES DE ERRO EM W RECEPTCR BI NARI O

A probabilidade total de erro no sistema é dada por

e 1 el 0O eo (4.13)



onde F, e P, sao, respectivamente, as probabilidades de

transm ssdo dos sinbolos 1 e 0- Admiti ndo que o0s nesnbs tem

igual chance de ocorrer/, entéo

f.(v) dv + f,(v) dv (4.14)

ou
(v-Al2)°20°- -(v+Al2)7 20"

= . e dv + e dv
02/ 2i1" (4.15)

fazendo a nudanca de variavel

(v + A/ 2)
X -
e possivel chegarmos a
e = 1-erf (4.16)
02/ 2
onde
X
er f(x)= Y dy & chamada funcdo erro de x
Vé-se gue a probabilidade de erro depende somente da rel acéao*
sinal/ruido Ao do sistema. em funcdo de Ao € tracada

da na figura 4.1
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-5 - - - S\NR( db)
10- i N i 1 N

J

4 8 12 16 20

FIG 4.7 - PROBABI LI DADE DE ERRO EM FUNCAO DA RELACAO
S| NAL/ RUI DO PARA DETECAO BI NARI A EM PRESEN
CA DE RUI DO GAUSSI ANO

4

Assim para uma relacdo sinal ruxdo de 16,4 db, P, vale 10

O que significa, emmédia, umdigito detetado erroneamente em
4

cada 10 transmitidos. Existem em funcionamento diversos sis-
temas de comunicacdo onde a taxa' de erros toleravel é <10" |
0 aue requer unma r ei acdo sinal/ruido superior a 18 db. Vej a-
mos aoora cono este valor pode ser reduzido através da dete -

¢ao por zona nul a.
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Em um sistema de conunicacdo que usa deci
sdo suave sem codificacdo de canal, torna-se necessaria a
existéncia Qe um canal de realimentagdo, para que a informa -
cdo de confiabilidade possa ser aproveitada. Através deste ca
nal sdo enviadas as solicitacbes para repeticdo dos digitos
detetados conmop nulos. Para ilustrar o calculo da probabilida-
de de erro consideremos a figura 4.8, onde J define a re —

gido nul a de detecao-

f o)

v,

"A/2

FIG. 4.8 - Detecao por zona nula - Probabi lidades de erro

P , agora,é a probabilidade de que. o sinal recebido (pulso de
amplitude + A/2 mais ruido) tenha' umvalor abaixo de +J. Se

Pn representa a probabilidade de gue o sinal recebido esteja’

na regiao nula, a probabilidade de erro, se o 1 for transm

tido, € a soma das probabilidades de que [ 1) a amostra recebi
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da tenha umval or menor que ~J ., (2\ a amostra situe-se na regi
do nula e a retransm ssédo tenha umvalor menor que -J, (3) a
amostra e a |° retransmssdo situem-se na zona nula e a 2- re

transm ssdo tenha umval or menor que -J, e assimsucessiva —

ment e.
Logo
Po = 5% tP, PP PP P i - (4. 17)
ou
P. . "el (4.18)
1-P
n

O nunero médi o de transm ssfes efetuadas até que o detetor to

nme unma decisdo (correta ou nao) é dado por

» = Cl-P) +°° (*-°,) "*n MAnpn* - (4.19)
N = (
j =1 j =1 dp "
’ n
N « CI-P) _d_ £ PA
d P, j =1
N :(1”n> g / 1_
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N 1 -
= (4.20)
Combi nando (4.18) e (4.20) podenns escrever
PP = NP (4.21)

Para se ter unma idéia quantitativa do que
é possivel obter com a zona nula, consideremos que a probabi -
lidade de erro sema nesna € 107 (figura 4.7), o que requer
uma rel acao sinal/ruido de 18 db. Odesl ocament o do nivel de
decisdo de zero para xJ/2 & equivalente, em termos de probabi

|idade de erro, a manter o nmesno emzero e reduzir A de J

uni dades. Para J/a igual a 2 db temse
A—J -16 * P =10
db toxo
"R = 1 = 1,0001
1- P
n

* 4

de nodo que em medi a, apenas umdigito binario em 10 precisa
ser repetido. Para calcular o efeito sobre a probabilidade de
erro lembremos que uma zona nula de largura J equivale a
manter o |limiar de decisdo em zero e aumentar A de J unida

des. Ent do:
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P, L 1~ erf( 'A+‘J) _ A erfc(2A+J (4.22)
2 2g72 2 cvV2

onde

erfc (x]

1
—
@D
—
—

—_
>
~

€ a funcdo erro complementar de x. Para Ao >> 1, podenos

usar a expansdo assintoética para erfc (x)

erfc (x) _ e X » 1 (4.23)

de nodo que

—_— -(A+J)*/ 80°
e = ~ (.4.24)

Para A+ J - 59 db, obtém-se
Pe = 0,6 x -107°
ou seja, h& uma reduc&o na probabilidade de erro em mai s de

uma ordem de grandeza, ao passo que a taxa de transm ssdo pra

|,..

ticamente nao foi . afetada. -
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4.2.2 - SI STEMAS CODI FI CADCS -

£ sabi do que um cddigo com distancia

mnima d & capaz de corrigir t erros por bloco, onde

A 4. 25,

Em um receptor que usa detegdo por zona nula antes da decodi -
ficacdo, esta capaci dade de correcdo pode ser aproxi madamente
duplicada. A idéia € queagora o detetor entrega ao decodifica
dor informacdo sobre a confiabilidade dos digitos recebidos

Cs digi tos detetados conmb nulos tem mais chance de estar erra
dos. Sabendo disso, o decodificador, ao detetar a presenca de
erros, temas |ocalizacdes mais provavei s onde 0s nesnps se
encontram e pode entdo corrigi-los. Desde que a quantidade de
digitos detetados conp nulos seja < (d - 1), os nesnbs podem
ser corrigidos na maioria dos casos, e o0 codigo tem sua capa-
cidade de correcdo aproxi madamente dobrada. No caso da pal a-
vra recebidater mais que (d - 1 ) digitos de baixa confia-
bilidade, entdo o decodificador simplesmente ignora esta i n -
formacdo de confiabilidade e opera conb se a quantizagcado no '
detetor fosse de apenas duas regides. Dessa forma, o desenpe-
nho de umreceptor que usa detecdo por zona nula é, no mni -
no, igual aquele que usa dois niveis de quantizacdo apenas

U questdo extremamente importante relativa & utilizacdo con
junta de detecdo por zona nula e codificacdo de canal € a es-
colha da abertura da janela (regido nula), isto €&, do limiar®
de decisdo J. Se J ¢é umvalor de tensdo muito pequeno, en-
tdo poucos digi t os serdao de baixa confiabilidade, |evando pou

ca informacdo ao decodificador. Por outro lado, se J €& um va
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| or de tensdo muito alto, entdo quase todos os digitos recebi
dos serédo de baixa confiabil-idade, o que ndo interessa ao des-
codificador. De umnodo ou de outro, O receptor se comporta -
riacono se Q fosse igual a 2. Percebe-se entdo a existén-

ci a de umvalor 6tim para J, no sentido de m nim zar a pro-
babilidade de erro na saida do decodificador, o qual €& funcéao

da relacédo sinal/ruido existente e do tipo de cdédi go usado.

4.3 - PROCEDI MENTGs SUBOTI MOS

Nesta secdo descrevemos doi s algoritmos
de decodificacdo comdeci sdo suave que s&o subQinmps no sent
do de que o ganho teorico méxino possivel de obter comeste '
tipo de decisdo nao & atingido. Oprimeirodeles, devido a
Harrison®™" utiliza o codigo de Hamming (7,4,3) e é descri -

to a segquir.

Sabe-se que quanto maior for o numero de
niveis de quantizacdo emum esquema de deci sdo suave, mai or é
a quantidade de'informacdo Gtil & qual o decodificador tem
acesso. Entretanto pode ser mostrado , que a utilizacao de
mai s de 16 niveis tempouco efeito sobre a probabilidade de
erro do sistema. Conbo a compl exidade dos circuitos detetores/
decodi ficadores aumenta rapi damente como acréscino do nunero
de niveis Harrison analisou o desenpenho de um sistema que

utilizava apenas 4 regi 6es de deci sdo, cono mostra a figura

4.9, onde
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Amplitude

A 2
H
—C I
-]
H
-N 2

FIG 4.9 - ALGR TMDO DE HARRI SON - REG OES DE QUANTI ZACAO

He L representam as regi 6es de alta e baixa confiabilidade"

respectivamente. Vimos; no cap. -3 que a sindrome de uma"pala —
vra recebida € igual a i—€sim coluna da matriz H se umerro
ocorreu na posicdo i . Todavia, se dois digitos estdo errados,
a sindrome indica a ocorréncia de umerro emuna terceira posi
cao, que estd correta, e ao tentar corrigi-la, o decodificador
introduz umoutro erro na palavra. Este efeito pode ser dim -
nui do quando se usa decisdo suave, fazendo-se comque 'o decodi

ficador tente corrigir somente as posicOes de baixa confiabili

dade. O procedi mento de Harrison consiste basicamente dos se -
guintes passos:

1 - Se a palavra recebida possui 0,1 ou mais que dois digitos'

de baixa confiabilidade entdo o decodificador~atuanormal men —

te, conb se ndo tivesse havido deci sdo suave na detecéo.
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2 - Se a palavra recebida temdois digitos de baixa confiabi-

|idade, -entdo a sindrome da nesna é calculada e ent ao:

a) Se S € igual a zero entdo a palavra é suposta estar cor-

reta e é liberada.

b) Se S indica umerro sobre uma posi¢cédo de baixa confiabi-

|idade, entdo a nesma € corrigida e a palavra |iberada.

c) Se S indica umerro emuna posicao de alta confiabilida-
de entdo os dois digitos de baixa confiabilidade sdo inverti-
dos e a sindronme é recalculada. Se o novo valor de S for
zero entdo dois erros foram detetados e corrigidos. Em caso
contrario ocorreu umerro emuma posi¢cdo de alta confiabilida
de e o decodificador-deve -operar normal mente, desprezando .a

i nformacdo probabilistica.

_ As curvas de desenmpenho obti das com
este algoritmo para trés |imiares de decisdo diferentes, sao
mostrados na figura 4.10. Observenos a existéncia de umvalor
0tinmo para J entre 40/50% da amplitude dos pul sos bind -
rios transmitidos, que perm temum ganho de aproxi mmdamente 1
db para o algoritmo proposto por Harrison.

O segundo procedi mento subotimo que
descrevemos, devido a Farrell e Kalligeros™?utiliza um cod.i
go, de umdigito de paridade, de comprimento igual a 8 e um

detetor de decisdo suave quantizado em 8 regifes, cujos ni -

veis valem + Q 25V, Q5V e + 0,75y, para sinais de amplitude
+1| V-
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8 9 10, 11 12

SNR( db)

A Deci sdo Abrupta

‘B Deci sdo Suave A

=20%
2]

C - Decisao Suave A —40%
2]

D —Decisao Suave A ~ 60%

2]

vy Fo

FI G. 4. 10 - ALGCRI TMO DE HARRI SON - GURVAS DE DESEMPENHO

O algoritmo consiste basicamente dos se

guintes passos:

.) Avaliar os digitos “<¢"*""6r7 ¢ | °*°** "pytes" de con-

fiabilidade .

b) Recalcular o digito de paridade C* a partir dos digitos"*

de informacdo e conmpara-lo com o valor recebido de CM
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b-1 - Se estiver correto, assumr que nao houve er-
ros e liberar a palavra.

b-2 - Em caso contrario, inverter o digito de mais baixa
confiabilidade, de nbdo a corrigir o erro isolado*
mai s provavel, e liberar a palavra.

A curva de desenmpenho, obtida por simula
¢80 em computador, relacionando probabilidade de erro e rela
cdo sinal/ruido para este algoritmo € mostrado na figura 4.11
Para reiagbes sinal/ruido mai ores que -2.5 db observa-se um
ganho em relacdo ao sistema semcodificacao, o qual é maior *
gue aquele obtido por um codigo de Hanm ng de nesno conprimen

to e/ou eficiéncia.

Os procedimentos descritos acima ndo apre
sentam nenhuma propri edade de oti malidade emrelagdo a algum
critério. De fato, os |imiares de decisdo (abertura da janela
no meétodo de Harrison e o posicionamento dos niveis de quanti
zagcdo no trabalho de Farrell/Kalligeros) sé&o estabelecidos de
maneira inteiramente arbitraria, o que é responsavel, em par -

te, pel o desenpenho sub6tino dos dois algoritmos.

Na secdo segui nte abordaremos al gumas i n -
vestigacdes teoricas, baseadas em certos critérios de otimiza

cdo, que levam a defini¢cdo de val ores oOtinos para J.

4.4 - NiVEI'S DE QUANTI ZACAO OTI MOS -

A definicdo dos niveis de quanti zacdo em
umreceptor que faz uso de decisdo suave é uma questdo funda-

mental no projeto dos sistemas de conuni cacdo que enpregam es
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=3 -4 3 —2 -1, 0 }
+ : ¥ i

. ' ' SNR (db)

DECISAD

ABRRUPTA

DECISAO
SUAVE

FIG 4.11 - CURVAS DE DESEMPENHO DO ALGORI TMO DE
FARRELL E KALLI GERGCS
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t e tipo de detecdo. Nesta secdo, abordaremos este tipo de pro-

bl ema para ura receptor cujo espaco de sinal & quantizado em

trés regi 6es, isto &, tentaremos encontrar o valor Otino da
abertura J, conforme a figura 4.12. Este procedimento i devi
(37)

do a Bloomet al

AMPL| TUDE

A 2

SN2 Ro

FIG 4.r2 - DETECAO PCR ZONA NULA - CALCULO DO

VALOR OTI MO DE J

t

Inicialmente provaremos a existén
ci a de umvalor 8tino para J, no sentido de maxim zar a taxa
de informacdo, embits por simbolo. Odiagrama de probabilida

des de transicao referente a figura 4.12 & mostrado a seguir



e w sao.definidos por

2
r° -(v-Al2)*2o0
p =
al2iT
) ( A/2)2/2 2
r -(v- 0
W = e dv (4.27)
12T
-J

| 3 i po d | & dad 3)
A taxa de informacdo para €Ste tipo de canal € dada por

2P(011)
R(J) = P(l|Dlog, 2P(1 V) + P(O0Il)log, —_—
P{1] 1) +P(0]1)J P(1] 1) +P(0] 1) J
(4.28)
ou
2Q-p-w 2w (4.29)
R(J) = (1-p-w) log, ——  + P log,
(J) (1-p-w) g 1. w L7
Para mostrar que R(J) possui um maximo para algum J>0, pre

ci samos que



3K > O
J -~ O
Isto pode ser feito se escrevermos
-
P(I]I)y =1 - f.(v-Al2)dv - f . (v-Al2)dv
-J
ou
P(I[Ii = f (v-Al2)dv f.(x)dx
J-Al 2
-J
P.(0]1) = f (v-Al2)dv
ou -J-A/2
P(O|I) = fr{x)dx
derivando (4.28) obtemos
R = P (1]1)leg, ZPULL) £ P (0]1)10g.
P(I]1I)+P(0]1)
onde
P (1]1) = -f (J-A2)
P (011) = -f (J-A2)
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C4- 30)

C4. 31a)

(4.3Lb)

(4.32)

(4.33)

2P(011)
P(I]1)+P(0[I)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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Segue—se ent 4o que

o = - f.Cc-v2] log, °C*A4P(IIIT)P(QLI) (4.37]
CP(ITI)+P(O[I) )

Considerando que P(Il]1) > PCO113 r

temse

CP(1]1) + P(O[1))™ > 4P(I|1)P(O]I)

e assim R (0] >0 desde que f (-A/2] "~ 0. Portanto, a taxa
de informacdo R atinge ummaxino para algumval or de J>0

No que se segue encontraremos valores Otinos para J relacio
nados coma figura 4.12 e determ naremos o ganho que o nesno

apresenta em relagcdo~aos~sistenns: que~nao~usam :deci sdo suave.

4.4.1 - SISTEVMAS SEM CODI FI CACAO -

O ganho que se pode ter emrelacdo a pro-
babilidade de erro comumesquema cono o da figura 4.9 e fun-
¢cao do tipo de ruido existente no sistema. Quando o nesno é
do tipo aditivo Gaussiano, as probabilidades de transicéao p
e w sdo dadas pel as expressdes (4.26) e (4.27). As probabi-
| idades P(111-) é P(O0|l) podem ser calculadas diretamente

com o auxilio da figura 4. 13
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A'n'>

! 1 -
I

{ T . T >
-A 2 J ot J A 2
FIG 4.13 - Densidade de probabilidade de um pul so de
amplitude A/2, empresenca de ruido Gaussi ano
Tenos
-(v-Al2)*20°
, dv (4.38)
o2l J
ou
] _Xz
P(1[D _ 1 dx (4.39)
[ir
JNA 2
e assim
P(LIT) . 1 1 +erf /A2 - X (4.40)
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De maneira anal oga

* 4 - CV- Al 21V, 2

PCO| 1) = dv (4.41)
-a
ou
- X?
P(O|I) = /iTJ dx (4.42)
-J-A 2
o /2~
P(O]1) = — 1 ( (4.43)
- - (cr¥)

Ovalor 6tino de J ocorre quando (4.34) torna-se zero e po-
de ser obtido como auxilio de (4.40) e (4.43). A figura 4.14
mostra a taxa de informacdo R conb funcdo da relacdo sinal/
ruido, quando J assune este valor O6tino. Para efeito de com
paracdo apresentamos os resultados obtidos para os casos ex -
tremos de apenas duas regi 6es de decisdo e de um nunmero infi-
nito de niveis de quantizacao.

Observamos que ,com o enmprego da zona nul a podenos obter cerca
de 50% do ganho tedrico possivel. Um desenpenho superior a es
te requer um mai or numero de regi 6es de quantizacao, porem ,

acima de 16 niveis o acréscino emganho ndo justifica a com -

plexi dade dos circuitos detetores(-31)
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.

SNR (db)
> :

-+
.
-4

FI G. 4.14 - TAXA DE | NFORMACAO GOMD FUNCAO DA RELACAO SI NAL /
RUI DO
( A) DECI SAO ABRUPTA ( Q=2)
( B) DETECAO PCR ZONA NULA

(O Q= -

Um aspecto importante relacionado com os nl
vei s de quantizacdo Otinos de um esquenma de decisdo suave é
o fato de que os nesnps dependem da rel acdo sinal/ruido do *
sistema, a qual nem senpre €& constante. Sendo assim, €& prati-
camente inmpossivel manter-se a propriedade de oti malidade de
um dado nivel de decisdo. Para um esquema cono o da figura *
4.9 portanto, é importante que se analise o conmportamento do
sistema emrel acdo a variacbes de A/ o. Para se fazer isto é

conveniente introduzirmos um fator N, o qual representa a am
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plituae da. janela J normalizada emrelacdo a amplitude do*

sinal - Assim

Na figura 4. 15, obtida diretamente da expressao 4. 34, est &
mostrada a dependéncia entre N e a relagdo sinal/ruido do

sistema. [AN

10,
10,2
- SNR( db)
{ + — —>-
0 8 10 12
FIG-4.15 - VALOR OTXMO DA REGI AO NULA EM FUNCAO
DA RELACAO SI NAL/ RUI DO
Se considerarmos um valor N, fixo, que é Otino para uma da

da relacédo sinal/ruldo e acontece da mesma diminuir, entéo’

N estara entre zero e o novo valor 6tinm. Observando a fi qu
O —_—
.a 4.16, onde esta mostrada a eguivocacao , em funcdo de J,

para diversos valores da relacdo sinal/ruido, vé-se que
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2x%10
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Jo 0{2 0%4 olTs
r F 4 I -

-N
1 1 e
-

1 i
6,8 1,0

FI G.4.16 - EQUI VOCACAO EM FUNCAO DE JS EM UM SI STEMA

DE DETECAO PCR ZONA NULA.

para val ores pequenos de
nul a que estamos analisand
| e que usa apenas duas regi

ri o acontece quando A/o

Ao o0 sistema de detecao por zona
0 tem um desenmpenho superior aque-
0es de decisdo. Porém o contra -

aumenta. |sto acontece porque nes-

se caso 0 sistema de detecdo destroi muita informacdo, parte

da qual é de alta confiabi

idade € esta disponivel no esque-

ma de doi s niveis. Esta degradacdo em desenpenho pode ser su

perada se o espaco de sinal

€ quantizado em quatro regi des e

DAY R e RN Ry
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a performance obtida, € sempre superior aos outros dois ca -
S0sS . Observamps ainda que quajido o valor de J e aproxi-
madamente duas vezes seu val or Otino, o sistema tem um desem
penho inferior aquele que teria se Q fosse igual a 2. Esta
sensibilidade em relacdo sinal/ruido (ou do valor 8tino de J)
€ uma caracteristica negativa do sistema de detecdo por zona*

nul a.

4.4.2 - SI STEMAS CODI FI CADCS -

Verenns agora conb o desenpenho
de um codigo corretor de erro pode ser mel horado se o nesno é
usado juntamente comumdetetor de decisdo suave. Considere —
nos o cédigo de Hamming (n,n-1,2), capaz de detetar um erro
em cada bl oco de n digitos. Este é um cdédigo de umdigito *
de paridade, o qual é calculado pela soma midulo 2 dos n-1
digitos de informacdo. O enmprego de trés regi des de deci sédo’

(zona nula) permte que_ p digito de paridade. seja_jutilizado

ndo apenas para detecdo-de erros nmas tanbém em muitos casos,

par a correcdo dos. mesnos. Senpre que uma pal avrarecebidat i

ver um X (nulo), o digito de paridade e usado para preen

cher esta posicdo e a palavra é aceita. Se qg-"pj e u™ re-

presentam, respectivamente, as probabilidades de que um digi
to transmitido seja recebido corretamente, erradamente ou co-

m um nul o, entdo pode—se mostrar que
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S Cl +erf CA - J,n (4.45a)
2
Pl = 1 Cl " erf (A +3J1,)] (4.45b)
2
u . _1_ Cerf(A+J,) - erf (AM-JNi (4.45c)
2
onde
‘b & A (4.46a)
a2l 2
h = — (4.46D)
02/ 2

A probabilidade de que uma palavra aceita na recepcado difira

em r posicdes da pal avra cddigo- envi ada é dada por

n-r n-r-i r n-r r-1
P = q, % (n-r)q, p. Ut 1 q. p. n (4.4 7)
Para que isto' ocorra € preciso a interpretacdao errada de r

posi ¢cbes, sendo r um namero par. A expressdao (4.47) vem do

fato de que isto pode ocorrer de trés nodos diferentes

1 - Quando né&o existirembrancos- (x) e r erros foremcometi

dos.

2 - Quando um branco for recebido e preenchido corretamente

tendo ocorrido r erros.

3 - Quando um branco for recebido e preenchido erradamente



92

tendo ocorrido r ~1I| erros.

Para que uma palavra recebida seja
aceita el a deve conter, no maxi md Um "nulo". Assim se g, p
e u representam, respectivamente, as probabilidades de que
uma palavra codigo recebida seja aceita corretamente, errada-

mente, ou nao seja aceita, temos

p+q+u-=1 (4.48)
n

P+tq = L Cr., P * r par (4.49)
0

A taxa de informacdo™ ~ ~ , embits por palavra, é

" r
R=n(p+tq) " Cp+tq) log-- <P+gq) + X C P log P (4.50)
* 0 n+l * '

A fimde encontrar valores oOtims para J consideremos 0 Si S
tema para valores altos de Ao , onde a probabilidade de '

ocorréncia de mais de umerro (ou nulo) & pequena, ou seja

P, 7727774" «* (4.51)

jvesse caso (4.50) torna-se

R=nQ =ngqg (4.52)

ou
n+l
R=n Cg, + (n+l) g™ u” (4.53)
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diferenciando etj relacdo a £ obtemos

- Pi .+ ngj"" <€ u=2~0 (4-54)

e dai

pi
(4.55)
Fazendo uso das expressdes (4.45), a condicédo de oti mali dade’
reduz-se a

4A ] 1+ *(A - J)

e - ° 2 (4.56)
NU(A,.J,) - *CA,-J,)]J

Aplicando a expansdo assinptotica para a funcdo erro (expres-

sdo 4.23) ficamos com

‘*0’0 2/1TCA..-J ) ‘“*cT'0’°

e assim

ou

— = 13-2/2) = 17,16% (4.59)

Este valor O6tino para J representa um ganho em poténcia de
aproxi mmdamente 1,4 db emrelacdo ao sistema onde Q vale*

2- Um aumento de 0,5 db sobre este resultado, pode ser conse



gui do quando se usamquatro regi 6es de deci sdo, ou seja, una
zona nul a dupla. A principal desvantagem do nétodo de zona nul a‘
para sistemas semcodificacao, i.e. sua sensibilidade emrela -
¢cado a variacdo de J, tambémexiste quando se usam codi gos de no
do que para certos valores de J, sistemas codificados que usam
deci sdo suave apresentam um desempenho inferior aqueles que usam
deci sdo abrupta antes da decodificacdo. Na figura 4.17 mostramos
a equivocacdo, em funcdo da relacdo sinal/ruido, para diversos '
esquemas de detecdo. Observamos que o sistema que enprega quatro
regi 6es de decisdo (zona nula dupla) tem um desenpenho apenas |
geiramente superior aquele que usa somente uma zona nula. Sua
principal vantagem sobre este”ultino, estada na baixa sensibilida-

de, emrelacdo a variacdes do nivel O6tinm, que O nesno apresen -

(37)
ta.
A E
A —--SEM CODI FI CACAO
1 -- B — CODI GODE HAVWM NG (7, 4, 3)
, C —. DECI SAO SUAVE (Q= 3)
10 + DECI SAO SUAVE (Q = 4)
-2
10
-3
10 -f
A
10
-5 1
10
D
S\R- (db)
10
>

FI G. 4. 17 - DETECAO PCR ZONA NULA - SI STENVAS
CCDI FI CADCS
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4.5 - OALGCOR TMQ DE HARTVANN E RUDQ PH

Hartmann e Rudol ph”*A introduziram
um al gorit mo de decodificacao que & Otimo no sentido de que
m nimza a probabilidade de erro por sinbolo para palavras'®
codi go egui provaveis, em um canal binario simétrico, sendo
exaustivo no sentido de que toda palavra do cddigo dual é
usada no processo de decodificacdo. Para um cdédigo de bl oco
linear C(n,k,d), o cédigo dual e C (n,n-k,d') , de npdo que
esta Gltima caracteristica torna-o bastante préatico para coé-
digos de alta eficiéncia, ao contrario do que acontece nas
t écnicas convencionais de coédigos lineares. O algoritmo, des
crito a seguir, é essencialmente estatistico sendo aplicavel

a codigos de bl oco e codigos convolucionais.

Seja c¢=(c,,c",....C,_.) uma pal a-
vra de umcodigo de bloco linear C(n,k,d) e «c! = !
= (c ¢c],....,cC. ") . aj-ésim palavra do cédigo dual *

C (n,n-k,d) - Apalavra ¢ é transmitida através de umca -
nal discreto semnembria cujo alfabeto de saida & B, de no-
do que a palavra recebida & r = (r,, ™, ... )1/ NeB. A
questdo que o al goritmo se propbe a resolver é, dado r, cal

cular uma estimativa ¢ do digito ¢ EC, de npbdo que a *
m m

probabilidade de que = c”™N seja mxim. Isto pode ser *

feito se mostrarmos-que

P(c =s[r] = a A"Cs), o0 cte (4.60)

e estimarmos ¢ = s conp sendo o valor que maximza A (S)
m N m
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O | ado esquerdo de (4.6Q e dado por

Pj-Cc”slr] = £ ‘Cc]|r} (4.61)
ectC,c_=s
m
ou
P.Cc,=slr) = £ P(rlc) (P(c)/P(r) 3 (4.62)
CEC.C =S
Consi derando que os simbolos de C sédo elementos de GF (p)

entdo tem—se

P(c) = ) (4.63)
P

e (4.62) pode ser reescrita com

P(c,=s|r) =-TLi- £ P(r]c).,...._.- (4.64)
PCr) m
CEC
onde
1, set =
8 =
K«
0 , emcaso contrario
e £ (6 [/ 6 ....... 6 , )
m - o' ml ' m(n-1)*
(4-1)
Pode—se mostrar que -
P-
(4.65)
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u.c
C4. 66)
onde
-U. v
F(r,u) = Y, °("|vi w (4.67)
veV
n
w= e’ representa a p—esim_raiz com -

plexa da uni dade. - Substituindo C4.65 e (4.66) em (4.64) e le

vando em conta que (apéndice A

V.G p, sevECcC
0 , emcaso contrario
ceC
cheganos a
n- k
P-1
-n-1 st
P(Cm:S]r):— I. ZF/\I cj l|tem (468)
P(r) .
t=0

Para canais semnemdria, (4.67) pode ser reescrita cono

n-1 n-1 p- |
) -iu
F(r,u) [ 1 P(r |vAw ** T APl rjDw
N £=01 =0 (4.69)

Fi camos entdo com

TT |+ " h (4.70)
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e assim
) -n-1
rm T “me*' * " SnA 4.71)
m | e m m
No caso bindrio, i .e. quando p=2, o procedi mento para de-

codificagdo consiste em escol her
0, se A(0)>A (1)

1, emcaso contrario

Esta forma comparativa da regra de decisdo pode ser apresenta
da de maneira mais conveniente, como uso do conceito de ra -
T (38)
zao de senel hanca. Nesse caso vanos t er

n—k ~

F=-tte= o TT(TTT

0=1 -£0 \ -
c..= 1, emcaso contrario

onde

representa a razdo"de senelhanca e c¢.” é umelemento do codi
do dual £En, n—k, d' } cujo significado & esclarecido no exem -

pio a seguir.

Usarenos o codigo de Hanming (7,4) para '
exemplificar a regra de decodificagdo, que neste caso torna -

Se:
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escol her c, - O se >0

e CQ =1 & caso contrario.

Para este cédigo, a matriz de teste de pari

dade e seu espacgo-linha sao:

‘0 ‘I 2 3 Ch» c.
O 0O 0 0O 0o O O
1 1 1 «0 1 0 0 (a)
1110100 (a) O 1 1 1 0 1 0 (b
t H3 = 0111010 (b) C(cl,): 1 0 0 1 1 1 0 (a®hb)
0011101 (c) O 0 1 1 1 O 1 (c
1 1 0 1 0 O 1 (agec) i
01 0 0 1 1 1 (b®&c) ;

1 01 0 0 1 1 (a@b&c)

1 -
-fazendo =p , teremos
1+ &
' +
s c\, 6., C\, + <52 c~"3 + 603
c, = 0 se £ PQ X P P2 X p3 X
c\, + "swm AL+ °05 c' + «DG i
x P5 x Pb >0
ou seja
c, = 0 se pQ + PjPAPA + P_.P,P, ' P2P5'6 ° P A5

PQ°1°2°3"5 ©r0"2°3°i,°, © °0°.°,°5°6
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Testados o algoritmo de Hartmann e
Rudol pb-, através. 3e sinmul acdo, emconmput ador (Apéndice BJ, para
al guns codigos de bloco lineares. Os graficos obtidos est do
nostrados nas ;paginas 101 -a 112 . Foramusados trés codi gos
ciclicos (7#4J, (15,11] e (31,26), todos com a nesna capaci -
dade de correcdo. No capitulo seguinte é feita uma analise °

desses resul tados.
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CAPI TULO V

CONCLUSOES

Neste capitulo analisamos os resulta-
dos obtidos na sinulacdo do al goritmo de Hartmann e Rudol ph |,
conparando e discutindo o desenmpenho e a compl exi dade do nes-
m emrelacdo aos procedi mentos que ndo enpregam deci sdo sua-

ve-
5.1 - ANALI SE D35 RESULTADCS

Os graficos das paginas. 101 a 106
apresentamas curvas de probabilidade de erro na saida do de-
codificador (p,) emfuncdo da probabilidade de erro no canal
(p.) para trés codigos de bl oco ciclicos. Em cada grafico, as
curvas representam um nesno codigo, para trés valores diferen
t es de regi des de quanti zacdo (Q . Para efeito de conparacéo,
mostramos tanbém a curva obtida pelas técnicas convencionais'
de decodiiicacao. de cédi gos cif:l i cos(22.) Observanos que, tan
t o para probabilidade de erro por digito, cono para probabili
dade de erro por bloco, o algoritmo de Hartmann e Rudol ph '
apresenta um desenpenho superior'- ao método que ndo enprega de
cisdo suave, quando se usa umnunero--de regi des de quanti za -
cdo superior a quatro. Esta diferenca é mais pronunciada nas
curvas de probabilidade de erro por digito, uma vez que o al -

goritmo testado opera mnim zando esta probabilidade. Quando’
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Q wvale quatro, o métgdo conyenciona.l é senpre superior, uma
vez que nesse caso pouca informacdo de confiabilidade sobre
as amostras colhidas & utilizada no processo de deci sao.

Os graficos das paginas 107 a 112
apresentam as curvas de P, em funcdo de P, de nbdo a permitir
uma conparacdo entre codigos de diferentes comprimentos, para
um mesno valor de Q Qualitativamente, o resultado obtido &
equi val ente aquele que se tem com o procedi mento convencional,
isto & os codigos de menor-comprimento apresentam um desenpe
nho melhor- |sto & verdadeiro para todos os valores de Q tes

tados.

5.2 - COMENTARI OS.

A técnica de decodificacdao de Hart mann
e Rudolph & o0tima no sentido de m nim zar a probabilidade de
erro por digito, para palavras codigo eguiprovaveis transmiti,
das através de umcanal discreto semmenoria, sendo aplicave
a codigos lineares de bloco e convolucionais. Emrelacdo a es
te critério seu desempenho €& superior aos procedi mentos de de
codificacdo, que sd@o Otinbs no sentido de minimizar a probabi-
|idade de erro por palavra, isto €&, a decodificacdo por corre
| acdo de codigos de bloco e o algoritmo de Viterbi para codi-
gos convolucionais. Quando se conpara a probabilidade de erro

A - L A
por palavra, o contrario acont ecel 38)

O principal mérito do procedi mento de
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Hart mann e Rudol ph reside no fato de que para decodificar um
codigo (n,k,d) , seu cdédigo dual (n/n-k/d'). . é enpregado
lsto faz comque esta seja, até agora, a unica técnica conhe

cida viavel para aplicacdo com codigos de alta eficiéncia.

A decodificacao probabilistica de
cdédigos lineares temultimamente recebi do mai or énfase na |
teratura sobre codigos corretores de erro, devido & viahili-
dade de sua inplenentacdo pratica por meio de mi croprocessa-

(39)
dores- Massey. ., mostrou que um demodul ador de deciséo !
abrupta ("hard decision") pode anul ar grande parte do ganho'
que resulta da utilizacdo de codificacdo de canal. Dessa for
ma esquemas de deci sdo suave, senpre que possivel, devemser

empr egados.

Cono prossegui mento dos estudos de-
senvol vidos neste trabalho., sugerimos a investigacao de es -
guenmas de deci sdo suave que utilizem um posicionamento nao
uni forme das regi des de quantizacdo, em funcdo do tipo de
ruido presente no sistema. Em relacdo ao algoritmo de Hart -
mann e Rudol ph, uma extensdo interessante seria a analise dos
limtes de desempenho do nesnop, principal mente em condi ¢cbes*
de ruido adversas com taxas de erro préoxijnas.: de 0,5. Siste -
mas deste tipo sdo de interesse para utilizacdo em canais su
jeitos a efeitos de- nmultipropagacao e desvaneci mento seleti-

vo, -cono € o caso do canal de H-.
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APENDICE A

ALGEBRA BASICA

A al gebra dos canpos finitos desenpenha*
um papel extremamente 1importante na construcdo e implementa -
cado dos sistemas control adores de erros. Codi gos que obedecem
a uma estrutura algébrica bem definida apresentam duas carac-
teristicas i mportantes; primeiro, suas propriedades sdao mais
facil mente estabel ecidas e, segundo, sua inplementacdo € ge -
ral mente simples e pratica, em conparacdo comoutros tipos de

codi gos. Un exenpl o marcante deste fato sdo os cdodigos BCH.

Nest e- apéndi ce apresentamos al guns concei
tos importantes para a teoria dos codi gos de grupo, no senti-
do de dar ao leitor~a ferramenta matematica suficiente _ para

a conpreensdo deste trabalho.

Os grupos tiverama sua origemna teoria'
das substituicbes devido, emparte, aos trabal hos de Lagran -
ge”n . O verdadeiro iniciador deste capitulo da algebra ,
no entanto, f oi o matematico francés-Evarist Gal oi s(1812-1832)
O desenvolvimento da teoria dos gxupos era entdo condicionado
por suas aplicacBes a teoria das equacbes al gébricas. Mais

tarde, os trabal hos de Sophus Lie (1842-1899)mostraram a iim -

portancia dos-grupos em certos aspectos das equacdes diferenc
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ai s, abrindo cam nho pare, a teoria dos chamados grupos de Lie.
A anpliacdo, do canpo de aplicacdo dos grupos vei o se dar com
os trabalhos de Felix Klein (1849-1925), que introduziu a
ideia de se considerar a geometria cono o estudo de proprieda
des invariantes por grupos de transfornmacdes determi nadas. Es
sa idéia, introduzida emforma axi omatica por Arthur Cayley

t.1821-1895) envolve dois aspectos: Os grupos aditivos e os
grupos multiplicativos. Na verdade, os primeiros constituem |,
a menos da notacdo, umcaso particular destes ultims, de for

ma que neste apéndice, vanps usar somente a notacdo referente

aos grupos multiplicativos.

DEFI NI CAO A. 1.1

Um conjunto de objetos G, para os quais
esta definida uma operacdo, que denotaremos por *, é um GRUIPQ

se satisfaz os seguintes axiomas:
1 - Para quaisquer elementos a e b e G o0 elemento a * b e G

2 - Para quaisquer trés elementos a, b e c e G temse

a* (b*c) =(a*b) *c=a*b?*c.

3 —Existe no conjunto ume sd umelemento n, tal que

n*a=a*n=a, YaeG; -
n € chamado el emento neutro “ou identidade) do grupo. No caso
da adicdo e nultiplicacdo usuais, temos n =0 e n =1, res -

pectivamente.

4 — Todo elemento a do grupo possui ume sG uminverso, que
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representaremos por i- 0 elemento inverso é definido por
a*i =1 * a—n No caso da adicdo e nmultiplicacdo usuai s’
tetbs i = —a e I = a respectivamente.

O grupo que, alémde satisfazer os axio -

ms 1 a 4, satisfaz a propriedade comutativa, isto e,

a*b=b* a, Ya, beGg

€ chamado grupo Abeliano ou Comutativo. Neste apéndice lidare

ms apenas com grupos”™Abel -ianosVejamos - al guns exempl os.

EXEMPLO 1 - O conjunto dos nunmeros inteiros e umgrupo Abelia

no emrelacdo a operacao de adi ¢éao.

EXEMPLO 2 - O conjuntordas matri zes quadradas-é" um grupo em
relacdo a operacao-de nultiplicagcdo de matri zes. Note que es-

te grupo ndo é Abeliano.

EXEMPLO 3 - Dado _uminteiro p > 1, consideremos_o_conjunto?
G(p) formado pelos inteiros 0,1,...,p-1. Notenos, desde j a
que este conjunto nadao forma umgrupo aditivo emrel acao a
operacdo de adi ¢cdo usual entre inteiros, uma vez que a som'
de dois de seus elementos pode ser maior que (p-1). Entretan-
to, €& possivel definir uma operacdo emrelacado .a qual G(p) é
umgrupo aditivo. Assim se a e be G(p), definimos a soma nd
dulo p entre a e b conop sendo~~D--resto~da divisdo'por p *
da adicdo usual (atb). Cono todo resto de una divi séao por

p € igual a umdos inteiros de G(p), venps que a adi cao nddu

lo p verifica o primeiro axioma dos grupos aditivos. Os
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trés axiomas restantes podem ser facilmente verificados, de
nodo que o conjunto G(pl juntamente com a operacao adi cdo no-

dulo p forma um grupo aditivo, o qual também & Abeliano

Os grupos formama estrutura mais simples
na algebra dos canpos finitos. Sobre eles gostarianos de
observar ainda a existéncia de grupos de um ou dois elemen -
tos. No primeiro caso, este elemento deve ser o elemento neu-

tro n, enquanto que no segundo, o0s nenbros do grupo devem

ser n e a;, desde que’a" precisater uminverso

a+ n = a, .
ent ao

a+a=2=0
ou

a='-a

Assim a tabela de adicédo para este grupo apresenta-se cono

+ | 0 | a
0 0 a
a a 0
O conjunto {0,a}, juntamente—om a tabela-de_adicdo acim sa-

tisfaz os axiomas 1 a 4, sendo portanto um grupo. Cono a ope
racdo, definida € comutativa, istoe, 3+ 0 =0+ 3 = a, 0

grupo e Abeliano.
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Un grupo G pode t er umnumero finito ou
infinito de el ementos. No primeiro caso, G e chamado grupo®
finito e o numero de elemento de G é a ordem do grupo. No

exempl o dado anteriormente, G € um grupo de ordem 2.

A. 2 CAMPCB
DEFINNCAO A.2.1 - Consideremos um conjunto F de elementos |,
sobre os quais estdao definidos duas operacbes: " +"(adicédo) e

“." (multiplicacdo). A operacdo adicdo associa a cada par a,b
E F, um elemento (atb)e F e a operacdo nultiplicacdo associa'
a cada par de elementos a,b e F, umelemento ab £ F. 0
conjunto F é umcanpo se e somente se as duas operacdes de-

finidas acima satisfazem as seguintes propriedades:

1 - Aadicdo é comutativa, ou seja,

a+ b =0>b+ a, V# b-.eF

2 - A adicdo é associativa, ou seja,

a+ (btc) = (atb) + ¢c =a +b +c,Va,b,c EF

3 - Existe umunico elemento Ofzero") em F tal que

o
1

Para cada a E-F, existe ume s6 umelemento (-a) e F, t al

que
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a +(-al = Q

5 —Anultiplicacdo & comutativa, isto é,

a.b=Db.a, V E F

6 —A multiplicacdo é associativa,isto é,

a.(b.c) = (a.b).c = a.b.c, V ahbrc e F
7 - Existe um e sO6 um elemento ndo nul o, denotado | (um), em
F, tal que

a.l =a, A\VARER

8 —A cada a E F nao nul o, corresponde umdinico a » EF, tal

que

a.al=1
9 —Anmultiplicacdo & distribuitiva emrelacao a adi cao, ou
seja,

a. (b+c) =a.b+a.c, Va,b,c EF

Vej anos al guns exempl os.

EXEMPLO 4 - O conjunto dos nuneros reais(ou racionais, ou- com
pl exos) €& umcanpo emrel acdo as operacdes de adicdo e multi-

plicacdo da al gebra comum

EXEMPLO 5 —O conjunto {0,1}, juntamente com as operacdes de
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adi cdo mddulo 2 e nultiplicacdo nodulo 2, conforme mostra a

tabela a seguir, forma umcanpo de dois el ementos.

+ 0 |1 0 |1
0 0|1 0O/ 0 |0
1/ 1 |0 1 0 |1
ADI CAO MDULO 2 MULTI PLI CACAOMIDULO2.
Este campo é chamado canpo de Gal oi s de dois elementos e é

representado por GF(2)

Pode ser mostrado gue, para todo numero p
primo ou poténcia de umpri mo, existe umcanpo com p elemen
tosA*r- 0O conjunto de inteiros,modulo q, se g é primo, jun
tament e com as operacdes de adicdo e nmultiplicacdo modulo q ,

forma o canpo de Galois de q elementos, GF(q).

DEFINICAO A 2.2 - SejamF" e doi s canpos e suponhanmos que

esta contido em F,, isto e, F* é& um subconjunto de F,. En-

*

tdo diz-se que F* é um subcanpo de F,.

Assim, cada um dos canpos que estivemos
considerando & um subcanpo do canpo dos nuneros compl exos. Em
particular, podenos dizer que -R & umsubcampo de C e Q&é

um subcanpo de R

A. 3 ESPACOS VETORXAI S
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DEFINFCAO A. 3,1 —Um conjunto V de elementos e unj espago ve

torial sobre umcanpo F, se el e satisfaz os seguintes axio -

mas:
1 -V €& umgrupo Abeliano em relacdo a operacdo de adicdao.

2 —Existe um operagdo chamada multiplicacdo escal ar, que
YaeFeYueV associa o elemento a u E V, a qual satis

faz as propriedades:

2.a-lu=m.

2.b - {a a,)u=a.,(a,u).
2.c- a(u+v) =a u+ayv.
2.d - (a,+ta,)u = a™ + a,u.

Os elementos dos conjuntos V e F sdo cha
mados, respectivamente, —vetores e escal ares. Vejamos al guns*

exenmpl os.

BEXEMPLO 6 - Consideremos o canpo de Galois de dois elementos®

GF(2) e seja* V, o conjunto de todas as n-uplas

(V) = ||v2| u***an
de escalares -v, ¢ GF(2), isto &,
v = 0,1 , 1 =1, n

A soma-de duas~n—uplas Qu) e (v)
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| ul - Lu,,u,, ...-u 1l
Cvl = Cv. /v -, v 3
1 z n
é definida conp sendo
(u) + [v] - QU +v., u +vVv,,....,u+v 3
N X £. 2, n n
onde u. +v.irepresentaasorra modul o 2 entre u. ev.. O

produto de um escalar ¢ de GF(2) por uma n-upla de V ¢é de

fdnido por

c Cv] =tcv”r, Ccv,, . ,C V ]

onde c.v™ representa a nultiplicacdo mddulo 2 -de c- por v~-

E possivel mostrar que as operacbes aci ma
satisfazem os axiomas que definem um espaco vetorial sobre um
canpo~F, de npdo que o0 conjunto de todas as n-uplas bi -
narias, juntamente com as operacdes de sona e nultiplicacédo'

modul o 2, constitui um espaco vetorial sobre o canpo GF(2).

DEFINICAO A.3.2 - Se V ¢é um espaco vetorial sobre um canpo’

F, entdao um subconjunto W de V, que é um espaco vetorial *
sobre F com as operacdes de adicdo de vetores e multiplica-

cao escalari é um subespaco vetorial de W

DEFINICAO A. 3.3 - Seja V um espaco vetorial sobre um canpo*

F. Unvetor u e V €& dito uma conbinacdo linear dos K veto-
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res i tr2' U]t Vo ANMgt A oescalares  x? °k ° i

ndo todos nulos, tais que

u:c |v |+*02v2+ |_+ckvk

BEXEMPLO 7 - Sejam 'x'2'"*""'n c'cermertecdg espago vetorial
Vv de todas as n-uplas sobre GF(2). Entdo o conjunto das com

bi nacGes lineares do tipo

V- +....+ta Vv

ax V- T Ay Vo h Vn
onde a = 0,1 , é um subespaco W de V . Dizemos que W ¢é
0 subespaco gerado pelos vetores sv~A™r .. ..v . Se "~"'
sejaf se todo elemento de \; e unma conbinacdo |inear dos

VE/ -entdo di zemos que estes vetores geramo espaco V', sobre

GF(2).

EXEMPLO 8 - Consideremos a matriz H de elementos em GF( 2)

1 1 0 1 0 O a
H = 1 1 | o 1 O = b
6 X 1+i O 1 c

O conjunto W formado por todas- as combi nacdes |ineares dos

vetores linhas a,b,c de A constitui um subespaco do espa—
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co vetorial de todas as setuplas. Este subespaco &€ chamado o

espaco-linha de H.

DEFINICAO A. 3.4 - Seja V um espaco vetorial sobre um canpo

F. Um subconjunto S de V é dito linearmente dependente *

se existemvetores v,,V,.,..V em S e escalares
I 2. n
cl‘CZI**ullcn e m F 1 naoO * _ 0<N\os nulos’ tals que
c, V. + c, v- +. + ¢ v =0
I I 2 2 n n
Emcaso contrario, S édito.linearmente independente.
DEFI NI CAO A 3.5 - Um base de um espaco vetorial V & um
conjunto de Vetores-linearmente independentes em V que -ge-

ra V. O numero de elementos de uma base de V é chamado a

di nrensdo de V.

EXEMPLO 9 - Consideremos os vetores- (n-uplas binarias) line-

armente independentes ) "2 °'3

Cv) =Cl 00101 1)
[v.)) =[0101101]
Cvy =[001011 1)

O conjunto”formado por"todas as 'conbinacbes |ineares de
23t subespaco do espaco vetorial das setu -
pias. Os elementos 'j ' '2'*3 constituemum base para este

subespaco, o qual ~tem dimensdo 3.
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DEFI NI CAO A. 3.6 - Seja V um espaco yetorial sobre o campo F.

Um produto escalar sobre V €& uma regra .que a cada par u, Vv

de elementos de V associa um escalar em F , indicado por *
u. v . Paira u e v do tipo

Qu3 = Cu™M,u,,....,u )

(v) = Cv, v,/ , v.D
0 produto escalar e calculado por

Cu),Cv] = Ug Y, + U~ % +....+ U Vv

Q] . Ov) =0

entdo di zemos que as n-uplas Q) e (v) sdo ortogonais.

Costuma—-se representar por G 0 conjun-

to de todos os elementos E V que sdo ortogonais a um subcon-
(19)

junto C de V. Pode-se mostrar que C e um subespago'
de V, denom nado o espago ortogonal a C, e que os elementos
de C sao ortogonais a todas as conbinacbes lineares dos ele-

ment os de C.



APENDI CE B

PROERAMA  PE COVWPUTADCR

C DECODI FI CACAO DE CODI GOS LI NEARES
C ALGCR TMD DE HARTMANN E RUDCLPH
| MPLI CI T REAL*4 (A-H, 02
I NTEGER BI T, W S\
DIMENSION 0(8,7), FF(8,7), T(7), RO(7), BEST(7),
DATADQ, 1., 0., 1., 0., 1., 0., |.,'.0., 2*1.,
2 2%0., 2*1., 0., 1., 2%0., 1., 2*0., 4*1., 3*0.,
20., 1., 3%0., 2*1., 2¥0., 2*1., 4*0., 4*1./
= 7
= 4
8
= SQRT(2.)

8 2858

I 1
9

S X
1

|
A= 10

DO 50 NJ = 2, 4
NQ-= 2.**NJ

DO 45 N = 3,19, 4
S\R= FLQAT ( N- 1)
Z = 10. **( SNR/ 20)

SIGVA = A/ Z
TBE = 0.
TPE = 0.

BI'T 10 ** 6

2*0.
1.

YI{7)"

0.
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2*1.,



10

11
12

15

17

20
25

Bl =Z* K+ 11/ QRQ* .S®@1
B2 =Z* K/ QRQ* .SQ]

PO = 0-5 * CERFCBl) - ERPCB2H
QO TO 7

B=Zz/ AR* SQ)

Pl = 0.5 * .11. + ERFCB) ]
B=2z* G- 1) / QR * S@)
PO = 0.5 * CERFC(B) )

T (1) =Pl [ PO

RO(I) = CL - T(1)) / Cl. + TU))

CONTI NUE
IF (MEQNCO GO TO 40

SP = 0. ALGORI TMDOLE. HARTVANN E RUDCLPH
DO351 =1, NC

D025J =1, W

PRCD =1

DO20L =1, NC
DELTIL = 1

| F(1-L) 11,12, 11
DELTIL = 0

CONTI NUE

Swve ~ 1

|F (D(J,L)-DELTIL) 17, 15, 17
SVR =0

CONTI NUE "
FF (J,L]=RO(L) ** Sw
PROD = PRCD * FF(J, L)
SP = PRID + SP

BEST CD = 0.

RAZAO DE SEMELHANCA
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DO40 KDOG =1, BIT, 7
BLOOO = 0.
M =0

DO 10 I = 1, NC
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CALL RANDU (I X, 1Y, YFL) GERACAO DE RU DO GAUSSI ANO

IX=1Y
VI = 2*YFL - 1
CALLRANDU (1 W | Z, ZFL)
W= 12

V2 = 2%ZFL - 1

S = VI**2 + V2**2

| F (S - 1)57, 55, 55

V = VI*SQRT (-2*ALOG(S)/S)
Y = SIGA * V

Y1(1) =Y
K=0
K=K+ 1

IF( (Y- AKNQ). GI. 0. ) GOTO?2

IF ( (K-1). GI. 0.) @®TO4
B=2z2* (NQ- 1) /7 (NRQ* S@)

Pl = 0.5 * ERFC(B)

B=2ZaR* S®)

PO=0.5* (1. + ERFCB) )
M=M+ K

& TO 7

IF ((K- NQ+1) . GI. 0. ) ®TOG6
BI =7 * QR- K /7 (NQ* S@)

B2 =z* (NQ- K- 1) / (NQ* SQ)

Pl = 0.5 * (ERF(BI) ERF( B2) J

REGI OES DE QUANTJZACAO
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35

36

38

40

IF ((SP). G Q) G TO 29
BEST(l) = 1." '

CONTI NUE

TBE = TBE + BEST ( | )

Bl OCO = BLOOO + BEST(I)
CONTI NUE

PEST =0 .

| F (BLOOO 38, 38, 36
PEST = 1. *

CONTI NUE

TPE = TPE + PEST

CONTI NUE

PEB = TBE/BIT
PEP = TPE * NC/ BI T.

WRI TE ( 6, 499) NQ SNR TBE, PEB, TPE, PEP

499 FCRVAT ( *0°*, 4X, *NQ=

45
50

'TBE = ', E14.8, 4X, 'PB
'PEP = ', E14.8)

CONTI NUE

CONTI NUE

STCP

14, 4X, 'SNR=", E14. 8, 4X,
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E14. 8, 4X
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