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Resumo

O presente trabalho teve o objetivo de desenvolver uma aplicacao de software para o
calculo de prémios de seguros de vida e anuidades estocésticas. Para tanto, alguns modelos
atuariais sao descritos e é adotada uma metodologia com o objetivo de transformar
esses modelos em algoritmos programéaveis. Foi desenvolvida, em linguagem Java, uma
aplicacao de software funcional, incorporando e executando os algoritmos elaborados. Uma
apresentacao da aplicacao foi feita utilizando-se de capturas de tela e alguns exemplos
basicos. O programa e seu respectivo cédigo-fonte estao disponibilizados no repositério de

cédigos GitHub sob licenca livre para uso e melhorias da aplicacao.

Palavras-chaves: matematica atuarial. algoritmos. seguros. anuidades aleatérias.



Abstract

This paper aimed to develop a software application focused on premium calculation of
life insurances and life annuities contracts. In order to do so, some actuarial models are
described and a methodology is adopted to transform these models into programming algo-
rithms. Likewise, a Java application was developed, implementing the set of programming
algorithms written in the text. It was also developed a presentation of the application,
with the use of screenshots and simple examples. Both the application and its source code
are available in the GitHub repository, under a free license, for those who want to use and

improve it.

Key-words: actuarial mathematics. algorithms. insurance. live annuities
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Introducao

A matematica atuarial, também denominada matematica de seguros, é uma dis-
ciplina dotada de alta relevancia na preparacgao técnica de um atuario. Sua aplicacao é
necessaria na precificagdo de seguros de vida, assim como no calculo de beneficios em
fundos de pensao ou quaisquer outras analises que tratam da avaliagdo de rendas que
envolvam algum componente aleatorio. Alids, é a existéncia de incertezas relacionadas a
um fluxo de pagamentos que faz com que a matematica atuarial seja tao relevante. No
entanto, a aleatoriedade, quando inclusa no célculo financeiro, aumenta sua complexidade.
Se considerarmos a didatica no processo de ensino dessa disciplina, existe a abordagem de
ensino através do estudo de fung¢oes continuas, utilizando recursos do calculo diferencial e
integral como meio para calculo de prémios de seguros e rendas aleatéria. Adicionalmente,
hé também a abordagem discreta, que com apoio dos instrumentos computacionais, na
pratica, prevalece como recurso usual. Decorrente disso, outra questao interessante na qual
podemos pensar é acerca dos softwares voltados para esse tipo de analise. Se nos determos
apenas a academia, temos o ambiente de programacao e andlise de dados R, o qual é
um software livre, expansivel e colaborativo. No R existem alguns pacotes criados para
a area atuarial, majoritariamente voltados para calculo de seguros nao-vida, exceto um,
denominado [lifecontingencies, o qual fora desenvolvido para o célculo atuarial de seguros
de vida (SPEDICATO, 2013). Outro recurso utilizado é o Microsoft Excel®, inclusive

como recurso didatico, como pode ser visto em Promislow (2014) e Rotar (2014).

Por mais que o R seja um programa bastante difundido na academia, para alguns
estudantes ele apresenta o inconveniente de ser uma aplicacdo que funciona com base
na execucao comandos, exigindo do usuario, no minimo, algum entendimento acerca da
programacao de computadores e da linguagem R em si. Ademais, tanto o R quanto o
Microsoft Excel® carecem de uma interface amigavel ao usuario, no sentido de que nao
abstraem os métodos matematicos necessarios aos calculos, o que poderia ser um fator

dificultante ao aprendizado da disciplina, a depender do perfil do estudante.

Considerando isso, esse trabalho propoe explorar a construcao de uma alternativa
a esses dois recursos, por assim dizer, “mais amigavel” ao usuario, por meio da adogao de
uma interface grafica e a apresentacao dos resultados sem exigir do usudario o conhecimento
dos pormenores envolvendo os céleulos e suas férmulas. E claro, o trabalho nao tem o
objetivo de desenvolver uma aplicagao completa, cobrindo todas as func¢oes encontradas
na matematica atuarial, mas sim um esboc¢o minimamente funcional — implementando as
metodologias atuariais de alguns dos calculos de seguros e anuidades aleatérias — como
recurso ilustrativo para a ideia. Para tanto, adotar-se-4 uma metodologia inspirada no
trabalho de Crabb (1979) o qual propée uma abordagem sobre a tica computacional dos
métodos de calculo atuarial. Outro trabalho consultado foi o de Christiansen et al. (2013),

o qual aborda o uso de uma linguagem de dominio especifico como meio de descrever e
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planejar produtos atuariais, precificar apédlices e calcular reservas. Todavia, a metodologia
empregada nesse trabalho consiste marjoritariamente em transformar func¢oes de célculo
atuariais em algoritmos programéveis em qualquer linguagem, estratégia que esta, em
certo grau, alinhada ao trabalho de Crabb (1979).

Visando o objetivo estabelecido, se faz necessario o cumprimento de algumas etapas
iniciais. A primeira delas é a realizacao de uma revisao bibliografica das metodologias
de calculo atuarial de rendas aleatérias e seguros, apresentada no capitulo 1 do trabalho.
Ainda no capitulo 1, faz-se uma selecdo dos métodos de calculo pertinentes a presente
proposta. Apoés isso, apresenta-se no capitulo 2 os algoritmos escritos a partir dos métodos
de calculo dos seguros e rendas aleatorias. Por fim, apds o desenvolvimento da aplicacao de
software, os resultados, mediante o uso de capturas de tela, sao apresentados e comentados.
Também foram feitas as indicagoes acerca da disponibilizacdo da aplicacdo e de seu
respectivo codigo-fonte, tais como o repositorio onde o codigo-fonte foi disponibilizado e

as permissoes para uso e modificagao.
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1 Fundamentacao Teorica

1.1 Modelos atuariais de sobrevivéncia

Em ciéncias atuariais é importante se fazer investigagoes a respeito da vida futura
de individuos com o objetivo de definir sua expectativa de vida, bem como probabilidades
de morte e sobrevivéncia. Para tal, considerando a incerteza quanto ao tempo de vida futuro
de individuos, define-se essa quantidade como sendo uma variavel aleatoria e, a partir disso,
é possivel estimar a respectiva distribuicao de probabilidade, o que possibilita calcular
probabilidades de morte e sobrevivéncia dos individuos em questao. Essa informacao é
relevante quando se quer precificar uma apoélice de seguro ou contratos de pensoes, dado
que, para tal, é necessario que se estude o modelo de mortalidade da populacao da qual o
individuo de interesse faz parte . Dai entao ¢é possivel calcular a expectativa de vida dessa
pessoa, assim como sua probabilidade de morrer em determinada idade de sua vida, por
exemplo, ao longo da vigéncia do contrato de seguro ou de anuidade adquirido por ela
(no escopo desse trabalho, as palavras renda e anuidade serao sempre empregadas em um
contexto aleatdrio, o que implica dizer que, ambas, embora quando nao esteja explicito, se

tratam de tanto de anuidades aleatérias quanto rendas aleatérias).

Considerando isso, precisamos descrever um modelo atuarial que satisfaca essas
necessidades. Tal modelo sera aqui designado, assim como em Cunningham, Herzog e
London (2006), Macdonald, Richards e Currie (2018) como modelo atuarial de sobrevivéncia.
Comegamos com a seguinte defini¢do, a qual pode ser verificada em, por exemplo, Dickson,
Hardy e Waters (2016), Rotar (2014), Bowers et al. (1997).

Defini¢ao 1. Em acordo com a notagio atuarial padrdo, o simbolo (x) denota “uma pessoa
de idade x”, tal que x é medido em anos e x > 0. Para esse individuo, dado que ele tem x
anos, seu tempo de vida futuro é designado pela varidvel aleatoria T, de modo que x+T, é
a varidvel aleatoria que representa idade com a qual (z) estard no momento de sua morte.

Sendo T, uma varidvel aleatoria, sua funcao de probabilidade acumulada € indicada por

F,(t) = Pr[T} < 1]. (1.1)

A equagao (1.1) indica a probabilidade de uma pessoa de idade x morrer entre as
idades = e = + t. Portanto, F,(t) denota a probabilidade de (z) nao sobreviver além da
idade x + t, de modo que F,(t) é denominada distribui¢do do tempo de vida, conforme
Dickson, Hardy e Waters (2016). Além disso, em ciéncias atuariais, uma funcdo de grande
interesse na andlise de modelos de sobrevivéncia ¢ a fun¢do complementar S,(t), definida

Como segue.

Definigao 2. Seja F,.(t) como em (1.1), define-se seu complementar S,(t) como a fungdo
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de sobrevivéncia de T}, tal que
Sy(t) =1— F,(t) = Pr[T, > ] (1.2)

com (1.2) indicando a probabilidade de (x) sobreviver até, pelo menos, a idade x + t.

A equagao (1.3) consiste em outra maneira de interpretar (1.1). Definindo-se Tj
como o tempo de vida futuro de um individuo recém nascido, ou seja, quanto este estiver
com idade x = 0, portanto, (1.3) indica que a probabilidade de (z) morrer entre as idades
x e x +t é equivalente a probabilidade de um individuo (0) sobreviver a idade x e, dado

isto, falecer entre as idades = e x 4 t.

Priz < Ty <z +1

(*) rifo <@ +t|To > 2] Pr{Ty > x]

(1.3)

A partir do teorema da probabilidade condicional e do resultado em (1.3), ver Ross (2014) e
Dickson, Hardy e Waters (2016), pode-se obter, de forma equivalente, a seguinte igualdade

reescrita em termos de F(t)

Fo(z +1) — Fo(x).

Fw(t) = S()(l‘)

(1.4)

Além disso, usando (1.2) e (1.4) e fazendo as devidas manipulagoes algébricas, obtemos o

seguinte resultado
. So(l’ + t)

Sx(t) =

(t) G
Ao multiplicarmos ambos os lados de (1.5) por Sp(x), conforme em Dickson, Hardy e
Waters (2016), obtém-se

(1.5)

So(x +1) = So(w)S, (%), (1.6)

a qual estabelece que: a probabilidade de um individuo, ao nascer, sobreviver a idade x + ¢
é igual a probabilidade de ele sobreviver até a idade x e entao, dado isso, sobreviver da
idade x até a idade z + t. Esse resultado, no ambito da matematica de seguros e rendas é

denominado: regra da multiplicagdo (PROMISLOW, 2014; GUPTA; VARGA, 2013).

1.2 Notacao atuarial internacional

Existe uma notagao atuarial internacional padrao adotada a partir do Segundo
Congresso Internacional de Atuarios. Esse congresso aconteceu em Londres no ano de
1898 e a proposta fora apresentada visando unificar a linguagem atuarial, facilitando o
entendimento entre os profissionais e simplificando sua comunicagdo (WOLTHUIS, 2005a).
Nessa secao serd intruduzida essa notacao como o equivalente atuarial para os modelos
analisados na se¢ao anterior e a partir de entao seguiremos utilizando a notacao apresentada
nessa secao ou aquela adotada na secao anterior, sempre que for conveniente, inserindo ao

longo do texto, quando necessario, novos elementos desse padrao.
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Definicao 3. Seja ;q, o simbolo que indica a probabilidade de uma pessoa de idade x
morrer entre as idades x e x +t com p, = 1 — 4q, indicando o evento complementar a 4q,.
Além disso, 41q, indica a probabilidade de uma pessoa de idade x sobreviver a idade x + u
e morrer antes da idade x + u + t. Considerando as definicoes na se¢iao anterior, seque a

notagao atuarial internacional.

1 = F(t) = Pr[T, <t]. (1.7)

Do = Sa(t) = Pr[T}, > 1]. (1.8)

a+tP0 = aPotPr = So(x + 1) = So(2) 54 (1) (1.9)
ultqe = Priu < T, <u+t] = Sy (u) — Sy (u+t). (1.10)

1.3 Anos completos de vida futura

No célculo de seguros e anuidades usando metodologia discreta é necessario utilizar
uma variavel aleatoria que represente a parte inteira de 7T}, qual seja, anos inteiros de vida

futura K., uma variavel aleatoria definida como
K, =|T.], (1.11)

com o simbolo |7} | indicando que somente a parte inteira de T, é capturada. Portanto,
K, é uma variavel aleatoria discreta, representando a parte inteira de T, sendo assim,
considerando t € N, a distribuicao de probabilidade de K, é simbolicamente representada
por:

Pr(K,=t]=Pr[t <T, <t-+1], (1.12)

a qual indica a probabilidade de (x) sobreviver ¢ anos e morrer antes da idade = + ¢ + 1.
Usando a notagao introduzida na se¢ao (1.2), a igualdade em (1.12) pode ser
reescrita da seguinte forma:
Pr[Kx = k:] = kPz — k+1Px

. Usando (1.9) para reescrever j1p, COMO pp.Prik €, em seguida, pondo xp, em evidéncia,
temos que

Pr[Kx = k] = kPz — kPzPz+k,
Pr[K, = k| = po(1 — Put),

considerando a identidade ;p, = 1 — ;q, vista anteriormente, isolando-se ;q, e substituindo

na ultima igualdada obtemos a defini¢ao seguinte.
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Definigao 4. Seja K, = |T,| uma varidvel aleatoria obtida a partir do truncamento de

T, denominada anos inteiros de vida futura, sua fungdo de probabilidade é dada por

tal que (1.13) indica a probabilidade de (x) viver k anos e morrer antes de completar
2+ k + 1 anos (DICKSON; HARDY; WATERS, 2016; CUNNINGHAM; HERZOG;
LONDON, 2006).

1.4 Tabua de vida

Tabuas de vida, também denominadas de tabuas de sobrevivéncia ou mortalidade
(aqui serd adotado, genericamente, o termo tédbua, utilizado como sinénimo tanto para
tabua de vida como tabua de mortalidade) sao adotadas em seguradoras no calculo atuarial
de prémios e reservas de seguros e anuidades ja que através delas é possivel determinar
probabilidades de vida e morte de segurados (pessoas que compram seguros) (WOLTHUIS,
2005b). A tabua de vida é um modelo de sobrevivéncia discreto adotado por atudrios para

estimar o padrao de mortalidade — ou a experiéncia de mortalidade — de uma populagao

ou grupo de individuos (PROMISLOW, 2014; GUPTA; VARGA, 2013).

Como o interesse aqui é estudar o padrao de sobrevivéncia de um grupo, é preciso
adotar um modelo geral por meio do qual seja possivel estimar o nimero de pessoas

vivas no grupo a cada periodo de tempo, em geral, a cada ano. Em decorréncia disso,
apresenta-se a proxima definicao (CUNNINGHAM; HERZOG; LONDON, 2006).

Definicao 5. Seja ;p, uma funcao de sobrevivéncia dada e seja l, o nimero de pessoas
vivas de uma determinada populacao e que estdo na idade x, sendo assim, o niumero

esperado de pessoas da idade x que estarao vivas na idade x + t serd dado por:

A identidade (1.14) fornece um recurso valioso para o calculo de seguros e rendas.
Outras fungoes importantes sao derivadas de [,. Ao tomar (1.14) e dividindo ambos os

lados por [, obtém-se

Ly
e = (1.15)

e a partir disso, subtraindo ambos os membros de 1 em (1.15)

la:th

Iy’

1= =1-

_ o lage (1.16)
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agora, definindo a diferenca no numerador como
tdz = lz - lr—i—t; (117)

obtém-se a seguinte igualdade
te = T (1.18)

que calcula a probabilidade condicional de um individuo morrer entre as idades x e x + ¢,

dado que chegou com vida a idade x.

Dito isso, uma tabua atuarial consiste em uma matriz que elenca as quantidades,
em colunas, [, e d, respectivamente, nimero esperado de pessoas vivas na idade = e
numero esperado de pessoas que morreram na idade z, com x € Z, e x < w tal que w
¢é a idade limite da tabua, determinando, por hipdtese, que nenhum individuo atingira
essa idade, ou seja, todos morrem antes da idade w (PROMISLOW, 2014). Na Tabela (1)
apresenta-se um exemplo de parte de uma tabua de vida (DICKSON; HARDY; WATERS,
2016; CUNNINGHAM; HERZOG; LONDON;, 2006).

Tabela 1 — Exemplo de parte de uma tabua.

z Iy d,
0 10000 80
1 9920 52
2 9868 57
3 9811 72
4 9739 87
5 9652 90
6 9562 70
7 9492 76
8 9416 79
w—1 10 10
w 0 0

1.4.1 Construindo uma tabua de vida

As tabuas de vida em empresas de seguro sao, via de regra, elaboradas a partir
de dados da prépria seguradora (WOLTHUIS, 2005b). Na pratica as probabilidades
¢- sao estimadas e ajustadas a partir da base de dados e de premissas basicas. Uma
excelente abordagem que trata da elaboracdo e ajuste de tdbuas pode ser vista em
Macdonald, Richards e Currie (2018). Uma vez obtido o vetor de probabilidades contendo
todos os valores de ¢,, a partir dele pode-se encontrar os valores [,, d, e ;p, com as
recursoes apresentadas a seguir - facilmente deduzidos a partir dos resultados anteriores
(PROMISLOW, 2014)

4, = Logs, (1.19)
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losr = Ly — d. (1.20)

Utilizando as recursoes (1.19) e (1.20), acrescentando a condigdo inicial [y = N (com N
sendo um nimero grande, ex: N = 100.000) é possivel tabelar todos os valores de [, e d,.
Esses resultados sao adotados como parte da metodologia empregada nesse trabalho para
a construcao de uma tabua de mortalidade, a partir dos valores de ¢, como sera visto

adiante.

1.5 Juros e fator de desconto

A teoria dos juros desempenha papel angular no que tange ao calculo de seguros e
rendas aleatérias. Isso se deve ao principio da equivaléncia, o qual determina que o valor
presente de um fluxo financeiro correspondente as obrigagoes do contrato, por parte do
contratante, devem ser iguais, em uma mesma data, ao valor presente dos fluxos financeiros
referentes aos beneficios (GERBER, 1997). Na Figura (1) é possivel ver uma representacao
grafica dessa ideia: os fluxos de saida Fi, ..., F; devem ser equivalentes ao de entrada Fj
em uma mesma data, por exemplo, na data inicial ¢ = 0. Para que essa comparacao seja
feita, os fluxos Fi, ..., Fy devem ser avaliados no instante inicial do grafico — se o ponto
escolhido é t = 0 ou em qualquer outro ponto, desde que todos os fluxos sejam avaliados
em um mesmo ponto — e esse processo ¢é feito mediante o uso de fatores de desconto (se
a data focal é anterior ao fluxo) ou fator de acumulagao (se a data focal é posterior ao

fluxo).

Um fator de desconto é uma funcao de dois argumentos: taxa de juros e tempo.
Por conta disso, a taxa de juros é, em geral, informada em uma unidade padrao de tempo
(dias, meses, anos, etc.) por exemplo, 2% ao ano (taxa efetiva) (GERBER, 1997). O
periodo atrelado a taxa de juros determina quantas vezes, em determinado espacgo de

tempo, incidirdo juros sobre determinado capital (capitalizagao).

o F, Fy  Fy

Figura 1 — Diagrama de fluxo de caixa.

Para uma abordagem razoavelmente aproprofundada sobre a teoria dos juros e

acerca dos fatores de desconto e acumulagdo recomenda-se ao leitor obras como Gupta
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e Varga (2013) ou Rotar (2014). No escopo desse trabalho, precisamos definir o fator de

desconto, como segue.

Definicao 6. Seja ¢ uma taxa de juros constante, composta e capitalizada periodicamente
(por exemplo, ao ano), um fator de desconto que calcula o valor presente de 1 unidade

monetdria descontada em t-periodos (por exemplo, t-anos) é dado por

vt = —. (1.21)

Quando combinamos as taxas de juros, por meio de func¢oes de desconto, com os
modelos de sobrevivéncia, obtemos o arcabougo técnico necessario para calcular prémios
de seguro de vida (valor pago pelo segurado a seguradora em decorréncia da contratagao
do seguro) e anuidades aleatérias (fluxos de pagamentos recebidos pelo segurado ou

beneficiario em decorréncia de aquisi¢ao de rendas aleatérias).

1.6 Seguros e anuidades aleatérias

O principio basico subjacente ao seguro pode ser descrito, brevemente, como sendo
um acordo legal firmado entre uma empresa de seguros (segurador), a qual se compromete
a pagar uma soma (beneficio) em determinado momento, dado que ocorra um determinado
evento e dele decorra uma perda financeira mensuravel e, por outro lado, a pessoa que
compra o seguro (segurado), comprometendo-se a fazer pagamentos peridédicos de valores
pré-definidos (prémios) (PROMISLOW, 2014). H4 uma variedade de metodologias as
quais podem ser utilizadas na precificacdo de prémios de seguro e embora nesse texto
algumas vezes a palavra precificar tenha sido adotada, nesses casos, nao fazia-se referéncia
ao preco comercial de seguros, mas tao somente ao seu valor financeiro em acordancia com
o que denominou-se principio da equivaléncia (caso o leitor tenha interesse em conhecer
essas metodologias, recomenda-se o capitulo 7 de Dickson, Hardy e Waters (2016)). Além
disso, quanto ao principio da equivaléncia no contexto dos modelos de seguros e anuidades,
deve-se pontuar que ao combinar-se o fator de desconto com os modelos de sobrevivéncia
opera-se uma pequena adaptacao a definicdo desse principio. Portanto, nesse contexto, o
principio da equivaléncia determina que o valor presente esperado de um fluxo de obrigagoes
deve ser igual ao valor presente esperado do fluxo de beneficios associado ao mesmo fluxo
de obriga¢oes (NORBERG, 1991; DICKSON; HARDY; WATERS, 2016).

Os seguros dos quais tratar-se-ao nesse trabalho sao aqueles considerados seguros
de vida, ou seja, cujo fato gerador da obrigacao por parte da seguradora dar-se-4 em
fungao da morte ou sobrevivéncia do segurado (MACDONALD, 2005a), de acordo com o
que for firmado no contrato. Também serdao considerados alguns modelos de calculo de
anuidades, compromisso no qual o segurador esta de acordo em pagar uma renda periddica

ao segurado enquanto ele permanecer vivo (esse é o caso dos fundos de pensao).
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1.6.1 Seguros

Conforme Promislow (2014), um contrato de seguro de vida é aquele firmado
entre segurador e segurado, no qual, em troca do pagamento dos prémios — por parte do
segurado — o segurador pagard uma quantia financeira pré-determinada — quando da morte
do segurado (beneficio) — ao beneficidrio de direito. O objetivo aqui serd formular o célculo
do valor presente atuarial de contratos de seguro, usando o principio da equivaléncia e

toda a teoria anteriormente abordada.

Para tanto, considere T, conforme definido na se¢ao (1.1) e v* na forma como foi
apresentado na segao (1.5) e seja B o valor do beneficio que sera recebido pelo beneficidrio
em decorréncia da morte do segurado, além disso, recordemos da teoria da probabilidade
que se X é uma variavel aleatéria entao g(X) também o serd, dadas algumas restri¢oes
béasicas (ROSS, 2014) que aqui, por suposi¢do, serdo tomadas como vélidas e nao serdo

demonstradas. De acordo com Rotar (2014), tem-se a defini¢do a seguir.

Definig¢ao 7. Para (z), o valor presente estocdstico de um contrato de sequro com cobertura
vitalicia e que paga um beneficio B = 1 quando da morte do sequrado é uma varidvel
aleatoria Z tal que:
Zyp, = v, (1.22)
Todavia, como T, é uma variavel aleatéria, o que indica a imprecisao acerca do
momento exato em que acontecera a morte do segurado, portanto, conforme Dickson,
Hardy e Waters (2016), o interesse de fato recai em calcular o valor esperado de v’=. Nessa
abordagem, serd feita a substituigdo de T, por K, conforme definido na se¢ao (1.3). Sendo

assim, apresenta-se a seguinte definicao.

Definigao 8. Seja E[v'=] o valor esperado de v'= e sejam k e x (medidos em anos); o
valor presente esperado (ou valor presente atuarial) de um sequro de vida com cobertura
vitalicia que paga B =1 ao final do ano da ocorréncia da morte do sequrado de idade x é

dado por
A, = Ep™) =Y " PrK, = k], (1.23)
k=0

e usando (1.13) pode-se reescrever A, como sendo

Aa: = Z Uk_HkPac Qr+k- (124)
k=0

Existem alguns tipos bésicos de contratos de seguro abordados na literatura embora,
na pratica, muitos outros modelos possam ser criados. Por conveniéncia, nesse trabalho
s6 serao abordados alguns modelos de seguros, validos para periodos anuais e com o
pagamento de prémio feito de uma tnica vez (ndo abordaremos prémios parcelados). Outro

ponto relevante a se comentar refere-se ao modelo (1.24) qual seja: seguros sao pagos
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algum tempo apés a ocorréncia do sinistro (PROMISLOW, 2014), entretanto, escolheu-se
na definicao considerar o pagamento ao final do ano da morte por simplicidade do ponto
de vista matematico, evitando assim a necessidade de empregarmos o uso de periodo
fracionéario tanto no fator de desconto quanto no modelo probabilistico adotado. Dito isso,
vamos definir os modelos de seguros basicos, conforme descritos em Dickson, Hardy e
Waters (2016).

Modelo 1. Seja n medido em anos, um sequro tempordrio por n. anos A}m ¢ aquele que
paga um beneficio B ao beneficidrio caso o sequrado venha a falecer entre os proximos n

anos a partir do momento do contrato. Sendo B = 1, entdo:

7 vt e K, <m—1
1o se K, >n

com valor presente atuarial calculado por:
n—1

A:}::ﬂ = Z karl kPzx Qu+tk (125)
k=0

com o numero “17 sobre x indicando que o beneficio € pago se o sequrado falecer antes de
o contrato de sequro “vencer” (GUPTA; VARGA, 2013).

O préximo modelo a ser descrito é sobre um seguro condicionado a possibilidade

de o segurado de idade x sobreviver além da idade x + n.

Modelo 2. Seja n medido em anos, um contrato de sequro que paga B = 1 a um
sequrado de idade x desde que ele sobreviva além da idade x +n € denominado dotal puro.

Simbolicamente

7 " ose Ky, > n
0 seK,<n

e seu valor presente atuarial é obtido por

A

x:

S|

com o numero “1” sobre n indicando que o beneficio é pago se o prazo n acabar primeiro,
ou seja, se o prazo n do sequro transcorrer sem que o sequrado tenha morrido nesse

intervalo (GUPTA; VARGA, 2013).

O dotal puro é um modelo relevante dentro da matematica atuarial pois ele é, na
forma estabelecida, uma espécie de fator de desconto estocastico, combinando funcao de
desconto e modelo de sobrevivéncia. Por sua relevancia no escopo desse trabalho, vamos

introduzir uma outra forma de descrever o dotal puro, através de func¢des de comutagcao,
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as quais, segundo Macdonald (2005a) sao um conjunto de férmulas aplicadas a tabua
de mortalidade e que, efetivamente, permite o calculo simplificado de valores atuariais
esperados, com um minimo de esforco computacional. Sendo assim, conforme pode ser
visto em Gupta e Varga (2013), reescrevendo (1.26) substituindo (1.15)

lx-l—n
WEy =v" .
v lm

Multiplicando numerador e denominador por v*

)

nEJ: = 796%7
v,
e seja
D, =v"l,, x€{0,1,2,... w}, (1.27)

pode-se, portanto, reescrever (1.26) da seguinte forma

Dx—i—n
D,

B, = (1.28)
Usando um raciocinio andlogo, é possivel adotar as férmulas de comutagao para

os outros modelos de seguro. Antes de tudo, note que ,,pzqein = nPz(l — Prin) € usando

(1.15):

2Dz (1 — Poyn) = b (l”n l_ lﬁml)

lm T+n

dl: n
nDz Quin = l+ , por (1.17). (1.29)

Agora, substituindo esse resultado em (1.24) obtemos (anteriormente foi assumido que a
partir da idade w nao ha mais sobreviventes, portanto, ainda que o indice k£ do somatoério

seja definido em [0, 00), além de w os valores incrementados serdo sempre zero)

00 d I,
_ k1 %z
A, = E v -

k=0 x

e multiplicando numerador e denominador por v*

%) U;r+k+1

A=Y

Além disso, para k = 0, definindo

d:r+k
v I,

C, =v""d,, (1.30)

temos que
Ux—i—l dx Ua:+2 dx ,U$+3 d:):

Az = T T e T ez

N P P T

C.Z‘ Cx—i—l Cx—i—Q
A, = —
D, D, "D,
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Ao colocar D, em evidéncia e definindo
M, => Copir, (1.31)
k=0

pode-se reescrever o seguro vitalicio com a férmula que segue:
A, = — (1.32)

Esses resultados também podem ser estendidos para o seguro temporario descrito em

(1.25), conforme Gerber (1997) (expressao a seguir).

. Mac - Mz+n

Al = 5 (1.33)

Os demais seguros dessa secao serao apresentados, também, de acordo com as
férmulas de comutagao com dedugdes podendo ser encontradas em Macdonald (2005a) e

Gerber (1997). O préximo modelo é uma combinagao dos dois tltimos, denominado seguro

dotal (DICKSON; HARDY; WATERS, 2016).

Modelo 3. O sequro dotal paga o beneficio B =1 em caso de morte do sequrado de idade

x entre 0s prorimos n anos ou paga B =1 caso ele sobreviva ao periodo n. Simbolicamente

7 vt se K, <n—1
" se K, >n
e seu valor presente atuarial é obtido por

n—1
Axﬂ = Z Uk+l<kp:c Qz+k + Unnpx)a (134)
k=0

podendo ser escrito também usando a notagcdo dada nos dois outros modelos
1 1

Utilizando as formulas de comutagao, obtemos

Ma: - Ma:-l—n + Dw—‘rn
Azzm = .
Dy

(1.35)

O modelo de seguro (4) é o seguro com diferimento e temporario, no qual a cobertura
do seguro sé passa a vigorar ap6s o periodo de diferimento m e durante n anos (GUPTA;
VARGA, 2013).

Modelo 4. Seja m o periodo de diferimento e n o periodo de cobertura de um sequro
diferido por m anos e tempordrio por n anos. Seu valor presente estocdstico € representado

por
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0 se K, <m
Z =13 vt sem < K,<m+n-—1,
0 se K, >n+m

e seu valor presente atuarial € obtido por

m+n—1
m|A:}::ﬁ] = Z Uk+1kpmq:v+k- (136)
k=m

Podemos escrever (1.36) como uma combinagao de dois seguros temporarios, con-
forme Dickson, Hardy e Waters (2016):

e utilizando comutacoes
My — M,
AL = rtmin, 1.38

Também é importante frisar que é possivel se fazer combinacoes dos modelos
apresentados para obtermos novos arranjos. Por exemplo, tomando a equagao (1.36) e

fazendo n — oo obtemos um seguro vitalicio e diferido.

1.6.2 Anuidades aleatorias

As anuidades aleatorias estao em alguma medida relacionadas aos seguros, com
a diferenca que, no caso das anuidades, o beneficio é pago periodicamente enquanto o
beneficiario, com idade inicial xz, permanecer vivo (GERBER, 1997), dado o prazo de
cobertura do contrato, se vitalicio, temporario, e se ha ou nao diferimento. Ou seja, a
duracao dos pagamentos depende do tempo de vida futuro 7, do beneficiario. Portanto,
assim como nos contratos de seguro — diante da impossibilidade de se calcular exatamente
o valor de T}, — é feito o calculo do valor presente esperado, pela mesma razao é de interesse
o calculo do valor presente esperado de anuidades. Logo, pode-se pensar em uma anuidade
vitalicia como uma sequéncia de pagamentos de beneficios cumpridos, digamos ao inicio
de cada ano, desde que o beneficidrio esteja vivo. Considerando isso e a igualdade (1.26)

esse modelo pode ser descrito da seguinte maneira (OLIVIERI; PITACCO, 2015):

[e.o]

i, =Y kB, (1.39)
k=0

Considerando as equagoes (1.27), (1.28) e distribuindo o somatério em (1.39)

. _Da: Dx—i—l Da:+2 Dx+3
ax—Dx-F D, + D, + D, +

Definindo -
N, = Z Dk, (1.40)

k=0
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obtemos o seguinte método para calcular o valor esperado de anuidades vitalicias antecipa-

das (paga no inicio de cada ano) — utilizando as férmulas de comutagao:

iy = —~ (1.41)

Ainda, conforme Olivieri e Pitacco (2015) o valor presente esperado de uma anuidade
antecipada temporaria d,.s e uma anuidade antecipada diferida ,,d, (o trema sobre o
simbolo indica que o pagamento é feito ao inicio de cada periodo) podem ser expressos,

respectivamente — apresentou-se também a respectiva féormula de comutagao:

. s Na: - Nx n
Qo = D kB = =5 = AR (1.42)
k=0 r
. = Nz m
m|Gz = Z kb = D+ . (143)
k=m T

No caso de anuidades postecipadas, ou seja, aquelas cujo o pagamento dos beneficios

da-se ao final de cada ano, basta que o indice k comece a partir de 1. Portanto

- Nﬂ: - Na: n
Uy = Y B, = =21 5 tntl (1.44)
k=1 T
= N:Jc m
k=m+1 z

Assim como é feito em relacao aos modelos de seguros, em se tratando de anuidades
aleatorias é possivel obter outros arranjos pela simples combinacao desses que foram
apresentados. Por exemplo, pode-se obter uma anuidade aleatoria antecipada, temporaria
e diferida a partir da combinacao de uma anuidade aleatoria vitalicia e uma temporaria,

conforme Olivieri e Pitacco (2015)

m|Az:7 = Qgimtn] — Gz

considerando os resultados anteriores.
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2 Metodologia e Resultados

Por conveniéncia, a notacao utilizada ao longo do trabalho sera a mesma empregada
na descri¢ao dos algoritmos em pseudolinguagem, salvo algumas adaptacoes que serao
feitas buscando a clareza. Além disso, os algoritmos sdo escritos em uma sequéncia tal
que, quando necessario, o método seguinte irda evocar func¢oes descritas em algoritmos
anteriores e essa circunstancia serd indicada através de comentarios no algoritmo. Além
disso, optou-se por segregar os algoritmos em duas secoes, na primeira constam aqueles que
descrevem as fungoes que constroem a tabua de vida, assim como as fun¢des de comutacao,
tais como N,, D, e C,; na secao (2.1.2) seguinte sdo descritos os algoritmos cujas fungoes

referem-se aos modelos de seguros e anuidades.

2.1 Algoritmos

2.1.1 Tabua de vida e funcoes de comutacao

Seja q = [q0,q1,G2,q3, - - - ,qw_l]T, com w € N, o vetor contendo as probabilidades
de morte (a cada idade j) de uma determinada populac¢ao. Além disso, convenciona-se que
¢; indica o valor de ¢ na coordenada j, em que j € {0,1,2,3,...,w — 1} (salvo afirmacao
contraria, isso serd verdade para todo j nessa se¢ao) com ¢, 1 = 1. Cabe ser dito que j
além do niimero que indica a coordenada do vetor, indica também a idade que indexa a
probabilidade apresentada. Sendo assim, ¢; indica a probabilidade de um individuo na
idade j morrer entre as idades 7 e 7+ 1. Além do mais, a posigao inicial do vetor q é j = 0,
com ¢ indicando a probabilidade de um recém nascido morrer ao longo do primeiro ano

de vida.

O Algoritmo (1) recebe como entrada o vetor q e para cada coordenada, calcula
seu complementar conforme a equagao (1.2), armazenando-o e retornando, ao final, um
vetor p = [po, P1,P2, D3, - - - » pw_l]T das correspondentes probabilidades de sobrevivéncia.
Simbolicamente, pode-se representar a func¢ao descrita como p = F'(q). (Note que j comega

a partir do valor zero, ji que a posigao inicial em q também é j = 0).
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Algoritmo 1: Gerar vetor p de probabilidades

Input: ¢
Output: p

1 Function calcularVetorp(q):

/* declarando um vetor com w linhas e 1 coluna. */
2 p+— Array(w, 1)

3 for j + 0 to w do

4 ‘ pj— (1—q)
5 end
6 return p

7 End Function

A fungao descrita no Algoritmo (1) (fungao calculaVetorp) é utilizada no Algoritmo
(2), o qual calcula o vetor 1 = [lg, Iy, 12,13, . .. ,lw_l]T que representa o total esperado de
sobreviventes da populacao a cada ano j. Além disso, assim como no modelo anterior,
convenciona-se que [; é o valor de [ na coordenada j, I, = 0 e [p = 100.000. O método
de célculo utilizado pelo algoritmo utiliza a equacao (1.14), qual seja, I,y = lyp. (com
t =1). A fungéo pode ser simbolicamente dada por 1 = G(q), executando internamente o
método p = F(q). Note que, no Algoritmo (2) a coordenada j comega a partir de j = 1,

uma vez que lp = 100.000 ja foi fixado inicialmente.

Algoritmo 2: Gerar vetor [ de sobreviventes

Input: ¢
Output: [
1 Function calcularVetorl(q):
2 [ +— Array(w,1)
3 lop <— 100.000
/* chamando a fungdo calculaVetorp(q) e armazenando em um vetor p.
Ver algoritmo (1) */
4 p <— calculaVetorp(q)

5 for j <+ 1 to w do

6 lj — ljfl * Pj—1
7 end
8 return [

9 End Function

O Algoritmo (3) gera o vetor d = [dy,d1,ds,ds, . .. ,dw_l]T, o qual representa o

nimero esperado de 6bitos ocorridos anualmente. Tem-se que d; representa o valor de d
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na coordenada j e, além disso, define-se d,, = 0. Para tanto, emprega-se a equagao (1.18)
na qual, ao multiplicarmos ambos os lados da igualdade por [, e fixando t = 1 obtém-se o

que segue

Ademais, considerando dy o niimero de ébitos ao longo do primeiro ano de vida, o algoritmo

trata a coordenada inicial como sendo j = 0, registrando nessa posi¢ao dy.

Algoritmo 3: Gerar vetor d

Input: ¢
Output: d

1 Function calcularVetord(q):
2 d +— Array(w,1)

3 for j + 0 to w do

5 end
6 return d

7 End Function

Os Algoritmos (4) a (7) executam as fungoes de comutacao necessarias para o
calculo dos prémios de seguros e anuidades, conforme descrito anteriormente na segao (1.6).

Para tanto, recebem como entrada a taxa de juros i,. As saidas geradas sao os vetores
D = (Do, D D))"
- 0y M1y Hw)

N = (No, Ny,..., N,
C= (00701a s 7Cw)Ta
M = (Mg, My, ..., M,)",

nos quais as coordenadas sao igualmente indexadas por j € {0,1,2,3,...,w}, assim como
foi definido nos casos anteriores. Os métodos descritos nos algoritmos anteriores sao
implementados nesses algoritmos como recurso para execucao dos calculos necessarios para

gerar os vetores mencionados.
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Algoritmo 4: Gerar vetor D

Input: 7,
Output: D

Function calcularVetorD(i,):
2 D +— Array(w, 1)

jun

/* chamando a fungdo calculaVetorl(q) e armazenando em um vetor 1.
Ver algoritmo (2) */

3 | <— calculaVetorl(q)

4 for j + 0 to w do

Dj — lj/(l + ia)j

6 end

7 return D

8 End Function

Algoritmo 5: Gerar vetor N

Input: 7,
Output: N

Function calcularVetorN(z,):
2 N «— Array(w +1,1)

/* chamando a fungdo calculaVetorD(:,) e armazenando em um vetor D.
Ver algoritmo (4) */

3 D «— calculaVetorD(i,)
4 for j + 0 to w do

Ju

6 end
7 return N

8 End Function

Algoritmo 6: Gerar vetor C'

Input: 7,
Output: C

Function calcularVetorC(s,):
2 C<+— Array(w+1,1)

/* chamando a fungdo calculaVetord(q) e armazenando em um vetor d.
Ver algoritmo (3) */

3 d «— calculaVetord(q)

4 for j < 0 tow do

| Cj—d;/ (1 +i,)

6 end

=

7 return C
8 End Function
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Algoritmo 7: Gerar vetor M

Input: 7,
Output: M

1 Function calcularVetorM(i,):
2 M «— Array(w+1,1)

/* chamando a fungdo calculaVetorl(q) e armazenando em um vetor C.

3 C +— calcularVetorC(i,)

4 for j + 0 to w do

5 Mj <— Z(]‘::j Ck
6 end
7 return M

8 End Function

Ver algoritmo (6) */
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2.1.2 Seguros e rendas aleatorias

Nesta secao sao apresentados os algoritmos que modelam o calculo das rendas
aleatérias e dos prémios de seguro, os quais utilizam-se dos algoritmos (1) a (7). No corpo

dos algoritmos constam referéncia as fun¢des necessarias.

A funcao descrita no Algoritmo (8) calcula o prémio correspondente a um seguro
vitalicio — antecipado ou nao. Quando o pardmetro m € {0,1,2,...,w} for indicado com
valor diferente de zero o seguro seré diferido. A idade x € {0,1,2,...,w} e o beneficio
B € R, sdo parametros obrigatérios. A tnica diferenca entre esse algoritmo e o (9) é que
naquele consta o pardmetro n € Z, tal que n + x < w. As restrigdes impostas a n, assim
como as demais defini¢oes apresentadas nesse pardgrafo (tanto para m quanto pra z) sao

as mesmas no caso do seguro dotal, tal como no calculo das anuidades aleatérias.

Algoritmo 8: Calcular seguro vitalicio BA,

Input: m, n, x, B, i,
Output: BA,

1 Function seguroVitalicio(m, x, B, i,):

/* as fungdes descritas anteriormente sdo chamadas:
calcularVetorM(z,) e calcularVetorD(i,). Ver algoritmos (7) e
(4) */

2 M <— calcularVetor M (i,)

3 D <— calcularVetorD(i,)

4 BA, /x* declara a varidvel a ser instanciada */
5 BA, «— Bx (My1,n/D,)
6 return BA,

7 End Function

Algoritmo 9: Calcular seguro temporario BAi:m

Input: m,n, x, B, i,

Output: BA;,:W

Function seguroTemporario(m,n, z, B, i,):
2 M <— calcularVetorM (i,)

3 D <— calcularVetorD(i,)

=

4 BAglE:m /* declara a variavel a ser instanciada */
5 BA;:M — Bx (Myym — Myymin)/Ds)
6 return BA]

7 End Function
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Algoritmo 10: Calcular seguro dotal BAI%

Input: m,n, x, B, i,
Output: BA,
1 Function seguroDotal(m,n, x, B, i,):
2 M <— calcularVetor M (i,)
3 D +— calcularVetorD(i,)
4 BAm:% /* declara a variavel a ser instanciada

5 BAJ:% A B * ((Mx-‘rm - M:c+m+n + D:c+m+n)/Dx)

6 | return BA g

7 End Function

Algoritmo 11: Calcular anuidade vitalicia Ba,

Input: x, B, postecipada, m, i,
Output: Ba,

Function anuidadeVitalicia(x, B, postecipada, m, i,):
N, <— calcularVetorN (i,)

3 D, «— calcularVetorD(i,)

for 1 <+ 0 to w do

if postecipada = true then
‘ Ba:r +— B x Nx—l—m—‘rl/Dac

else
‘ Ba, <— B* N1,/ D,

end

N =

© 000 N O ook

10 end

11 return Ba,
12 End Function
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Algoritmo 12: Calcular anuidade temporaria Ba,.x

Input: z, B, postecipada, m, i,

Output: Ba,
1 Function anuidadeTemporaria(x, B, postecipada, m,n, i,):
2 N, <— calcularVetorN (i,)
3 D, <— calcularVetorD(i,)
4 for i < 0 to w do
5 if postecipada = true then
6 | Bagm +— B * (Nosmer — Novmrns1) /Do
7 else
8 | Baga ¢— B (Noim — Noymen)/Da
9 end
10 end
11 return Ba,.

12 End Function

2.2 Desenvolvimento da aplicacao

A aplicagao de software foi desenvolvida na linguagem de programacao Java. Para
tanto, foi utilizado o Java SE Development Kit 8' - JDK que é o ambiente de desenvol-
vimento padrao java, contendo as Application programming interface - API necessarias
para implementacao, compilagao e execucao das aplicagoes de software. A versao da JDK
utilizada foi a de nimero 8. Optou-se por essa linguagem em func¢ao desta ser bastante
consolidada, com ampla adocao, acessivel, bem documentada e estavel. Além disso, uma
vez compilado o codigo java, a aplicacao de software é executavel em diferentes sistemas
operacionais — desde que a JVM esteja instalada na plataforma em questao — eliminando
a necessidade de se manter multiplas bases de c6digo para diferentes plataformas (DEI-
TEL; DEITEL, 2017). Outras vantagens decorrentes do uso da linguagem java se fazem,
justamente, pelo fato de ser uma linguagem compilada, executando em maior rapidez
do que aplicagoes codificadas em linguagens interpretadas; também pelo fato de esta ser
uma linguagem orientada a objetos, o que permite que o codigo seja escrito de forma
a ser reaproveitado no escopo da aplicagao, eliminando redundancias e permitindo uma

codificacao limpa e legivel.

! Esse ambiente de desenvolvimento pode ser obtido no enderego eletrénico: <https://www.oracle.com/

technetwork /java/javase/downloads/jdk8-downloads-2133151.html>


https://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/jdk8-downloads-2133151.html
https://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/jdk8-downloads-2133151.html
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2.3 Resultados

Nesta segao serao apresentadas algumas capturas de tela da aplicacao desenvolvida,
também serdao comentados alguns exemplos. Cabe ser dito que a imagem vetorial da

ampulheta que consta na tela inicial da aplicacao foi obtida, sob licenca gratuita, no site
de compartilhamento de imagens IconFinder?.

Optou-se por adotar uma tela inicial limpa e direta com um menu no qual constam

as opgoes disponiveis (ver Figura 3). Ao clicar no menu FERRAMENTAS, conforme a

)
FERRAMENTAS SOBRE

\7
fr N

Figura 2 — Aplicagdo: tela inicial

Figura 2, as opgoes de céalculo sao apresentadas , assim como também ¢ dada a possibilidade
de importagao da tdbua a qual o usuario desejar usar nos calculos (ver Figura 4). Cabe
ressaltar que na tabua escolhida deve constar apenas o vetor com probabilidades g¢,.
No menu constam as opgoes para calcular prémios de seguros e anuidades, ambos com

cobertura anual, conforme os modelos descritos anteriormente no texto.

[£] Calculadora Atuarial - X
| FERRAMENTAS | SOBRE

ANUIDADE »

SEGURO »

IMPORTAGAO DA TABUA

/7

Figura 3 — Aplicagao: menu de opgoes

Ao iniciar o programa, pela primeira vez, é necessério fazer a importacao do arquivo
correspondente a tdbua de vida a qual se deseja utilizar nos calculos. A opcao fica disponivel

no menu inicial para o caso de o usuério desejar trocar a tabua.
2

A imagem estd disponivel no enderego eletronico: <https://www.iconfinder.com/icons/3401850/
essential _hourglass web_ icon>.


iconfinder.com
https://www.iconfinder.com/icons/3401850/essential_hourglass_web_icon
https://www.iconfinder.com/icons/3401850/essential_hourglass_web_icon
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(&) =Ca|-:ulg;‘| Irmportar tabua atuarial = >
FERRA|

IMPORTACAO DA TABUA ATUARIAL NO FORMATO CSV

Importar arquivo

|£| Abrir X
Pesquisar em: ||j CalculoAtuarial |V| E
3 .git [} .qitignore
3 build [y arte3.png
I dist [ build.xml
3 lib [} manifest.mf
[ nbproject [} README.md
[ src [} tabua_atuarial.cs
T test

Nome do Arquive: |tabua_atuarial.csv |

Arguivos do Tipo: |Tod05 0s Arguivos |v|

| Abrir || Cancelar |

.'A.brir arquivo selecionado |—

Figura 4 — Aplicac¢ao: importacao de tabua

A aplicacao é bastante intuitiva e de facil utilizagao e as opg¢des disponiveis estao

facilmente acessiveis. Uma questao relevante é o controle de restri¢oes, conforme descritas

nos algoritmos. Tais restricoes sao verificadas durante a execucgao da aplicacdo com o

objetivo de prever e contronar possiveis erros (ver Figura 5). O campo destinado a taxa

de juros esta configurado para garantir que esta seja inserida na forma unitaria. Um erro

possivel, mas tratado pela aplicagdo, ocorreria caso o usuario inserisse parametros de idade,

duracao e diferimento que, individualmente ou somados, viessem a ultrapassar a idade

w da tdbua, o que geraria resultados indesejados. Considere o exemplo de uma anuidade

vitalicia antecipada para uma pessoa de 30 anos pagando um beneficio de 12.000,00 por

ano, com um diferimento de 70 anos e uma taxa de juros anual de 6% (ver Figura 5).

[£] Anuidade Vitalicia

Idade

Taxa de juros (%)

Beneficio =
ATENCAO

12000

Diferimento

x

& A SOMA IDADE + DIFERIMENTO DEVE SER INFERIOR AQ OMEGA DA TABUA = 99

e

ina

[] Postecipada?

Figura 5 — Aplicacao: mensagem de erro
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Vejamos um exemplo hipotético de um seguro dotal. Sejam (z = 12,i = 8%, B =
30000, m = 10,n = 20) os parametros para o calculo de um seguro dotal, qual seja, um
seguro com cobertura temporaria de 20 anos e diferimento de 10 anos, com valor de
beneficio de trinta mil reais e uma taxa de juros de 8% ao ano atribuido a uma pessoa
de 12 anos de idade. Ao selecionar a opcao de seguro dotal no menu FERRAMENTAS, e

entrar com esses valores na tela seguinte obtem-se o resultado que consta na Figura (6).

|£/ Segure Dotal - X
Idade

Taxa de juros (%) R$ 3.115,20

Beneficio

bOOOO ‘

Diferimento

10 ‘

Duragéo

20

Figura 6 — Aplicacao: seguro dotal

Considere um seguro temporario contratado por uma pessoa de 40 anos de idade,
com cobertura de 20 anos e 12 anos de diferimento, com o valor do beneficio de 40.000,00
e uma taxa de 8, 5% ao ano (ver Figura 7). As demais telas sdo semelhantes a estas, com

algumas diferencas nos parametros.

| £ Segure Temporario — X

Idade

CHN

Taxa de juros (%) R$ 2.695,75

0.085

Beneficio

%0000 ‘

Diferimento

- |

Duragao

20

Figura 7 — Aplicacao: seguro temporario

Considere uma anuidade temporaria antecipada para uma pessoa de 32 anos, com
duragdo de 1 ano e uma taxa de juros de 6% ao ano com um beneficio anual de 1,00,

resumindo, (z = 32,7 = 6%, B = 1, postecipada = false, duracao = 1) (ver Figura 8).
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|£/| Anuidade temporéria - x

Idade

Taxa de juros (%)

Beneficio

! |

Diferimento

P |

Duragéo

1

["] Postecipada?

Figura 8 — Aplicacao: anuidade temporaria

2.4 Disponibilidade da aplicacao

A aplicacao de software e o respectivo cédigo-fonte estao disponiveis no repositério

online de cédigos GitHub?. Por ser uma aplicacao didatica, o cdédigo-fonte estd disponibili-

zado para aqueles que tenham interesse em testar e melhorar a aplicacdo ou expandi-la,

incluindo novas funcoes.

3

Acessivel pelo seguinte enderego eletronico: <https://github.com/thfreud/actuarialcalculator>


https://github.com/thfreud/actuarialcalculator
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Consideracoes Finais

Neste trabalho foi apresentada de maneira sucinta a matematica atuarial adotada
no calculo de prémios de seguros de vida e rendas aleatorias. Como o objetivo do trabalho
foi o de desenvolver uma aplicacdo de software voltada para esse tipo de calculo, a
metodologia desenvolvida consiste na codificagao em pseudolinguagem dos modelos tedricos
em algoritmos programéveis. Para tanto, foram estudados modelos de seguro e rendas
e, a partir destes, foram escritos os algoritmos. A partir dos algoritmos, a aplicacao foi
desenvolvida adotando-se a linguagem de programacao Java. Como a finalidade do trabalho
consistiu em apresentar uma aplicacdo minimamente funcional, mas que apresente uma
interface grafica amigavel, um nimero limitado de fungoes foi implementado. Nao obstante,
através da metodologia adotada, é possivel expandir sem muitas dificuldades a aplicagao,
incorporando outras fungoes ou, a depender do objetivo, simplesmente combinando os
métodos ora implementados. Por conseguinte, as possibilidades futuras que versam sobre

a continuidade desse trabalho sdo vastas.

Uma melhoria elementar que pode ser sugerida seria a inclusao de fungoes cujos
célculos considerem produtos nos quais o periodo de cobertura (tanto para anuidades
quanto para seguros) seja diferente do periodo anual, por exemplo, cobertura mensal ou
trimestral. Tal fun¢do poderia ser implementada por meio da férmula de woolhouse, a
qual é obtida através da derivagao de uma expansao de Euler-Maclaurin, uma deducao
dessa metodologia pode ser encontrada em Macdonald (2005b); para uma boa explanagao
acerca do uso da férmula no contexto das anuidades pode-se consultar Gupta e Varga
(2013). Outra sugestao de trabalho futuro seria a inclusdo de uma fungao para o célculo
de reserva matematica, a qual pode ser pensada como sendo a diferenca entre o valor
presente atuarial dos prémios (quando pagos em parcelas) e o valor presente atuarial dos
beneficios em determinado instante do tempo (ver Dickson, Hardy e Waters (2016), Gupta
e Varga (2013) para uma agradavel explanagao acerca do célculo de reservas). Reitera-se,
considerando o nivel elementar no qual a aplicacao foi apresentada, existem muitas outras
possibilidades de melhoria, como a inclusao de um banco de dados, o que possibilitaria que
os calculos fossem feitos para uma base de dados inteira, como uma carteira de clientes,

ao invés de um cliente por vez.
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